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Sur la pro-p-extension loalement ylotomiquemaximale d'un orps de nombresRomain Validire8 déembre 2008Résumé. Soit p un nombre premier et F∞ la Zp-extension ylotomiqued'un orps de nombres F . Nous étudions le groupe de Galois G′F∞
sur F∞ dela pro-p-extension non rami�ée, p-déomposée maximale de F∞. La questionde la pro-p-liberté de G′F∞

a déjà été évoqué par de nombreux auteurs. Danset artile, nous aratérisons la pro-p-liberté de G′F∞
en termes de desentegaloisienne pour ertains noyaux de loalisation en ohomologie galoisienne :les noyaux sauvages étales. Nous en déduisons des ritères e�etifs pour lanon pro-p-liberté de e groupe.Abstrat. Let p be a prime number and F∞ be the ylotomi Zp-extensionof a number �eld F . We onsider the Galois group G′F∞

over F∞ of themaximal unrami�ed, p-deomposed, pro-p-extension of F∞. The questionwhether G′F∞
is free pro-p was already asked by many authors. In this arti-le, we highlight a link between the freeness of G′F∞

and the Galois desentfor some loalisation kernels : the étale wild kernels. Then we give expliitriterions to show that G′F∞
is not a free pro-p-group.IntrodutionSoient p un nombre premier et F une extension algébrique du orps des ra-tionnels Q. On désigne par LF la pro-p-extension non rami�ée maximale de

F et on note GF = Gal(LF /F ) son groupe de Galois sur F .Même dans le as où F est un orps de nombres (i.e. F/Q est �ni), la stru-ture du pro-p-groupe GF n'est pas bien onnue. La théorie du orps de lassesnous montre que Gab
F est isomorphe à la p-partie du groupe des lasses de F(il s'agit don d'un groupe �ni). En 1964, Golod et Shafarevith ont donnéles premiers exemples de orps F pour lesquels GF est in�ni. De nombreusesquestions onernant la struture de es groupes restent ependant ouvertes(dimension ohomologique, analytiité p-adique,...).1



Soit F∞ une Zp-extension de F . Une stratégie lassique pour étudier legroupe GF , est d'étudier le groupe GF∞
via la théorie d'Iwasawa des Zp-extensions ('est par exemple le point de vue adopté dans [O℄) ; l'idée estensuite de desendre les résultats au niveau de F . Dans et artile, nousnous intéressons aux objets suivants :� F∞ est la Zp-extension ylotomique d'un orps de nombres F .� L′F∞

est la pro-p-extension non rami�ée, p-deomposée, maximale de F∞et le groupe de Galois
G′F∞

= Gal(L′F∞
/F∞).Le groupe G′F∞

est un quotient naturel de GF∞
et leurs strutures sont forte-ment reliées. Dans et artile, nous nous intéressons à la question suivante :Le groupe G′F∞

est-il un pro-p-groupe libre ?On désigne par A′
F la p-partie du groupe des p-lasses de F et par µn legroupe des raines n-ièmes de l'unité. Faisons un bref historique de la ques-tion préédente. Supposons que le orps F est à multipliation omplexe etque la partie plus de A′

F est triviale (par exemple, F est un orps ylo-tomique Q(µp) satisfaisant la onjeture de Vandiver) ; sous es hypothèses,on pensait que le groupe G′F∞
était pro-p-libre (f. [Wi, Theorem 1℄ et [N2,Exemples 3.2℄). Cependant, en 2003, des résultats de W. MCallum et R.Shari� (f. [MS℄) mettent en porte-à-faux les résultats antérieurs. En par-tiulier, on a l'exemple suivant (f. [Sha℄) : pour p = 157 et F = Q(µ157)le groupe G′F∞

est isomorphe au groupe abélien Z2
p. Aujourd'hui, les seulsexemples onnus de ouples (F, p) pour lesquels G′F∞
est pro-p-libre sont lesouples (F, p) pour lesquels G′F∞

est trivial ou isomorphe à Zp.Dans et artile, notre but est de aratériser la pro-p-liberté de G′F∞
entermes de desente galoisienne pour les noyaux sauvages étales. Pour tout

i ≥ 1, les noyaux sauvages étales WK ét
2i(F ) attahé à F et p peuvent êtrevus omme des versions tordues du p-groupe des lasses A′

F . Ils sont dé�nisomme des noyaux de loalisation en ohomologie galoisienne. Pour i = 1,le groupe WK ét
2 (F ) est isomorphe à la p-partie du noyau sauvage lassiquei.e. le noyau des symboles de Hilbert dans le groupe K2(F ).Dans une première partie, nous établissons un résultat (Proposition 1.4) quiaratérise la liberté d'un pro-p-groupe au moyen du morphisme de trans-fert. Dans une seonde partie, nous rappelons une desription lassique, dueà Shneider, des noyaux sauvages en termes d'un ertain module d'Iwasawa.L'objet de la troisième partie est détablir le résultat prinipal (théorème 3.4)qui relie le omportement galoisien des noyaux sauvages à la struture de

G′F∞
.Notons que l'étude de G′F∞

(préisement la �nitude) via les noyaux sauvages2



a déjà été entreprise dans [As℄. L'auteur retrouve le ritère d'in�nitude pour
G′F∞

donné dans [JS℄. Celui-i provient d'une inégalité à la Golod et Sha-farevith. Dans la dernière partie, nous obtenons à l'aide du théorème 3.4un ritère de non pro-p-liberté (théorème 4.3) pour G′F∞
; elui-i s'exprimeau moyen d'une inégalité similaire à elle de [JS℄. Le ritère nous permetde onstruire e�etivement des ouples (F, p) pour lesquels G′F∞

n'est paslibre. En�n, toujours omme onséquene du théorème 3.4, nous obtenons leorollaire 4.7 qui montre que pour un orps F à multipliation omplexe, latrvialité de la partie plus de A′
F est une ondition néessaire pour la libertéde G′F∞

(nous retrouvons ainsi le résultat [Wi, Proposition 3.3℄).1 Préliminaires ohomologiques1.1 Pro-p-liberté et transfertFixons un nombre premier p. Dans e paragraphe nous rappelons des résul-tats standards sur la ohomologie des groupes et la notion de pro-p-liberté.On peut trouver la plupart des résultats énonés dans [NSW℄ ou [Se2℄.Etant donné un groupe abélien M loalement ompat, on rappelle que M∗désigne le dual de Pontryagin de M . C'est le groupe Hom(M, R/Z) des homo-morphismes ontinus de M vers R/Z. On a une dualité parfaite M ≃ (M∗)∗qui transforme les groupes disrets en groupes ompats.Lorsque M est un pro-p-groupe ou un groupe disret de p-torsion
M∗ = Hom(M, Qp/Zp).Soit G un groupe pro�ni et M un G-module ompat. Pour tout entier n ≥

0, les groupes d'homologie sont dé�nis par dualité à partir des groupes deohomologie :
Hn(G,M) := (Hn(G,M∗))∗ .Etant donné un pro-p-groupe G, on note Gab l'abelianisé de G. C'est lequotient de G par l'adhérene de son sous-groupe dérivé [G,G].En outre, on a

Gab ≃ H1(G, Zp).La notation H ⊳ G signi�e que H est un sous-groupe distingué de G. En�n,on note d(G) := dimFp(H
1(G, Fp)) le p-rang de G. C'est le nombre minimalde générateurs de G.Etant donné un pro-p-groupe G, on note cd(G) (resp. scd(G)) la dimensionohomologique (resp. dimension ohomologique strite) du pro-p-groupe G.3



Pro-p-liberté et dimension ohomologique sont reliées par la proposition suiv-ante :Proposition 1.1. Soit G un pro-p-groupe non trivial. On a l'équivalene :(i) G est pro-p-libre.(ii) cd(G) = 1.Il en déoule la aratérisation suivante :Proposition 1.2. Le groupe G est pro-p-libre si et seulement si scd(G) = 2et Gab est sans p-torsion.Etant donnés un pro-p-groupe G et un sous-groupe H d'indie �ni de G, ondé�nit (f. [Se1, VII, �8℄) un morphisme anonique appelé transfert :
V er : Gab → Hab,qui s'identi�e à l'homomorphisme de restrition entre groupes d'homologie :

res : H1(G, Zp)→ H1(H, Zp).Par dualité, le transfert s'identi�e à l'appliation de orestrition entre lesgroupes de ohomologie :
cor : H1(H, Qp/Zp)→ H1(G, Qp/Zp).La proposition suivante fait un lien entre l'étude du transfert et la dimen-sion ohomologique strite (f. [NSW, Theorem 3.6.4℄). Elle aratérise lesgroupes pro�nis dont la dimension ohomologique strite est égale à 2. Cesgroupes sont partiulièrement importants, notamment pare qu'ils apparais-sent naturellement en théorie du orps de lasses. Cette proposition est uneombinaison de résultats dûs à J.-P. Serre et J. Tate.Proposition 1.3. Soit G un groupe pro�ni non nul. Les propositions suiv-antes sont équivalentes :(i) La dimension ohomologique strite de G est 2.(ii) Pour tout ouple de sous-groupes ouverts distingués V ⊳ U , le transfertinduit un isomorphisme Uab ≃→ (V ab)U/V .Nous proposons une adaptation de la proposition préédente ; elle-i permetde aratériser exatement la pro-p-liberté d'un groupe au moyen du tansfert.Proposition 1.4. Soit G un pro-p-groupe non nul. Les propositions suiv-antes sont équivalentes :(i) G est pro-p-libre.(ii) Pour tout sous-groupe ouvert U ⊳ G le module Uab est Zp-libre et pourtout ouple de sous-groupes ouverts V ⊳ U , le transfert induit une injetion
V : Uab ⊗Qp/Zp →֒ V ab ⊗Qp/Zp,où V est dé�nie par V(x⊗ 1

pn ) = V er(x)⊗ 1
pn .4



Démonstration. la proposition est une onséquene des propositions 1.2 et1.3.1.2 K-théorie des anneaux d'entiers et ohomologie galoisi-enneCommençons par donner quelques notations.Soient p un nombre premier et F un orps de nombres, on note :
µpn le groupe des raines pn-ièmes de l'unité,
µp∞ :=

⋃

n≥1 µpn et Zp(1) := lim←−µpn ,
Fv le loalisé de F en v, où v désigne une plae de F ,
Sp = Sp(F ) l'ensemble des plaes de F divisant p et ∞,
S = SF un ensemble �ni de plaes de F ontenant Sp,
OS

F l'anneau des S-entiers de F ,
A′

F la p-partie du groupe du groupe de lasses de OSp

F ,
FS l'extension S-rami�ée maximale de F et GS

F := Gal(FS/F ),
r1(F ) (resp. r2(F )) le nombre de plaes réelles (resp. de plaesomplexes à onjuguaison près) de F .En�n pour tout i ≥ 0, on pose

A(i) := A⊗ Zp(i) = A⊗ Zp(1)⊗ · · · ⊗ Zp(1),
︸ ︷︷ ︸

i foisle i-ième tordu à la Tate de A.Hypothèse : dans toute la suite du texte, lorsque p = 2 on suppose que√
−1 ∈ F .Pour i ≥ 1, et k = 1, 2 les groupes de K-théorie étale K ét

2i+2−k(OS
F ) intro-duits par Dwyer et Friedlander (f. [KM℄) sont isomorphe aux groupes deohomologie galoisienne ontinue :

Hk
cont(G

S
F , Zp(i + 1)) := lim←−Hk(GS

F , Z/pn(i + 1)).Les résultats de Quillen et Borel sur la K-théorie algébrique ainsi que lesrésultats de Soulé sur la surjetivité des aratères de Chern (f [Sou℄) nousdonnent les propriétés suivantes :� Pour tout i ≥ 1, les groupes K ét
2i(OS

F ) sont �nis.5



� Pour tout i ≥ 1, les groupes K ét
2i+1(OS

F ) ≃ K ét
2i+1(F ) sont de type �ni sur

Zp. Préisément, on a :
rgZp(K

ét
2i+1(F )) =

{
r1 + r2 si i est pair,

r2 si i est impairRappelons qu'une extension de orps de nombres L/F est une p-extensionlorsque L/F est une extension galoisienne �nie et Gal(L/F ) est un p-groupe.On �xe un ensemble �ni S de plaes de F ontenant les plaes p-adiques etles plaes à l'in�ni. Par abus, on note toujours S := SL l'ensemble des plaesde L au-dessus des plaes ontenues dans S. On s'intéresse maintenant auomportement galoisien des K-groupes dans les p-extensions S-rami�ées.Soit M un groupe abélien et G un groupe opérant sur M . On note� MG le sous-groupe de M des éléments invariants par G.� MG le quotient M/IGM , où IG est le sous-groupe de Z[G] engendré parles g − 1, g ∈ G.Soit L/F une p-extension de groupe de Galois G, non rami�ée hors de S.Pour i ≥ 1 et k ∈ {1, 2} on a un morphisme d'extension :
ek,i : K ét

2i+2−k(OS
F )→ K ét

2i+2−k(OS
L)G,qui s'interpr`ete ohomologiquement omme un morphisme de restrition.Les noyaux des morphismes d'extension sont appelés noyaux de apitulation.Ils jouent un r�le entral dans la suite de l'artile.Dé�nition 1.5. Pour toute extension S-rami�ée �nie L/F et tout entier

i ≥ 1, on note :
CapS

i (L/F ) := ker(K ét
2i (OS

F )→ K ét
2i(OS

L)).Si L/F est une extension algébrique, on pose CapS
i (L/F ) = lim−→Cap(L/F ),où L parourt les sous-extensions �nies de L/F .Tout omme les noyaux de apitulation des groupes de lasses qui s'expri-ment en termes de ohomologie des unités, les noyaux CapS

i (L/F ) sont reliésà la ohomologie des K-groupes impairs. Pour i = 1, le résultat suivant est àrapproher d'un résultat de B. Kahn (f [Ka℄). Pour la généralisation à tout
i ≥ 1, on renvoie à [KM, Theorem 1.2℄.Les groupes Ĥ∗(G, .) désignent les groupes de ohomologie modi�és (f. parexemple [Se1, Chapitre VIII℄)Théorème 1.6. Soit L/F une p-extension, non rami�ée en dehors de S et
G := Gal(L/F ). Alors

CapS
i (L/F ) ≃ Ĥ−1(G,K ét

2i (OS
L)) ≃ H1(G,K ét

2i+1(L)), et
coker(e2,i) ≃ Ĥ0(G,K ét

2i (OS
L)) ≃ H2(G,K ét

2i+1(L)).6



De plus, lorsque L/F est ylique, le quotient de Herbrand
h(G,K ét

2i+1(L)) =
|H2(G,K ét

2i+1(L))|
|H1(G,K ét

2i+1(L))|est trivial.Remarques.� Les noyaux CapS
i (L/F ) ne dépendent pas de l'ensemble S ontenant Sp ∪

S∞ et les premiers rami�és dans L/F . On note désormais
Capi(L/F ) := CapS

i (L/F ).� Trouver une minoration intéressante de |Capi(L/F )| est en général plusdi�ile (le problème est soulevé par B. Kahn dans l'introdution de [Ka℄).Dans [AM℄, les auteurs donnent une minoration de et ordre sous ertaineshypothèses de rami�ation pour L/F .La proposition suivante est lassique et porte sur la trivialité des noyaux deapitulation dans une p-extension.Proposition 1.7. Soient L/F et L′/F des p-extensions �nies, S-rami�éesave L ⊂ L′. Alors
Capi(L

′/F ) = 0 si et seulement si Capi(L
′/L) = 0 et Capi(L/F ) = 01.3 L'algèbre d'IwasawaNous terminons ette partie par quelques rappels sur l'algèbre d'Iwasawa.Soit Λ := Zp[[T ]], l'algèbre des séries formelles en T à oe�ient dans Zp.Soient Γ un pro-p-groupe multipliatif isomorphe à Zp et γ un générateurtopologique de Γ. Pour tout entier n ≥ 0, on pose Γn := Γpn . L'agèbre Λest topologiquement isomorphe à l'algèbre de groupes omplète Zp[[Γ]] =

lim←−Zp[[Γ/Γn]] via l'appliation γ → 1 + T .Si M est un Λ-module de type �ni, il existe des polyn�mes distingués ir-rédutibles fi ∈ Zp[T ], des entiers ni, mj et rM tels que M est pseudo-isomorphe à
Λr ⊕

n⊕

i=1

Λ/(fi)
ni ⊕

m⊕

j=1

Λ/(p)mj ,Les entiers rM , λM :=
∑n

i=1 ni deg(fi) et µM :=
∑m

j=1 mi sont les invariantsd'Iwasawa de M . Le polyn�me fM (T ) = pµX Πn
i=1fi(T ) est appelé polyn�mearatéristique de M .Rappelons que F∞ =

⋃

n≥0 Fn désigne la Zp-extension ylotomique de Fet Γ := Gal(F∞/F ). On note G′F∞
le groupe de Galois sur F∞ de la pro-p-extension non rami�ée, p-déomposée, maximale de F∞ ('est aussi la pro-

p-extension non rami�ée, déomposée en toute plae, maximale de F∞).7



Dans et artile, nous onsidérons le Λ-module
X ′

F∞
:= H1(G′F∞

, Zp) ≃ G′ab
F∞

.C'est le groupe de Galois sur F∞ de la pro-p-extension non rami�ée, p-déomposée, abélienne, maximale de F∞. Par la théorie du orps de lasse'est aussi :
X ′

F∞
≃ lim←−A′

Fn
,où la limite projetive est prise sur les morphismes de normes.Le Λ-module X ′

F∞
est de type �ni et de torsion (i.e. rX′

F∞

= 0).Il est onjeturé que µX′

F∞

= 0. Ce résultat est vrai lorsque F/Q est abélien,d'après un théorème de Ferrero et Washigton (f. [FW℄).Remarque. L'hypothèse µX′

F∞

= 0 équivaut à dire que G′∞ est un pro-p-groupe de type �ni (i.e. d(G′∞) < +∞).Rappelons pour �nir les notions de o-adjoint et suites admissibles qui serontutiles dans la suite. Les Λ-modules onsidérés seront de type �ni.Considérons l'appliation naturelle de loalisation :
ΨM : M →

⊕

p∈supp(M)

Mp,où supp(M) désigne l'ensemble des idéaux premiers de hauteur 1 de Λ dis-joints de l'idéal (fM (T )) et Mp le loalisé de M en p. On dé�nit alors :Dé�nition 1.8. (et Proposition.)
coker ΨM := β(M) est le o-adjoint de M .
ker ΨM := M0 est le sous-Λ-module �ni maximal de M .La notion de suite admissible nous permet d'obtenir des représentation plusexpliites du o-adjoint et du sous-module �ni maximale de M .Dé�nition 1.9. Une suite {πn}n≥0 d'éléments non nuls de Λ est M -admissiblesi 1. π0 ∈ (p, T ) et pour tout n ≥ 1 on a πn+1 ∈ πn(p, T ).2. Les diviseurs πn et car(M) sont étrangers (i.e. M/πn est �ni).Théorème 1.10. Soit M un Λ-module de torsion et de type �ni et {πn}n≥0une suite M -admissible. Alors on a un isomorphisme de Λ-modules

β(M) ≃ lim−→M/πnM.En�n le sous-module �ni maximal M0 de M se dérit de la manière suivante :8



Théorème 1.11. Soient M un Λ-module de type �ni de torsion et {πn} unesuite M -admissible. Pour tout m ≥ n ≥ 0,

ker

(

M/πn

πm
πn→ M/πm

)

⊆M0/πn.De plus, pour tout n≫ 0 et tout m ≥ n su�samment grand :
M0 ≃ ker

(

M/πn

πm
πn→ M/πm

)

.Il en résulte immédiatement le orollaire suivant :Corollaire 1.12. Pour tout n ≫ 0, la projetion M → M/πn induit unisomorphisme :
M0 ≃ ker (M/πn → β(M)) .2 Les noyaux sauvages étales2.1 Noyaux de loalisationPour tout i ∈ Z, P. Shneider a introduit (f. [S℄) les noyaux de loalisation

X
2
S(F, Zp(i + 1)) := ker(H2(GS

F , Zp(i + 1))→ ⊕v∈SH2(Fv, Zp(i + 1))).Le groupe X
2
Sp

(F, Zp(1)) s'identi�e anoniquement au groupe A′
F . Pour tout

i ≥ 1, le groupe X
2
S(F, Zp(i+1)) s'identi�e anoniquement à un sous-groupede K ét

2i(OS
F ). Ainsi X2

S(F, Zp(i+1)) est un p-groupe abélien �ni. Il ne dépendpas de l'ensemble S (ontenant Sp ∪ S∞). On adopte alors la notation suiv-ante :
WK ét

2i(F ) := X
2
S(F, Zp(i + 1)).Le groupe WK ét

2i(F ) est appelé 2i-ième noyau sauvage étale. Cette appella-tion est due à T. Nguyen Quang Do (f. [N1℄) ; elle est justi�ée par le faitque pour i = 1, le groupe X
2
S(F, Zp(2)) s'identi�e, d'après les résultats deTate, à la p-partie du noyau sauvage usuel WK2(F ). Noyaux sauvages et

K-groupes pairs sont reliés par les suites exates :
0→WK ét

2i(F )→ K ét
2i(OS

F )→ ⊕v∈SH2(Fv , Zp(i + 1))→ H0(F, Qp/Zp(−i))∗ → 0.Noyaux sauvages et p-groupes de lasses sont reliés par la proposition suiv-ante :Proposition 2.1. Fixons un entier i ≥ 1. On suppose que F ontient µ2p etqu'au moins un premier p-adique de F est totalement rami�ée dans F∞/F .Alors il existe une appliation surjetive :
WK ét

2i(F )/p→ A′
F /p(i).9



2.2 Théorie d'Iwasawa des noyaux sauvagesOn fait maintenant le lien entre les noyaux sauvages dé�nis préédemmentet la théorie d'Iwasawa.Rappelons que Γ = Gal(F∞/F ) où F∞/F est la Zp-extension ylotomiqueet que pour tout n ≥ 0, on note Γn := Gal(F∞/Fn) = Γpn . On pose E =
F (µp) et ∆ = Gal(E/F ). En�n on note d l'ordre de ∆. Pour simpli�er, onpose X ′

∞ := X ′
F∞

.Par dualité de Poitou-Tate et montée dans la Zp-extension ylotomique P.Shneider donne une desription du 2i-ième noyau sauvage de E omme o-desendu d'un Λ-module (f [S℄, �6 lemma 1). En onsidérant les o-invariantssous l'ation de ∆ on obtient le théorème suivant :Théorème 2.2. Pour tout entier positif i non nul tel que i ≡ 0mod d, ilexiste un isomorphisme anonique :
WK ét

2i(F ) ≃
(
X ′

∞(i)
)

ΓPosons WK ét
2i(F∞) := lim−→WK ét

2i(Fn), où la limite est prise sur les mor-phismes d'extensions.On tire du théorème 2.2 la desription à l'in�ni suivante :Proposition 2.3. Si µX′
∞

= 0 alors pour tout entier positif i non nul telque i ≡ 0mod d, on a un isomorphisme anonique :
WK ét

2i(F∞) ≃ X ′
∞ ⊗Qp/Zp(i).Démonstration. L'hypothèse µX′

∞
= 0 implique que la suite {pn} est X ′

∞(i)-admissible. Don d'après le théorème 1.10, on a l'isomorhisme :
β(X ′

∞(i)) ≃ lim−→(X ′
∞(i))/pn

= X ′
∞ ⊗Qp/Zp(i).D'autre part, la �nitude de WK ét

2i(Fn) ≃ (X ′
∞(i))Γn

, montre que {(1+T )p
n−

1} est une suite X ′
∞(i)-admissible. Don

β(X ′
∞(i)) ≃ lim−→(X ′

∞(i))Γn

:= WK ét
2i(F∞).Rappelons en�n la desription lassique des noyaux de apitulation dans la

Zp-extension ylotomique. Pour tout n ≥ 0, et tout entier positif non nul10



i ≡ 0mod d, on a
Capi(Fn/F ) = ker(WK ét

2i(F )→WK ét
2i(Fn))

≃ ker((X ′
∞(i))Γ → (X ′

∞(i))Γn)

⊆
(
(X ′

∞)0(i)
)

ΓOn pose Capi(Fn) = ker(WK ét
2i(Fn) → WK ét

2i(F∞)). Alors pour tout nsu�samment grand, le orollaire 1.12 nous donne :
Capi(Fn) ≃ (X ′

∞)0(i)Proposition 2.4. Les propositions suivantes sont equivalentes :(i) Le Zp-module X ′
∞ = (G′∞)ab est abélien libre.(ii) L'invariant µX′
∞

est nul et pour tout entier positif non nul i tel que
i ≡ 0mod d, on a la desente galoisienne

WK ét
2i(F ) ≃WK ét

2i(F∞)Γ.Démonstration. La �êhe WK ét
2i(F ) → WK ét

2i(F∞)Γ est toujours surjetive(f. [LMN, Lemma 1.1℄).Regardons l'injetivité. D'après la proposition 1.7, le noyau Capi(F ) est nulsi et seulement si Capi(Fn) est nul pour tout n ; 'est don équivalent à latrivialité de (X ′
∞)0. En�n, X ′

∞ est Zp-libre si et seulement s'il n'a pas de
Zp-torsion. Cei est équivalent à la trivialité de (X ′

∞)0 et de µX′
∞
.Remarques.� La proposition 2.4 établit un lien entre la struture de G′∞ et la desentegaloisienne dans la lasse des extensions ylotomiques. Dans la suite, lethéorème 3.4 examinera le as où la desente est étendue à la lasse desextensions loalement ylotomiques� Dans l'assertion (ii) de la proposition préédente, on peut remplaer lequanti�ateur pour tout entier par il existe un entier.3 Sur la pro-p-liberté de G ′F∞3.1 Extensions loalement ylotomiquesNotre but dans ette partie est d'étudier le omportement galoisien des noy-aux sauvages étales et de mettre en évidene le r�le partiulier joué par lesextensions loalement ylotomiques. Pour ela, rappelons quelques dé�ni-tions et notations.Pour tous les orps N onsidérés, on note N∞ la Zp-extension ylotomiquede N . 11



Dé�nition 3.1. Une (pro-)p-extension L/F de orps de nombres est loale-ment ylotomique si pour toute plae �nie v de F et toute plae w|v de Lon a l'inlusion :
Lw ⊆ (Fv)∞.Remarques.1. Dans la terminologie introduite par J.-F. Jaulent (f. [J2℄), les exten-sions loalement ylotomiques sont exatement les extensions non log-arithmiquement rami�ées.2. Une extension loalement ylotomique est p-rami�ée.Considérons L′F∞

=
⋃

F⊂L L, où L parourt la lasse des p-extensions loale-ment ylotomiques de F .L'extension L′F∞
/F est une pro-p-extension qui ontient F∞/F . Dans [JS℄les auteurs proposent une onstrution "expliite" de L′F∞

/F au moyen dela tour loalement ylotomique de F .Notons que G′F∞
= Gal(L′F∞

/F∞).On pose ∆ := Gal(F (µp)/F ) (resp. ∆v := Gal(Fv(µp)/Fv)) et d (resp. dv)son ordre.Comme ela est montré dans [KM, Proposition 2.3℄ ou dans [JMi, Proposition10℄, et ontrairement aux K-groupes pairs, le morphisme de norme
NL/F,i : WK ét

2i(L)→ WK ét
2i(F )n'est pas tout le temps surjetif. C'est exatement dans le as des extensionsloalement ylotomiques (mais non ylotomiques) que la surjetivité estmise en défaut.Intéressons-nous au morphisme d'extension

WK ét
2i(F )→WK ét

2i(L)Gdans le as des p-extensions loalement ylotomiques.La suite exate 2.1 permet de omparer les noyaux de apitulation des noy-aux sauvages étales et des K-groupes pairs dans les extensions loalementylotomique :Proposition 3.2. Soit L/F une p-extension loalement ylotomique degroupe de Galois G. On a l'égalité :
Capi(L/F ) = ker(WK ét

2i(F )→WK ét
2i(L)).De plus, on a l'inégalité entre les ordres

|WK ét
2i(F )| ≥ |WK ét

2i(L)G|.12



En partiulier, l'extension WK ét
2i(F ) → WK ét

2i(L)G est injetive si et seule-ment si elle est bijetive.Soit L/F une extension loalement ylotomique, disjointe de F∞/F yliquede degré p. D'après [KM, Proposition 2.3℄, on sait que | coker(NL/F,i)| = p.On a don la minoration suivante pour les noyaux de apitulation lorsque
i ≡ 0mod d :

|Capi(L/F )| ≥ p

| ker(NL/F,i)|
.On véri�e failement que | ker(NL/F,i)| = 1 où p. Cependant, on ne disposepas de formules de genres analogues à elles données dans [KM℄, qui nous per-mettraient de déterminer l'ordre du noyau préédent dans le as loalementylotomique. Comme nous allons le voir dans e qui suit, le omportementgaloisien des noyaux sauvages dans de telles extensions est lié à la struturedu pro-p-groupe G′F∞

.3.2 Caratérisation de la pro-p-libertéOn intéresse dans ette setion au aratère pro-p-libre du groupe G′∞ :=
G′F∞

. Ce problème a déjà été abordé par di�érents auteurs (f. [N2℄, [O℄,[Sha℄ [Wi℄...).Exemples.� Si F ontient µp et est un orps p-rationnel (ou p-régulier, f. [GrJ℄, [Mo℄ et[MN℄) alors G′∞ est trivial (don pro-p-libre de rang 0). Plus généralement
G′∞ = 0 si et seulement si WK ét

2i(F ) = 0 pour un entier positif i tel que
i ≡ 0mod d.� Si (X ′

∞)0 = 0, µ(X ′
∞) = 0 et λ(X ′

∞) = 1 alors X ′
∞ ≃ Zp. Ainsi G′∞ ≃ Zp(don pro-p-libre de rang 1). Ces onditions sont satisfaites pour les orpssuivants (f. [W℄) :

F = Q(µp), ave p = 37, 59, 67, 101, 103, 131, 149, 233, 257, 263.On ne onnait pas d'exemple de orps de nombres tel que G′∞ est pro-p-librede rang d(G′∞) supérieur à 1. Par ontre, nous onstruirons dans la suite desouples (F, p) ave G′∞ non pro-p-libre.Le théorème suivant aratérise la pro-p-liberté de G′∞. On peut trouver unepreuve de (i)⇒ (ii) dans [V, Proposition 4.5℄, et une preuve de la réiproque(lorsque F ontient µ2p) dans [N3, théorème 3.1℄. Nous proposons ii unedémonstration de l'équivalene, di�érente des deux préédentes et qui sebase essentiellement sur l'équivalene montrée dans la proposition 1.4.Nous supposerons que l'invariant "mu" assoié à F∞/F est trivial, de sorteque, pour toute p-extension L/F loalement ylotomique, l'invariant "mu"13



assoié à L∞/L est aussi trivial (f. par exemple [NSW, Theorem 11.3.8℄).C'est une onséquene de la forme faible de la onjeture de Leopoldt, quiest vraie pour la Zp-extension ylotomique.Fixons un entier positif i tel que i ≡ 0mod d (on rappelle que F ontient µ4lorsque p = 2). Étant donnée une p-extension M/L loalement ylotomiqueontenant F , on a le diagramme :
WK ét

2i(L∞) //

≃

��

WK ét
2i(M∞)

≃

��
Qp/Zp(i)⊗X ′

L∞

V // Qp/Zp(i)⊗X ′
M∞

(3.1)
où� le morphisme V provient du transfert (il est dé�ni dans la proposition 1.4),� les �èhes vertiales sont les isomorphismes montrés dans la proposition2.3,� la �èhe horizontale supérieure provient par limite indutive des mor-phismes d'extension

WK ét
2i(Ln)→ WK ét

2i(Mn).Lemme 3.3. Le diagramme 3.1 est ommutatif.Démonstration. Les �èhes horizontales dans le diagramme 3.1 proviennentpar dualité de la o-restrition :
H1(G′M∞

, Qp/Zp)→ H1(G′L∞
, Qp/Zp).Théorème 3.4. Les assertions suivantes sont équivalentes :(i) Le groupe G′F∞

est pro-p-libre.(ii) L'invariant µX′

F∞

est nul et pour toute p-extension L/F loalement y-lotomique et tout entier i ≡ 0mod d, on a l'isomorphisme anonique :
WK ét

2i(F )
≃→WK ét

2i(L)G,où G = Gal(L/F ).Démonstration. D'après la proposition 1.4, le groupe G′F∞
est pro-p-libre siet seulement si pour tout sous groupe ouvert U ⊳ G′E∞(a) Uab est Zp-libre.(b) Pour tout sous groupe ouvert V ⊳ U ,

V : Qp/Zp ⊗ Uab → Qp/Zp ⊗ V ab,est injetif. 14



Supposons que (a) et (b) sont satisfaites. Soit L une p-extension loalementylotomique de F . Le groupe G′L∞
est un sous-groupe ouvert distingué de

G′F∞
. L'hypothèse (b) et la ommutativité de (3.1) nous donnent

WK ét
2i(F∞) →֒ WK ét

2i(L∞).Soit l'entier n0 ≥ 0 tel que Fn0
= F∞ ∩ L. Les groupes de Galois ΓFn0

:=
Gal(F∞/Fn0

) et ΓL := Gal(L∞/L) sont anoniquement isomorphes. Posons
Γ := ΓFn0

≃ ΓL. On peut alors passer aux invariants sous Γ dans l'inlu-sion préédente. L'hypothèse (a) et la proposition 2.4 nous donnent ainsil'inlusion :
WK ét

2i(Fn0
) →֒ WK ét

2i(L).La desente galoisienne des noyaux sauvages est satisfaite dans F∞/F . Ainsi
Capi(L/F ) = 0. La surjetivité résulte de la proposition 3.2.Montrons que l'assertion (ii) entraîne (a) et (b).Soit U ⊳GF∞

un sous-groupe ouvert. Il existe un entier n0 et une p-extension
L/Fn0

loalement ylotomique telle que Uab = X ′
L∞

. Par hypothèse, pourtout entier m ≥ 0 on a Capi(Lm/F ) = 0 . Don d'après la proposition 1.7, ona aussi Capi(Lm/L) = 0. En�n la proposition 2.4 nous donne la Zp-libertéde Uab et démontre (a).Soit un ouple de sous-groupes ouverts V ⊳U . Il existe un ouple d'extensionsde F , loalement ylotomiques, L ⊆M telles que
Uab = X ′

L∞
et V ab = X ′

M∞
.Toujours d'après l'hypothèse (ii) et la proposition 1.7, on a pour tout n≫ 0,l'injetion

WK ét
2i(Ln) →֒WK ét

2i(Mn).En�n on a bien WK ét
2i(L∞) →֒ WK ét

2i(M∞) et la ommutativité de (3.1)permet de onlure à l'injetivité de V.Remarques.� Enore une fois, dans l'assertion (ii), on peut remplaer le quanti�ateurpour tout entier par le quanti�ateur il existe un entier.� La pro-p-liberté de G′F∞
est don équivalente à la trivialité des deux in-variants attahés au oupe (F, p) suivants :
µX′

F∞

et Capi(LF ′

∞
/F ).

15



4 Appliations4.1 Le as pro-p-yliqueUn groupe non trivial G est dit pro-p-ylique lorsque d(G) = 1. Autrementdit,
G ≃ Z/pN ou G ≃ Zp,Comme orollaire à la démonstration du théorème 3.4, nous obtenons unritère pour la pro-p-yliité de G′F∞

.On �xe un entier positif i tel que i ≡ 0mod d.Proposition 4.1. Soit F un orps de nombres. S'il existe une extension
L/F ylique de degré p, loalement ylotomique et disjointe de F∞ telleque le morphisme

WK ét
2i(F )→ WK ét

2i(L)est surjetif, alors le groupe G′F∞
est pro-p-ylique.Démonstration. Posons M := coker(

(
X ′

F∞
/V er(X ′

L∞
)
)
).On a la suite exate :

X ′
F∞

(i)
V er→ X ′

L∞
(i)→M(i)→ 0.On pose Γ := Gal(F∞/F ) ≃ Gal(L∞/L). En passant aux o-invariants sousl'ation de Γ, on obtient la suite exate :

WK ét
2i(F )→WK ét

2i(L)→M(i)Γ → 0.D'après l'hypothèse, le groupe M(i)Γ est nul et le lemme de Nakayama nousdonne la trivialifté de M . Le transfert est ainsi surjetif et de manière duale,on a l'injetion :
H1(G′F∞

, Qp/Zp)
cor→֒ H1(G′L∞

, Qp/Zp).L'égalité cor◦res = p et l'injetivité de la o-restrition nous donnent don :
ker(res) =pH

1(G′F∞
, Qp/Zp) ≃ H1(G′F∞

, Z/p).Par ailleurs, la suite exate d'in�ation-restrition nous donne aussi :
ker(res) = H1(Gal(L/F ), Z/p).Or Gal(L/F ) ≃ Z/p, don H1(G′F∞

, Z/p) ≃ Z/p.Remarque. Réiproquement, on véri�e failement que si G′F∞
≃ Zp, alorspour tout n ≥ 0, l'extension induit un isomorphisme

WK ét
2i(Fn) ≃WK ét

2i(Ln).16



4.2 Critères de non pro-p-libertéDans ette partie F désigne un orps de nombres ontenant µ2p. On pose
G′∞ := GF ′

∞
et pour tout Zp-module de type �ni A, on note rgp(A) :=

dimFp(A/p) le p-rang de A.Dans [JS, Théorème 12℄, (f aussi [As, Théorème 3℄) les auteurs donnent unritère de non-�nitude pour G∞. Il s'énone omme suit : si on a l'inégalité
rgp(WK ét

2i(F )) ≥ 1 + 2
√

r2(F ) + 2, (4.1)alors G′∞ est in�ni.L'objet de ette partie est d'utiliser le théorème 3.4 pour donner un ritèrede non pro-p-liberté pour G′∞. Nous aurons besoin du lemme suivant :Proposition 4.2. Soit L une p-extension S-rami�ée de F et F ontient µ2p.Posons G = Gal(L/F ) et le p-rang de G.Si d(G) > 1 + r2(F ) alors Capi(L/F ) n'est pas trivial.Démonstration. Considérons le diagramme ommutatif suivant :
0 // K ét

2i+1(L)/p // H1(GS
L, Z/pn(i + 1)) // K ét

2i(OS
L) // 0

0 // K ét
2i+1(F )/p //

OO

H1(GS
F , Z/pn(i + 1)) //

res

OO

K ét
2i(OS

F ) //

OO

0Comme µ2p ⊂ F le groupe GS
F opère trivialement sur Z/p(i + 1) et le noyaude la restrition est :

ker
(

H1(GS
F , Z/p(i + 1))

res→ H1(GS
L, Z/p(i + 1))

)

= H1(G, Z/p)(i + 1).Par hypothèse
d(G) = dimFp(H

1(G, Z/p)(i + 1)) > rgp(K
ét
2i+1(F )) = 1 + r2(F ).Ainsi, il existe un élément non nul, x ∈ H1(G, Z/p)(i + 1) tel que δ(x) ∈

pK
ét
2i(OS

F ) est également non nul et qui apitule dans K ét
2i(OS

L).Théorème 4.3. Soit F un orps de nombres ontenant µ2p, tel que
rgp(WK ét

2i(F )) ≥ 1 + r2(F ). (4.2)Alors G′∞ n'est pas un pro-p-groupe libre.Démonstration. Posons G′ = Gal(L′∞/F ). Soit L0/F la sous-extension de
L′∞/F , abéliennne d'exposant p maximale. Comme µ2p ⊂ F , on a les égalitésentre p-rangs (f. [J1℄) :

d(Gal(L0/F )) = 1 + rgp(WK ét
2i(F )).17



Don par hypoth`ese d(Gal(L0/F )) > 1+r2(F ). Ainsi, d'après la proposition4.2, le noyau Capi(L0/F ) est non nul. Comme L0/F est une p-extensionloalement ylotomique, la apitulation porte sur le noyau WK ét
2i(F ) et lethéorème 3.4 permet de onlure.Remarques.� L'inégalité (4.1) entraîne l'inégalité (4.2) dès que r2(E) ≥ 5. Ainsi, unorps satisfaisant aux onditions du théorème 4.3 et de degré au moins 10sur Q admet un groupe G′∞ in�ni et non pro-p-libre.� Le p-rang du noyau sauvage est aessible par des méthodes numériquespuisqu'il oïnide ave le p-rang du groupe des lasses logarithmiques (f.[J1℄).Corollaire 4.4. Si au moins une plae p-adique se rami�e totalement dans

F∞/F , alors l'inégalité
rgp(A

′
F ) ≥ 1 + r2(F )implique que G′∞ n'est pas pro-p-libre.Démonstration. C'est une onséquene de la proposition 2.1 et du théorème4.3.Pour véri�er que le ritère du théorème 4.3 est intéressant il faut exhiber desorps de nombres F qui satisfont l'inégalité (4.2). Le prinipe est le suivant :dans une p-extension F/k, le p-rang des noyaux sauvages étales de F estsu�samment grand dès que l'extension F/k est su�samment rami�ée.Proposition 4.5. Soit F/k une extension ylique de degré p. Supposonsque� F ontient µ2p� au moins une plae p-adique se rami�e totalement dans F∞/F� F/k est une extension ylique de degré p dans laquelle toute les plaes

p-adiques se rami�ent.� |Ram(F/k)− Sp(k)| ≥ 2 + (p + 1)r2(k), où Ram(F/k) est l'ensemble desplaes de k qui se rami�ent dans F/k.Alors le groupe G′∞ n'est pas pro-p-libre.Démonstration. On a l'inégalité (f. [NSW, Proposition 10.8.3℄) :
rgp A′

F ≥ |Ram(F/k) − Sp(k)| − r1(k)− r2(k)− δ + r′1(k),où r′1(k) est le nombre de plaes rélles de k qui se omplexi�ent dans F et δvaut 0 ou 1 selon que µp 6⊂ k ou µp ⊂ k.La proposition 2.1 et le théorème 4.3 permettent de onlure.18



Remarque. La proposition préédente permet de onstruire une in�nité deouples (F, p) tels que G′F∞
n'est pas pro-p-libre.Exemple. Supposons que F/Q(µp) est une extension ylique de degré p,rami�ée au dessus de p et dans laquelle au moins p2+3

2 plaes non p-adiquesse rami�ent. Alors le groupe G′F∞
n'est pas pro-p-libre.Pour �nir, on se plae dans le adre suivant. Le premier p est supposé impair.Le orps E ontient µp et est à onjugaison omplexe. On note F le sousorps totalement réel de E. Posons ∆ := Gal(E/F ). Pour tout Zp[∆]-module

A, on note A+ (resp. A−) la omposante réelle (resp. imaginaire) de A.Pour simpli�er, on pose i = 1 et G′∞ = G′E∞
.Pour les orps à multipliation omplexe, on dispose du prinipe général duSpiegelungsatz de Leopoldt qui ompare les parties "plus" et "moins" (f.par exemple [Ko, Theorem 3.5℄ ou [JMi, Proposition 6℄). Dans le adre desnoyaux sauvages, ela donne l'inégalité suivante :

0 ≤ dimFp(WK ét
2 (E)/p)+ − dimFp(WK ét

2 (E)/p)− ≤ [F : Q] = r2(E).On remarque que si le noyau sauvage satisfait l'inégalité 4.2 alors néessaire-ment la partie imaginaire WK ét
2 (E)− n'est pas triviale.En fait, omme le montre la proposition suivante, ette ondition est su�-isante pour montrer que G′∞ n'est pas pro-p-libre.Proposition 4.6. Si WK ét

2 (E)− 6= 0 alors le groupe G′∞ n'est pas pro-p-libre.Démonstration. L'hypothèse WK ét
2 (E)− non trivial montre que F admetune extension loalement ylotomique, disjointe de F∞. On a don

dimFp(Gal(L0/E)+) ≥ 2.Il su�t ensuite de prendre la partie + de la suite exate :
0→ K ét

3 (E)/p → H1(GS
E , µp)⊗ µp

δ→pK
ét
2 (OS

E)→ 0,en onsidérant le fait que (K ét
3 (E)/p)+ est ylique.Le raisonnement est alors le même que dans la proposition 4.2 : il existe unélément de H1(GS

E , µp)⊗ µp qui n'est pas dans K ét
3 (E)/p et qui se trivialisepar restrition dans H1(GS

L0
, µp) ⊗ µp. Cet élément s'envoie don sur unélément non nul de Capi(L0/F ). En�n le théorème 3.4 permet de onlure.Nous retrouvons en�n la proposition 3.3 de [Wi℄ :19



Corollaire 4.7. Supposons qu'au moins une plae p-adique se rami�e to-talement dans E∞/E, et que F admet une extension non-rami�ée et p-déomposée (i.e. A′
F 6= 0). Alors le groupe G′E∞

n'est pas pro-p-libre.La proposition préédente est immédiate si l'on suppose que F satifait laonjeture de Greenberg en p. Cette onjeture postule en e�et la trivialitéde l'invariant λ+
X′

∞

(i.e. (X ′
∞)+ est un Zp-module �ni).En passant à la partie "moins" dans l'isomorphisme

WK ét
2 (E)/p ≃ (X ′

∞ ⊗ µp)Γ,on remarque que WK ét
2 (E)− 6= 0 entraîne la non nullité (X ′

∞)+. La on-jeture de Greenberg entraine que (G′E∞
)ab ontient un sous-groupe �ni nonnul. Ainsi G′E∞

n'est pas pro-p-libre.Référenes[As℄ J. Assim, Analogues étales de la p-tour des orps de lasses, J. Théor.Nombres Bordeaux 15 (2003), no. 3, 651-663.[AM℄ J. Assim, A. Movahhedi, Bounds for étale Capitulation Kernels, K-theory, 33 (2004), 199-213.[FW℄ B. Ferrero & L. Washington, The Iwasawa invariant µp vanishes forabelian number �elds, Ann. Math. 109 (1979), 377-395.[GrJ℄ G. Gras & J.-F. Jaulent , Sur les orps de nombres réguliers, Math. Z.202 (1989), no. 3, 343-365.[J1℄ J.-F. Jaulent, Sur le noyau sauvage des orps de nombres, Ata Arith.67 (1994), no.4, 335-348.[J2℄ J.-F. Jaulent, Théorie l -adique globale du orps de lasses, J. Théor.Nombres Bordeaux 10 (1998), 355-397.[JM1℄ J.-F. Jaulent & C. Maire, A propos de la tour loalement ylotomiqued'un orps de nombres, Abh. Math. Sem Hamburg 4 70 (2000), 239-250.[JM2℄ J.-F. Jaulent & C. Maire, Radial hilbertien et tour loalement ylo-tomique, Japan. J. Math. 28 (2002), no. 2, 203-213.[JMi℄ J.-F. Jaulent & A. Mihel, Approhe logarithmique des noyaux étalessauvages des orps de nombres, J. Number Th. 120 (2006), 72-91.[JS℄ J.-F. Jaulent & F. Soriano, Sur les tours loalement ylotomiques deorps de nombres., Arhiv der Math. 73 (1999), 132-140.[Ka℄ B. Kahn, Desente galoisienne et K2 des orps de nombres, K-theory7 (1993), 55-100.[Ko℄ M. Kolster, Remarks on étale K-theory and Leopoldt's Conjeture,Séminaire de Théorie des Nombres de Paris (91-92), Progress in Math-ematis 116, Birkhäuser 1993, 37-6220
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