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ESPACES CRITIQUES POUR LE SYSTEME DES
EQUATIONS DE NAVIER-STOKES
INCOMPRESSIBLES

P. AUSCHER ET PH. TCHAMITCHIAN

7 mai 1999

REsuME. Nous dégageons dans ce travail des conditions abstraites
portant sur un espace fonctionnel E qui assurent 1’existence globale
pour toute donnée initiale suffisamment petite dans E, ou 'exis-
tence locale sans condition de taille, de solutions pour une classe
d’équations paraboliques semi-linéaires, dont le systeme de Navier-
Stokes incompressibles dans 1’espace constitue un exemple fonda-
mental. Nous donnons également un critere abstrait de régularité
des solutions obtenues. Ces conditions sont simples a vérifier dans
tous les cas connus: espaces de Lebesgue, de Lorentz, de Besov, de
Morrey, et caetera. Elles s’adaptent au cas d’espaces E non invari-
ants par translation : nous détaillons ’exemple de certains espaces
2-microlocaux.

AMS Classification numbers: 35K55, 35Q30, 35R05, 35550,
42B25.

Mots-clefs: Navier-Stokes systems; mild solutions; Littlewood-Paley
decomposition; maximal spaces
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Les équations étudiées ici sont des équations paraboliques semi-liné-
aires, écrites sous la forme intégrale

(1)

u = Sug + B(u,u),

dont l'inconnue, notée wu, est une distribution tempérée définie sur
10, oo[xR3. On désigne par ug une distribution donnée de §'(R?), et par
Sug 'image de ug sous l'action du semi-groupe de la chaleur : Sug(t) =
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e'®ug,t > 0. Enfin, B est une application bilinéaire symétrique, formelle-

ment définie par

2) Blu, v)(t) = / =73 P(D) {u(r)o(r) }dr,

ou P(D) est un opérateur pseudo-différentiel homogene de degré 1,
dont le symbole P(§) est supposé non nul et C'™ en-dehors de 0.

Bien que nous restreignant au cas scalaire, nous pourrions sans dif-
ficulté considérer le cas vectoriel : le systeme de Navier-Stokes incom-
pressible est alors un exemple fondamental, d’ailleurs a 'origine de ce
travail, dans lequel u et ug ont trois composantes scalaires et sont a
divergence nulle, le terme bilinéaire s’écrivant

B(u,v)(t) = —%/0 e "APY | (u(t) @ v(r) + v(1) @ u(r)) dr,

ol P est le projecteur de Leray dans R3.

Reprenant dans [K] un schéma formalisé par Weissler ([W]), Kato
résoud ([)' pour toute donnée uy € L3(R?) suffisament petite, et ob-
tient des solutions dans C([0, co[; L3(R3)) 2, alors que I'application B
n’est pas continue sur cet espace (voir Oru [J]). Sa méthode repose sur
la définition d’un espace de Banach F, inclus dans C([0, oo[; L3(R?)),
tel que

1) Sug € F si ug € Ls(R?’),

ii) B soit continue de F x F dans F.
I1 ne lui reste plus qu’a utiliser les itérations successives de Picard pour
résoudre ([l]), et c’est de cette derniere étape que provient la condition
de taille sur wuy.

La méme méthode lui a également permis d’obtenir des solutions
locales pour toute donnée wug, a partir d’'un espace Fr inclus dans
C([0, T[; L*(R?)) vérifiant les analogues de i) et ii). Dans ce cas, la
condition de taille porte sur 7" = T'(uy).

Cette méthode, que nous appellerons dorénavant méthode KW, a
été relue et développée par Giga et Miyakawa ([G,M]), Taylor ([T]),
Kozono et Yamazaki ([Ko,Y]), Cannone ([J), Meyer ([M]), Planchon
([P]), Barraza (|B]), et d’autres auteurs. De nouvelles solutions de ([)
ont été obtenues (notamment des solutions autosimilaires ou asympto-
tiquement autosimilaires) en remplacant L3(R?) par d’autres espaces
E bien choisis : I'espace de Lorentz L3> (Barraza, Meyer), les espaces

IPlus exactement, Kato résoud le systéme de Navier-Stokes incompressible.
Mais, une fois le formalisme mis en place, la condition d’incompressibilité ne joue
plus aucun role, et il est plus simple de ne considérer que le cas scalaire général.

2Dans tout 'article, espace C (I; E) des fonctions continues de I & valeurs dans
E est muni implicitement de la norme sup,¢; ||u(?)| &
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3
de Besov B;1+E’Oo, p < oo (Cannone, Planchon), les espaces de Mor-
rey (Giga et Miyakawa, Taylor, Cannone, Lemarié), certains espaces
de Besov placés au-dessus d’espaces de Morrey (Kozono et Yamazaki).
Dans chaque cas, la construction suit la démarche de Kato, et devient
spécifique dans le choix de F et la preuve de la continuité de B.

La question principalement étudiée ici est la suivante : quels sont les
espaces E/ pour lesquels la méthode KW fonctionne?

Autrement dit : peut-on caractériser les espaces E pour lesquels on
peut trouver un espace F de fonctions continues du temps a valeurs
banachiques satisfaisant aux condition i) et ii), conduisant ainsi a
'existence d’une solution de (1) pour toute donnée uy € F assez petite?

Cela nécessite de préciser la formalisation de la méthode KW : tel
est 'objet de la premiere partie.

La seconde partie aborde le coeur du probleme. On commence par
délimiter la classe des espaces F considérés, d’abord en se restreignant
aux espaces, dits invariants, sur lesquels le groupe affine ax + b agit en
accord avec les propriétés d’invariance de ’ensemble des solutions de
(1). On définit ensuite la notion de compatibilité avec la non-linéarité
contenue dans B. Celle-ci exprime que chaque bloc de la décomposition
de Littlewood-Paley d’un produit fg appartient a F, lorsque f,g € E et
sont soumis a des conditions spectrales. Plus préc/i\sément, on suppose
Iexistence d’une suite (1,)nez telle que, si Supp f C T, = {£;2F1 <
€] < 281} et Suppg C Iy, k, 1 € Z, alors on a pour tout j € Z

12;(f9) |5 < Nmaxtr—si—i) 2N fsllglle.

(On renvoie a la section 2.1 pour les notations et les énoncés précis.)
Cette hypothese n’est pas contraignante, dans la mesure ou tous les
espaces invariants connus la vérifient. Il faut d’ailleurs souligner que
cette condition ne suppose pas que l'appartenance a E soit caractérisée
par une propriété de la décomposition de Littlewood-Paley.

C’est le comportement de la suite (1,) qui discrimine les espaces,
ainsi que le montrent les trois principaux résultats de ce travail, qui
peuvent étre résumés de la fagon suivante (rapide, mais imprécise).

Théoreme A. La méthode KW fonctionne pour l’espace E dés que

Znn < +o00.

n>0

Cela signifie qu’on peut trouver F (respectivement Fr) vérifiant i)
et ii). En revanche, I'inclusion de F dans C([0, oo[; E) (respectivement
Fr dans C([0,T[; E)) n’est pas a priori satisfaite.
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Théoreme B. Si de plus Z nn, < +o0o, on peut faire en sorte que F
n>0

(resp. Fr) soit inclus dans C([0,00[; E) (resp. Fr dans C([0,T[; E)) si

E est séparable.

Il existe aussi un résultat de régularité analogue si E est le dual non
séparable d'un espace de Banach séparable.

La démonstration de ces deux résultats est constructive.

Théoréme C. Si (n,) est décroissante, (2°/?n,) croissante a partir

d’un certain rang et Zni = 400, alors il existe un espace E invari-
n>0

ant et compatible, associé a (n,), pour lequel il est impossible de faire

fonctionner la méthode KW : cela signifie qu’il n’existe pas d’espace de

fonctions continues du temps F ou Fr vérifiant i) et ii).

Les contre-exemples de ce dernier théoreme comprennent 1’espace
de Besov B *°. Voir la section 2.2 pour une condition plus générale
imposée a (1,).

Les théoremes A et B sont démontrés dans cette méme partie, le
théoreme C dans la quatrieme partie. Auparavant, on montre dans la
troisieme partie que tous les exemples connus relevent des théoremes

A et B.

Enfin, dans la cinquieme et derniere partie, on décrit en détail de
nouveaux exemples, inspirés directement des espaces 2-microlocaux de
Bony. La motivation est ici de construire des solutions de ([l)) pour des
données initiales ug les plus singulieres possibles. On est amené a définir
des espaces de distributions singulieres sur un fermé de R3, pour lequel
on suppose qu’'une sorte de densité locale, appelée fonction de densité,
obéit a la condition de Dini. On montre alors que de tels espaces
entrent dans le cadre du théoreme A (convenablement généralisé au
cas d’espaces non invariants) et permettent donc de faire fonctionner
la méthode KW. En particulier, on obtient ainsi de nouvelles solutions
autosimilaires.

Afin de simplifier ’exposition, nous ne considérons que ’existence et
la régularité globales de solutions de (1), sauf dans la section 2.6, qui

décrit les modifications & apporter pour obtenir les résultats locaux®.

Les méthodes décrites dans ce travail ne sont pas spécifiques a la
dimension 3, et s’adaptent en toute dimension.

3Ces résultats répondent & une question qui nous a été posée par J.-Y. Chemin.
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1. FORMALISATION ABSTRAITE

On se donne une fois pour toutes un opérateur bilinéaire B de la
forme (). Le but de cette partie est de décrire de fagon abstraite la
méthode KW. Celle-ci permet d’obtenir des résultats du type “il existe
a > 0 tel que, pour toute donnée uy € E vérifiant ||ugl|p < a, il existe
u € F solution de ([]) et telle que u(t) tende vers ug en un certain sens,
lorsque ¢ tend vers 0”.

1.1. Propriété d’invariance.

L’homogénéité de l'opérateur P(D) implique que, si u(t,x) est une
solution de ([ll) pour la donnée ug(z), alors quels que soient xy € R? et
A > 0, Mu(N%t, A\r — x¢) est également solution de [, pour la donnée
Aug(Ax — xg). Par conséquent, il est raisonnable de se restreindre aux
espaces F et F tels que

(3) \V/ZL'Q € Rg YA >0 ||)\U0()\ . —IL'Q)HE = ||U0||E,

(4) Vg €R? VA>0  [[Mu(A2 N —z0)|l7 = |Jull#

Par exemple, si on cherche E parmi les espaces de Lebesgue LP(IR3),
alors la valeur p = 3 est naturelle. En effet, si la méthode de Kato
fonctionnait pour LP(R3) avec p # 3, la condition de taille sur wug
pourrait étre supprimée : en choisissant bien A\, on aurait ||vg||zr < «,
ol vo(x) = Aug(Ax), ce qui donnerait une solution globale u(t,x) =
% v (%, %) associée a ug, quelle que soit ug. On ne sait pas si un tel

résultat est vrai ou faux.

Definition 1. On dit que E est invariant s’il vérifie (3).

1.2. Couples admissibles.

La méthode KW fonctionne avec deux espaces de Banach E et F
ayant les propriétés (P1), (P2) et (P3) suivantes.
Propriété (P1)
a) E s’injecte continiment dans &,
b) E est invariant.

Propriété (P2)
a) F s’injecte continiment dans &,

b) la norme de F' est invariante par translation, et f(\-) € F si et
seulement si f € F', pour tout A > 0,
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¢) sur tout compact de |0, co], les normes

sont uniformément équivalentes entre elles,
d) Topérateur e® est continu de F dans F.

4

Propriété (P3)
Si F désigne I'ensemble des fonctions continues de |0, 0o a valeurs dans
F', notées u ou u(t), t > 0, telles que

[ullz = sup [[ut)[l.r < 400,
>0

alors

a) B est continue de F x F dans F,
b) PI’% B(u,v)(t) = 0 dans &', pour tous u,v € F.

On note || B|| la plus petite des constantes C' telles que
() Vu,v e F o [|B(u,v)|7 < Cllull#|[v]l#.

Definition 2. Lorsque les propriétés ci-dessus sont satisfaites, le cou-
ple (E, F) est dit admissible.

De tels espaces fournissent des solutions a ([]) en vertu du résultat
abstrait suivant.

Théoreme 3. Soit F un espace de Banach et B un opérateur bilinéaire
continu de F x F dans F. Alors, pour tout a € F tel que ||a|r <

il existe u € F solution de l’équation
(6) u=a+ B(u,u).

De plus, il existe des opérateurs Ty, k > 1, tels que :

1
4Bl

i) chaque Ty est la restriction a la diagonale de F* d’un opérateur
k-linéaire continu de F* dans F;
ii) il eziste une constante absolue C' telle que, pour tous k > 1 et

a€eF

c . _
I Tk(a)]l7 < Ik B Nall=)

iii) si||al|F < m, alors

(7) u=>Y Tia).

Enfin, on a toujours ||u||r < sEs € u est Vunique solution de (@)

dans la boule fermée Bx(0, STET)-

4Cette propriété est vérifiée des que )l\unl f(A+) = f pour tout f € F.
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L’existence de u est bien connue sous la condition ||a||z < m : voir

par exemple Cannone ([J], p.37), qui utilise le théoreme des contrac-
tions de Picard pour l'obtenir. L’approche par développement multi-
linéaire de la solution qui est choisie ici est un peu plus précise.

Preuve. On définit les opérateurs 1), de proche en proche par les re-
lations

(8) Ti(a) = a,

k-1
(9) Ti(a) = B(Ti(a), Ti-i(a)), k > 2.

=1

Par construction et d’apres (P3), les Ty sont la restriction a la diagonale
de F* d’opérateurs k-linéaires, et il existe des constantes a;, telles que

1T (a)]l = < arllallx
pour tout a € F.

Pour estimer les a; on part de l'inégalité de récurrence

k-1
ar < |BIY ar ap,
=1

avec la condition initiale a; = 1. On en déduit que, pour tout k > 1

(10) ar, < ||B|* e,
ou les coefficients ¢ sont tels que
1 = 1
k—1

C. = chck_l, k322

=1

Ce sont les nombres de Catalan (voir par exemple Comtet, tome 1
[Co]), donnés par la formule

(2k — 2)!
Cp = .
kl(k —1)!
Leur série génératrice se calcule aisément :
- 1—1—4z
(1) et = LVIZE
k=1
et lorsque k tend vers oo, on a
1

ING

Cela démontre les points i) et ii) pour les opérateurs T}, définis en (§)

et ().

Cp ~ /{Z73/24k.
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Si|al|F < m, on pose u = Z Ty(a) : cette série est normalement

k=1
convergente dans F. On calcule

[e.e]

Z

=1 m

B(T, (a))

WE
MH HM8

B(Ti(a), Tx—i(a))

I
Q?
[N}
@F
I

d’apres (B - B), ce qui montre que u est une solution de (). De plus, il

résulte de ([0 - [l1]) que

(12) |ul| 7 <

1— /14| Blllallr
2| Bl

En particulier, ||ul|z < ﬁ.

Il reste a obtenir 'unicité de u dans la boule fermée B—_’F(O, m)

Elle est facile a demontrer lorsque ||ul|z < : sl v est une solution

de (@), [|lv]l7 < s7gp, on a

2IIBII

u—v=B(u+uv,u—v),

d’ott u = v, puisque ||B|| |[u+ v||z < 1. Dans le cas général, ou il est

possible d’avoir ||ul|F = ﬁ, on définit pour tout N > 1 I’élément vy
de F par
(13) v =Ti(@) + -+ Tx(a) + v,
et on prouve que
1 _
(14) lonllr < 75 3 a4
k=N+1

Faisant tendre N vers oo, il vient v = u.

L’inégalité ([[4]) est vraie si N = 1, car d'une part vy = B(v,v), donc
S
o]l < |B] |v]|%F < T et d’autre part Z cp 47F i d’apres

k=2
(TI).

Supposant ([[4) prouvée au rang N, on injecte ([[3) dans 1’équation
(B), et on trouve

UN4+1 = E B(ﬂ((l),Tm((l))
l+m>N+2
1<l,m<N

+2 B(vn, Ti(a) + -+ -+ Tn(a)) + B(un, vn).
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mckéfk pour tout k£ > 1, on obtient
en utilisant I’hypothese de récurrence

1 —l-m
HUNHH]-'SW{ Z ¢ Cp 47

Puisqu’on sait que ||Tx(a)|lr <

I+m>N+2
1<l,m<N
N 00
+2<Z . u)( S o 4—k)
k=1 k=N+1

1
< — Cr 47]?.
1B]] 2

E>N+2

Ainsi, ([4) est prouvée pour tout N, et la démonstration est achevée.
O

Ce théoreme s’interprete comme un résultat d’analyticité au voisi-
nage de 0 : u = 0 est évidemment une solution de (f}) lorsque a = 0,
et les solutions u construites lorsque a est petit sont obtenues par per-
turbation et développement en série autour de 0. Elles dépendent
analytiquement de a, pour la topologie forte de F. Enfin, par un
phénomene analogue au prolongement continu jusqu’au bord des séries

=

entieres a coefficients positifs, on peut résoudre () sous la condition

limite ||a|| 7 = m. Le résultat est optimal, comme le montre I’exemple

élémentaire F = R et B(u,u) = u?.

Revenant a 'équation ([l]), on obtient le corollaire suivant.

Proposition 4. Si (E, F) est un couple admissible, il existe o > 0
tel que, pour tout ug € E avec ||ugllp < a, Uéquation (1) admet une
solution u € F telle que

(15) limu(t) = ug

t—0

dans S'. De plus, u s’écrit

u= Z Ty (Suo),
k=1

ot les opérateurs Ty sont donnés par le théoréme 3. Enfin, |ul|lz <
m, et u est l'unique solution de ([) dans la boule fermée Bx(0, ﬁ)
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Preuve. Soit (E, F) un couple admissible et ug € E. La continuité de
e® de E vers F et la définition de F impliquent e"*uy € F pour tout
t > 0, avec

HetAuo”t,F < ”eA”F,E”uOHE'

Ecrivant Ae® = Ae®/2¢2/2) on obtient de méme Ae'®uy € F, avec
c
1Ae P gl r < 7lluolls.

Puisque les normes ||. ||,z sont uniformément équivalentes sur tout com-
pact de ]0, co[, ceci implique la dérivabilité de t —— e'®ug, de |0, 00|
dans F', et a fortiori la continuité. On a donc Sug € F, et

1Suollx < [|e® || 7.z luol| 5

Appliquant le théoreme 3 avec a = Sug, on peut résoudre ([l) des que
4|B]| le* |l r.elluollz < 1. La relation ([3) provient de (P3b) et du fait
que F s’injecte continument dans S’. Le reste découle directement du
théoreme 3. U

On peut maintenant formuler précisément la question centrale de ce
travail : quels sont les espaces E pour lesquels on peut construire un
espace F' formant avec £ un couple (E, F') admissible ?

On y répond dans la partie suivante, avant de donner divers exem-

ples.

2. LES BONS ESPACES DE BANACH

2.1. Espaces fonctionnels compatibles avec la non-linéarité.

On décrit dans ce paragraphe les hypotheses faites a priori sur les
espaces considérés. Celle-ci ont pour but de permettre 1'utilisation de
la décomposition de Littlewood-Paley, et de I'algorithme associé pour
calculer un produit, qu’on rappelle maintenant brievement.

On se donne une fonction ¢° de classe C* sur RT, avec ©° = 1 sur
[0,4] et Supp ¢” C [0,1], et on pose ¢° = °(3) — ¢°. Sij € Z, on note
B; la boule fermée B(0,27) dans R3, T'; la couronne

T, ={¢cR; 27! <|¢ <201,

et S;, A; les opérateurs ¢°(—47A),°(—477A) ot A est le Laplacien
sur R®. On emploiera aussi les opérateurs A; = A; o + A + A; +
Aji1 + Ajio, qui vérifient I'identité utile

(16) Aj Aj=Ay,

et on écrira fj pour I'; o UL UL UL UT 0.
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On a alors A; = S;41 — S; et -hT S; = I dans &', d'ou il résulte
que ’
(17) =50
JEL

pour toute distribution tempérée f telle que lim S;f = 0.
j——00

En s’inspirant de Meyer ([M]), on adopte la terminologie suivante.

Definition 5. On appelle espace fonctionnel (sous-entendu : adapté a
la décomposition de Littlewood-Paley) tout espace de Banach E tel que

a) S C E C &', les injections étant continues;

b) deuz cas sont possibles : dans le cas 1, S est dense dans E, et
dans le cas 2, S est dense dans un espace de Banach dont E
est le dual;

c) si feE, lim S;f=0dansS".

j——o0

j—Foo
topologie forte de E dans le cas 1 et pour la topologie faible x dans le
cas 2. Ceci induira la propriété analogue sur les solutions de ([]) dans

les espaces favorables.

Si f € EF,ona lim S;f = f et de méme lingemf = f pour la

Remarquer qu'un espace fonctionnel n’est pas nécessairement car-
actérisé par la décomposition de Littlewood-Paley. Par exemple, tous
les espaces LP, 1 < p < 00, sont des espaces fonctionnels au sens de la
définition précédente.

Si f et g sont deux distributions tempérées vérifiant ([[7) et telles
que le produit fg ait un sens, on a formellement

(18) f9= Z Apf Ag+ Z Arf Aug.
k,IEZ k,lEZ
k1< k1 >3

Si |k — 1| > 3, la transformée de Fourier de Ay fA;g est supportée dans
la couronne I';_; UT'; UT';41, ot j = max(k, 1), et si |k —1] <2, elle est
supportée dans la boule Bjis. La formule ([§) isole ainsi les produits
dont le spectre contient 0 (chevauchement spectral) des autres dont le
spectre ne contient pas 0 (séparation spectrale).

Definition 6. Un espace fonctionnel E est dit compatible (sous-enten-
du : avec la non-linéarité de l’équation ([)) lorsque :
a) E est invariant,
b) il eziste une suite 1 = (Ny)nez telle que, si f,g € E avec
Suppfc Iy, Suppg C Ikl € Z, et si j € Z, alors Aj(fg) €
E, et

(19) 1A;(f o)l < Mmax(e—ga—s 27 Ifellglle.
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La propriété b) et I'inégalité ([[9) appellent plusieurs remarques.

D’abord le fait que le produit fg est bien défini sous les hypotheses
énoncées, qui entrainent f = Si 1 f et g = S;119, ce qui montre que
f et g sont des fonctions de classe C*°. Elles sont de plus bornées, en
vertu de l'injection de E dans S’ et de 'invariance par translation de
E (voir la Proposition 13 pour un énoncé plus précis). Par conséquent,
A;(fg) est également bien défini.

Ensuite, il convient de distinguer les deux mémes cas que dans la
formule ([[§). Si |k — ] > 3 (séparation spectrale), on a A;(fg) = 0
des que |max(k,l) — j| > 3. Compte tenu de la forme particulierement

simple que prend alors ([[§), on voit que ([[9) se ramene a

(20) 1£glle < € 2D fllgllgll s,
pour une constante C' indépendante de f, g, k, (.

Le cas sensible est celui ou |k — | < 2 (chevauchement spectral) :
(I9) se simplifie en

(21) 18;(f)lle < C mey 4% 277 || fllllgle,

quitte a modifier la suite n, avec C' constante ne dépendant pas de
f,9,4,k. Il n’y a en revanche aucune raison de supposer fg € E (voir
section 3.3 pour des exemples). Noter toutefois que A;(fg) = 0 des
que j > k+ 5 : on posera presque toujours 7, = 0 pour n < —5.

La constante C' de (PI), et surtout la suite 7, dépendent du choix
de la fonction ° définissant les opérateurs A;. Mais leur existence ne
dépend que de I'espace £, et si @ est une autre fonction définissant
d’autres opérateurs A;, I'inégalité correspondant a (PI]) reste vraie,
avec une suite 7 = (7, )nez qui vérifie 7, < C(n,_2 + + -+ + Npy2) pour
une certaine constante C.

Enfin, il faut souligner que la forme de l'inégalité ([[9) est presque
entierement dictée par l'invariance de E. Si, en effet, on suppose seule-
ment l'existence, pour tous 7, k,l € Z, d’'une constante C(j, k,1) telle
que

1A;(f)lle < CG, kDI flellglle

quand Supp ]/C\ C I'y et Suppg C I'y, alors on déduit de I'invariance de
E Texistence de constantes D(m,n), m,n € Z, vérifiant 1’égalité

C(]a kal) = D(k: _jal _j)Qk—H_]

L’hypothese supplémentaire implicite dans ([J) est donc seulement que
les constantes D(m,n) ne dépendent que de max(m,n). Cette hy-
pothese n’intervient d’ailleurs que dans le cas “facile” ou |k — | > 3,
c’est-a-dire dans l'inégalité (PQ).
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2.2. Théoréemes d’existence, de régularité, et contre-exemples.

Definition 7. On appelle bon espace tout espace fonctionnel compatible
tel que n € IM(Z).

Il résulte de ce qui précede que la propriété “n € I[*(Z)” ne dépend pas
d'un choix particulier des opérateurs A;.

Théoreme 8. Si E est un bon espace, il existe un espace de Banach
F formant avec lui un couple admissible.

On en déduit, en appliquant la Proposition 4, I'existence d’une so-
lution de I'équation ([]) dans I'espace F construit a partir de F', pour
toute donnée uy € E assez petite.

On peut obtenir une version plus précise de ce théoreme, en ren-
forcant un peu I'hypothese.

Théoreme 9. Soit EE un bon espace tel que Znnn < 400.

n>0
Alors il existe un espace de Banach G C E formant avec E un couple
admissible. De plus, siu € G est une solution de () pour une donnée
initiale ug € E quelconque, alors
-u € C([0,00[; E) si S est dense dans E (cas 1, Définition [j),
-u € C(]0,00[; E) et 2lgré u(t) = ug pour la topologie * faible si S est

dense dans le prédual de E (cas 2).

Ce résultat est celui qui généralise le plus directement la construction
de Kato, dans la mesure ou il donne des solutions de ([l]) régulieres. Il
est apparenté & une conjecture énoncée par Meyer dans [M], qu'on
peut résumer en “si F est un espace de Banach invariant qui s’injecte
continiment dans 'espace de Morrey M; (voir section 3.4), alors on
peut résoudre ([l) dans C([0, c0[; E) (cas 1) pour toute donnée uy € E
assez petite (modifier comme ci-dessus dans le cas 2)”. Cette conjecture
pose un probleme de régularité, puisque 'existence d’une solution de
(M) pour toute donnée assez petite dans E est garantie par I'inclusion de
E dans M3, qui est un bon espace (voir Proposition 23). Le théoréme
9 donne un résultat positif dans la direction de cette conjecture.

La question de I'optimalité du théoreme 8 motive le dernier théoreme
de cette section. On a besoin de la notion suivante.

Definition 10. Une suite positive (n,)nez est réguliére s’il existe une
constante C' > 0 telle que

1
EnnJrl S n S C Nn+1

pour tout n € Z vérifiant n, > 0.
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Théoreme 11. Soit n = (N, )nez une suite décroissante réguliére telle
que
—3n 3k, 2

Z 2 lir>1£ 27, = +o0.

n>0 =
Alors, 1l existe un espace fonctionnel E, compatible et associé a n
via ([I9), tel que, étant donné un espace de Banach F vérifiant (P2),
Uinégalité () est en défaut.

En d’autres termes, il n’y a pas d’espace F' formant avec E un couple
admissible; cela ne signifie pas pour autant qu’il n’y ait pas de solutions
de ([) dans I'un de nos espaces F.

L’hypothese précédente implique Z n? = 400, et, réciproquement,

n>0
est vérifiée des que 1 ¢ I2(N) et que la suite (252 1,,),en est croissante
a partir d’'un certain rang.

On voit qu’il subsiste une lacune & combler entre 'hypothese I* don-
nant le théoréme 8 et ’hypothése du type non-1?> donnant les contre-
exemples.

Il faut également prendre garde au fait que cette discussion de I'opti-
malité porte sur des classes d’espaces de Banach, et non pas sur les
espaces considérés séparément. En effet, il existe aussi, pour toute suite
n ¢ [?, un espace de Banach E, compatible et associé a 7, pour lequel
on peut trouver un espace F formant avec E un couple admissible.
1l suffit de prendre E = E N L3(R3), ot E est n’importe quel espace
vérifiant (R1]) avec i : la construction originelle de Kato convient & E.

Les contre-exemples du théoréeme 11 sont toutefois suffisamment na-
turels pour inclure 1'espace de Besov BO_OLOO, comme on le verra dans
la quatrieme partie (voir également la Proposition 22).

Corollaire 12. I est impossible de faire fonctionner la méthode KW
a partir de E = BZV>(R3).

L’importance de ce résultat provient de la maximalité de Bgol’oo, ob-

servée par Meyer [M].

Proposition 13. Tout espace de Banach invariant et qui s’injecte con-
tinument dans S’ est inclus dans Bgol’oo, avec injection continue égale-
ment. Plus précisément, il existe une constante C' > 0 telle que pour
toute f € E et tout j € Z,

18 fllee < C 2| fll

Preuve. Soit k(z) = e~il” Si B est un espace de Banach inclus dans
&', il existe une constante C' telle que

[(F R <Clflle
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pour tout f € E. Puisque F est invariant par translation cela signifie

le® fllz < ClIfl6-

Comme E vérifie (B), on en déduit par changement d’échelle
e fllzw < CEY2 | e

pour tout ¢ > 0.
Or, sup V't ||e'® f|| L~ est une norme équivalente & la norme de B 5>
>0

(voir par exemple Cannone [[J] pour une démonstration), d’ou la propo-
sition. U

La preuve des deux résultats positifs (théoremes f et []) est donnée a
la suite de ces lignes : I'espace F' est un espace de type Besov construit
au-dessus de E. Le théoreéme [[]] est de démonstration plus délicate : la
quatrieme partie lui est consacrée, apres que dans la troisieme on mon-
tre comment on peut retrouver ’ensemble des résultats préalablement
connus.

2.3. Existence : preuve du théoréme 8.

Soit £ un bon espace, et N un réel > 0, pour le moment quelconque.
L’espace F sera 'un des espaces notés C}EV’“’ . par définition, f € C’év’oo

signifie que
F=>Y_Af
JEZ

dans &', que A; f € E pour tout j, et que
Il gy = sup(l+ 2 A flle < +oo.

Cet espace est bien complet.
Puisque, d’apres la Proposition 13, on a
1A, fllze < C 27 | Al

I’espace Cg’oo est inclus dans L™ quand N > 1. En particulier, le
produit de deux éléments de C’g’oo est défini dans ce cas. Il n’y a en

revanche aucune raison pour que C'y’™ soit inclus dans F, quel que soit

N.

On choisit maintenant et pour toute la suite le parametre N parmi
les entiers pairs > 4, et on note F' = C’g’oo. Il s’agit de démontrer que
le couple (F, F') est admissible.

La propriété (P1) est vraie par hypothese sur E.
La propriété (P2) résulte d'une série de remarques simples.

Tout d’abord, l'injection de F' dans L* implique celle de F' dans &’
(contintiment). Pour vérifier que la classe S s’injecte dans F', on utilise
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Pexistence d’une fonction ¢ € C*°(RT), Supp ¢ = [1,4], telle que,
pour tout j € Z

(22) 2NA; = Ay (=D,
ot Ajy =N (—=477A). Si f € S C E, alors (~A)Y2f € S. En vertu

de I'invariance par translation de F, L' est un module de convolution
sur F/, donc il existe une constante C' telle que

127V Ay flle < C

pour tout j. Ceci implique f € F. On vérifie sans peine la continuité
de l'injection.

Ensuite la norme F' est invariante par translation parce que E est
invariant, et pour la méme raison, F' est stable par homothétie de
rapport A, A > 0. Sit >0, f € F, alors || f|l:r est équivalente a

N
sug (1+2]\/E) 1A flE,
je

et ce uniformément par rapport a t. On identifie dans la suite ces deux
normes. Il devient évident que les ||.||¢», olt t appartient & un compact
de 0, oo[, sont uniformément équivalentes entre elles.

Enfin, si f € E alors e f € E ce qui implique

sup || Aje fll g < 4o0.
jez

On a de méme (—A)M2e”f € E, donc d’apres (P39)

sup 27V || Ajet f e < +o0.
jez

Ceci montre que e® est continu de F dans F, et achéve de prouver que
(P2) est vraie.

On note la formule utile

(23) A]‘ etA = (Qj\/g)_N (—tA)N/Q GtA AjJ\f

I1 reste a vérifier (P3). Soient u, v € F, qu'on suppose pour simplifier

un peu de norme 1 tous les deux : ||u||z = ||v]|# = 1. On doit d’abord
montrer 'existence d’une constante C' telle que
(24) 14w, 0)(®)|p < C(L+2VE) ™

pour tous j € Z,t > 0, ou B(u, v)(t) est la distribution tempérée définie
par
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Cette formule est a interpréter comme la série
t
Blu.o)t) = Y [ A" PDu(ryelr)dr,
jez V0

dont la convergence dans S est une conséquence de (4). En effet, la
Proposition 13 entraine

1A B(u, v)(t) [~ < C27,

ce qui implique que B(u,v)(t) € B et que, A;B(u,v)(t) étant le
terme général, la série converge pour la topologie faible x de B_1*°.

Le point de départ est I'inégalité élémentaire

1A;B(u, v) ()| 2 S/O 1A;e*"D% P(Dyu(r)o(7)||e dr.

Lemme 14. [l existe pour tout p > 0 une constante C', ne dépendant
que de p, telle que

HAje(t*T)A P(D)u(r)v(7)||g < C(l + 27/t — T)_p2j | Aju(T)v(T)|| g
Preuve. On part de ([[§) pour écrire A?Aj = A;. L’opérateur P(D)
étant “a coefficients constants”, on en déduit
1A;e“ 7% P(D)u(r)u(7)|ls < |85¢"" 2| A, P(D)| | Aju(r)o(T)] -

L’action de L' sur E par convolution implique ||Zje(t*T)A|| < C, et de
plus, si 2/\/t — 7 > 1, la formule (23) s’applique (quitte & choisir a la
place de N un autre entier pair supérieur a p) et donne

|A;e =4 < c(2vE—T)".
D’autre part, il existe 1¥ € C*(R*) & support dans |0, +oo| telle que
A;P(D) = 2¢f (=477 A).
Ceci implique
IA;P(D)| < C2.
Le lemme en résulte directement. O

On est ainsi ramené, pour prouver (P4)), a estimer la quantité

B;(t) = 2j/0 (1 + 29/t — 7') P 1A (u(r)v(r))| g dT,

ol p est un réel > 0 qu’on choisira plus tard.
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On utilise la formule ([[§), sous une forme modifiée obtenue apres
regroupement de termes s’écrivant

(25) Aj(fg) = Aj(Af Sj—2g) + A;(Sj—af Ajg)

Aj( > Akfzkg).

k>j—4

Il suffit d’indiquer comment s’estiment les deux termes suivants :

R;(t) = 2j/0 (1 + 29\t — T)fp |Au(T)Sj—2v(7) || dr,

t
Ci(t) = Qj/ (1+2VEi—7) P ( Z Apu(T) Aol )) dr.
0 k>j—4 E
Si v(r) € F, alors Sj_ou(T Z Ajv(r) dans §'. L’inégalité
j'<j-3

(R0) donne alors
185u(r)S;20()|le < Y 1A5u(r) Ayv(r) |k

j'<j—3
< C2 [ Azu(r)ll sup | Apv(7)|e
.]/
-N

<C2(1+2'V7)

On obtient pour le terme rectangle

t) < C/t 1+ 2Vi—7)"(1+2v7) " 4dr

4t
< C/ (1447t — s)7P2(1 4 5)"V2ds.
0
En choisissant p > N, il vient

(26) R;(t) < C min(1,47t) (1 + 2v1) ™.

Pour le terme carré, on utilise I'inégalité (21), ce qui donne
t
Cj(t)gC/ L+2vE—7)" 3 (1 +287) N
0 E>j—4

Si 274/t > 1, il vient

C;(t) <C’an]/ (1+ 49t — 497F5)P2(1 4 ) Nds.

k>j—4
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En choisissant p > 2NN on obtient
Ci(t) <C Y me(1+ 417N,
k>j—4
c’est-a-dire

(27) Ci(t) < C(1+2ve) .

Lorsque 274/t < 1, un calcul analogue donne
Ci(t) < C > m; min(1,4%t),

k>j—4
soit
(28) Oy(t) < C=(@),
ol ¢ est la fonction définie sur R™ par la formule

£(s) = Z N, min(1,4"s).

n>—4

C’est une fonction positive, croissante, bornée, et surtout vérifiant

lime(s) = 0.

s—0

Les inégalités (Pq - 7 - B§) donnent finalement une version plus forte
de (B4), qui s’écrit

(29) |A;B(u,v)(t) ||z < C e(49t)(1 +27vt)~N.

La fonction € permet de prouver que B(u,v)(t) tend vers 0 dans &’
quand ¢ tend vers 0. En effet, si f € S, on a

(B(u,0)(t), f) = > (A;B(u, v)(t), A;f)
JEL
La Proposition 13 et l'inégalité (29) entrainent
1A B(u, v)(t)]| 1= < C e(27t)27,
ce qui implique
(Blu, o)), A < C 3 e(27t) 27 1A £
JEL
L’espace des distributions tempérées f telles que

Y ZNAfllr < o0

JET
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et lim S;f = 0 est I'espace de Besov homogene By (R?) ; clest le

j——o00
prédual de B> (voir Triebel [T]). Par convergence dominée, on
obtient donc

Ilsmol B(u,v)(t) =0
pour la topologie faible % et de méme, pour tout ¢ > 0 fixé
lim S;B(u,v)(t) =0
j——o00

pour cette topologie, et par conséquent dans &’. Ainsi B(u,v)(t) € F
pour tout ¢, et sup || B(u, v)(t)||.r < +o0.
>0

Il reste & montrer que B(u,v)(t) dépend contintiment de ¢ > 0 pour
la topologie de F'.

Soient t >0 et h >0, h <% Sia€l0,£], ona
a+h
B(u,v)(t+ h) — B(u,v)(t) = / =4 p(DYu(r)v(T)dr
0
- / =I5 p(DYu(r)o(r)dr
0

+ / elt=m)A P(D)[u(t + h)v(T + h) — u(r)v(T)]dT.

En reprenant les calculs qui ont conduit a (9), on prouve

(30) [B(u,v)(t + h) = B(u,v)(t)|e.r
< C supe(Wa+4h)(1+ 2]'\/5)71 +C sup e(4a)(1+ 2j\/¥)71

JEZ JEL.
+C sup {|Ju(r +h) = u()|rr + (T +h) = o(1)||l-r}-

TE[at]
Par définition de F, on a pour tout a > 0 fixé

lim sup {lw(r + h) = u(7)||lr.pr + Jo(T + k) — 0(7)||sp} = 0.

h=0 relat
On a aussi pour tout ¢t > 0

lim sup &(4a)(1 +2j\/1_5)71 -

a—0 jEZ
d’ou il résulte que ||B(u,v)(t + h) — B(u,v)(t)|lt,r tend vers 0 avec
h > 0.

Le cas h < 0, tout a fait analogue, est laissé au lecteur. Le théoreme
8 est ainsi completement démontré.
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2.4. Régularité : preuve du théoreme 9.

L’espace associé a E est, lorsque Z nn, < +oo, différent de ’espace
n>0
F précédent ; on le note GG. C’est I'espace de Besov inhomogene Bg’oo
construit au-dessus de £, défini par les conditions Sof € Eet A;f € E
pour tout j > 0, avec

Iflle = 115 f]le + sup 2MAf |l < +oo.
J=Z

L’entier N est choisi comme a la section précédente.

Sit > 0, la norme ||.||; ¢ est équivalente &

; N
1S flle + sup (V)7 1AL,

EH10)

ott j(t) est défini par les inégalités 277¢) < /t < 2770+ et ce uni-
formément par rapport a t. On identifie donc les deux normes. Enfin,
on note G au lieu de F l'espace des u telles que

lullg = sup [lu(t)[l1,c < +o0
>0

qui dépendent contintiment de t.

La preuve du théoreme 9 est parallele a celle du théoreme 8, et
presque completement laissée au lecteur. Deux points méritent d’étre

détaillés, qui expliquent I'introduction de I'hypothese Z nn, < +00.
n>0

Le premier est la démonstration de I'inégalité
1S B(w, v)(®)]le < C [lullg [vilg-
On part de
1900 B(u, 0)()lle < D 14 Bu, 0)(0)] 1,

7<i(t)

et, démontrant que (R9) est encore vrai, on obtient si ||ullg = ||v|g = 1,

1509 B(w, 0) ()l < C Y Y momin(L,4™H)

J<it) nz—4

<C > (5+n)

n>—4

Le deuxiéme est la démonstration de

lim 180 {B(w, 0) (¢ + h) = Blu,0)(1)} | = 0,
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L’argument est semblable a celui utilisé pour (BQ), a condition de rem-

placer £(4'a) par
gt ¥ Z Z N, min(1, 4" a),

]<](t n> 4
et de méme pour e(4’a + 47h). Comme on a bien, pour tout ¢ > 0
lir% £t,4a) =0,

le raisonnement est inchangé.

2.5. Autres résultats de régularité.

Le théoreme 9 est en fait valable sous une condition légerement plus
faible, qui sera utilisée dans la prochaine partie.

Proposition 15. Soit E un espace fonctionnel invariant tel que
a) si f,g € E avec Supp f CI'; et Suppg C Bj_2,j € Z, alors fg € E
et

I falle < C 27 || flle llglle,
ou C' est une constante ne dépendant que de F,

b) il eziste une suite (n,)nez telle que Z nn, < +oo et, si f,g € B
n>0

avec Supp f C Ty, Supp§ C L'y, alors Ai(fg) € E pour tout j € Z, et

1A;(f)lle < me—y 4% 277 || fll& llglle-

Alors, il existe un espace de Banach G C E tel que le couple (E,G)
soit admissible. De plus, si u € G est une solution de (i) pour une
donnée nitiale uy € E quelconque, alors

-u €C ([0,00[; E) si S est dense dans E,
-u €C (0,0} F) et 111% u(t) = ugp pour la topologie faible x si S est

dense dans le prédual de E.

Preuve. On considere le méme espace G que dans le théoreme 9. Le
seule différence avec les preuves précédentes est dans le traitement des
produits du type Aju(71) Sj_ov(T), ot u,v € G. L'hypothese a) donne

[1Aju(r) Sj—2v(7)[[e < C 2 |Aju(T)| 5 [|Sj—2v(T)|lE.
Sij—2<j(r), alors ||Sj—2v(7)||g < C ||v(7)||rc, tandis que si j —2 >
j(7), alors

7j—1

I1Sj—20(Mlle < [Smo()lle+ Y 1Aw(n)|s

h=i(r)+1
< C |lv(7)lre-
On en déduit
. . _N
1Au(r) Sj2v(r)||p < C 2 (1+2V7) 7 |ulgllvllg,
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puis l'inégalité (G). On termine la preuve comme pour le théoréeme

9. U

Enfin, la régularité de la solution peut encore étre améliorée si I’hypo-
these a) de la proposition précédente est renforcée.

Proposition 16. Soit E un espace vérifiant toutes les hypothéses pré-
cédentes, a l’exception de a), remplacée par :

a’) sif,g€ E avecSupp f CI'; et Suppg C Bj_o2,j € Z, alors fg € E
et

Ifglle < C1[flle llgllze,

ou C' est une constante ne dépendant que de . Alors, toute solution
u € G de l'équation ([) est de classe C™ sur]0,00[xR3. De plus, pour
tout entier n et tout multi-indice o, il existe une constante C,, et une
constante C, telles que

(31) ‘% u(t, )| < 12
et

[e] Ca
(32) DS u(t,2)] < e,

pour tout t > 0,z € R3.

Preuve. La clé est dans la modification suivante de (2G) :
(33) R;(t) < C min(1,4t) (1+29v)"" 7,
valable lorsque u,v € G. Pour le voir, on écrit si j — 2 > j(7)
Sj_ov(T) = Z Ajiv(T) 4+ Sjro(T)
J(r)<i'<j-3
et on utilise la Proposition 13. On obtient, puisque N > 1,
. . _N (o
1920l <C Y 2(2'VT) ollg + C 27ullg

J(r)<§'<5-3

< —= lvllg:

T

4o

On en déduit que

S C 2

i—oU o < C ———= ||v

18,200l < € g5 ol
pour tout j € Z. L’inégalité (B3) en découle en utilisant a’) pour
[ =2Au(r) et g=5;_9v(7).

Si on note momentanément Gy au lieu de G, afin de rendre apparent

le parametre N, les inégalités (B7) et (BJ) montrent que B envoie Gy X
Gy dans Gy ¢

1B, 0)llgn 1 < COnllullgy[vligy-
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Comme Sug € Gy pour tout N quand ug € E, un argument de “boot-
strap” classique donne v € Gy pour tout N également. On en déduit
(BY) par des calculs semblables aux précédents dont le détail est laissé
au lecteur. Cela implique ensuite (BI]). O

2.6. Existence et régularité locales.

Pour résoudre localement 1’équation (1) sans condition de taille sur
la donnée initiale, on pose a priori u = Sug+ v, ce qui donne I’équation
suivante d’inconnue v :

(34) v = B(Sug, Sug) + 2B(Sug,v) + B(v,v).

SiT > 0 est, pour le moment, quelconque, on désigne par Fr ’espace
des fonctions continues v de ]0,T[ a valeurs dans F, telles que

[v]| 7 = sup [Jo(t)l[1,r < +o0.
t>0

L’espace I est 'espace C}EV’O" utilisé pour prouver le théoreme 8. On
définit de la méme maniere I'espace Gr.

Soit L 'opérateur linéaire défini par
Lv = 2B(Sug,v).

sur Fr ou Gr. Bien qu’on ait ainsi défini plusieurs opérateurs, on les
désignera de la méme fagon dans la suite.

Il résulte des preuves des théoremes 8 et 9 que, sous leurs hypotheses,
L est continu sur Fr et sur Gr, uniformément en 7', et pour tout ug € F.
Les résultats locaux seront une conséquence de l'observation suivante.

Lemme 17. Si .hlf |Ajuol| g = 0, alors les normes de L sur Fr (si
oo

Z Ny < +00) et sur Gr (si Z nn, < +o00) tendent vers 0 avec T

n>0 n>0

Admettons-le un moment. Si T est assez petit, 'opérateur I — L est
inversible sur Fr ou Gr, et 'équation (B9) est équivalente a
(35) v=(I— L) B(Sug,Sug) + (I — L) 'B(v,v).

Le théoreme 3 peut donc s’appliquer. Comme (I — L)™' B(Suq, Sug) =
(I — L)' L(Suy), le lemme 17 implique aussi

lim [[(I— )™ B(Sug, Suo) |7, = 0
si Z Nn < +00, et de méme dans Gr si Z nmny, < 400.

n>0 n>0

On peut donc résoudre (BY).

Ecrivons les résultats obtenus.
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Théoreme 18. Soit E un bon espace et uy € E tel que

j—+oo

Alors il existe T > 0 tel que l’équation (1) admette une solution u dans
Fr. De plus, si Z nn, < 400, alors u € Gr et donc

n>0
-u €C([0,T[ E) si S est dense dans E,
-u € C(|0,T[ E) et lir%u(t) = ug pour la topologie faible x si S est

dense dans le prédual de E.

Le reste de ce paragraphe est consacré a la preuve du lemme 17.
On se place d’abord dans Fr : soit v = (v(t))o<i<7 tel que
| ®)ls < (1+2vE)”

pour tous j € Z et t €]0,T[. Reprenant la preuve du théoreme 8, on
se ramene a estimer les trois termes suivants :

t
Ri(t) = Qj/o (L+ 22Vt —7) " |A;Suo(7) Sj—ov(7) | dr,

N

t
Rj(t) = 2j/ (L+ 2Vt —7) " ||Sj-2Suo(7) Ajo(7)|| dr,
0

Aj( > AwSug(r) &kv(T))

k>j—4

dr.
E

Cy(t) = 2 / (14 2V7=7) "

Chacun de ces termes est estimé comme dans les inégalités (25-26-27),
en suivant soigneusement la dépendance par rapport a uy. On utilise
toujours l'inégalité
; -N
18;Suo(r)lle < C (L +27V7) " [|Ajuolls,
qui se démontre comme le lemme 14.

On obtient ainsi pour le premier terme rectangle :
. ; . NN
R(t) < C min(1,47) || Ajuel|p(1+27vE) ",
de la méme fagon qu’on a obtenu (25). Pour le second, on écrit
1Sj—2Suo(r) Aju(r)le < C > 27 |AuSug(7)l|e [|80(7)]|e
J'<5-3
<CP(1+2r) " N 2 A uole.
J'<5-3

On en déduit la majoration
N

RY(t) < C min(1,47t) Y~ 277 || Ajuol|lp(1+2VE) .

J'<i—3
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Enfin, on a pour le terme carré
t
C;(t) < C/ (1427vt—7)7" Z Mhe—; ||Aku0||E(1+2k\/?)72N 4 dr.
0 k>j—4
Comme pour (26-27), on obtient
Ci(t) < C > miy |Akuollp min(1,4%) (14+27vE)

k>j—4

2N

L’ensemble de ces estimations donne
LN

(36) (1 +2/vt)" [[A;B(Suo,v)(1)]|e <

C{min(1,47t) » 27| Ajuollp + Y eyl Ao p min(1, 4%¢)}.

J'<i k>j—4
Il est élémentaire de vérifier que le terme entre accolades tend vers 0
avec t, uniformément par rapport a j, si llim | Auol|lg = 0.
— 400
Cela prouve que la norme de L sur Fr tend vers 0 avec T
Lorsque Znnn < +00, 'extension a Gy repose encore une fois sur

n>0
I'inégalité
1S5 B(Suo, 0)()le < Y 18;B(Suo, v) (1) -
3<i(®)
On injecte I'inégalité (B@), et on conclut : les détails sont laissés au
lecteur.

3. LIENS AVEC LES RESULTATS ANTERIEURS

3.1. L’espace L3(R?).

C’est sur cet espace que Kato a construit des solutions de ([]) suivant
la méthode de la premiere partie.

Proposition 19. L3(R?) est un bon espace.

Preuve. L3(R3) est un espace fonctionnel invariant. L’inégalité (RQ)
résulte de la Proposition 13 et de ce que toute fonction bornée est un
multiplicateur de L3.

Soient f,g € L3, Supp f C I'x, Suppg C Iy, et j < k + 4. Puisque
fg € L3/% T'inégalité d’Young donne
18;(f@)llze < C 27 |[fgllporz < C 27 [|£ll22 llgl s
Ceci montre (RI]) avec 7, = 47", et conclut la preuve. O

Kato a employé dans [[K]] un espace F différent de celui utilisé dans la
preuve du théoreme 8 (ou du théoreme 9, qui s’applique) : les résultats
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d’unicité de Furioli-Lemarié-Terraneo montrent que ce sont les mémes
solutions qui sont obtenues ([F,LR,Te]).

3.2. Espaces de Lorentz.

Meyer a montré comment faire fonctionner la méthode KW dans

LB>) ([M]). On a en fait la
Proposition 20. Si 1 < ¢ < oo, lespace L>9 est un bon espace.

Preuve. On rappelle que, si 1 < p,q < oo, une fonction mesurable f
appartient & L®9 lorsque

+o0 dt 1/q
£l Lo = (2 / [tl/Pf*(t)]q_) < +00,
P Jo t

et sil <p<ooetqg= o0, lorsque
1fll e = sup £ () < +o0.
t>

On a noté f* le réarrangement décroissant de f :
fr(t) = inf{s > O; {|f| > s}| < t}, ¢=0.

Sip > 1, il existe une norme sur L9 équivalente & ||- || ;o (qui n’est
pas une norme), et qui rend L% complet (Stein-Weiss [S,W], chapitre
V). Enfin, L®P) n’est autre que LP.

Parmi tous les espaces de Lorentz, ce sont les L(*% qui sont invari-
ants.
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On a bien sir S € LB et I'inclusion L>? C LP* +LP? ot 1l < p; <
3 < py, montre que LG9 C & et que lim S;f =0si f € LG9, Les
j——o0

LB sont donc des espaces fonctionnels invariants. Pour montrer qu’ils
sont compatibles, on note d’abord que les fonctions bornées sont des
multiplicateurs de ces espaces, ce qui donne (19) (avec la Proposition
13). D’autre part, on a

(37) 1fall a0 <Clflzea lgllLeo
et
(38) 1 Fll oo < C Rl 3 [I1F]], 3.0

Si on admet ces deux inégalités, alors on montre que (RI]) est vérifiée
avec 1), = 47", exactement comme dans le cas de l'espace L3.

1 suffit de démontrer (B7) dans le cas ot f = g. L’identité (f?)*(t) =
f*(t)? implique I'inégalité

121, 3.0 < C I fllpee 1f]leo,

et on conclut avec 'inclusion LG9 ¢ L3220,
Pour obtenir (Bg), on part de

[P Fll e < [Pl g [[f]]2e

chaque fois que 1 < p < 3 et % == — % Le théoreme d’interpolation

de Hunt ([S,W], p.197) fournit
[h* Fllpea < C A3 (1 llzew
pour tous p €]1,3[ et ¢ € [1,00]. On en déduit (BY). O

1
p

3.3. Espaces de Besov et de Triebel-Lizorkin.

- 3_17 s N
Les espaces By * ont été étudiés par Cannone dans sa these, no-
tamment pour 3 < p < 6, et lui ont permis de construire des solutions
auto-similaires des équations de Navier-Stokes ([C]).

.37,
Proposition 21. Les espaces By q, 1<g< 0etl <p<oo, sont

.3,
de bons espaces. Il en est de méme des espaces F q, 1<p,q<o0.

Preuve. Le parametre de régularité % — 1 est ajusté pour que ces

espaces soient invariants. Ce sont des espaces fonctionnels : voir [Tr].

3 3
. ;. . (s - 5—1q - o—1q
Ici, E désigne indifféremment 1'un des B} oudes Fy 1<

p < oo fixé, 1 < ¢ < oo (Besov) oul < ¢ < oo (Triebel-Lizorkin). On
utilisera la remarque importante que pour tout k € Z et f € E avec
Supp f C Ty on a ||f|s ~ 2k(%_1)]\f|]m uniformément pour k € Z.
Noter que l'indice ¢ n’apparait pas. Cela résulte de 1’équivalence des
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normes sur E obtenues en partant de deux analyses de Littlewood-
Paley différentes.

Soient f,g € E, Supp f C Ty, Suppg C Iy, k1 € Z et j € Z.
Si |k — 1] > 3, et par exemple [ < k — 3, alors fg = Ag(fg), donc
3_
Ifgle < C 267 |IfgllLr
3_
< C 2"V | flle llglpes
< C 2 |flle llglle,

d’apres la Proprosition 13 une fois encore.
Si |k — [] <2, on utilise a nouveau l'inégalité d’Young. Si p > 2, on
a
(3
12;(F9)lle < € 27570 18,(f )| 1o
< C 257 | £l

(6

< 257V | f s llglles

< €296 25 1| [lg]

Si 1 <p <2, et toujours lorsque |k — | <2, on écrit

(3 _
1A;(fo)lle < C 2% |1A;(f9)l e
< C 27 | fgllmm
< C2% ||l N9l

< C 27 | flle lglle
ce qui prouve (19) et (20) avec 7, = 273" O
Remarque : si p > 6, fg ¢ E en général, méme sous les hypotheses
de ().
Dans ces exemples, p = oo apparait comme valeur critique. On a en
effet le résultat suivant.

Proposition 22. Les espaces Bgol’q, 1 < g < o0, ne sont pas de bons
espaces. Ils sont compatibles et vérifient (I3) avec n, = C pour une
certaine constante C, et ce choix de la suite 1 est le meilleur possible.

Preuve. La compatibilité de ces espaces se démontre comme dans le
cas p < o0, et on trouve 7, = C.

Soit ¢ € S telle que Suppgg C By. Si z; désigne la premiere coor-
donnée de x € R3 et si k € N, on pose

fla) = 28 e g(a),
g(x) = 28" ¢(x).
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Alors f,g € BZM pour tout ¢, de normes ||@|| o, avec Supp J?C Iy et
de méme pour g. On a

Do(fg) = 4" Do(¢°),
donc
180(f9)ll o = 4" 1 80(6°) | e
Qeci prouve que si 7 est une suite pour laquelle ([9) est vraie dans
B alors

[A0(¢%) ||
Nn = SUP ;
T gl
pour tout n > 0. La proposition est démontrée. O

Le corollaire 12 énonce bien entendu une propriété beaucoup plus
forte de I'espace B 1.

3.4. Espaces de Morrey.

Sil < ¢ <p<oo,une fonction f € L]  est dans I’espace de Morrey
MY lorsque

5 1/q
sup RE(][ |f|q) < 400,
B(zo,R)

ol la borne supérieure est prise sur tous les g € R? et les R > 0, et
ou f, désigne ‘—é‘ -

Les espaces MY sont des espaces de mesures : on dit qu’une mesure
de Radon v appartient & MY lorsque
s [v[(B(zo, 1))

sup Rpr
ot |B(xo, R)|

Les espaces de Morrey invariants sont les Mq?’, 1<qg<3.

< +o00.

Proposition 23. Les espaces M;, 1 < q <3, sont de bons espaces.

Preuve. Que ces espaces soient des espaces fonctionnels (définition 5)
n’est pas évident, mais cependant déja connu : voir par exemple [M].

L’inégalité (R0) s’obtient avec Pargument utilisé & plusieurs reprises,
selon lequel toute fonction bornée est un multiplicateur des espaces de
Morrey.

Soient maintenant f,g € Mg’, 1 < ¢ < 3, qu'on suppose de normes

1 pour simplifier, telles que Suppr Iy, Suppg C fk, k € Z, et soit
1€ Z, 7 <k-+4. 1l s’agit d’estimer

1/q
I.=R 7Z A a
’ ( B(zo,R) | ](fg)| )

uniformément par rapport a xg, R.
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On commence par démontrer 1'existence d'une constante C' telle que

C 47, sig>2,
(39> HAJ<fg)”L°° < {C 4k(1—q/2) 4jq/2’ S q< 2

Pour le voir, on écrit, en choisissant N assez grand :
Af@] €2 [+ 2oy [ Wolwdy
<co [ ity
B(z,2779)

soy v | F(w)g(y)ldy

n>0 B(@,2" 1= )\B(z,2"~7)
<c Y20 [ gl
n>0 B(z,2n—7)

Si ¢ > 2, on applique la définition de M; directement :

2/q
INTOICIELD SRS ¢ ANV

n>0

< C Z 2—n(N—3) 4j—n

n>0
<C .

pourvu que N > 1.

Si ¢ < 2, on utilise la Proposition 13, qui implique ici ||f]|z~ < C 2*
et de méme pour g, en écrivant

A (fo)(@)] < C fglli? 3 27nv=9) ][ Fali

n>0 B(z,2n—9)

Des calculs analogues aux précédents donnent le résultat des que N >
3—q/2.

Revenons a I;. Dans le cas ou R < 277, (BY) donne

C 477k 4k 273 siq> 2,

I < ||A;(fg)llr=27? < {C 40-909/2 g4k 0=i & g < 2.
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Dans le cas ou R > 277 et q > 2, on commence par estimer
' ' q/2
Ao < {o [250+ 24 ) e
<C /23j(1 + 20w —y)N [ f(y)g(y)|?dy
<C / 2Y(1+ 2|z — y|) N [ f(y)g(y)|*dy
le—y|<R
ey / 2927 R) N £ (y)g ()| dy
2

77/20 "Rg\x—y\§2"+1R

d’ou 'on déduit, si N > 3, que

][ A (f)? < C S (@ R)- N ][ gl
B(zo,R)

77/20 B(O,2n+2R)
<C (1+2R) N3 Rt
<C R

On interpole ensuite cette inégalité avec (B9), pour obtenir

1/q
< RIA ()Y ( / |Aj<fg>|q/2)
B(zo,R)
o
= O 477k 4k 97,

Dans le cas ou R > 277 et ¢ < 2, on commence par observer comme
ci-dessus que

A C j+n py\—N+3 )
Lo strglse S @ene f g

n>0 B(x0,2"+2R)
Ecrivant ensuite

F W) < gl | f(y)gly)|*?,

on obtient
F oAl Caa R
B(zo,R)

Enfin, on interpole avec (B9) :

1/q
< RIA(fg)li ( / |Aj(fg)|)
B(zo,R)
< C 4k(1—Q/2) 2j(q—1)

= C 20U~k 4k 277,
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Au total, on a prouvé (1)), avec n, = 4" siq > 2et n, =27 si
q < 2, ce qui clot la démonstration. O

Le méme type de calculs sera utilisé dans la partie suivante, ou
I'espace de Morrey M3 joue implicitement un role.

3.5. Espaces de Konozo et Yamazaki.
Il s’agit d’espaces de Besov au-dessus d’espaces de Morrey, notés ici

By s €R, 1< q<p<ooetl<r<oo (N, dans [Ko,Y]). La

norme se calcule par N
127112 fllwag) ller-

Ceux d’entre eux qui sont invariants sont caractérisés par s = % —1.

Proposition 24. Pour 1 < g <p < o etl < r < o0, les espaces

3
- =—1,r
B}, sont de bons espaces.
q

La preuve est une adaptation des calculs des deux sections précédentes

.39,
en utilisant que si F' = B} » T, feFEetkelZ,
q

3_
1Ak flle = 207V Ak S -

_ 4, q=2,
T = _ 3nq
47 2 q < 2.

On trouve

Les détails sont laissés au lecteur.

3.6. Espaces définis par des conditions sur la transformée de
Fourier.

Le Jan et Sznitman ont résolu I'équation (fl) avec donnée initiale dans
I'espace des distributions tempérées f telles que |£]? f(€) soit borné sur
R? ([Le,Sz]). Cet espace est caractérisé par la condition

sup 4’ || A f|p= < +o0.
JEZ

L’inégalité
1A fllze < C 2997 || A;f || o

suggere une généralisation. Si 1 < ¢ < oo, on note Fj l'espace des
distributions tempérées f telles que

||f||Fq :SUIZ) 2](2—3/‘1) ||A]f||Lq < +00.
S

Remarquer que Fp = B;/Z’OO, et que F; est I'espace de Besov B,"™

construit au-dessus de l'algebre de Wiener A.

Proposition 25. Les espaces F;, sont de bons espaces pour 1 < g < 0o.
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Preuve. On laisse au lecteur le soin de vérifier que ce sont des espaces
fonctionnels invariants.
Soient f,g € F,, Supp f C I'y, Suppg C I'}, k,l € Z, et soit j €L
Si |k—1| > 3, et par exemple | < k—3, on écrit, puisque fg = Ax(fg),
1£gllr, < C 2°C=3D || F %G| o
< C 2" || [ o |[3] 22
< C I flle, 2279 1191100
<C 2 |fllz, lgllz,
ce qui démontre (R(Q).
Silk—1I<2,0ona
128, (f9)lle, < C 27D | f 5] Lo
<C YD F (3]l e
< C 28D || F| 1y [13]] o
< C 29T 48 277 | fg, N9l
Cela signifie que (21)) est vraie, avec 1, = 273%/7 | et termine la preuve.
U
Remarque : on voit que (2]]) est vraie dans F}, avec 7, = 1. Le contre-
exemple de la Proposition 19 permet également de montrer qu’il n’y a

pas de meilleur choix de 7 possible, et par conséquent que F} n’est pas
un bon espace.

3.7. Discussion de quelques conditions abstraites.

Plusieurs auteurs ont donné des conditions abstraites que doit ou
peut posséder un espace E pour qu’il soit possible de résoudre ([l)
par la méthode KW, spécialisée par un choix particulier de I'espace F
(généralement F lui-méme ou un sous-espace de E).

Si par exemple on cherche a prouver la continuité de ’application B
sur C([0, 0o[; F), alors il est nécessaire d’avoir

(40) I(=2)"2fglle < C |l flle llglle

pour tous f,g € E (voir [M]]). Mais cela n’est pas suffisant, comme 1'a
montré Oru ([O]) avec E = L3. Noter que (Q) est plus forte qu'une
condition proposée par Cannone a la fin de sa these ([J]), s’écrivant

(41) 18;(f)lle < C 27 || fllm 9l

En la modifiant convenablement, Furioli, Lemarié¢ et Terraneo ont toute-
fois obtenu la continuité de B sur C([0, co[; B%™) ([F,LR,Te]). Leur
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condition est la suivante

(42) 18;(f9)lle < C 2 sup Ay flle sup [|Ajg]e.
]/ j/

C’est () dans Despace BY™, et aussi ().

Meyer et Muschietti d’une part, Furioli, Lemarié et Terraneo d’autre
part, ont donné d’autres conditions permettant de résoudre () par la
méthode de Kato :

(43) 1£glle < C (Ifllz= +11(=2)"2fll&) lglle
est étudiée dans [M],
(44) 18;(f)lle < C (Ifll& Ngllze + [z llgllz)

a été proposée dans [F,LR,Te|, ainsi que la forme légerement plus
précise

(45) [18;(f9)lle < ClIflle lglle= +C 2N Fll (1F 113 llglle

ou « €]0,1].

Proposition 26. Tout espace fonctionnel invariant vérifiant ['une des
propriétés ({Q) a (£3) est un bon espace, au sens de la variante de la
Proposition 15.

Preuve. Soient d’abord f,g € FE, Suppf C I'y et Suppg C By_o,
k €Z. On a alors fg = Ar(fg), et d’apres (B9),

fg=2" D ((-0)712fg),
()2 f =28 Ay i (f)-
Ces identités injectées dans ([0 - ff]) donnent

1£9llz < C 2% [I£11& llglle.

éventuellement en utilisant aussi la Proposition 13 (c’est-a-dire || f|| g <
C2° | flle). N

Si ensuite I'hypothese sur ¢ est changée en Suppg C I'y, et si j € Z,
alors on obtient (RI) par des considérations analogues, avec 7, = 4™"
sous les conditions ([0 - [ - E2), et n, = 27" sous ({3 - {4 - f3). Les

détails sont laissés au lecteur. O

Remarque : tout espace fonctionnel invariant vérifiant (fI3) est éga-
lement un bon espace au sens de la Définition 7, puisque (BQ) est vraie
dans ce cas.
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4. LES ESPACES M(n) ET LES CONTRE-EXEMPLES

Le but principal de cette partie est de démontrer le théoreme 11. Les
espaces I/ qui vont fournir les contre-exemples désirés appartiennent a
une méme classe, celle des espaces M (n).

4.1. Les espaces M(n).

Definition 27. Soit n = (n,)nez une suite positive, décroissante et

réguliére. L’espace M(n) est l’ensemble des distributions tempérées

[ telles que lim S;f = 0 dans ', et pour lesquelles il existe une
j——00

constante C vérifiant pour tous xo € R3, 4,5’ € Z avec j > j'

(46) oo agrsct,
B(:Bo,2_j/)
1
ot J[B désigne @ . La norme dans M (n) est la plus petite constante
B
C possible.

La régularité de la suite i implique que M(n) ne dépend pas d'un
choix particulier des opérateurs A;. Des inégalités (ff) avec j' = j et
de (IG), on déduit que M(n) s’injecte dans B 1>, 1l s’ensuit que les
valeurs de n pour les entiers n < 0 n’ont pas d’'importance : on suppose
dorénavant n,, = g sin < 0, de sorte que (f§) est vraie quels que soient
jetj.

Si liminf 2°" 72 = 0, alors M(n) est réduit & {0}, de sorte qu’on
suppose également lim inf 2°" 12 > 0.

Lorsque 1, = 27", n > 0, pour un certain « € [0,3/2], M(n) est
I’espace de Besov homogene B;’\;}fo (voir section 3.5). En particulier,

2

g e 51/2 N
il coincide avec Bz/ > pour a = 3/2, et avec B> pour a = 0.
Dans le cas ou n est quelconque, on a toujours

By*™ ¢ M(n) ¢ B>,

avec injections continues. Si la suite n est telle que Z n? < oo,
n>0

alors M (n) s’injecte contintiment dans F, ">, Pespace des dérivées des

fonctions de BMO.

Proposition 28. Les espaces M(n) sont invariants, et vérifient (19)
avec la suite Cn = (Cnp)nez, pour une certaine constante absolue C'.
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Preuve. L'invariance des M (n) est aisée a montrer et laissée au lecteur.

Vérifions ([9).

Soient f,g € M(n), Supp]?C Iy, Suppg Cc Iy, k, 1 € Z.

Si |k — 1] > 3, et par exemple | < k — 3, alors fg = ﬁk(fg) Soient
j' < ket zyp € R On a pour tout n > 0

a0 f eSOy Il Dol
x,27 7 T

Si € R3 est momentanément fixé, et en choisissant p > 3, on a

Au(fg)(@) < C 2% / (1+ 2"z — ) |f(w)g()] dy.
d’ou

Au(fo)@)P < O 2% / (1+ 242 — ) | £(y)g(w)[dy

< O 23 /B( 2#)(1 + 28z —y) 7 | f()g(y)[*dy

+C 9(B3=p)(k—j'+n) ][ Fgl2.
= —
On utilise ([7) et la décroissance de 7 :
Mf@P 0 [ a2 )Py
B(x,277

+Cme_y 1 3eey Nl9llz-
On applique cette inégalité a tout z € B(zy,277") et on utilise & nou-
veau (f7) :
Fo M@ < C ity 1 ol
B(x(),Q*] )

On obtient de méme 'inégalité analogue pour Ag_1(fg) et Apr1(f9g).
Compte tenu de la Proposition 13, ceci démontre (B0).

On suppose maintenant |k —1| < 2, et on se donne j € Z, j < k+4.

Siz € R on a
A, (fg)(@)] < C 29 / fol+C Y 26w ][ T
) 0 B(x,2-i+n+1)

B(z,279

ou on a choisi p > 3 comme plus haut. La définition de M(n) et la
décroissance de n impliquent

(48) 125 (f9)(@)] < C mie_y 45 11 £ lazny gllaren)-

Par ailleurs, si 2o € R? et j' < j sont fixés

A,(fg)(@)] < C / 29 (14 2z — y) 7 |f(y)g(y)|dyda
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d'oit
]{9( yy 1RiFO)@)ldr < C 2% /(1 +27 |20 —y)7P £ (y)g(y)ldy.

La méme technique de découpage du domaine d’intégration, en utilisant
cette fois les boules B(xg,277"+"), n > 0, donne

Fo A= Caiy 4 1l ol
B(:L'Q,2_J )
Avec ([g), ceci implique

Foo AP Oy By 9l
B(:L'Q,Q J )
Puisque 7;_j < n;_;, on obtient A;(fg) € M(n), et

12;(f9) sty < C miy 4% 277 (1 f sy Nlgllnaa-

La preuve est terminée. O

Remarque : on pose, pour tout n > —4

nn+m
Ep =8SUp —.

m>0 Nm

Les calculs précédents montrent qu’on a l'inégalité plus forte

12 (Fllarey < C My 21—y 45 277 [ fllaroy N9llaren)

L’amélioration est sensible dans certains cas, par exemple pour 7, =
27 Mais pour les suites n ¢ [*(N) qui vont fournir les contre-
exemples, I'inégalité ¢, < C' est la seule raisonnable.

4.2. Construction des contre-exemples.

Soit 77 une suite positive décroissante et réguliere telle que

Z 273 inf 2% 2 = 400,

k>n
n>0

La preuve du théoreme 11 se fait par I’absurde en considérant ’espace
fonctionnel compatible My(n), fermeture de S dans M (n), et en sup-
posant qu’il peut étre assorti d’'un espace F' rendant le couple (My(n), F)
admissible.

La contradiction résultera des deux lemmes suivants.
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Lemme 29. On peut trowver mg € S, v €S, r € R® et A C Z> — {0}

tels que, si
=> " dim(-—1),
leA
o m = e®mg et (d))en est une famille quelconque de coefficients

presque tous nuls, si

u(t,”) = % u<1%) t>0,

alors il existe pour tout I un coefficient e, € {—1,+1} tel que, en posant

)= dye m(-—1),

leA
1 .
v(t,-) = % v(l,%) t >0,
on ait
w Y 'ﬁL < C [ # Blu,0)(1)(@)] + C %

leA

pour une certaine constante C' indépendante de la famille (d;);en. De
plus, on peut choisir |x| aussi grand qu’on veut.

Lemme 30. Avec les notations précédentes, et si|z| est assez grand,

alors des que Z 273n ]i1>1f 23k 2 N, = +00, on peut trouver une famille
n>0 -

(c1)ien dans [°(A) telle que

jef?
(50) lEZA I +o0,
(51)  pour toute famille ()1ep € {—1,1}", on a Z eic; mo(-—1)
leA
€ M(n), ot mqy est la fonction du lemme 29, et ce uniformément par
rapport @ (£1)ien-

Admettant pour le moment ces deux résultats, on revient au théoreme
11 ou l'on a supposé le couple (My(n), F') admissible. Soit (¢;)ea la
famille donnée par le lemme B(, ol A est I’ensemble donné par le lemme
B9. Pour tout N entier positif, on pose d; = ¢;sil € Aet || < N, d; =0
sinon. Ensuite, on définit les fonctions ug et vy (dépendant de N) par

Zdlmo —10), wly Zdlelmo (y—1).

Il résulte du lemme B0 que ug, vy € My(n) uniformément par rapport
a N.



36 P. AUSCHER ET PH. TCHAMITCHIAN

Soient alors u et v définies comme au lemme P9. Puisque u(1,-) =
e®ug, et de méme pour v(1,-), on a u(l,-), v(1,-) € F, ce qui im-
plique u,v € F. La continuité de B sur F entraine en particulier
que B(u,v)(1) € §'. Plus précisément, il existe une constante C' ne
dépendant pas de N telle que

[ # B(u, v)(1)(2)] < C || B(u,v)(1)]|»
< C|[BI] [lullz llv]l=
< C B L, e ot )lle
< C Bl lle*zarem luollae lvollary.
ou x est le point donné par le lemme PJ.
On déduit alors de (fI9) et de ce qui précede l'existence d'une con-
stante M indépendante de N telle que
|al®
e N

Ceci est contradictoire avec (p0), et ramene la preuve du théoreme 11

a celle des lemmes P9 et BQ.

Remarque : Puisque la suite (¢;);ep est bornée, on a toujours ug, vy €
Bo_ol’oo, uniformément par rapport a N. Ceci démontre le corollaire 12.

Par ailleurs, il résulte du lemme PJ qu’on a également ug, vy € FZ12,
uniformément par rapport a N : on ne peut donc pas faire fonctionner
la méthode KW & partir de Pespace F 12 des dérivées des fonctions de

BMO® .

4.3. Preuve du lemme 29.

Quitte a changer de repére, on suppose que le symbole P(£) de
l'opérateur P(D) n’est jamais nul dans un cone ouvert de sommet 0
et d’axe le demi-axe 0z des cotes positives. L’ensemble A sera contenu
dans un cone, image du précédent par une rotation d’angle /2.

On commence par construire my.

Lemme 31. ] existe mg € S, paire et a valeurs réelles, dont la trans-
formée de Fourier est supportée par une couronne compacte ne con-
tenant pas 0, telle que les fonctions m(- — 1), | € Z3, forment une
famille orthonormée de L*(R?), ot m = e“my.

Alors que cet article était en fin de rédaction, nous avons appris que dans un
travail intitulé “Well posedness for the Navier-Stokes equations” (preprint, North-
western University) Koch et Tataru ont démontré l’existence de solutions, pour
petite donnée initiale dans F{;l,?, dans un espace de fonctions localement de carré
intégrable en temps et espace pour lequel ils obtiennent la bicontinuité de B. Cet
espace ne se compare pas au notre et il n’y a donc pas de contradiction.
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Preuve. On part de h € S, paire et a valeurs réelles, telle que 1 soit
supportée dans {27 < |£| < 87} par exemple, avec

> (R +2rl)]> > 6 > 0.

A

On pose
(&) = e M2 he +oml) 2,

lez3

et fg(€) = o(€)~Y/2 h(€). Par construction, on a

> | +2al)? = 1,

lez3

d’out on déduit le lemme par la formule de Poisson. O

On pose a priori

flo) =u(l,z) =) dym(z 1),

g(x) =v(l,x) = Z ep m(x —1),

l

ou (d;) et (e;) sont deux suites a support fini. Si ¢ > 0, on pose ensuite

On note enfin
¥ * B(u,v)(1) = L(fg),

ou 1 € § est pour le moment quelconque, et L(x,y) le “noyau” de L,
au sens ol

L(fg)(x) = / Liz.y) () 9y) dy.

Lemme 32.

1
L(.ﬁlf’y) = / 9177(3: - \/Fy) \/F dT7
0
ou les fonctions 0,_, sont définies par

(52) Or_r (&) = (&) P(&) e™77) P,
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1
Preuve. On part de B(u,v)(1) = / b(T)dr ol
0

S COR D)
Soit hy définie par ho( ) P(&) e ¥ On a

o= o (G2) () ()
= (Z_fy> (v) 9(y) dy.

1—7‘ V-1

On en déduit

Lz, y) = /Ol/w(x—z) (1‘_/?7)2 ho (z\/_f\/?) dz dr

= /01 Oh—r(x — V1Y) V7 dr,

i~ s o (2)

On a bien (p3), et le lemme est demontré.

ou

On définit maintenant 6 par

-~

0(€) = b(€) P(&) e P,

et le noyau Ly par

In(ey) = [ 0w = vy V7 dr

Lemme 33.
L(fg) = Lo(fg) + wo,
ou wy est une fonction bornée vérifiant

|wol[zee < C ||dylios [l€]|i-

Preuve. On définit les fonctions o;_; par la formule
01—7’ =0+ 01—,

autrement dit

51(6) = O(e) Ple) 1 =

T

O PE P > [ e s
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Si s € [0,1], alors la fonction dont la transformée de Fourier est

O(E) P(&) [€]? e est dans L'(R?), uniformément par rapport a
s. Il en résulte

(53) lovrllr < C

pour tout 7.
La fonction wy s’écrit

wn(a) = [ Lifau) ) 9(0) dy,
L) = [ s @ v 7 o
On déduit de (B3) que

sup / L ()| dy < C.

ce qui implique
Jwollee < C [|fgllzee < C ldifli [|er]]so-

Lemme 34.

1
=92 Z de / r — 77T dT + W,

leZ3

ot wy est bornée, avec ||wi]|p < C ||dilli= |l€g]] 1o

Preuve. Partant de

= [ -7 1) 0t0) V7 v

—2// (v —ry) F(y) 9ly) 7 dy dr,

on développe le produit f(y) g(y). Ceci permet de calculer w; sous la
forme w; = wy + w3, ou

wg—QZdlel//T {0(x — 1) — O(z — 71)}m?(y — )dydr,

leR3

w3 = 2 Z diey / / x—7y)m(y — Dm(y — 1) mdydr.

leR3
1AV

On majore |wy(z)| par

1
2dillollelloc / 3 / 210 — 7y) — 8(x — 1) |lmy — D|Pdydr.
(U

et
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Puisque m, 6 et V6 sont a décroissance rapide (en choisissant conven-

ablement 1, par exemple de sorte que 0 ¢ Supp)), on a pour tout p
assez grand et z,y fixés

> 16z —7y) = 8 —7D)| [m(y = D)

<Cr Y ly=llImly =0 1+ |z —7y)?

l\y—l\<l

+C Z y=DP {1+ |z =y + 1+ |z = 7l]) 7"}

< CT(l + |z — Ty|)_p

+C > P Aty =) ATl

Lly— l|>7_
<COr(l+ |z —T1y))™”
Il en résulte que ||ws||p= < C ||di]|z= |ler||po<-

Pour traiter ws, on utilise 'orthogonalité des fonctions m(. —[) et
m(- — 1) lorsque | # I' (lemme B1)) pour écrire

) =2 dyey {0(x—7y)—0(z—70)}*m(y—)m(y—1)dydr.
Y

Comme Y, |m(- —")| est une fonction bornée, on a

1
()] < Clldifllerllie 3 / / 10(x—ry)— O(a—1) |7 m(y—D)|dydr,
l 0

et on conclut comme pour w,. Le lemme est démontré. O

Les lemmes BJ et B4 montrent qu’il existe une constante C' telle que,
pour tout x

1
Zdlel/ O(x — 71) 72dr| <
; 0

On pose, si n est fixé

(54) gi(x) = sgn /0 0(x — 7l) 7 dr.

1
< gl Bu,0)() ()] + Clldilli= lea]iee-

Alors, si ¢; = d; g(z), on obtient I'inégalité

(55) |dy|? 1 O(x — 7l) T2dr
)

Il s’agit maintenant d’en déduire (f9). Pour cela, on choisit 6 de
maniere appropriée.

< Sl % Blu,u)()(@)] + Clldl.
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On rappelle que 5(5) = @(f) P(&) e € oty € Set 0 ¢ Supp ¥,
et que P(€) # 0 pour tout & tel que /€2 + &2 < § &3, pour un certain
§>0.SixzeR3 x=(r1,72,23), on note 2’ = (19, z3) et x = (11, 2').
On peut alors choisir v de sorte que

0(z) = p(a1) ' (2'),

o ¢ € S(R) est a valeurs réelles, p(0) > 0 et /gp =1, etou¢ €
R
S(R?), 9/(0) réel > 0.

Lemme 35. Il existe A > 0, a,3 > 0 tels que si x = (1,0) et
I = (lh,1") vérifient les conditions x1 > A, 11 > 4z et d(zx,]0,1]) < a,

alors

2

Ly

Zﬁl—g-
1

1
/ 0(x — 7l) 7 dr
0

Preuve. Soient x = (21,0), x1 > 0, et | € Z? tels que d(z,[0,1]) < «,
ol v > 0 est a choisir. Soit 79/, 0 < 79 < 1, le point de [0,1] en lequel
d(x,[0,1]) est atteinte, et v I’angle entre (0,z) et (0,7). On a

(w1 — 7ol1)? + |7l |* < o2,

et siny < % Siz; > A>2a,alors 0 <y < 5 d’ou 7‘0;—11 = cos?y >
c’est-a-dire

Y [°M]

T — 27’0l1 < —%

Enfin, on a 7 < i des que I} > 4xy.
On part alors de la décomposition

1 2r9 1
/ Q(ZL‘—TZ)TQdT:/ +/
0 0 2710

On a d’une part

’/QTO 0z — rl)rdr| > [¢/(0)]
0

270
/ o(x, — 7ly)T3dT
0

270
—20||VY'|| e / lo(zy — 7)) |72dT,
0
et d’autre part

1
’/ O(x — 7I)Tdr
270

On calcule les trois intégrales qui apparaissent dans ces inégalités :

270 1 1
/0 o(r — Tll)Tsz = l_3/ (r1 — v)2 o(v) dv,
1 Jx

1—270l1

1
<1 [ Tt = )l
2

70
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de méme si ¢ est remplacé par |p|, et enfin

1 1 x1—2710l1
| teter—rirtar =5 [ =02 o)
1 Jx

70 1—l1

Puisque z; — 2791y < —%, on a

1 1
/ p(v) dv =3
x1—210l1 2
des que x; est assez grand. On en déduit
270 J1ad 1
/ oz, —7h) T dr x—gl -C +3x1
0 2 l3 I3

pour une certaine constante C' ne dépendant que de ¢. On a également

27’0 ].‘I“:E +x2
/0 el = )| 7 dr < €

1 C —x1/2
/2 |¢<x1—7z1>|72dfsl—3/ 2 lo(v)] do.
1 —00

70

et

Rassemblant les diverses inégalités obtenues, il vient

1
/ 0(x — 71)Tdr
0

2

1 T
> ' (0)] =2
> WO

C —x1/2
B 1+ + azr? +/ v p(v)|dv |,

si x1 est assez grand. Le lemme en résulte. U

L’ensemble des lemmes précédents, avec les inégalités (54 - B3),
démontre le lemme P9. On releve que n’'importe quel x = (z1,0) assez
grand convient (& un éventuel changement de repére pres), et que A
est I'ensemble des [ = (I3,') tels que I; > 4x; et d(z,[0,1]) < «, c’est-
a-dire des points de Z3? se trouvant & 'intérieur d’un certain tronc de
cone. Noter que |I| < C' [, pour tout [ € A.

4.4. Preuve du lemme B0.

On fixe maintenant un tel x et 'ensemble A associé. Sans perdre de
généralité, on suppose a < 1, et xl > 4(a+1). Enfin, on se place dans

I’hypothese o Z 273n inf 23k = oo,
n>0

Sijg>4detl=(l1,lI') € Z est tel que |I'| < 2etl €2 x +

%
[ \7_ 2, j_ QJ} on pose a priori ¢; = ¢;, pour un certain J; > 0. On

note A; I'ensemble de ces points [ : les A; sont deux a deux disjoints



ESPACES CRITIQUES POUR NAVIER-STOKES 43

et inclus dans A. Sil € Aetl ¢ UAj, on pose ¢ = 0. Dans ces

j>4
o 7. ‘Cl‘z 2 ~
conditions, les séries E W et E 47 sont de méme nature.
leA Jj=4
Si n > 0, soit 0, = inf 2% 57, On choisit 67 = 272 g4 et, si
k>n

j > 5, 5? = 27% (0 — o;_l). On a alors par construction les deux
propriétés suivantes :

(56) D 8= oo,

j=4

(57) Z 230—n) 67 <mi  pour tout n > 4,

jzn

lal*

|1°

Comme on a déja remarqué que E 5]2 et E sont de méme

>4 leA
nature, (b@) montre que (BQ) est vrai.

Il reste a prouver (BI]) : on pose
aly) = Z e mo(y — 1),
leA
oug € {—1,1} pour tout [.
D’apres le lemme BI], la transformée de Fourier de a est supportée
par une couronne compacte ne contenant pas 0. L’appartenance de a

a M(n) est donc équivalente a l'existence d’'une constante C' telle que
pour tous yo € R3 et k >0

(58) f’ a2 < C 2.
B(yo0,2%)

Soient yo € R? et & > 0. Trois cas sont & considérer, le premier étant
celui ott il existe j >k + 1 et ly € A; tels que ly € B(yo, 2811).

On vérifie d’abord, dans ce cas, que
Aj/ N B(yo, 2k+1) = (Z)

si ' # j. En effet, on sait que |lg —yo| < 28+ et |lp — 272| < « 27, d’ont
lyo — 27z < (a+1)27. S'il existait j' # j et I € Ay N By, 28™), on
aurait de meéme
lyo — 27| < (a 4 1) 2D,
d’on
2~ 97] la] < (o + 1) (29 4 270840
puis |z| < 4(a+ 1), ce qui est faux.
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On écrit alors

aly) = Z e ¢ mo(y —1) + Z e ¢ mo(y —1).

IEAJ' lé/\j

La premiere somme donne

]{3(9072’“)

eicmo(y — 1)
lEAJ'

mo(y — Z>|)2dy

2
@Sﬁf (
7 JB(yo,2%) lz

EAJ'
<0
<Cu;
d’apres la définition de d; et la décroissance de 7. Pour traiter la

deuxieme somme, on utilise la décroissance rapide de mq. Si j’ # j, on
a

lyo — 2z > (a4 1)2 — (27 — 27")z| > C'max(2’,27).

On en déduit que |y —1| > C27 siy € By, 2%) et l € U Aj, puis que
J'#i

> ecmoly — l)’ <O fmoly —1)] < Cy27N

IgA; IgA;
pour tout N > 0.

La régularité de la suite n implique lexistence de N > 0 tel que
n02~ N7 < n; pour tout j. On a donc finalement

(50) ][
B(yo,2%)

d’ou I'inégalité (B§) dans le premier cas.

2
dy << Cnj < Cn,

Z eicgmo(y — 1)

1gA,

On suppose maintenant qu'il existe jo < k et Iy € Aj, tels que
lo € B(yo,2""). On décompose alors a en

aly) = ZElCl mo(y — 1) + Z eictmo(y —1).
IEAJ' lEAj
j<k j>k+1
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Pour la premiere somme on écrit

2 2
][ iemo(y — 1) dy < C 23k/ Z eiqmo(y — )| dy
B(yo:2") 1 1ex, B3 1jen,;
J<k Jj<k
<C 2—3k Z |Cl|2
lEAj,
J<k
—3k 3j 52
<C2*Y 2§
Jj<k
<Cu

d’apres (B7) et le lemme BIl Pour la deuxiéme somme, on procede
comme au premier cas : si y € B(yo,2") et | € A, j > k+ 1, alors
ly — 1] > C 2%, et on conclut comme pour (). Au total, on a obtenu
Le troisi¢me et dernier cas est celui ot aucun A; n’intersecte B(yo, 2811).
On a donc |y — 1| > 2% pour tous | € U A; et y € B(yo,2F). On
Jj=4
raisonne une fois encore comme pour (B9).
On a ainsi prouvé (B) dans tous les cas, ce qui implique (B1l) : le
lemme B(] est entierement prouvé, et la démonstration du théoreme 11
est complete.

5. UN CAS NON INVARIANT : ESPACES 2-MICROLOCAUX

Si l'invariance de l’espace E, dans les théoremes 8 et 9, est une
hypothese naturelle, elle n’est pas pour autant nécessaire. Il est par
exemple possible de résoudre ([l) par la méthode KW lorsque ug est
une distribution de norme assez petite dans un espace 2-microlocal
C—1% (1), o fixé. Caractérisés par la condition

A, f(2)] < C 21+ 2]z — zo]) ™,

pour tous * € R® et j € Z, ces espaces ne sont invariants ni par
translation ni par homothétie de centre autre que xy. Ce résultat, et sa
généralisation a un cadre géométrique plus vaste, font 'objet de cette
section.

5.1. Bons espaces non invariants.

Il faut d’abord étendre convenablement les théoremes 8 et 9. On
observe pour cela que 'hypothese d’invariance de F est utilisée, tout
au long des preuves de ces théoremes, de deux facons. En premier
lieu, la Proposition 13 est fréquemment invoquée : il suffit, si F n’est
pas invariant, de supposer qu’il est inclus dans B;ol’oo. En second
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lieu, l'invariance par translation de F entraine que tout opérateur de
convolution par une fonction intégrable agit contintiment sur F, et cela
est appliqué par exemple aux opérateurs A; et S;. Un examen attentif
des preuves montre cependant que I'hypothese suivante est suffisante :

(60) pour toute fonction ¢ € S(R?), il existe une constante C' telle
que, pour toust >0et fEE, fxp, € E, ot oy =t3 ¢ (;), avec
IS * &l < C IS |ls-

On est donc amené a étendre la définition des bons espaces.

Definition 36. Si E est un espace fonctionnel non invariant, on dit
)
que c’est un bon espace non muvariant lO?"S(]UG

a) E vérifie (0),
b) E s’injecte continiment dans B>,
¢) E vérifie (1) avec une suite n € I*(Z).

Il faut également généraliser la notion de couple admissible, c¢’est-a-
dire étendre au cadre non invariant les propriétés (P1), (P2) et (P3)
du paragraphe 1.2.

Si E est un espace fonctionnel non invariant ayant les propriétés a)
et b) de la définition précédente, on dira que le couple (E, F'), ou F
est un espace de Banach, est admissible lorsque les propriétés (P2’) et
(P3’) suivantes sont satisfaites.

Propriété (P2’)
a) F s’injecte contintment dans &',
b) F vérifie (BQ),
c) pour tout ¢t > 0, il existe une norme sur F, notée || - ||¢r,

équivalente a la norme || - ||, uniformément sur tout compact
de |0, oo, et il existe une constante C' > 0 telle que

e uglle,r < Clluolle
pour tout ug € E.
Propriété (P3’)

Si F désigne I'ensemble des fonctions u, définies sur |0, co[ et con-
tinues a valeurs dans F', telles que

[ullz = sup [lu(®)]lr < oo,
>0

alors

a) B est continue de F x F dans F,
b) PI’% B(u,v)(t) = 0 dans S’, pour tous u,v € F.
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Le résultat suivant est l'extension a ce cadre des théoremes 8 et 9,
et se démontre de la méme fagon. On se contente de 1’énoncer.

Théoreme 37. Si E est un bon espace non invariant, il existe un
espace de Banach F' formant avec lui un couple admissible. Si de plus

Z nn, < 400, on peut choisir F' C E, et toute solution v € F de (1)
n>0
est réguliere, au sens du théoreme 9.

5.2. Espaces 2-microlocaux généralisés.

Afin d’autoriser des distributions aussi singulieres que possible, on
généralise la définition des C~1*'(20) en remplacant le singleton {z(}
par un ensemble S, pour le moment un fermé quelconque de R3.

Definition 38. Une distribution tempérée f appartient a C’gl’s/, s >
0, si lim S;f =0 dans §', et s’il existe une constante C' telle que,
j

——00

pour tous x € R3 et j € Z, on ait
A f(2)] < C2 (1 + Yds(x)),

ot dg(zx) désigne la distance de x a ’ensemble S.

Il n’est pas immédiat que cette définition ne dépende pas du choix
des opérateurs A;. Cela provient du lemme suivant, qu’on utilisera a
plusieurs reprises.

Lemme 39. Pour tout N > 3+, il existe une constante C' telle que,
pour tous v € R? et j € Z

[ 2 2le ) (42 dsty) Ty < € (14 Pas(a)

Preuve. Puisque N > 3, on a

/ 29 (142w —y|) ™™ (1+2ds(y))dy
ds(y)>4ds(z)

<C (1+2ds(0) | 2(1+ 2]z — yl)~Vdy
ds(y)>3ds ()

<C (14 2dg(x)~.

D’autre part, si ds(y) < 1 ds(z), alors |x — y| > 3ds(z). Cette obser-
vation découle de I'inégalité élémentaire

(61) Va,yeR®  dg(z) < |z —y|+ds(y).
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On a donc

/ 2 (14 2o )N (14 Vs () "y
ds(y)<3ds(z)

<C (1+2jds($))_s// 2% (1 + 2|z — y|) "N dy
ds(y)<sds(z)

<C(1+2dg(x))~,

puisque N — s’ > 3. Le lemme est démontré. O

Proposition 40. Pour tout s’ > 0, C’;l’sl est un espace fonctionnel
qui s’injecte continiment dans B b et qui vérifie ([67).

Preuve. L’injection continue de C"gl’sl dans S’ ou dans B est
évidente. o

L’injection continue de S dans C’gl’s est une conséquence du lemme
suivant.

Lemme 41. Pour tous xg € R3, N.p > 0 et f € S, il existe une
constante C' telle que

A f(2)] < C 27 (1+ 2z — o)™V, j <0,
Aifx) <C 2P (14 2|z —a))™N, j>0.
J

Ce lemme se démontre directement dans le cas j < 0, et en utilisant
(B2) dans le cas j > 0. Choisissant x € S, il implique S C Cgl’s , quel
que soit s’ > 0, puisque |z — x| > dg(z) pour tout z. La continuité de
Iinjection est laissée au lecteur.

Soit &£ I'espace des distributions tempérées f telles que jli)r_noo S;f=0

dans S’ et
e =3 2 [ 18:7(@) L+ Pds(@) da < +cc.
JEZ
On vérifie que 'espace £ est complet, et que S est dense dans £. Soit

A une forme linéaire continue sur € et ¢ € S telle que Supp@ C I.
On a pour tout x

(0, 292z — D)) < C 2992 — 20
<Cov / (2 — 2y)|(1+ Dds(y)~ dy
< C (11 Vds(a))

d’apres le lemme B9 On en déduit que le dual de £ est Cgl’s/, et que
ce dernier est un espace fonctionnel.
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I reste a prouver (B{). Si¢ € Sett > 0,onal|A; ¢(z)] < Cy 2¥(1+
27|z|)~™" pour tout N > 0, d’apres le lemme [, et par conséquent

|Aj¢e(x)] < O 27 (1 + 2/ [2]) ™
uniformément par rapport a ¢t > 0.
Sife Ogl’s’ et j € Z, il résulte de ([[) que
Aj(¢e* f) = Zjébt * A f,
puis que
1A (¢ * f)(2)]
< C g [ 290+ 2l = o) 21+ 2ds(y)dy

/

< Clfllggre 2+ 2ds(x)) ™,
en utilisant une nouvelle fois le lemme BY. Ceci prouve que
10 Fllgorr < C U flleorors

uniformément par rapport a t. La Proposition [i(] est démontrée. [

Exemples : notant z1, s, z3 les coordonnées de z € R3, les distribu-
tions v.p. x—ll et W appartiennent respectivement a C’;l’s , P=
{reR; 2y =0V et Cp"*, D ={z €R?; 2, = x5, = 0}, pour tout
s’ > 0.

5.3. Fonction de densité et bons espaces 2-microlocaux.
Pour étudier la validité de ([[9) dans les espaces C’ST 1’8/, on introduit

ce qu'on appelle la fonction de densité de S.

Definition 42. Si S est un fermé de R3, sa fonction de densité est la
fonction eg, définie sur [0,1] par

es(0) = sup {y € Blx,r) 5 ds(y) < or},

1
|B(x,7)]
ot le supremum est pris sur tous les v € R3 et r > 0.

Noter que €g est croissante.

Proposition 43. Pour tout s > 0 et tout fermé S de R3, l’espace
O™ vérifie [13) avec, sin >0,

= C 3 2 oo

m=0

pour une certaine constante C'.
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Preuve. Soient f,g € Ogl’s', Supp]?C Iy, Suppg Cc I'y, k1 € Z.
Si |k — 1] > 3 et par exemple [ < k — 3, on a

() g(y)l <2' 25 (14 2%ds(y)™ [ fllgrv
pour tout y. Le lemme B montre alors que, si |k — j| < 2,
A,(f9)(@)] < C 22 (14 Ps()) ™ 1Foor

Ceci implique (R0).
Si |k —1] <2 et sionsedonne j < k+ 4, alors

£ () 9@) < 4% (1+2%ds() > Il N9l

9l

9l

d’ou
A;(fg)(@)] < C Iin(w) 4" 1Fllerr Mgl

avec
ala) = [ 27 (1420 =y (14 2ds() > d,

N désignant un parametre a choisir. La Proposition g3 résulte directe-
ment de l'inégalité

k—j
(62) Lig(x) <C Y 272007 cg(27m) (14 2dg(x) >,

m=0
valable lorsque j < k et sous la condition N >3 +2¢ (sik+1<j <
k + 4, le lemme Bg s’applique).

On aura besoin du résultat suivant.

Lemme 44. Pour tout N > 3 il existe une constante C' telle que, pour
tousx € R3, j€Z etdel0,1], on ait

/ 23 (1+ 2j|x — y|)_N dy < C €g(9).
ds(y)<o2—7

Preuve. Il suffit de découper l'intégrale de maniere appropriée :

/ 99 (14 2z —y) N dy
ds(y)<62—7

< / Y /
ds(y)<62-3 Ja—y| <23 ds (y) <929 2m—i—1 <[o—y|<2m—d

m>1
< O 2927"N|{y € B(x,2");ds(y) < 627}
m>0
< 0y 2N g2 )
m>0
S 065(5)
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Revenant & la preuve de (B3), on distingue les cas dg(x) > 277! et
ds([L‘) < 279+,

Si dg(z) < 279%1 on découpe [ ;(z) selon

ds(y)>2779 ds(y)<27J

Dés que N > 3 la premicre intégrale est majorée par C' 2725 (#=7)  Pour
la seconde, on utilise le lemme [4] :

/ 25 (14 27w — y|) N (1 + 2"ds(y)) > dy
ds(y)<2 J

k—j—1

::23/ o
2-m—i—1<dg(y) <27 ds(y)<2—F
k—j—1
<oy e | 291+ 29[z — o) dy
m— ds(y)<2—m—J

—i—/ 25(1+ 2|z —y))™N dy
ds(y)<2—*

k—j—1
< C Y 27T (27 4 Ceg(277F).

m=0
Au total, on obtient bien (f2) dans ce cas.

Lorsque dg(z) > 277%1 on part du découpage

Lo
ds(y)>$ds(x) 2-7i<ds(y)<3ds(x) ds(y)<2=J

=1+ IT+1II. 2

Quand ds(y) > 3ds(z), on a

(14 2%ds(y)) > < C(1+ 2" dg(x)) ">

< 0272/ =D (1 4 Pdg(x)) ">,
puisque k > j. Cela donne (des que N > 3)
(63) [<C 2709 (14 2dg(x))
Quand ds(y) < 2ds(z), on a |z — y| > 2ds(z), en vertu de (BI]) d’ott
(14 2z —y)) ™ < (1+2dg(2)) > (1 + 2|z — y|) ="+,

Si de plus dg(y) > 277, alors on peut majorer (1 + 2*dg(y))~2* par
2-25'(k=7) ce qui permet d’obtenir

(64) [1 < C 27209 (1 4 20 dg(x))2

/



52 P. AUSCHER ET PH. TCHAMITCHIAN

Enfin, on majore I11 par
C(1+2ds(@) > [ eyl N (142 ()
ds(y)<277

On estime alors l'intégrale du membre de droite comme au premier cas,
ce qui donne
k—j
1< C Y 272 0mm gg(27m) (14 2dg(x)) >
m=0
Avec (B3 - B4), cela prouve (63) dans le deuxieme cas également, et
acheve la démonstration de la Proposition 3. U

Des Propositions [i( et i3 découle le résultat suivant.

Théoréme 45. Si S est un fermé de R® dont la fonction de densité

1
do 1
eg vérifie la condition de Dini / es(9) 5 < +o00, alors Cg™® est un
0

bon espace non invariant, pour tout s’ > 0.

Preuve. Il suffit de vérifier que la suite 7, donnée par la Proposition
B3 est sommable. O

5.4. Régularité des solutions.

Appliquant le théoreme B7, on peut résoudre ([[J) pour toute donnée
ug assez petite dans C’;l’s , 8 >0, des que eg vérifie la condition de
Dini, ce qu’on suppose dans ce paragraphe.

On fixe s’ > 0 et, notant £ = C’;l’sl, on choisit N de sorte que le
couple (E, F) soit admissible, avec F = C'y'> (voir la démonstration
du théoreme 8). Soit u € F une solution de (), associée a ug € E. Le
but de ce paragraphe est I’étude de la régularité de u.

L’appartenance de u a F signifie exactement que
(65) |Aju(t,z)| < C 27 (1+2VH) ™ (14 2dg(x))™,

pour tout ¢t > 0, z € R3 et j € Z. On voit que, comme pour I’équation
de la chaleur, la solution est instantanément régularisée. En particulier,
u(t) est, pour chaque t > 0, une fonction bornée.

Proposition 46. On a

a) |u(t,z)] < ﬁs(x) si s >1,
b) Jult,2)] < 7St (10+28) i ¢ =1,

c) Ju(t,r)| < C —

C .
O Virds@ S 0<s <1.




ESPACES CRITIQUES POUR NAVIER-STOKES 53

Preuve. Il suffit d’injecter (Bg) dans

x) = Z Aju(t, x).

jez
Les calculs sont laissés au lecteur. O

Dans le Cas le plus régulier, c’est-a-dire quand s’ > 1, on a aussi
uo(z)| < 22 (x Ainsi, a chaque instant ¢ > 0, la solution u est bornée

par \% dans un voisinage de S d’épaisseur v/, et retrouve le comporte-

ment en % de la donnée initiale en-dehors de ce voisinage.

On peut aller un peu plus loin en remarquant qu’on a
179l < W lgsner Mgl

si f,g € C’;l’sl, Suppf C I'g, Suppg C Iy, et I < k — 3 (reprendre
le début de la preuve de la Proposition f3). Si, par une démarche
semblable a celle de la Proposition 16, on note momentanément Fy au
lieu de F l'espace des u vérifiant (), on montre alors que 'application
B est continue de Fy x Fy dans Fnyi1, pour tout N assez grand.
Autrement dit, la solution w vérifie (B3) pour tout N. Elle est donc
de classe C™ sur ]0, 00[xR?, et ses dérivées satisfont des estimations
ponctuelles analogues a celle de la Proposition [fl. Par exemple, on a
dans le cas s’ > 1 :

7

gy u(t, x)

sial=2n<s —1,et

+ D% u(t,z)| < C (Vt+ dg(z)) 12"

1D u(t,2)| < C (Vi +ds(x)™ (Vi) ~-2

’—utm

si|lal =2n>¢ —1.

Remarque : c’est parce que l'espace ' = C’S_l’sl est lui-méme de type

Besov [*°, c¢’est-a-dire coincide avec B%OO, que la condition Znnn <
n>0

+o00 n’apparait pas, bien que la solution w soit réguliere. Dans un

tel cas, les espaces I’ et (G utilisés respectivement aux théoremes 8

et 9 coincident, et il n’y a donc pas lieu de renforcer la condition de

sommabilité de la suite 7.

Exemples : les solutions de ([J) obtenues & partir de ug(z) = € v.p.x—ll

ou de vy(z) = ¢ \/3321+—a:2’ pour € assez petit, sont de classe C'™ sur
1 2

10, 0o[xR? et, vérifient toutes les estimations précédentes. Ces solutions
sont auto-similaires, en vertu de I’homogénéité de ug,vy. Voir aussi
([Ko,Y]), ou ce type de données initiales est considéré.
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5.5. Comparaison du terme linéaire et du terme bilinéaire.

On reste sous les hypotheses de la section 5.4, et on considere u
solution de ([l]) associée a ug € Cg"*.

Le terme linéaire Sug satisfait aux estimations (B5) pour tout N,
mais sans qu’il soit possible a priori d’améliorer 'exposant s’. De ce
point de vue, le terme bilinéaire B(u,u) est plus régulier.

Lemme 47. En posant w = B(u,u), on a

(66) [|Ajw(t,z)] < Cx 27(1+2VH™ (1+2ds(x))™" L(2ds(x))
pour tout N, ou o = min(2s',s' + 1), et L(r) =1 si s # 1, L(r) =
In(10+r) si s =1.

Preuve. On note E* I'espace C"gl’a sis’ #£1,etsis =1, 'espace des
distributions tempérées f telles que lim S;f =0 dans &’ et vérifient
j——00
1A f(z)] < C 2(1 4 27ds(x)) % In(10 + 27dg(x))

pour tous j € Z, x € R®. La norme de f dans E* est la meilleure
constante C' possible.

Soit, pour tout N, F ]ﬁ\, = C’ggoo I’espace construit au-dessus de Ef, et

f?\, I'espace de distributions définies sur |0, co[xR3 qui lui est associé.
On sait que u € Fy pour tout N (section 5.4), de sorte que le lemme
B7 découle de I'inégalité

(67) [1B(u, v)[ 71 < Cn ullzy [[0]l7y-

Celle-ci se démontre en revenant a la preuve du théoreme 8. Si
u,v € Fy, on estime les deux termes

Ry(t)f =2 / (1+2VE=7) 7| Azu(r) Sjs v(r) | gdr,

k>j—4

dr,
Et

C;(t) =27 /t (1+27Vt—

pour tout ¢ > 0 et pour p assez grand.

Le terme rectangle se traite en partant de
S;_ov(T,y) Z Ajv(T,y),
§'<j—3
d’ou
[Sj2 v(my)l < Y P (1+2ds(y))
J'<5-3

< O2(1+2ds(y))™ L(2ds(y)),
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ot v = min(s’,1). On en déduit

1Aju(r, )82 v(r,y)| < C H(1+2ds(y)) ™ L2 ds(y)) (1+2v7) ",

puis

||Aju(7')5j_2 U(T)HEﬁ <C 2](1 + 2]'\/?)7N

en utilisant le lemme BY, convenablement modifié si s = 1. On en
déduit que R;(t)* vérifie (BE), tout comme R;(t).

Pour le terme carré, on remarque que I'inégalité (69) implique

18 (Ag () Ay 0(7)) |5 < iy 45 279 (14 28y/7) N,

d’ot on déduit que C;(t)* vérifie (27 - P§) comme au théoréme 8.
L’inégalité (B7) en résulte, ce qui prouve le lemme. O
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En résumé, on a obtenu le

Théoréme 48. Soit S un fermé de R3 dont la fonction de densité
obéit a la condz’tz’/on de Dini. Pour tout s > 0 il existe a > 0 tel
que, St ug € C’gl’s est de norme au plus «, alors 'équation (1) admet
une solution u. Celle-ci vérifie [64) pour tout N, est de classe C'™
sur 10, 00[xR3, et converge vers ug dans C’;l’sl quand t — 0 pour la
topologie faible x. De plus, dans la décomposition u = Sug + B(u,u),
le terme B(u,u) vérifie (£4) pour tout N.

Remerciements. Merci a Mireille Berg pour sa frappe efficace de ce
long manuscrit.
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