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Résumé. Pour pouvoir caractériser et interpréter des signaux physiologiques comme ceux
constitués par les fréquences cardiaques instantanées (ou les durées entre deux battements
de coeur successifs), il est intéressant de trouver des parametres qui restent constants au
milieu des fluctuations. Depuis une quinzaine d'années, de hombreux papiers ont considéré
le parametre de Hurst, paramétre de longue mémoire, comme une telle constante caractéris-
tique. Des raffinements ont été également proposés en prenant en compte les comportements
en basses et hautes fréquences et en associant a chacun de ces régimes des parametres de
type Hurst. Cependant ces résultats posent plusieurs problemes. En premier lieu, ils utilisent
la méthode DFA pour estimer ce ou ces paramétres. Or, il est clair que cette méthode n’est
pas la plus efficace et est trés sensible & d’éventuelles tendances. En second lieu, et c’'est
encore plus préjudiciable par rapport aux résultats obtenus, le parameétre de type Hurst pour
les basses fréquences, est souvent estimé a des valeurs supérieures a 1, borne supérieure
admissible pour le paramétre d'un processus longue-mémoire stationnaire. Nous proposons
des solutions a ces deux problemes. Tout d’abord, nous utilisons un estimateur construit a
partir d’'une analyse par ondelettes, ce qui a plusieurs avantages: des vitesses de conver-
gence optimales dans un cadre semi-paramétrique pour I'estimation du paramétre de Hurst,
une robustesse a d’éventuelles tendances polynomiales et une estimation convergente des
deux parameétres fractals lorsque I'on impose des conditions de localisation en fréquence pour
'ondelette mére. Ensuite, nous proposons comme modeéle pour ces données un processus
formé par les accroissements d’'un mouvement brownien fractionnaire multi-échelle avec deux
régimes non nuls (un régime basse fréquence et un autre haute fréquence). La méthode
d’analyse par ondelettes permet d’estimer les deux paramétres fractals (a valeurs dans R et
non simplement dans (0, 1)) associés a ces deux régimes, mais également de réaliser un test
d’adéquation du modéle. Des simulations permettent de vérifier le bon comportement de ces
statistiques. Appliqué aux données de fréquences cardiaques instantanées relevées chez des
athlétes courant le marathon, un tel modéle est accepté lorsqu’on I'applique de facon différen-
ciée aux trois périodes de course (début, milieu et fin de course) alors qu'il ne I'est pas si I'on
considere I'ensemble de la course. On montre ainsi une augmentation au cours de la course
du parametre basse fréquence, ce qui va dans le méme sens que les résultats obtenus par
Peng et al. (1995): le coeur en début de course fonctionne comme celui de personnes en
bonne santé, alors qu’en fin de course son comportement est proche de celui de personnes
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ayant des dysfonctionnements cardiaques. Une telle évolution qui n'est pas corrélée avec la
valeur méme des fréquences cardiaques, est a associer avec la fatigue apparaissant en fin de
course. La détection d’une trop grande valeur du parametre fractal basses fréquences pourrait
donc étre essentiel pour garantir la santé de coureurs amateurs.

Mots clés: Série de fréquences cardiaques instantanées; Analyse par ondelettes; Detrended
Fluctuation Analysis; Paramétre de Hurst; Processus longue mémoire; Bruit gaussien fraction-
naire.

1. Introduction

Le but de cet article est de proposer un modéle et une méthode d’identification de ce
modéle pour des données de durées entre battements de coeur successifs recueillis auprés
d’athlétes courant un marathon (ici le Marathon de Paris 2004). La Figure 1 propose
plusieurs exemples de telles données (le nombre total d’athlétes dont nous avons obtenu
des relevés fiables est de 9 sur les 50 enregistrés, la moyenne de leurs fréquences cardiaques
instantanées étant de 162 battements par minutes).
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Fig. 1. En haut, battements cardiaques pour I'Athléte 1 en ms, Hertz et BPM (Battements Par
Minute), et, en bas, pour les Athlétes 2, 3 et 4 en BPM.

Les données de fréquence cardiaques sont évidemment un enjeu important en médecine et
une nombreuse littérature existe sur ce sujet. En particulier, les problémes d’arythmies car-
diaques sont décelées & partir de tels relevés (souvent sur 24k ou parfois plus). En général ce
sont les grands changements de fréquences (ou de durées inter-battements) qui sont décelés
et étudiés. Un paramétre de type “fractal” est désormais fréquemment utilisé pour carac-
tériser 'erratisme des trajectoires. Le terme fractal recoupe en général deux acceptions: le
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fait que le processus soit stationnaire et & longue-mémoire (ce qui se mesure souvent, par le
paramétre de Hurst) et le fait que que le processus puisse avoir un comportement local de
type holdérien (ce qui se mesure souvent par un exposant de Holder).

Les premiers papiers de Gough (1992, 1993) ont observé que les fluctuations des batte-
ments de coeur de foetus semblent suivre un comportement de type “fractal” sans étre trés
explicite sur ce que cela signifie (si ce n’est le fait que 1’on obtienne une loi de puissance
pour la fonction DFA, voir ci-dessous). Peng et al. (1993, 1995) ont mis en évidence le
comportement complexe de la dynamique des battements de coeur, qui semble pouvoir étre
caractérisée par un processus longue-mémoire pour des sujets en bonne santé. Dans tous
ces papiers, les données ont été enregistrées a partir d’électro-cardiogrammes mesurant les
durées successives entre deux battements pendant une longue période (24h). Par ailleurs,
les résultats sont différents pour les sujets en bonne santé et des sujets atteint par des
maladies cardiaques: le paramétre de longue-mémoire est une caractéristique pertinente du
fonctionnement cardiaque. Les papiers Absil et al. (1999) et Krstacic et al. (2002) confir-
ment ces résultats.

Plusieurs autres papiers ont également été écrits pour étendre les études précédentes a
d’autres cas ou bien pour présenter des améliorations techniques. Ainsi, ont été aussi
étudiée les distinctions entre les battements de coeur pendant le sommeil et 1’éveil (voir
Kantelhardt et al., 2002, ou Staudacher et al., 2005), entre hommes et femmes (voir Pikku-
jamsé et al., 2001), entre hommes sur terre et cosmonautes (voir Ivanov et al., 1999), entre
sujets en bonnes santé et patients traités en unités intensives de réanimation (voir Yeh et
al., 2006), et beaucoup d’autres...

Dans tous les papiers précédemment cités, la Detrended Fluctuation Analysis (DFA dans
la suite) introduite par Gough (1993) et Peng et al. (1994) est utilisée pour estimer le
paramétre de longue mémoire (sauf dans Peng et al., 1993, ot la méthode d’estimation
repose sur les moments du premier ordre). La DFA est une extension de la méthode des
variances agrégées pour les séries chronologiques avec tendance (voir aussi Taqqu et al.,
1995). Dans une partie de ces études, la DFA est appliquée seulement & de “grandes” tailles
de fenétre ce qui conduit & considerer I’estimation d’un paramétre de type Hurst (longue-
mémoire). En s’intéressant aussi aux petites tailles de fenétre (distinguant les hautes et les
basses fréquences), deux exposants de type Hurst sont estimés (voir par exemple Peng et al.,
1995, ou Karasik et al., 2002) mettant en évidence deux régimes physiologiques différents.
De méme des analyses spectrales de tels signaux ont mis en évidence un comportement dou-
ble: une phase dite “orthosympathique” pour les fréquences inférieures comprises entre 0.04
et 0.15 Hz et une phase dite “parasympthique” pour les fréquences supérieures entre 0.15 et
0.5 Hz (voir a ce sujet les conclusions du groupe de travail de I’'European Soc. Cardiology
and the North American Society of Pacing and Electrophysiology, 1996).

Pour estimer le ou les paramétres fractals, la méthode d’analyse par ondelettes a aussi été
appliquée aux données de battements de coeur dans différents travaux tels ceux d’Ivanov
et al. (1996, 1999, 2001), Havlin et al. (1999) ou Goldberger et al. (2002), avec en vue
deux améliorations par rapport a la méthode DFA: les tendance polynomiales n’influent sur
Pestimation (dés que le nombre de moments de 'ondelette s’annulant est suffisant) et les
processus multifractaux peuvent aussi étre étudiés.

Enfin, les battements de coeur de sujet pratiquant des exercices physiques ont également
été étudiés. A travers la littérature, on peut citer Karasik et al. (2002) (utilisant la méth-
ode DFA et montrant d’importantes différences entre I’exercice et le repos suivant la bande
d’échelles choisies), Martinis et al. (2004) (utilisant la méthode R/S et montrant que le
paramétre de Hurst augmente avec U'intensité de l’exercice), Wesfreid et al. (2005) (util-
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isant une analyse par ondelette pour distinguer le comportement multifractal entre des
vitesses libres et des vitesses constantes pour des coureurs courant le 10000m).

L’étude statistique qui suit va tenter de répondre & divers questions et problémes que posent
les différents travaux précédemment cités:

e Que mesure-t-on? Une régularité locale, un comportement de type longue mémoire
ou autre chose?

e La méthode utilisée pour estimer le (ou les paramétres) est-elle efficace et robuste?

e Comment expliquer que le paramétre estimé soit souvent proche de 1 voire supérieur &
1, ce qui a priori n’est pas acceptable pour un exposant de Holder ou un paramétre de
Hurst d’un processus longue mémoire (dont les moments d’ordre 2 existent clairement
pour les séries de fréquences cardiaques)?

e Quel modéle proposer pour modéliser ces données de battements cardiaques et peut-on
tester ’ajustement & un tel modele?

e Y-a-t-il une particularité aux données relevées durant un effort d’endurance comme
un marathon?

Nous proposons trois étapes majeures permettant, nous semble-t-il, de répondre & ces ques-
tions et problémes:

(a) En premier lieu (voir Section 2), on découpe les données suivant une méthode adap-
tative de détection de ruptures en moyenne et variance (on reprend ici un algorithme
proposé dans Lavielle, 1999). On verra ainsi qu’un tel découpage se résume pour
la plupart des coureurs & trois moments de leur course: le début, le milieu et la fin
de course, ce qui semble assez naturel. Et nous verrons que les comportements sur
chacune de ces phases sont différents.

(b) Onl’adit, la méthode DFA (Detrended Fluctuation Analysis) est souvent utilisée pour
estimer le ou les parameétres fractals dans la plupart des travaux cités précédemment.
Or cette méthode n’est pas la plus efficace et n’est pas robuste en cas de présence de
tendance pour estimer le paramétre de longue mémoire (voir Bardet et Kammoun,
2008). Les méthodes semi-paramétriques comme celles du minimum de contraste
introduite par Robinson (1995) ou de log-régression du périodogramme (voir Moulines
et Soulier, 2003) sont théoriquement et empiriquement plus intéressantes. Il en est de
méme avec la méthode d’analyse par ondelettes (voir par exemple Abry et al., 2003,
ou Moulines et al., 2007), que nous allons utiliser dans la Section 3. Enfin, l'utilisation
d’une ondelette mére dont le support de la transformée de Fourier est compact permet
de localiser le comportement du processus en fréquence. On observe ainsi un log-
variogramme des coefficients d’ondelettes en fonction des échelles comportant deux
parties clairement linéaires. Ceci confirme ’hypothése de deux régimes physiologiques
qui fonctionnent clairement de maniére différente pendant un exercice d’endurance
comme le marathon.

(¢) Pour modéliser un tel log-variogramme pour des données biomécaniques, Bardet et
Bertrand (2007a,b) avaient proposé d’utiliser un processus gaussien & accroissements
stationnaires appelé mouvement brownien fractionnaire multi-échelle, c’est-a-dire un
processus dont la densité spectrale est une loi de puissance dont les paramétres
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dépendent de la bande de fréquence sur laquelle on se trouve. Pour modéliser les
données de battements de coeurs par un processus stationnaire, nous utiliserons
le processus constitué par les accroissements d’un mouvement brownien fraction-
naire multi-échelle & deux régimes non nuls sur chacune des bandes [wg,w:] (ap-
pelé intervalle basses fréquences) et [w1,ws] (appelé intervalle hautes fréquences) avec
0 < wy < wy < wsy < 00, la représentation spectrale du processus est donc la méme que
celle d’un bruit gaussien fractionnaire de parameétres respectifs Hy (basses fréquences)
et H; (hautes fréquences), & la différence prés que ces deux paramétres pouvant pren-
dre toutes valeurs dans R et non seulement des valeurs dans (0,1). La méthode
d’analyse par ondelettes développée dans Bardet et Bertrand (2007b) permet d’estimer
ces paramétres, aprés avoir utilisé une méthode adaptative inspirée de Bardet et al.
(2008) pour sélectionner les deux zones de fréquences [wg,w1] et [w1,ws]. Enfin, un
test d’adéquation de type Chi-deux découlera de ces estimations.

Lorsque I’on applique cette méthodologie aux données cardiaques, on observe un phénoméne
trés intéressant: le test d’adéquation est accepté dans chacune des trois phases des trajec-
toires (début de course, milieu de course et fin de course) alors qu’il ne ’est pas si on
I’applique sur l'intégralité de chaque trajectoire. On montre également qu’il y a une aug-
mentation significative du parameétre basses fréquences au fil de la course (le parameétre
hautes fréquences restant lui constant). Ceci ne pouvait pas étre observé en utilisant la
méthode DFA ou une méthode de type variations quadratiques (ces deux méthodes pou-
vant étre vues comme des méthodes d’ondelettes avec une ondelette mére définie comme
une combinaison linéaire finie de fonctions indicatrices, voir a ce sujet Vedel et al., 2008):
la propriété de localisation en fréquence de I'ondelette mére est essentielle pour permettre
une estimation convergente, ce que montrent également des simulations.

En devenant ainsi d’une certaine maniére de plus en plus “longue mémoire”, la trajectoire
en fin de course ressemble & celles de certains malades du coeur, alors qu’elle ressemblait
a celles d’individus en bonne santé en début de course (les comparaisons sont obtenues a
partir des résultats de Peng et al., 1993). Ainsi, une trop grande valeur du paramétre fractal
basses fréquences peut étre représentatif de I’apparition d’une fatigue du coeur et témoigner
d’un danger alors méme que les valeurs des fréquences cardiaques instantanées ne paraissent
pas alarmantes. Les fluctuations pourraient donc s’avérer plus informatives que les valeurs,
et la mise en place de détection séquentielle d’une trop grande régularité (trop de “longue
meémoire”) cardiaque pourrait permettre de prévenir des risques cardiaques (comme cela
arrive malheureusement trop fréquemment lors d’épreuves telles que le marathon).

2. Détection des différentes phases de courses

Nous avons donc commencé par appliquer une méthode de détection adaptative des change-
ments en moyenne et variance de la trajectoire de chacun des coureurs. Cette méthode a
été développée et programmée par M. Lavielle (voir Lavielle, 1999, Lavielle et Moulines,
2000, Lavielle et Ludena, 2001) et de nouveaux développements non asymptotiques ont été
apportés dans Birgé et Massart (2007). Le principe de la méthode est le suivant:

On suppose que 'on observe (Y (i),i = 1,...,n) et qu'il existe 7 = (11, 72,...,TKk—1) avec
O0=70<7 <72 <..<7Tg_1<mn=Tg tels que pour tout j € {1,2,...,K}, la loi de
Y (i) dépend d’un paramétre 6; € © C R? (avec d € IN) pour tout 751 < i < 7;. Donc, K
est le nombre de segments entre les différents instants ordonnés 7 = (71, 72,...,7k—1). On
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supposera pour commencer que K est connu. Soit maintenant une fonction de contraste
Up(Y(1j +1),Y (75 +2), ..., Y(1j+1)),

avec § € R? et que P'on applique & chaque vecteur (Y (7; +1),Y (7 +2),...,Y(7j41)) pour
tout j € {0,2,..., K — 1}. L’exemple classique d’une telle fonction est celui-ci:

UQ(Y(T]‘ + 1),Y(Tj + 2), P ,Y(Tj+1)) = —QIOng(Y(Tj + 1),Y(Tj + 2), e ,Y(Tj+1)),

ou Ly est la vraisemblance (on suppose le modeéle statistique dominé). Ainsi, pour tout
j€{0,2,...,K — 1}, on peut définir:

~

0; = Alégergin Ug(Y(15 4+ 1),Y (15 +2),...,Y(7j41)).

Soit
K-1
G(riye i) = Y Up (Y +1),Y (15 42),..., Y(7541)).
=
En conséquence, un estimateur (71, ...,7x—1) peut étre défini comme:

1, Tk-1) = Argmin G(ri,. .. TK-1). (1)
0<T1<T2<...<TK_1<n

Le principe d’une telle estimation est trés général (il peut par exemple étre appliqué dans le
cas de séries temporelles ayant des tendances polynomiales) et on pourra trouver différents
articles donnant le comportement asymptotique de 'estimateur (7i,...,7Tx—1) suivant les
hypothéses de dépendance faites sur Y (voir par exemple Bai, 1998, Bai et Perron, 1998,
Lavielle, 1999, Lavielle et Moulines, 2000, ou Lavielle et Ludena, 2001).

Dans le cas particulier des données de battements de coeur, nous avons choisi de déterminer
les changements éventuels en moyenne et variance. D’autres choix auraient été possibles,
en particulier celui des changements de la régularité locale (voir par exemple dans Bardet
et Kammoun, 2008) ou des changements de la densité spectrale (voir Bertrand et al., 2009).
Choisir les changements en moyenne et variance est intéressant dans un premier temps, car
cela ne présage pas de l'existence d’un ou deux paramétres de type fractal. Ainsi, pour tout
j€{0,1,..., K — 1}, on considére le modéle général:

Y(@)=pj+oje forallie{r;+1,...,7541},

ou 0; = (mj,0;) € R x (0,00) et (g;) est une suite de variables aléatoires centrées et de
variance 1, non nécessairement indépendantes.
Dans un tel cadre, une fonction de contraste naturelle est:

Us, (Y (75 +1),.... Y (r00) = Y @) —my)”

Z:Tj +1 J

et ainsi 'estimateur bien connu de §; est:

1 Tj+1 1 Tj+1 9
0 = (i, 5,) = (—— Y(0), ——— 3 (v -m,)?).
Ay — Ay —
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Donc l'estimateur (71, ...,7x—1) peut étre déduit de (1).

Quand le nombre de ruptures est inconnu, on utilise un nouveau contraste V construit
comme la somme du précédent contraste U et d’une fonction de pénalisation (pen) croissante
en le nombre de ruptures K, soit, plus précisément,

o~

V(r,...,7k—1, K) = é(Tl,...,TK_l) + 3 x pen(K),

avec § > 0. En conséquence, en minimisant V' par rapport a 7, ...,7x—1, K, un estimateur
K est aussi obtenu, estimateur dont la valeur peut varier en fonction du parameétre de
pénalisation [3.

Pour les données de fréquences cardiaques, nous avons choisi pen(K) = K. Par ailleurs, si
Gk =G(T1,...,Tk—1), pour K = K1,..., Kjyrax on peut définir

Gk, -G
K Kit1 et Z’i = ﬁl — ﬁi-‘rl avec 1 Z 1.

b= R K,

Ainsi, la valeur K retenue est la plus grande valeur des K; telle que [; >> [; pour j > 1.

Lorsque I'on applique cette méthode de détection adaptative des ruptures, on trouve pour
presque tous les coureurs K = 3, soit 3 phases de course de tailles différentes: le début
(environ 20min en général), la fin (environ 20min également en général) et le milieu de la
course (le reste du temps). La Figure 2) propose un exemple d’un tel découpage. Pour 2
coureurs, nous n’avons pu distinguer le début ou la fin de course de la partie centrale et
K =2.

. . . . .
o 0.5 1 15 2 25
x 10"

Fig. 2. Détermination des différentes phases de course pour un athlete

On considérera désormais les données de fréquences cardiaques sur chacune des phases
obtenues. On fera ’approximation que ces données sont stationnaires méme si un test non-
paramétrique tel celui de Priestley-Subba Rao montre que ceci n’est pas vrai pour presque
toutes les séries de données (seul le milieu de course de ’athléte 8 passe le test). Nous allons
nous intéresser & un paramétre de type fractal qui pourrait étre caractéristique du signal
sur chacune de ses phases.
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3. Un premier modéle et I'estimation par analyse par ondelet tes

Quand on étudie les données de fréquences cardiaques sur chacune des phases (mais aussi
sur 'intégralité des données), on remarque que le corrélogramme est typique de celui d’'un
processus & forte mémoire, c’est-a-dire qu’il présente une décroissance trés lente des valeurs
absolues de ’autocorrélation empirique. Par ailleurs, I’hypothése de normalité de la dis-
tribution des données semble plausible (ne sachant pas vraiment la dépendance entre les
données on ne peut valider une telle intuition par un test). On aurait donc envie, dans
une premiére étape, de modéliser les données dans chaque phase de course par un bruit
gaussien fractionnaire (qui est un processus gaussien a longue mémoire). Cette intuition
peut également sembler acceptable lorsque ’on compare le graphe d’une trajectoire durant
une phase de course avec celui d’un bruit gaussien fractionnaire simulé avec un paramétre
proche de 1 (voir la Figure 3).

=660 ETsTeTe) [EI=1=T=) S060 ER=TeTeTe) FE=TeTeTe) ER=rerere) EX=torere) isooo

o =coo ET=r=re) cooo RS EX=Y=TeTe) EE=Y=r=re) FR=Yrre) EX=rerere) Isooo

=660 ETsTeTe) scoo S0660 ER=TeToTe) FE=TeTeTe) ER=rerere) icooo isooo

Fig. 3. De haut en bas, comparaison entre le graphe des données de battements de coeur durant le
milieu de course (Athléte 4) avec celui d'un bruit gaussien fractionnaire simulé (H = 0.99) et celui des
accroissements d’un mouvement brownien fractionnaire multi-échelle & deux régimes (Ho = 1.25 en
basses fréquences et H; = —0.15 en basses fréquences). Une tendance linéaire par morceaux a
été rajoutée sur les données simulées pour améliorer la ressemblance visuelle.

Rappelons juste quelques éléments théoriques concernant le bruit gaussien fractionnaire
(BGF). En premier lieu, on dit qu’un processus stationnaire Y = {Y (k), k € IN} possédant
des moments d’ordre 2 est & longue mémoire ou fortement dépendant si:

Z Iry (k)| = oo avec ry(k) =E[Y(0)Y(k)].
keN
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Un cas particulier de processus longue mémoire est celui dont la covariance se comporte
comme
ry (k) ~ E*72L(k) , quand k — oo,

avec L(k) une fonction & variations lentes (i.e. V¢t > 0, L(«xt)/L(z) — 1 quand & — o0) et
He (%, 1) est appelé le paramétre de Hurst.

On peut relier la notion de processus longue mémoire a celle de processus autosimilaire de la
facon suivante. Tout d’abord, on dit que X = {X (¢), t > 0} est un processus autosimilaire
& accroissements stationnaires lorsque Ve > 0:

(X(ct), £ (X(1)),,

ou H est appelé le paramétre d’autosimilarité. Si on considére le processus agrégé { X (¢), t >
0} tel que X (k) = Zle Y (i) on Y est un processus autosimilaire, alors sous des conditions
assez faibles (par exemple Y est gaussien ou est un processus linéaire causal), on peut
montrer que pour k — oo, la loi de {X (¢),t > k} est celle d’un processus autosimilaire (voir
Doukhan et al., 2003, pour plus de details).

Le BGF est un exemple de processus longue mémoire gaussien. Plus précisément, Y =
{YH(k), k € N} est un BGF, lorsque

2
ryn (k) = %(“{Z + 127 —20k2H + |k — 1)) pour tout k€ IN,
avec H € (0,1) et 02 > 0. On vérifie par une formule de Taylor que pour H € (4, 1),

ryn (k) ~ o*H(2H — 1)k*=% | quand k — oc.

Pour un BGF centré, le processus agrégé correspondant, noté ici X est appelé le mouve-
ment brownien fractionnaire (MBF) et X est 'unique processus gaussien H-autosimilaire
et & accroissements stationnaires, vérifiant donc

Var(X (k)) = o |k|*" VEk € N.

Il est clair que Y# (k) = X (k) — X (k — 1): la suite des accroissements d'un MBF con-
stitue un BGF.

Avant de pouvoir tester si les données de battements de coeur peuvent étre modélisées
par un BGF, commencgons par dire quelques mots sur les estimateurs possibles de H. En
premier lieu, on trouvera un large éventail de tels estimateurs dans le livre de Doukhan et
al. (2003). Il est bien clair que pour estimer le paramétre H d’un BGF a partir d’une de ses
trajectoires, il est préférable d’utiliser une méthode paramétrique, en particulier la méth-
ode du contraste de Whittle qui est numériquement bien plus rapide que celle du maximum
de vraisemblance (on trouvera les principaux résultats asymptotiques dans Fox et Taqqu,
1987). Cependant, ici, nous aimerions travailler dans un cadre semi-paramétrique (nous
verrons ci-dessous pourquoi) et en plus avec I’ajout éventuel d’une tendance au processus.
La méthode d’estimation utilisant une analyse par ondelettes offre tous les avantages vis-a-
vis d’un tel cahier des charges. De plus un test d’adéquation sera facilement implémentable
a partir de cette estimation. Présentons maintenant succinctement cette méthode, qui a
été introduite par Flandrin (1992), puis développée par Bardet et al. (2000) ou Abry et al.
(2003).
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On considére donc ¢ : R — R une fonction mesurable appartenant a L'(R) N L*(R),
appelée ondelette mére. Pour (a,b) € RY xR et A = (a,b), on définit la famille de fonctions

by par
balt) = %w(é—b).

Les paramétres a et b sont appelés ’échelle et le décalage de la transformée en ondelette
(ici continue). Soit dz(a,b) le coefficient d’ondelette du processus Z = {Z(t), t € R} pour
I’échelle a et le décalage b:

dota.b) = 2= [ 0 020U =< 00 Z > 120

Lorsque ’on considére une série chronologique plutoét qu’un processus en temps continu,
on peut choisir d’approcher l'intégrale par une somme de Riemann (d’autres méthodes
sont possibles, mais "approximation par une somme de Riemann permet de retrouver
I’approximation obtenue par l’algorithme de Mallat, équivalent de la FFT pour les on-
delettes) et on obtient ainsi le coefficient d’ondelette approché ez(a,b). L’erreur commise
lors de I’approximation de dz(a,b) par ez(a,b) a été évaluée dans Bardet(2002) et Bardet
et Bertrand (2007b). Si elle est préjudiciable a la vitesse de convergence, elle n’empéche
cependant pas la convergence présentée ci-dessous. On suppose par ailleurs que la fonction
1 est telle qu’il existe M € IN* vérifiant,

/tmw(t)dt=0 for all m € {0,1,..., M}; (2)
R

On dit alors que, ¥ a ses M premiers moments qui s’annulent.

Effectuer une analyse en ondelette d’un processus revient a regarder le comportement des
coefficients d’ondelettes. Ceci peut étre fait pour des processus longue mémoire ou autosim-
ilaire. On obtient en particulier que:

e Si Z est un processus longue mémoire stationnaire de paramétre de Hurst H,

E(d% (a,b)) = Var(dz(a,b)) ~ C(¢, H)a* ' quand a — .

e Si Z est un processus H-autosimilaire & accroissements stationnaires,

E(d%(a,b)) = Var(dz(a,b)) ~ K (¢, H)a?"*! pour tout a > 0

avec C(¢, H) et K(¢, H) deux constantes positives dépendant seulement de ¢ et de H (ces
résultats ont été prouvés dans Flandrin, 1992 et Abry et al., 1998). Ainsi dans les deux
cas, la variance des coefficients d’ondelettes est une loi de puissance en a, et une log-log-
régression permet d’obtenir un estimateur de H. Lorsque l’on considére une trajectoire
(Z(1),...,Z(N)) du processus, cette log-log-régression se fera a partir d’'un estimateur
“naturel” de la variance, la variance empirique des coefficients d’ondelettes , par exemple
i.e.

1 [N/a] , '
Sn(a) = N/d] ; ey (a,i). (3)
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On peut alors également tracer le graphe des (loga;,log Sn(a;))1<i<¢ en choisissant une
famille d’échelles (a;); appropriée et le coefficient directeur de la droite de régression par
moindres carrés fournit ’estimateur ﬁo ~np de H. En particulier, pour un processus sta-
tionnaire & longue mémoire on a:

7 9 +1
OND = ——F—
2
) log Sy (a1) loga; 1
ol <§(N2) ): (z'2)" 2 : et Z = : S !
N log Sy (am) loga, m

Dans un cadre semi-paramétrique général de processus longue mémoire stationnaires gaussiens
ou linéaires, Moulines et al. (2007) et Roueff et Tagqu (2008) ont montré que Honyp con-
verge vers H suivant une vitesse de convergence optimale (par rapport a un critére minimax)
deés que les échelles sont choisies de maniére adéquate. Veitch et al. (2003) et Bardet et
al. (2008) ont proposé une sélection adaptative de ces échelles et montré que la vitesse de
convergence était conservée (& un logarithme preés).

Dans les cadres respectifs des FBM et des processus de Rosenblatt, qui sont autosimilaires
et & accroissements stationnaires, Bardet (2002) et Bardet et Tudor (2008) ont déterminé
la vitesse de convergence de ﬁo ~np vers H. Ces travaux s’étendent facilement a un cadre
semi-paramétrique (voir par exemple la généralisation aux processus multi-échelles dans
Bardet et Bertrand, 2007).

Enfin, que ce soit pour les processus longue mémoire ou autosimilaires, les résultats de
convergence de Honyp vers H sont conservés méme si une tendance polynomiale est ra-
joutée au processus (cela a été remarqué pour la premiére fois dans Abry et al., 1998). Pour
cela, il suffit que les d premiers moments de ¢ s’annulent, ou d est le degré de la tendance
polynomiale. Aussi, si on considére une ondelette annulant tous ses moments, comme c’est
le cas notamment si ’on choisit une ondelette de Lemarié-Meyer, alors toute tendance poly-
nomiale est annulée.

Pour terminer, nous dirons que ’analyse par ondelette de tels processus a un avantage sup-
plémentaire: on peut facilement construire un test d’adéquation de type Chi-deux & partir
de la log-log-régression précédente. Pour cela, il suffit d’utiliser une log-log-régression par
moindres carrés pseudo-généralisés (la matrice de covariance de la log-log-régression peut
étre estimeée), puis de définir une distance entre les points et cette droite de régression (pour
plus de détails, voir dans le cadre du FBM, Bardet, 2002, et dans le cadre du mouvement
brownien fractionnaire multi-échelle, Bardet et Bertrand, 2007b; notons que dans un tel
cadre les échelles a; doivent avoir une vitesse supérieures & N/3 pour que I’approximation
des dz(a,b) par les ez(a,b) ne crée pas un biais sur l'estimation de H).

Evoquons maintenant la méthode DFA (pour Detrended Fluctuation Analysis) que les phys-
iologistes utilisent beaucoup. Cette méthode est une version pour des séries & tendances de
la méthode des variances agrégées. Plus précisément, elle consiste & agréger le processus
(qui est supposé étre de type longue mémoire + tendance) et le diviser dans des fenétres
de méme taille, puis de détendancialiser ce processus a partir de régressions linéaires dans
chaque fenétre, de calculer la variance des résidus, et d’estimer H & partir d’une log-log-
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Table 1. Valeurs de H estimées, avec la methode DFA (ﬁDpA) et la méthode
d’'analyse par ondelettes (Hg])\,D) avec ) ondelette mere de Daubechies d’ordre 6.

Course entiére Début de course  Milieu de course Fin de course

Hpra Hoyp Hpra  Hoyp  Hora  Holp  Hora Honp

Athl 0.96 1.03 1.05 1.03 1.13 1.35 0.71 1.22
Ath2 1.12 1.27 0.91 0.90 1.19 1.42 1.53 1.39
Ath3 1.17 1.10 0.74 0.78 1.19 1.29 - -

Ath4 1.16 1.26 - - 1.15 1.23 1.22 1.12
Athb 1.18 1.24 1.24 1.15 1.19 1.22 1.43 1.49
Ath6 1.28 1.37 1.34 1.03 1.18 1.39 1.41 1.50
AthT7 1.18 1.32 1.09 1.18 1.23 1.29 1.14 1.22
Ath8 1.28 1.23 1.34 1.00 1.05 1.28 - -

Ath9 1.36 1.37 0.89 0.93 1.27 1.48 1.33 1.37

régression des différentes variances résiduelles obtenues pour différentes tailles de fenétre.
Cependant, cette méthode pose probléme. Si, pour un processus gaussien stationnaire
longue mémoire, la vitesse de convergence de Hpra4 (estimateur de H par DFA) reste in-
téressante, elle I’est moins (& des constantes prés) que la simple méthode des variances
agrégées, ou que les méthodes du log-périodogramme, du contraste de Whittle local ou
d’analyse par ondelettes (voir Bardet et Kammoun, 2008 pour plus de détails). Le point
trés négatif de cette méthode est celui de la détendancialisation par régression linéaire dans
chaque fenétre: ceci ne peut avoir d’effet positif que si la tendance est une constante. Dés
que la tendance est un polynéme de degré supérieur, ou bien une simple fonction constante
par morceaux, les effets de cette étape sont trés nocifs et 'estimateur Hppa converge vers
tout & fait autre chose que H... (voir encore Bardet et Kammoun, 2008).

Voici maintenant les résultats dans la Table 1 de ’application des deux méthodes d’estimation
(DFA et ondelette) pour le paramétre de longue mémoire sur les données de battements de
coeur. Dans un premier temps, on a ’habitude d’utiliser une ondelette mére 1) relative a
une analyse multirésolution. Ici,

A(()lj)vD : estimateur ﬁOND de la formule (4) avec ¢ une ondelette de Daubechies d’ordre 6.
Notons également que I'on a choisi pour la méthode DFA des tailles de fenétres comprises

entre N*4 et N/10 (ot N est la longueur de la série), et pour la méthode par ondelette des
échelles a; =i N%* otri =1,--- ,20.

Deux problémes importants découlent de ces résultats.

(a) En premier lieu, les estimateurs H praA €t ﬁ(ol z)v p sont souvent plus grands que 1.
Pourtant un un BGF et méme plus généralement un processus longue-mémoire de
variance finie ne peut seulement é&tre défini que si H < 1. Pour obtenir un processus
dont ’estimation d’un parameétre fractal serait supérieur a 1, au moins une des trois
hypothéses vérifiées par le BGF doit étre remise en cause:

e ’hypothése que le processus est stationnaire;

e ’hypothése que le processus est gaussien;
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e ’hypothése que le paramétre de Hurst du processus soit bien le H estimé.

Dans la suite, un nouveau modéle sera proposé et nous ferons le choix de conserver les
deux premiéres hypothéses qui ne nous semblent pas devoir étre remises en question
mais de remplacer la troisiéme par un modeéle paramétrique plus complexe.

(b) Le second probléme concerne le test d’adéquation évoqué plus haut. En effet le test
n’est jamais accepté, que 1’on considére la série en son intégralité (souvent de l'ordre
de 25000 données) ou en ses différentes phases. On peut donc dire que les données
ne se comportent pas comme un BGF. Une explication de ce rejet peut se déduire
de la Figure 4: quand on considére le résultat de de la log-log-régression, les points
(log a;,log Sn(a;))1<i<e sont clairement alignés pour pour de “grandes” échelles mais
ce n’est pas le cas pour toutes les échelles. Sur la méme figure, on remarque également
le méme type de phénomeéne avec ’estimateur DFA. Ainsi les données de battements
de coeur se comportent a peu prés comme un BGF pour des “grandes échelles” (ou des
petites fréquences), mais le comportement est différent pour des échelles plus petites.
On remarquera aussi que ’adéquation d’un BGF aux données n’est finalement pas
trés bonne lorsque 'on opére un “zoom” sur les graphes de la Figure 3. On obtient
ainsi les graphes de la Figure 5, ou il apparait que localement le BGF de paramétre
0.99 ne “remplit” pas suffisamment ’espace (la dimension de Hausdorff est trop proche
de 1) contrairement & la série des données de fréquence cardiaques instantanées (la
dimension de Hausdorff est beaucoup plus proche de 2).
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Fig. 4. Pour le milieu de course de I'Athlete 4, graphes des log-log regressions des: 1/ variances
des coefficients d'ondelettes en fonction de I'échelle avec I'ondelette de Daubechies d’'ordre 6 (a
gauche); 2/ fonctions DFA en fonction des tailles de fenétres (a droite).

4. Unnouveau modeéle pour modéliser les fréquences cardiaqu es: le bruit gaussien
localement fractionnaire

Les Figures 4 et 3 nous permettent finalement d’arriver & la méme conclusion: pour “bien”
modéliser les données de fréquences cardiaques instantanées, il faudrait un processus qui
se comporte comme un BGF de paramétre proche de 1 et méme plus grand que 1 pour
les grandes échelles (ou petites fréquences) et comme un BGF de paramétre proche de 0
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Fig. 5. De haut en bas, comparaison entre le graphe des données de 2000 battements de coeur
durant le milieu de course (Athléte 4) avec celui d’un bruit gaussien fractionnaire simulé (H = 0.99)
et celui des accroissements d’'un mouvement brownien fractionnaire multi-échelle a deux régimes
(Ho = 1.25 en basses fréquences et H; = —0.15 en basses fréquences).

(de maniére & obtenir une dimension de Hausdorff du graphe proche de 2) pour les petites
échelles (ou les hautes fréquences). On remarque également que sur la Figure 4, deux zones
de linéarité apparaissent, une pour les grandes échelles (basses fréquences) et une autre pour
les petites échelles (hautes fréquences).

Le modéle que nous avons choisi pour modéliser les fréquences cardiaques s’inspire des
résultats déja obtenus dans Bardet et Bertrand (2007b), article dans lequel déja apparaissait
la nécessité de distinguer un comportement différent entre les hautes et les basses fréquences.
On voit donc qu’en restreignant la bande de fréquence on obtient bien une zone de linéarité
(soit un comportement de méme type que le BGF) alors qu’en dehors de cette zone d’autres
phénomeénes se produisent. Pour arriver & construire un modéle qui puisse se comporter de
cette maniére, on rappelle la représentation spectrale dun MBF X = {X(t),t € R} de
paramétres H et o

ettt — 1 —~

XH(t) =0 C(H) . WW(df) pour t € R

ou W(d§) est une mesure brownienne /V[?(dg) est sa transformée de Fourier au sens des
distributions et C?(H) = n 'HT'(2H)sin(rH). Aussi peut-on définir une généralisation
X, = {X,(t),t € R} de ce processus appelé mouvement brownien fractionnaire multi-
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échelle défini dans Bardet et Bertrand (2007a) qui est tel que:

ettt — 1~
Xp(t)z/]R © W(d§) pourteR

ou la fonction p : R — [0, 00) est une fonction paire telle qu’avec 0 < wy < w1 < wy < o0:

1

P& = |€|Ho+1/2 pour [¢] € [wo,wi[ avec Ho € R, o > 0;
1

« PO = - |/ HY2 pour [¢] € [w1,ws| avec Hy € R, oy > 0;

e p(§) =0 pour [§| ¢ [wo,ws].
Les principaux avantages d’une telle généralisation du MBF sont les suivantes:

(a) C’est un modéle paramétrique permettant beaucoup plus de souplesse en modélisation
que le MBF;

(b) X, a la méme représentation spectrale qu’'un MBF dans une bande de fréquences et
qu’un autre MBF dans une autre bande de fréquences;

(c) Dans ces bandes de fréquences, les paramétres Hy et Hy, que l'on appellera respec-
tivement parameétres fractals basses et hautes fréquences ne sont pas restreints a étre
dans [0, 1] mais ils peuvent prendre n’importe quelle valeur de R.

Aussi, a partir d’une telle définition d’'un mouvement brownien fractionnaire bi-échelle, on
peut en déduire le modeéle suivant pour les données de fréquences cardiaques, modeéle appelé
bruit gaussien fractionnaire multi-échelle (ici bi-échelle):

e sin(£/2)

Y,(t) = X,(t+1) — X,(t) :2-Re(/ W(dg)) pour ¢ € R.

R p(§)

Remarquons que Y, = {Y,(¢),t € R} est un processus gaussien stationnaire et que la fonc-
tion 4sin(£/2)p~2(€) est aussi appelée la densité spectrale de Y.

Il est possible de simuler avec un temps de calcul relativement réduit une trajectoire de
(Y,(1),Y,(2),...,Y,(N)) en utilisant un algorithme utilisant le plongement de la matrice
de covariance de Y, dans une matrice circulante (on trouvera des détails sur cette méthode
de simulation dans Doukhan et al., 2003). Les Figures 3 et 5 permettent de comparer une
simulation de la trajectoire d’un processus Y, avec Hy = 1.25 et H; = —0.15 avec une
série de fréquences cardiaques instantanées. De prés comme de loin la ressemblance entre
ces trajectoires semble trés grande. A ce stade, on peut déja étre satisfait d’un tel modéle.
Voyons maintenant une méthode d’estimation des parameétres fractals (qui nous permettra
de comprendre pourquoi on a choisi Hy = 1.25 et H; = —0.15) dont découlera également
un test d’adéquation pour un tel modéle.

5. Estimation des paramétres fractals du modéle, test d’adé quation et application
aux données de fréquences cardiagques instantanées

5.1. Définition des estimateurs et du test
Notre but pour commencer est d’obtenir une estimation des paramétres fractals Hy et H;
a partir d’une trajectoire connue



16 Bardet et al.

du bruit gaussien fractionnaire bi-échelle défini ci-dessus. Pour ce faire, comme dans Bardet
et Bertrand (2007a et b), nous allons & nouveau utiliser une analyse par ondelettes, avec
une propriété de localisation en fréquence. Cela se traduit par le fait que 'ondelette mére
1 : R — R est une fonction C* qui vérifie les propriétés suivantes:

Définition des ondelettes méres vérifiant la propriété de localisation en fréquence

e pour tout s > 0, / [t5 ()| dt < oo;
R

e la transformée de Fourier 12)\(5) de 1 est une fonction paire dont le support est [— 3, —a]U
[, B] avec 0 < a < .

L’ondelette de Lemarié-Meyer est un exemple d’une telle ondelette mére. En utilisant les
résultats de Bardet et Bertrand (2009), pour tout a > 0, (dy,(a,b))ser est un processus
stationnaire gaussien centré et

Bla sin? (u
B0 =80 [ i T a

@
Aussi pour ¢ = 0,1, si 'on choisit une échelle a telle que [—, é] C |wi,wit1], t.e. a €
a’ a

8 «
,—], alors:
Wi41 Wi

LN sin?(u/2a
B, (0.)) =802 [ 00 S du Kb, Hiy0) a2~ (140 ™),

B 1 (a)2
pour a suffisamment grand. avec K (¢, H;,0;) = (201-2/ (W;g% du) ne dépendant que
(a7 U ¢

de v, H; et 0;. Remarquons qu’une telle propriété ne peut étre vérifiée que si le support de

1 est tel que:
w) w
E <min{—1,—2}.
« wo W1

En utilisant les résultats de Moulines et al (2007) ou Bardet et al (2007), on montre que
p 5

« .

, —] et en supposant que a donc —=— est suffisamment grand, la variance
Wit1 Wi H

empirique renormalisée Sy (a)/a?i=1, ot Sy est définie par (3) et calculée & partir de

(Y,(1),...,Y,(N), converge vers K (v, H;,0;) suivant un théoréme de la limite centrale

avec une vitesse de convergence en /N/a. Pour un tel théoréme, on doit avoir les relations:

pour a € |

N/a — oo et N/a® — 0.

De plus, pour ¢ tel que £a < %, une log-log-régression des (ia,Sn(ia))i<i<¢ fournit un

estimateur de H noté ﬁg])\m, donc ici

i (()2 z)v p © estimateur Honp de la formule (4) avec ¢ une ondelette vérifiant la propriété

de localisation en fréquence.
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(2 . U . .
On montre donc que H, (o z)v p suit un théoréme de la limite centrale avec une vitesse de con-

vergence en \/N/a (ce qui revient & un supremum de vitesse de convergence en N2/5). De
plus, comme précédemment, un test d’adéquation du Chi-deux peut-étre construit a partir
d’une distance entre les points (log(ia),log(Sn(ia)))i<i<e et la droite de régression par
moindres carrés pseudo-généralisés (on trouvera plus de détails sur la construction de ce
test dans Bardet et Bertrand, 2007b).

La Figure 8 donne deux exemples pour des données de fréquences cardiaques instanta-
nées de graphes logarithmiques des variances empiriques des coefficients d’ondelettes avec
une ondelette ¢ vérifiant la propriété de localisation en fréquence. Le nombre d’échelles
choisies est bien supérieur & celui de la Figure 4. A comparer ces graphes pour 1’Athléte
4, on remarque que la propriété de localisation en fréquence de 'ondelette mére permet de
diminuer notablement la zone intermédiaire entre les deux zones de linéarité (qui est bien
plus importante avec I'ondelette mére de Daubechies d’ordre 6).

L L L L L L L \
2 3 a s 6 7 8 o 10
Logarithme des échelles

Logarithme de a variance empiigue des coefficents d'ondeletes
(0]
e B g B s |

Logarithme des variances empiriques des coefficents d‘ondeletie

Début de la zone de linéarité

a1 2 3 a 5 (5] 7 8 o 10
Logarithme des échelles

Fig. 6. Le graphe logarithmique des variances empiriques des coefficients d’ondelettes pour le milieu
de course de I'Athléte 2 (en haut) et I'Athléte 4 (en bas), ou I'ondelette ¢ est une ondelette de type
Lemarié-Meyer avec 3/a = 2

Remarque: Il peut y avoir désormais une ambiguité sur le modeéle estimé (chose qui
n’était pas possible lorsque I’on considérait un bruit gaussien fractionnaire et un mouvement
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brownien fractionnaire). En effet, lorsque ’on obtient H(O%)\“lO ~ 1.25 et H(OQJ)\,D,1 ~ —(.15,

on peut penser que le modeéle sous-jacent est un bruit gaussien fractionnaire bi-échelle (sta-
tionnaire) avec paramétres fractals 1.25 et —0.15. Mais on pourrait aussi penser a un mou-
vement brownien fractionnaire bi-échelle (a accroissements stationnaires) avec parameétres
0.25 et —1.15. La Figure 7 présente la simulation d’une trajectoire d’un tel processus et
effectivement on ne voit guére de différence avec celle du bruit gaussien fractionnaire bi-
échelle. Mais comme on a fait I’hypothése & peu prés vérifiée que la moyenne et la variance
restaient constantes sur chaque phase de course, on préférera modéliser avec un processus
stationnaire qu’un processus & accroissements stationnaires.

a0

=0 w

2o |

-
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Fig. 7. Trajectoire d’'un mouvement brownien fractionnaire bi-échelle de paramétres Hy = 0.25,
H; = —1.15, wg = 0.001, w1 = 0.05 et wy = 10.

5.2. Estimation adaptative des zones de linéarité
La principale difficulté pour un définir de tels estimateurs et tests est de déterminer les
“bonnes” zones de fréquence [wg,w1] et [wi,ws]. Nous allons diviser en deux étapes cette
détermination que nous allons rendre automatique.

(a) La premiére étape consiste & sélection le début de la zone de linéarité des petites
échelles et la fin de la zone de linéarité des grandes échelles (on se reportera aux
graphes de la Figure 8 pour une meilleure compréhension). Pour ce faire, nous allons
utiliser un algorithme mis en place dans Bardet et al. (2008). On fixe ¢ (dans les
applications, on choisira ¢ = 10 a 15 suivant le nombre de données disponibles).
Ensuite, on calcule la somme des carrés des résidus de la régression linéaire simple des
(log(ia),log(Sn(ia)))1<i<e en faisant varier a dans la grille

N N, _ N, _-» N tiogN
{[G) (G [y, ()] }.

En regardant le graphe de la Figure 8, on concoit bien que la somme des carrés
résiduels va avoir aux moins deux minima (correspondant & peu prés au début des
zones de linéarité). Le premier minima va nous permettre de définir le début de la

g

zone de linéarité des petites échelles, noté @,,;,. On posera donc e = =

min
Pour déterminer la fin de la zone de linéarité des grandes échelles, on reprend le méme
procédé, mais “a ’envers”: on considére la sommes des carrés résiduels de la régression
linéaire simple des (log(a/i),log(Sn(a/i)))1<i<e en faisant varier a dans la grille

N, N, _ =2 N tign
{[5(7)0], [g(z)élogN}’ [5(7)51ogNL... , [5(7)21@1\1}}.
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On peut encore s’attendre & obtenir au moins deux minima; le dernier des minima va

correspondre & notre estimation de la fin de la zone de linéarité des grandes échelles,
a

noté Upqz. On posera donc Wy = = .

amaz

(b) On travaille désormais dans la bande d’échelles comprises entre G €t Gmaz- Pour
déterminer une estimation de wi, on utilise la méme méthode que celle présentée
dans Bardet et Bertrand (2007b). On va ici encore minimiser la somme des carrés
de résidus, mais cette fois ce seront les résidus de deux régressions linéaires, avec la
condition qu’entre la plus grande échelle de la premiére zone de linéarité et la plus
petite de la seconde zone le rapport doit étre de 5/a (c’est le log(2) qui apparait sur
les graphes de la Figure 8 car on a utilisé ici 8/« = 2). Pour la double régression qui
minimise la somme des carrés de résidus, on note a; la plus grande échelle pour la

zone de linéarité des petites échelles. Alors w; = —.
ai

Les résultats obtenus dans Bardet et al. (2008) et Bardet et Bertrand (2007b) assurent les
convergences en probabilité de &; vers w; pour ¢ = 0,1, 2. Une fois les &; calculés, il ne reste
plus qu’a estimer les deux paramétres fractals Hy et H; soit ﬁ(OQJ)VD,O et ﬁ(OQJ)VD,1 obtenu par
Panalyse par ondelettes dans les bandes d’échelles [a@min, @1] €t [G2, Gmaz], respectivement
(ces bandes d’échelles sont choisies comme dans Bardet et Bertrand, 2007b, de telle maniére
que [@min,@1] C [@min, @1] €t [G2, Gmaz] C [2@1, @maz). En reprenant la méme preuve que
Bardet et Bertrand (2007b), on peut montrer que f[(OQ,)VDQ et ﬁgz)vD,1 convergent vers Hy

et H; suivant un théoréme de la limite centrale a la vitesse y/N/a, ce qui conduit encore &
un supremum de vitesse de convergence en N2/°. Un test d’adéquation de type Chi-deux
portant sur les deux zones de linéarité et décrit comme précédemment peut aussi étre mis
en place.

Remarque: Toute la démarche proposée (estimation et test) ’a été dans le cadre d’un
modéle paramétrique, le bruit gaussien fractionnaire multi-échelle. Nous I’avons développée
dans le cas particulier de deux régimes non nuls, mais cela se généralise clairement pour
un nombre K de régimes. Cependant cela reste paramétrique, et une méthode de type
maximum de contraste aurait également pu étre envisagée. Mais toute cette démarche et
les résultats asymptotiques évoqués sont également valables pour la classe de modéles semi-
paramétriques telles que p(§) = 0;1|§|H7~'+1/2 pour [{| € [w;,wit1[ pour ¢ = 0,1,--- | K et
avec 0 < wo < w1 < -+ < w1 < 00, et pour |£] € [0, wo[U[wk1,00[, on ne fixe pas p & 0
comme précédemment, mais on demande juste que p vérifie

/ (LA K)o dE < 00, plwg) # plwd) et plwigyn) # p(wio)
R P (5)

(ces deux derniéres conditions permettent ’estimation de wg et wa; des conditions plus
faibles sur la dérivée premiére pourrait également les remplacer, mais cela nous emmeénerait
trop loin). On voit donc par 1a que la méthode proposée s’applique & des processus gaussiens
dont le log-variogramme des coefficients d’ondelettes présente deux zones de linéarité sans
tenir compte de ce qui se passe ailleurs; cela nous semble particuliérement adapté aux
données de fréquences cardiaques.
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5.3. Résultats de simulation et applications aux données de fréquences cardiaques in-
stantanées

Résultats de simulations: En premier lieu, nous avons effectué des simulations de bruits
gaussiens fractionnaires bi-échelles dont nous avons ensuite estimé les paramétres fractals
apreés avoir estimé les fréquences w;. Pour ne pas trop surcharger le papier, nous ne présen-
tons qu’un choix de deux types de bruits gaussiens fractionnaires bi-échelles: un qui mime
les données cardiaques en milieu de course (Hy = 1.25, H; = —0.15, wp = 0.001, wy = 0.05
et wo = 3) et un autre avec des paramétres trés différents (Hy = —0.5, Hy = 1.5, wo = 0.01,
w1 = 0.3 et wy = 3). La Figure 8 un exemple du graphe de log-log régression obtenu pour
chacun de ces processus.

11—

Logarithme des variances empiriques des coefficents d'ondeleties
)
T

a4 s (S
Logarithme des échelles

Logarithme des variances empiiques des coefficents d'ondeleties

a4 = (S
Logarithme des échelles

Fig. 8. Deux exemples de graphes logarithmiques des variances empiriques des coefficients
d'ondelettes pour des bruits gaussiens fractionnaires bi-échelles, le premier avec Hy = 1.25,
H; = —0.15, wo = 0.001, w1 = 0.05 et wz = 3 (en haut) et le second avec Hy, = —0.5, H; = 1.5,
wo = 0.01, w1 = 1 etw2 = 3 (en bas), ou I'ondelette ¢ est une ondelette de type Lemarié-Meyer
avec /a =2

La Table 2 présente le tableau des résultats numériques pour ces simulations aprés 20
replications indépendantes. On s’apergoit que la méthode d’estimation par ondelettes est
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Table 2. Estimation des différents parametres pour deux bruits gaussiens
fractionnaires bi-échelles de taille 10000 & partir de 20 replications

MFGN
Hy H; wo w1 w2
Valeur 1.25 -0.15 0.001  0.05 3

Moyenne Estimateur Ondelette 1.23 -0.02 0.007 0.05 1.73
Ecart-type Estimateur Ondelette | 0.22  0.09  0.09 0.04 0.52

Moyenne Estimateur DFA 1.46  0.33 - 0.03 -
Ecart-type Estimateur DFA 0.04 0.02 - 0.004 -
Valeur -0.5 1.5 0.01 0.3 3

Moyenne Estimateur Ondelette | -0.17 1.36  0.01 0.20 1.83

Ecart-type Estimateur Ondelette | 0.09  0.05 0.005 0.02 0.19
Moyenne Estimateur DFA 0.14 1.45 - 0.07 -
Ecart-type Estimateur DFA 0.01  0.02 - 0.003 -

convergente pour les différents parameétres du modéle méme si ’écart-type de ces estimations
est parfois assez élevé. Nous avons également mis en place une méthode de détection
automatique de la rupture des deux zones de linéarité pour la méthode DFA (méthode
fondée également sur une minimisation de la somme des carrés des résidus dans les 2 zones).
On s’apercoit alors que les estimateurs du paramétre fractal hautes fréquences ainsi que
celui de la fréquence de coupure w; ne sont pas convergents, le paramétre fractal basses
fréquences étant lui correctement estimé (dans tous les cas, les écarts-type sont trés faibles).
Si on augmente la taille de I’échantillon (par exemple en passant & une taille de 100000)
on n’améliore pas du tout la situation, voire méme elle empire. On comprendra mieux
la situation en observant les graphes de log-régression de la fonction DFA pour les deux
bruit gaussiens fractionnaires bi-échelles précédents (voir la Figure 9 avec N = 100000).
On s’apercoit alors qu’il n’y pas vraiment de claire zone de linéarité car les deux régimes
“fractionnaires” du processus agissent 'un sur l'autre et ne sont pas “isolés” comme c’est le
cas avec la méthode d’estimation par ondelettes (un tel phénomeéne avait déja été identifié
pour la méthode des variations quadratiques, dans Bardet et Bertrand, 2007a). Dans le cas
de processus avec deux régimes “fractionnaires” comme le bruit gaussien fractionnaire bi-
échelle, il est donc préférable de ne pas utiliser la méthode DFA pour estimer les parameétres.

Résultats de I’application des méthodes d’estimation et du test d’adéquation
aux données: Nous avons appliqué les deux méthodes adaptatives (ondelette avec pro-
priété de localisation en fréquence et DFA) pour estimer les paramétres fractals basses
fréquences Hy et hautes fréquences Hy, ainsi que la fréquence de coupure w;. Les résul-
tats sont récapitulés dans la Table 3. Les estimations sur la course entiére sont également
présentées méme si elles ne sont pas vraiment exploitables (si ce n’est de maniére négative,
pour marquer en particulier que la méthode DFA ne peut étre appliquée sans précaution,
ce qui est un peu moins vrai avec la méthode d’ondelettes). On s’apergoit que l’estimation

H (()2 J)V p.o du parametre fractal basses fréquences augmente au fil de la course (il passe d’une
moyenne de 1.20 & 1.40 en milieu de course, puis 1.55 en fin de course), alors qu’il reste
presque constant avec la méthode DFA (entre 1.25 et 1.30). Grace & 'estimation par on-
delettes, on observe aussi que le paramétre fractal hautes fréquences reste constant tout au
long de la course (entre —0.2 et —0.1) et que la fréquence de coupure semble ne pas non plus
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Fig. 9. Deux exemples de graphes logarithmiques des fonctions DFA pour des bruits gaussiens
fractionnaires bi-échelles, le premier avec Hy = 1.25, H; = —0.15, wo = 0.001, w1 = 0.05 et w2 = 3
(en haut) et le second avec Hy = —0.5, H; = 1.5, wo = 0.01, w1 = 1 et wo = 3 (en bas), et
N = 100000 dans les deux cas.

évoluer. En revanche, et comme on pouvait s’y attendre depuis le résultat des simulations,
la méthode DFA n’est absolument pas utilisable pour estimer le paramétre fractal hautes
fréquences et la fréquence de coupure.

Par ailleurs, le test d’adéquation a été également appliqué. Les résultats sont les suivants:
le test est rejeté 7 fois sur 9 lorsque 'on considére la course en son intégralité, mais entre
une et trois fois si on considére chacune des phases de course. Ceci permet de penser que
la modélisation par un bruit gaussien fractionnaire bi-échelle est réellement adéquate pour
ce type de données.

6. Conclusion
Voici les différents points & retenir de notre étude:

(a) En premier lieu, la méthode DFA n’est pas une méthode efficace pour estimer les deux
parameétres fractals des séries de fréquences cardiaques instantanées, en particulier
lorsqu’une tendance est présente.
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Table 3. Estimation des différents paramétres des différentes phases de course, avec les deux méthodes.

Course entiére Début de course Milieu de course Fin de course

Hy H, w1 Hy H, w1 Hy H, w1 Hy H w1

Athl  HZ), | 098 -0.18 0.03 | 1.40 -0.12 0.05 | 1.46 -0.17 0.05 | .70 -0.18 0.05
Hpra | 096 086 001 | 1.17 097 005|109 071 001|125 034 0.02

Ath2 HSL, [ 123 -019 005 | 135 -0.16 0.06 | 1.60 -0.14 007 | 1.59 -0.15 0.07
Hpra | 111 1.05 001 | 0.90 1.19 002 | 1.58 0.74 005 | 1.26 0.72 0.03

Ath3  HSL, | 140 -0.13 0.07 [ 1.24 -0.08 005 | 1.49 -0.14 007 | - - -
Hpra | 115 081 005 | 1.32 081 003 [ 1.22 065 004 | - - -

Atha HGL, | 1.60 -0.15 0.06 | - - - | 125 -015 0.05 | 1.33 -0.14 0.07
Hpra | 118 071 004 | - - - | 117 064 003 |1.23 092 003

Aths  HZL, | 159 -0.14 006 | 099 -0.13 0.05 | 1.36 -0.14 0.07 | 1.88 -0.11 0.08
Hprpa | 128 071 005 | 1.33 079 005 | 1.23 066 0.05 | 1.46 111 0.05

Ath6 HS)p, [ 099 -020 003 | 111 -0.15 0.07 | 1.70 -0.15 0.06 | 1.75 -0.10 0.06
Hpra | 127 1.08 003 | 1.43 1.02 005 | 1.25 092 003 | 1.36 128 0.1

Ath7  HESL, | 151 -0.14 007 | 1.62 -0.20 005 | 1.42 -0.15 0.07 | 1.42 -0.15 0.07
Hprpa | 124 077 003 | 1.22 066 003 | 1.26 078 0.03 | 1.25 0.79  0.05

Ath8 HZL, | 1.07 -025 003 ] 050 -0.10 004 | 1.24 -020 005 - - -
Hpra | 1.31 074 004 | 133 1.03 0.09 [ 1.06 074 002 | - - -

Ath9  HZ, | 153 -018 005 | 1.05 -0.12 0.09 | 1.27 -023 004 | 1.25 -0.22 0.04
Hpra | 1.37 082 002 | 1.20 081 001 [ 1.25 083 001 | 1.22 094 0.02

(b)

()

En second lieu, il est important de découper une course a pied de longue haleine comme
un marathon en différentes phases. Les modes de fonctionnement physiologiques sem-
blent différents.

La modélisation par un bruit gaussien fractionnaire bi-échelle semble trés fructueuse
dans le cas présent des fréquences cardiaques, mais sans doute aussi dans de nombreux
autres.

Totalement appropriée & ce modéle (puisqu’elle fonctionne aussi avec échelles ou
fréquences...), la méthode d’analyse par ondelettes montre ici I’étendue de ses pos-
sibilités de robustesse, d’estimation et méme de test.

Vis-a-vis du fonctionnement du coeur en situation de course d’endurance, on montre
que le paramétre fractal basses fréquences semble étre caractéristique de ’apparition
d’une fatigue. Cela se marque par une augmentation de la régularité des battements
du coeur. Numériquement, on peut montrer que pour les 9 athlétes considérés on
obtient que Hdbut ~ 1.2, Hmzlzeu ~ 14 et Hfm ~ 1.55. On peut comparer ces
résultats avec ceux obtenus dans Goldberger et al. (2002) et Peng et al. (1993, 1994):
pour des patients dont on a mesuré les durées d’interbattements pendant 24h, ils ont
obtenu (avec la méthode DFA; il serait intéressant d’appliquer la méthode d’analyse
par ondelettes dans ce cas...) que pour les patients en bonne santé H = 1.0140.16 alors
que pour des patients présentant un dysfonctionnement cardiaque H = 1.24+0.22. 11
y a donc quelque chose de pathologique & avoir des battements de coeur trop réguliers
(d’ailleurs n’est pas plus régulier qu’un coeur qui ne bat plus...) et la fin du marathon
peut étre chez certains une source d’inquiétude réelle.

Enfin, la méthode adaptative que nous avons choisie nous permet d’estimer w; la
fréquence de coupure. Cette fréquence n’évolue pas au fil de la course et reste a
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peu prés constante & une valeur de 0.05. Si on traduit cela en Hertz, il faut prendre
en compte la durée moyenne des inter-battements cardiaques et on obtient environ
0.13Hz: c’est trés proche des 0.15H z fournit par la référence médicale de I’European
Soc. Cardiology and the North American Society of Pacing and Electrophysiology
(1996). Ce paramétre physiologique distinguant les deux régimes de controle nerveux
du coeur ne semble donc pas étre modifié durant une course comme le marathon.

De nombreuses perspectives s’ouvrent au regard de cette premiére étude. Tout d’abord, il
faudrait tester les résultats obtenus ici sur d’autres jeux de données (pendant des courses
a pied, mais aussi pour des sujets au repos, durant leurs sommeils...). Ensuite, puisqu’une
augmentation du parameétre fractal basses fréquences semble aller de pair avec 'apparition
d’une fatigue du coeur, il serait intéressant de pouvoir détecter (séquentiellement) lorsque
cette fatigue est trop importante (voire dangereuse): on aurait 13 un moyen de prévenir des
accidents cardiaques... Enfin, il serait intéressant de corréler les évolutions de ce parameétres
avec celles éventuelles d’autres variables: vitesse instantanée du coureur, fréquence pul-
monaire, taux d’acide lactique,... qui constituent les nouveaux jeux de données recueillis
par le laboratoire INSERM 902 du Génopole de I'Université d’Evry.
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