
HAL Id: hal-00343361
https://hal.science/hal-00343361v1

Preprint submitted on 1 Dec 2008 (v1), last revised 3 Aug 2009 (v2)

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Modélisation des fréquences cardiaques instantanées
durant un marathon et estimation de leurs paramètres

fractals
Jean-Marc Bardet, Véronique Billat, Imen Kammoun

To cite this version:
Jean-Marc Bardet, Véronique Billat, Imen Kammoun. Modélisation des fréquences cardiaques instan-
tanées durant un marathon et estimation de leurs paramètres fractals. 2008. �hal-00343361v1�

https://hal.science/hal-00343361v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


Modélisation des fréquences cardiaques instantanées
durant un marathon et estimation de leur paramètre de
fractalité

Jean-Marc Bardet

Université Paris 1, SAMOS-MATISSE-CES, 90 rue de Tolbiac, 75013 Paris, France.

Véronique Billat

UBIAE Laboratoire INSERM 902 et Université d’Evry., Genopole, Boulevard F. Mitterrand, Evry
Cedex, France.

Imen Kammoun

Université Paris 1, SAMOS-MATISSE-CES, 90 rue de Tolbiac, 75013 Paris, France.

Summary. Pour pouvoir caractériser et interpréter des signaux physiologiques comme ceux
constitués par les fréquences cardiaques instantanées (ou les durées entre deux battements
successifs), il est intéressant de trouver des paramètres qui restent constants au milieu des
fluctuations. Depuis une quinzaine d’années, plusieurs papiers ont considéré le paramètre
de Hurst, paramètre de longue mémoire, comme une telle constante caractéristique. Cepen-
dant leurs résultats posent deux problèmes. En premier lieu, ils utilisent la méthode DFA
pour estimer ce paramètre. Or, il est clair que cette méthode n’est pas la plus efficace et
est très sensible à d’éventuelles tendances. En second lieu, et c’est encore plus préjudicia-
ble aux résultats obtenus, le paramètre de Hurst, souvent estimé à des valeurs supérieures
à 1, borne supérieure admissible pour un tel paramètre, n’est pas une constante représen-
tative de ces signaux, ce qui signifie que les processus longue mémoire ne sont peut-être
pas de bons modèles. Nous proposons des solutions à chacun de ces deux problèmes.
Tout d’abord, nous utilisons un estimateur construit à partir d’une analyse par ondelettes
ce qui a plusieurs avantages: des vitesses de convergence optimales dans un cadre semi-
paramétrique, une robustesse à des tendances polynomiales et un graphe de log-regression
extrêmement informatif. Ensuite, un nouveau modèle semi-paramétrique, appelé processus
Gaussien localement fractionnaire, caractérisé par un paramètre, appelé paramètre de fractal-
ité locale, pouvant prendre toute valeur réelle, est défini. La méthode d’analyse par ondelette
permet d’estimer ce paramètre mais également de réaliser un test d’adéquation du modèle.
Appliqué aux données de fréquences cardiaques instantanées relevées chez des athlètes
courant le marathon, un tel modèle est accepté lorsqu’on l’applique de façon différenciée aux
trois périodes de course (début, milieu et fin de course) alors qu’il ne l’est pas si l’on considère
l’ensemble de la course. On montre ainsi une augmentation du paramètre de fractalité locale
au cours de la course, ce qui va dans le même sens que les résultats obtenus par Peng et al.
(1995): le coeur en début de course fonctionne comme celui de personnes en bonne santé,
alors qu’en fin de course son comportement est proche de celui de personnes ayant des dys-
fonctionnements cardiaques. Une telle évolution, que la DFA ne permet pas d’observer et qui
n’est pas corrélée avec la valeur même des fréquences cardiaques, est à associer avec la
fatigue apparaissant en fin de course. La détection d’une trop grande valeur du paramètre de
fractalité locale pourrait donc être essentiel pour garantir la santé de coureurs amateurs.

E-mail: bardet@univ-paris1.fr
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naire

1. IntroductionLe but de et artile est de proposer un modèle et une méthode d'identi�ation de emodèle pour des données de durées entre battements de oeur suessifs reueillis auprèsd'athlètes ourant un marathon (ii le Marathon de Paris 2004). La Figure 1 proposeplusieurs exemples de telles données (le nombre total d'athlètes dont nous avons obtenudes relevés �ables est de 9 sur les 50 enregistrés, la moyenne de leurs fréquenes ardiaquesinstantanées étant de 162 battements par minutes).
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Fig. 1. Battements cardiaques pour l’Athlète 1 en ms, Hertz et BPM (en haut), et pour les Athlètes
2, 3 et 4 en BPM (en bas)Les données de fréquene ardiaques sont évidemment un enjeu important en médeine etune nombreuse littérature existe sur e sujet. En partiulier, les problèmes d'arythmies ar-diaques sont déelées à partir de tels relevés (souvent sur 24h ou parfois plus). En général esont les grands hangements de fréquene (ou de durée inter-battements) qui sont déeléset étudiés. Cependant, des analyses spetrales de tels signaux ont mis en évidene unomportement double: une phase dite �orthosympathique� pour les fréquenes inférieuresomprises entre 0.04 et 0.15 Hz et une phase dite �parasympthique� pour les fréquenessupérieures entre 0.15 et 0.5 Hz (voir à e sujet les onlusions du groupe de travail del'European So. Cardiology and the North Amerian Soiety of Paing and Eletrophys-iology, 1996). La régularité des trajetoires formées par es données peut don s'avéréeintéressante à étudier.Quoique elui-i puisse aussi bien être relatif à une régularité loale omme à un omporte-ment à long terme, un paramètre de type �fratal� est désormais fréquemment utilisé pouraratériser l'erratisme des trajetoires. Ainsi, lorsque l'on onsidère une série hronologiquestationnaire dont la série des autoovarianes est non-sommable on dit que la série est àlongue mémoire et le paramètre de Hurst mesure en quelque sorte la dépendane. Depuisson introdution par Hurst (1951) pour des données hydrologiques, ette propriété de longuemémoire (ou de forte dépendane) a été mise en évidene dans de nombreux hamps théma-tiques: téléommuniations, informatique, éonomie et �nane, bioméanique... Ainsi, assez



Modélisation des fréquences cardiaques instantanées 3naturellement, de nombreuses reherhes ont été menées dans ette diretion pour dérireles �utuations de signaux physiologiques en fontion du temps (voir par exemple Peng etal., 1993, Goldberger, 2001 et Goldberger et al., 2002). Par ailleurs, pour un proessusà aroissements stationnaires, l'exposant de Hölder loal permet de mesurer la régularitéloale de la trajetoire. Lorsque le proessus est en plus autosimilaire (invariant par hange-ment d'éhelles), son paramètre d'autosimilarité est et exposant. Le mouvement brownienfrationnaire (voir plus loin un rappel de sa dé�nition) est l'exemple sans doute le plusélèbre d'un tel proessus. On trouvera dans Peng et al. (1995) une analyse en es termesdes données de battements ardiaques. Lorsque le proessus est dit multifratal, plusieursparamètres peuvent être représentatifs de la régularité de la trajetoire. Des appliationsaux données de battements ardiaques peuvent se trouver dans Ivanov et al. (1999) ou Absilet al. (1999)(le aratère multifratal, et plus préisément bifratal pouvant s'expliquer parles deux omportements préédemment ités).L'étude statistique qui suit va tenter de répondre à divers questions et problèmes lais-sés en plan par les études e�etués sur es données. Les problèmes issus de es études sontles suivants:
• Que mesure-t-on? Une régularité loale ou un omportement de type longue mémoire?
• Quelle est la méthode utilisée pour estimé le (ou les paramètres). Est-elle e�ae etrobuste?
• Comment expliquer que le paramètre estimé soit souvent prohe de 1 voire supérieurà 1, e qui a priori n'est pas aeptable pour un proessus autosimilaire ou à longuemémoire (dont les moments d'ordre 2 existent lairement)?
• Quel modèle proposer pour modéliser es données de battements ardiaques et peut-ontester l'ajustement d'un tel modèle?
• Y-a-t-il une partiularité aux données relevées durant un e�ort d'endurane ommeun marathon?Nous proposons trois étapes majeures permettant, nous semble-t-il, de répondre à es ques-tions et problèmes:(a) En premier lieu (voir Setion 2), on déoupe les données suivant une méthode adap-tative de détetion de ruptures en moyenne et variane (on reprend ii un algorithmeproposé dans Lavielle, 1999). On verra ainsi qu'un tel déoupage se résume pourla plupart des oureurs à trois moments de leur ourse: le début, le milieu et la �nde ourse, e qui semble assez naturel. Et nous verrons que les omportements surhaune de es phases sont di�érents et exhibent des propriétés invisibles lorsque l'onprend la série de données en son intégralité.(b) La méthode DFA (Detrended Flutuation Analysis) est souvent utilisée pour estimerle paramètre �fratal� dans la plupart des travaux ités préédemment (voir aussi Ab-sil et al., 1999, ou Ivanov et al., 1999). Or, ette méthode qui est une extension pourdes séries ave tendane de la méthode des varianes agrégées, n'est pas une méth-ode e�ae et robuste pour estimer le paramètre de longue mémoire (voir Bardetet Kammoun, 2008). Les méthodes semi-paramétriques omme elles du minimumde ontraste introduite par Robinson (1995) ou de log-régression du périodogramme



4 Bardet et al.(voir Moulines et Soulier, 2003) sont théoriquement et empiriquement bien plus in-téressantes. Il en est de même ave la méthode d'analyse par ondelettes (voir parexemple Abry et al., 2003, ou Moulines et al., 2007), que nous allons utiliser dans laSetion 3, qui a de plus l'avantage de s'adapter au modèle proposé i-dessous.() Un nouveau modèle, appelé bruit gaussien loalement frationnaire, est proposé pourmodéliser les données dans haune des phases. Il onstitue une généralisation semi-paramétrique du bruit gaussien frationnaire (BGF en abrégé, obtenu à partir desaroissements du mouvement brownien frationnaire): sa représentation harmonis-able (spetrale) est la même que elle du BGF dans une ertaine bande de fréquenes,'est-à-dire une fontion puissane dépendant d'un paramètre appelé paramètre defratalité loale. Ce paramètre est don analogue au paramètre de Hurst du BGFsauf qu'il peut prendre toutes valeurs réelles dès que la bande fréquene est �nie et neomprend pas 0. La méthode d'analyse par ondelettes permet d'estimer e paramètreet également de proposer un test d'adéquation.Lorsque l'on applique ette méthodologie à nos données ardiaques, on observe un phénomènetrès intéressant: le test d'adéquation est aepté dans haune des trois phases des traje-toires (alors qu'il ne l'est pas si on l'applique sur l'intégralité de haque trajetoire) et onmontre qu'il y a une augmentation signi�ative du paramètre de fratalité loale. Cei nepouvait pas être observé en utilisant la méthode DFA. En devenant ainsi d'une ertainemanière de plus en plus �régulière�, la trajetoire en �n de ourse ressemble à elles deertains malades du oeur, alors qu'elle ressemblait à elles d'individus en bonne santé endébut de ourse (les omparaisons sont obtenues à partir des résultats de Peng et al. (1993)).Ainsi, une trop grande valeur de e paramètre de fratalité loale peut être représentatifde l'apparition d'une fatigue du oeur. Une trop grande �régularité� de la trajetoire desfréquenes ardiaques instantanées peut témoigner d'un danger alors même que les valeursde es fréquenes ne paraissent pas alarmantes. Les �utuations pourraient s'avérer plusinformatives que les valeurs, et la mise en plae de détetion séquentielle d'une trop granderégularité ardiaque pourraient permettre de prévenir des risques ardiaques (omme elaarrive malheureusement trop fréquemment lors d'épreuves telles le marathon).
2. Détection des différentes phases de coursesNous avons don ommener par appliquer une méthode de détetion adaptative des hange-ments en moyenne et variane de la trajetoire de haun des oureurs. Cette méthode aété développée et programmée par M. Lavielle (on trouvera des détails sur e qui suit dansLavielle, 1999, Lavielle et Moulines, 2000, et surtout Lavielle et Ludenä, 2001). Le prinipede la méthode est le suivant:On suppose que l'on observe (Y (i), i = 1, . . . , n) is et qu'il existe τ = (τ1, τ2, . . . , τK−1) ave
0 = τ0 < τ1 < τ2 < ... < τK−1 < n = τK tels que pour toit j ∈ {1, 2, . . . ,K}, la loi de
Y (i) dépend d'un paramètre θj ∈ Θ ⊂ R

d (ave d ∈ N) pour tout τj−1 < i ≤ τj . Don, Kest le nombre de segments entre les di�érents instants ordonnés τ = (τ1, τ2, . . . , τK−1). Soitmaintenant une fontion de ontraste
Uθ

(
Y (τj + 1), Y (τj + 2), . . . , Y (τj+1)

)
,ave θ ∈ R

d et que l'on applique à haque veteur (
Y (τj + 1), Y (τj + 2), . . . , Y (τj+1)

) pourtout j ∈ {0, 2, . . . ,K − 1}. L'exemple lassique d'une telle fontion est elui-i: is
Uθ

(
Y (τj + 1), Y (τj + 2), . . . , Y (τj+1)

)
= −2 logLθ

(
Y (τj + 1), Y (τj + 2), . . . , Y (τj+1)

)
,



Modélisation des fréquences cardiaques instantanées 5où Lθ est la vraisemblane (on suppose le modèle statistique dominé). Ainsi, pour tout
j ∈ {0, 2, . . . ,K − 1}, on peut dé�nir:

θ̂j = Argmin
θ∈Θ

Uθ

(
Y (τj + 1), Y (τj + 2), . . . , Y (τj+1)

)
.Soit

Ĝ(τ1, . . . , τK−1) =
K−1∑

j=0

Uθ̂j

(
Y (τj + 1), Y (τj + 2), . . . , Y (τj+1)

)
.En onséquene, un estimateur (τ̂1, . . . , τ̂K−1) peut être dé�ni omme:

(τ̂1, . . . , τ̂K−1) = Argmin
0<τ1<τ2<...<τK−1<n

Ĝ(τ1, . . . , τK−1). (1)Le prinipe d'une telle estimation est très général (il peut par exemple être appliqué dans leas de séries temporelles ayant des tendanes polynomiales) et on pourra trouver di�érentsartiles donnant le omportement asymptotique de l'estimateur (τ̂1, . . . , τ̂K−1) suivant leshypothèses de dépendane faites sur Y (voir par exemple Bai, 1998, Bai et Perron, 1998,Lavielle, 1999, Lavielle et Moulines, 2000, ou Lavielle et Ludenä, 2001).Dans le as partiulier des données de battements de oeur, nous avons hoisi de déterminerles hangements éventuels en moyenne et variane (un autre hoix, elui des hangements derégularité, a été fait dans Bardet et Kammoun, 2007). Ainsi,pour tout j ∈ {0, 1, . . . ,K−1},on onsidère le modèle général:
Y (i) = µj + σjεi for all i ∈ {τj + 1, . . . , τj+1},où θj = (mj , σj) ∈ R × (0,∞) et (εi) est une suite de variables aléatoires entrées et devariane 1.Dans un tel adre, une fontion de ontraste naturelle est:

Uθj

(
Y (τj + 1), . . . , Y (τj+1)

)
=

τj+1∑

ℓ=τj+1

(Y (ℓ) −mj)
2

σ2
j

,et ainsi l'estimateur bien onnu de θj est:
θ̂j = (m̂j , σ̂j) =

( 1

τj+1 − τj

τj+1∑

ℓ=τj+1

Y (ℓ),
1

τj+1 − τj

τj+1∑

ℓ=τj+1

(
Y (ℓ) − m̂j

)2
)
.Don l'estimateur (τ̂1, . . . , τ̂K−1) peut être déduit de (1).Quand le nombre de ruptures est inonnu, on utilise un nouveau ontraste V onstruitomme la somme du préédent ontraste U et d'une fontion de pénalisation (pen) roissanteen le nombre de ruptures K, soit, plus préisément,

V̂ (τ1, . . . , τK−1,K) = Ĝ(τ1, . . . , τK−1) + β × pen(K),ave β > 0. En onséquene, en minimisant V par rapport à τ1, . . . , τK−1,K, un estimateur
K̂ est aussi obtenu, estimateur dont la valeur peut varier en fontion du paramètre de



6 Bardet et al.pénalisation β.Pour les données de fréquenes ardiaques, nous avons hoisi pen(K) = K. Par ailleurs, si
ĜK = Ĝ(τ̂1, . . . , τ̂K−1), pour K = K1, . . . ,KMAX on peut dé�nir

βi =
ĜKi

− ĜKi+1

Ki+1 −Ki
and li = βi − βi+1 ave i ≥ 1.Ainsi, la valeur K̂ retenu est la plus grande valeur des Ki telle que li >> lj pour j > i.Lorsque l'on applique ette méthode de détetion adaptative des ruptures, on trouve pourpresque tous les oureurs K̂ = 3, e que l'on pourrait quali�er de 3 phases de ourse detailles di�érentes: le début (environ 20min en général), la �n (environ 20min également engénéral) et le milieu de la ourse (le reste du temps). La Figure 2) propose un exemple d'untel déoupage. Pour 2 oureurs, nous n'avons pu distinguer le début ou la �n de ourse dela partie entrale et K̂ = 2.
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Fig. 2. Détermination des différentes phases de course pour un athlèteLorsque l'on onsidère les données de fréquenes ardiaques sur haune des phases obtenues,on obtient à peu près un omportement stationnaire. Pour essayer de déterminer si unhangement a lieu durant une de ses phases, nous allons nous intéresser à un paramètre detype fratal qui pourrait en être aratéristique.
3. Un premier modèle et l’estimation par analyse par ondelet tesQuand on étudie les données de fréquenes ardiaques sur haune des phases (mais aussisur l'intégralité des données), on remarque que le orrélogramme est typique de elui d'unproessus à forte mémoire, 'est-à-dire une déroissane très lente de l'autoorrélation em-pirique. Par ailleurs, l'hypothèse de normalité de la distribution des données semble plau-sible (ne sahant pas vraiment la dépendane entre les données on ne peut valider une telleintuition par un test). On aurait don envie, dans une première étape, de modéliser lesdonnées dans haque phase de ourse par un bruit gaussien frationnaire (qui est un proes-sus gaussien à longue mémoire). Cette intuition peut également sembler aeptable lorsque



Modélisation des fréquences cardiaques instantanées 7l'on ompare le graphe d'une trajetoire durant une phase de ourse ave elui d'un bruitgaussien frationnaire simulé ave un paramètre prohe de 1 (voir la Figure 3). Ainsi, lebruit gaussien frationnaire pourrait être un modèle plausible pour les données de fréquenesardiaques dans haque phase de ourse.
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Fig. 3. Comparaison entre le graphe des données de battements de coeur durant le milieu de course
(Athlète 4) et celui d’un bruit gaussien fractionnaire simulé (H = 0.99)Rappelons juste quelques éléments théoriques onernant le BGF. En premier lieu, on ditqu'un proessus stationnaire Y = {Y (k), k ∈ N} possédant des moments d'ordre 2 est àlongue mémoire (LM) ou fortement dépendant si:

∑

k∈N

|rY (k)| = ∞ ave rY (k) = E
[
Y (0)Y (k)

]
.Un as partiulier de proessus LM est elui dont la ovariane se omporte omme

rY (k) ∼ k2H−2L(k) , quand k → ∞,ave L(k) une fontion à variations lentes (i.e. ∀t > 0, L(xt)/L(x) → 1 quand x → ∞) et
H ∈ (1

2 , 1) est appelé le paramètre de Hurst.On peut relier la notion de proessus LM à elle de proessus autosimilaire de la façonsuivante. Tout d'abord, on dit que X = {X(t), t ≥ 0} est un proessus autosimilaire àaroissements stationnaires lorsque ∀c > 0:
(
X(ct)

)
t

L
= cH

(
X(t)

)
t
,oùH est appelé le paramètre d'autosimilarité. Si on onsidère le proessus agrégé {X(t), t ≥

0} tel que X(k) =
∑k

i=1 Y (i) où Y est un proessus autosimilaire, alors sous des onditionsassez faibles (par exemple Y est gaussien ou est un proessus linéaire ausal), on peutmontrer que pour k → ∞, la loi de {X(t), t ≥ k} est elle d'un proessus autosimilaire (voirDoukhan et al., 2003, pour plus de details).Le BGF est un exemple de proessus LM gaussien. Plus préisément, Y H = {Y H(k), k ∈
N} est un BGF, lorsque

rY H (k) =
σ2

2
(|k + 1|2H − 2|k|2H + |k − 1|2H) ∀k ∈ N,



8 Bardet et al.ave H ∈ (0, 1) et σ2 > 0. On véri�e par une formule de Taylor que pour H ∈ (1
2 , 1),

rY H (k) ∼ σ2H(2H − 1)k2H−2 , quand k → ∞.Pour un FGN entré, le proessus agrégé orrespondant, noté ii XH , est appelé le mouve-ment brownien frationnaire (MBF) et XH est l'unique proessus gaussien H-autosimilaireet à aroissements stationnaires, véri�ant donVar(XH(k)) = σ2|k|2H ∀k ∈ N.Il est lair que Y H(k) = XH(k) −XH(k − 1): la suite des aroissements d'un MBF on-stitue un BGF.Avant de pouvoir tester si nos données de battements de oeur peuvent être modéliséespar un BGF, ommençons par dire quelques mots sur les estimateurs de H . En premierlieu, disons que l'on trouvera un large éventails de tels estimateurs dans le livre de Doukhanet al. (2003). Il est bien lair que si l'on voulait estimer strito sensu le paramètre H d'unBGF à partir d'une de ses trajetoires, on préférerait utiliser une méthode paramétrique, enpartiulier le méthode du ontraste de Whittle (dont on trouvera les prinipaux résultatsasymptotiques dans Fox et Taqqu, 1987). Cependant, ii, nous aimerions travailler dans unadre semi-paramétrique (nous verrons i-dessous pourquoi) et en plus ave l'ajout éventueld'une tendane au proessus. La méthode d'estimation utilisant une analyse par ondeletteso�re tous les avantages vis-à-vis d'un tel ahier des harges. De plus un test d'adéquationsera failement implémentable à partir de ette estimation. Présentons maintenant su-intement ette méthode, qui a été introduite par Flandrin (1992), puis développée parAbry et al. (2003) et Bardet et al. (2000). Dans Wesfreid et al. (2005), une analysemultifratale des données de battements ardiaques utilisant le maximum des modules dela transformée en ondelettes a été appliquée pour la première fois.On onsidère don ψ : R → R une fontion appelée ondelette mère. Pour (a, b) ∈ R
∗
+ ×Ret λ = (a, b), on dé�nit la famille de fontions ψλ par

ψλ(t) =
1√
a
ψ

(
t

a
− b

)
.Les paramètres a et b sont appelés l'éhelle et le �shift� de la transformée en ondelette (iiontinue). Soit dZ(a, b) le oe�ient d'ondelette du proessus Z = {Z(t), t ∈ R} pourl'éhelle a et le shift b:

dZ(a, b) =
1√
a

∫

R

ψ(
t

a
− b)Z(t)dt =< ψλ, Z >L2(R) .Lorsque l'on onsidère une série hronologique plut�t qu'un proessus en temps ontinu, unesomme de Riemann peut remplaer l'intégrale et on obtient ainsi le oe�ient d'ondeletteapprohé eZ(a, b). On suppose par ailleur que la fontion ψ est telle qu'il existe M ∈ N

∗véri�ant,
∫

R

tmψ(t)dt = 0 for all m ∈ {0, 1, . . . ,M}; (2)On dit alors que, ψ a ses M premiers moments qui s'annulent.E�etuer une analyse en ondelette d'un proessus revient à regarder le omportement des



Modélisation des fréquences cardiaques instantanées 9oe�ients d'ondelettes. Cei peut être fait pour des proessus LM ou autosimilaire. Onobtient en partiulier que:
• Si Z est un proessus LM stationnaire de paramètre de Hurst H ,

E(d2
Z(a, b)) = Var(dZ(a, b)) ∼ C(ψ,H)a2H−1 quand a→ ∞.

• Si Z est un proessus H-autosimilaire à aroissements stationnaires,
E(d2

Z(a, b)) = Var(dZ(a, b)) ∼ K(ψ,H)a2H+1 pour tout a > 0ave C(ψ,H) et K(ψ,H) deux onstantes positives dépendant seulement de ψ et de H(es résultats ont été prouvés dans Flandrin, 1992 et Abry et al., 1998). Ainsi dans lesdeux as, la variane des oe�ients d'ondelettes est loi de puissane en a, et une log-log-régression permet d'obtenir un estimateur de H . Lorsque l'on onsidère une trajetoire
(Z(1), . . . , Z(N)) du proessus, ette lo-log-régression se fera à partir d'un estimateur �na-turel� de la variane, la variane empirique des oe�ients d'ondelettes , par exemple i.e.

SN (a) =
1

[N/a]

[N/a]∑

i=1

e2Z(a, i). (3)On peut alors également traer le graphe des (log ai, logSN (ai))1≤i≤ℓ en hoisissant unefamille d'éhelles (ai)i appropriée et le oe�ient direteur de la droite de régression parmoindres arrés fournit l'estimateur ĤOND de H .Dans un adre semi-paramétrique général de proessus LM stationnaires Gaussien ou linéaires,Moulines et al. (2007) et Roue� et Taqqu (2008) ont montré que ĤOND onverge vers Hsuivant une vitesse de onvergene optimale (par rapport à un ritère minimax) dès queles éhelles sont hoisies de manière adéquate. Veith et al. (2003) et Bardet et al. (2008)ont proposé une séletion adaptative de es éhelles et montré que la vitesse de onvergeneétait onservée (à un logarithme près).Dans les adres respetifs des FBM et des proessus de Rosenblatt, qui sont autosimilaireset à aroissements stationnaires, Bardet (2002) et Bardet et Tudor (2008) ont déterminéla vitesse de onvergene de ĤOND vers H . Ces travaux s'étendent failement à un adresemi-paramétrique (voir par exemple la généralisation faite aux proessus multi-éhellesdans Bardet et Bertrand, 2007).En�n, que e soit pour les proessus LM ou autosimilaires, les résultats de onvergenede ĤOND vers H sont onservés même si une tendane polynomiale est rajoutée au proes-sus (ela a été remarqué pour la première fois dans Abry et al., 1998). Pour ela, il su�tque les d premiers moments de ψ s'annulent, où d est le degré de la tendane polynomi-ale. Une manière de toujours annuler une telle tendane est de onsidérer une ondeletteannulant tous ses moments, omme 'est le as notamment si l'on hoisit une ondelette deLemarié-Meyer.Pour terminer, nous dirons que l'analyse par ondelette de tels proessus a un avantage sup-plémentaire: on peut failement onstruire un test d'adéquation de type Chi-deux à partirde la log-log-régression préédente. Pour ela, il su�t d'utiliser une log-log-régression par
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Table 1. Application du premier estimateur Ĥ

(1)
OND par la méthode d’analyse par ondelette sur

les données de battements de coeur des différents athlètes

PhasesCourse entière Début de ourse Milieu de ourse Fin de ourseAth1 0.8931 1.1268 1.1064 1.2773Ath2 1.1174 0.7871 1.0916 0.8472Ath3 1.0208 1.0315 1.1797 -Ath4 0.9273 - 1.0407 0.7925Ath5 1.0986 1.3110 1.0113 1.3952Ath6 1.0769 1.5020 1.1597 1.3673Ath7 1.0654 1.4237 1.1766 1.0151Ath8 0.9568 1.6600 0.9699 1.1948Ath9 0.9379 1.5791 0.9877 0.7263moindres arrés pseudo-généralisés (la matrie de ovariane de la log-log-régression peutêtre estimée), puis de dé�nir une distane entre les points et ette droite de régression (pourplus de détails, voir dans le adre du FBM, Bardet, 2002; notons que dans un tel adre leséhelles ai doivent avoir une vitesse supérieures à N1/3).Les physiologistes qui ont pour la première fois voulu estimer un paramètre de type Hurstpour des données de battements de oeur ont hoisit d'utiliser une autre méthode: la méth-ode DFA (pour Detrended Flutuation Analysis) introduite par Peng et al. (1994). Cetteméthode est une version pour des séries à tendanes de la méthode des varianes agrégés.Plus préisément, elle onsiste à agréger le proessus (qui est supposé être de type LM +tendane) et le diviser dans des fenêtres de tailles di�érentes, puis de détendanialiser eproessus à partir de régressions linéaires dans haque fenêtre, de aluler alors la varianedes résidus, et d'estimer H à partir d'une log-log-régression des di�érentes varianes résidu-elles obtenues pour di�érentes tailles de fenêtre.Disons le tout net: ette méthode est un non-sens statistique. Si, pour un proessusgaussien stationnaire LM, la vitesse de onvergene de ĤDFA (estimateur de H par DFA)reste intéressante, elle l'est moins (à des onstantes près) que la simple méthode des vari-anes agrégées, ou que les méthodes du log-périodogramme, du ontraste Whittle loal oud'analyse par ondelettes (voir Bardet et Kammoun, 2008 pour plus de détails). Le pointtrès négatif de ette méthode est elui de la détendanialisation par régression linéaire danshaque fenêtre: ei ne peut avoir d'e�et positif que si la tendane est une onstante. Dèsque la tendane est un polyn�me de degré supérieur, ou bien une simple fontion onstantepar moreaux, les e�ets de ette étape sont très noifs et l'estimateur ĤDFA onverge verstout à fait autre hose que H ... (voir enore Bardet et Kammoun, 2008).On présente dans la Table 1 les di�érents aluls de Ĥ(1)
OND (on a hoisit ii une ondelettemère de Daubehie d'ordre 4 et des éhelles de longueur ai = i ·N0.4 ave i = 1, · · · , 6) surnos données de battements de oeur pour les 9 athlètes, pour la série entière des donnéesd'un athlète, puis pour haune de ses phases de ourse.Deux problèmes importants déoulent de es résultats.



Modélisation des fréquences cardiaques instantanées 11(a) En premier lieu, les estimations de Ĥ(1)
OND sont souvent plus grandes que 1. Pourtantun BGF ne peut seulement être dé�ni que pour H ∈ (0, 1). Pour obtenir un proessusdont l'estimation d'un paramètre fratal serait supérieur à 1, au moins une des troishypothèses véri�ées par le BGF soit être remise en ause:

• l'hypothèse que le proessus est stationnaire;
• l'hypothèse que le proessus est gaussien;
• l'hypothèse que seulement deux paramètres (H et σ2) su�sent à dé�nir le pro-essus.Dans la suite, un nouveau modèle sera proposé et nous ferons le hoix de onservé lesdeux premières hypothèses mais de remplaer la troisième par une hypothèse semi-paramétrique.(b) Le seond problème onerne le test d'adéquation évoqué plus haut. En e�et le testn'est jamais aepté, que l'on onsidère la série en son intégralité (souvent de l'ordrede 25000 données) ou en ses di�érentes phases. On peut don dire que les donnéesne se omportent pas omme un BGF. Une expliation de e rejet peut se déduirede la Figure 4: quand on onsidère le résultat de la log-log-régression, les points

(log ai, logSN (ai))1≤i≤ℓ sont lairement alignés pour ai ≤ am, mais pas su�sammentpour ai ≥ am. Ainsi nos données de battements de oeur se omportent omme unBGF pour des �petites� éhelles (ou des hautes fréquenes) mais pas pour des �grandeséhelles� (ou des petites fréquenes)
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Fig. 4. The log-log graph of the variance of wavelet coefficients relating to the HR series observed
during all the race and in the end of race (Ath2)Remarque: Cette dernière onlusion obtenue à partir de l'examen de la Figure 4 onfèreun autre avantage de la méthode d'analyse par ondelette. En e�et, ette �gure permetde ontr�ler visuellement e que l'on fait et de pouvoir questionner le modèle hoisi. Parexemple, dans Bardet et Bertrand (2007), du fait de la présene de 2 zones de linéarité dee graphe (log ai, logSN (ai))1≤i≤ℓ, on a développé un modèle de type multiéhelle pour êtreen meilleure adéquation ave des données bioméanique.
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4. Un nouveau modèle pour modéliser les fréquences cardiaqu es: ale bruit gaussien

localement fractionnaireLe modèle que nous avons hoisi pour modéliser les fréquenes ardiaques s'inspire desrésultats déjà obtenu dans Bardet et Bertrand (2007). Contrairement à e qui a été faitpréédemment nous allons désormais travailler ave des fréquenes plut�t que des éhelles(ave la simple dé�nition que l'un est l'inverse de l'autre). Si on reprend, le même type degraphe que elui de la Figure 4 mais en fréquene (e qui inverse le sens de la ourbe) etave beauoup plus de fréquenes hoisies, on obtient la Figure 5 qui suit:
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Fig. 5. Le log-log graphe des variances empiriques des coefficients d’ondelettes pour les battements
de coeur de l’Athlète 6 lors de la phase d’arrivée en choisissant une bande de fréquence [0.01 12]
(à gauche) et de [0.2 4] (à droite).On voit don qu'en restreignant la bande de fréquene on obtient bien une zone de linéarité(soit un omportement de même type que le BGF) alors qu'en dehors de ette zone d'autresphénomènes se produisent. Pour arriver à onstruire un modèle qui puisse se omporter deette manière, on rappelle la représentation spetrale d'un MBF XH = {XH(t), t ∈ R} deparamètres H et σ2:

XH(t) = σ C(H)

∫

R

eitξ − 1

|ξ|H+1/2
Ŵ (dξ) pour t ∈ Roù W (dξ) est une mesure brownienne Ŵ (dξ) est sa transformée de Fourier au sens desdistributions et C2(H) = π−1HΓ(2H) sin(πH). Aussi peut dé�nir une généralisation Xρ =

{Xρ(t), t ∈ R} de e proessus que nous appellerons �mouvement brownien loalementfrationnaire� qui est tel que:
Xρ(t) =

∫

R

eitξ − 1

ρ(ξ)
Ŵ (dξ) pour t ∈ Roù la fontion ρ : R → [0,∞) est une fontion paire telle que:
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• ρ(ξ) =
1

σ
|ξ|H+1/2 pour |ξ| ∈ [ω0, ω1] ave H ∈ R, σ > 0 and 0 < ω0 < ω1 <∞;

•
∫

R

(
1 ∧ |ξ|2

) 1

ρ2(ξ)
dξ <∞.La preuve de l'existene d'un tel proessus, dont les aroissements sont stationnaires, peutse trouver dans Cramér et Leadbetter (1967). Les prinipaux avantages d'une telle général-isation du MBF sont les suivantes:(a) C'est un modèle semi-paramétrique permettant beauoup plus de souplesse en mod-élisation;(b) Xρ se omporte omme un MBF seulement dans une bande de frréquene;() Dans ette bande, le paramètre H , que l'on appelera �paramètre de fratalité loale�n'est pas restreint à être dans [0, 1] mais il peut prendre n'importe quelle valeur de R.Aussi, à partir d'une telle, peut-on déduire le modèle suivant pour les données de fréquenesardiaques:

Yρ(t) = Xρ(t+ 1) −Xρ(t) = 2 · Re
(∫

R

eitξ sin(ξ/2)

ρ(ξ)
Ŵ (dξ)

) pour t ∈ R.Remarquons que Yρ = {Yρ(t), t ∈ R} est un proessus gaussien stationnaire et que la fon-tion (2 sin(ξ/2)ρ−1(ξ))2 est aussi appelée la densité spetrale de Yρ.Notre but est maintenant d'obtenir une estimation du paramètre de fratalité loale Hà partir d'une trajetoire
(Yρ(∆N ), Yρ(2∆N ), . . . , Yρ(N∆N ))onnue où∆N → 0 et N∆N → ∞ quandN → ∞. Il est bien lair que ela signi�e égalementqu'une trajetoire (Xρ(∆N ), . . . , Xρ(N∆N )) est observée. La partiularité de l'analyse parondelette proposée est de onsidérer une ondelette mère véri�ant les propriétés suivantes:

ψ : R 7→ R est une funtion C∞ telle que:
• pour tout s ≥ 0, ∫

R

|tsψ(t)| dt <∞;
• la transformée de Fourier ψ̂(ξ) de ψ est une fontion paire dont le support est [−β,−α]∪

[α, β] ave 0 < α < β.Alors, en utilisant les résultats de Bardet et Bertrand (2007), pour tout a > 0 tel que
[
α

a
,
β

a
] ⊂ [ω0, ω1], i.e. a ∈ [

β

ω1
,
α

ω0
], (dXρ

(a, b))b∈R est un proessus stationnaire gaussien et
E

(
d2

Xρ
(a, .)

)
= K(ψ,H, σ) · a2H+1,ave K(ψ,H, σ) > 0 ne dépendant que de ψ,H et σ. Remarquons qu'une telle propriété nepeut être véri�ée que si le support de ψ est tel que:
β

α
<
ω1

ω0
.
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Table 2. Valeurs de H estimées, avec la méthode DFA et la méthode d’analyse par on-
delettes sur la bande de fréquences [0.2, 4]. On note par (∗) les séries pour lesquelles
le test d’adéquation est rejeté. Enfin, les p-values en bas du tableau proviennent d’un
test de comparaison des deux échantillons (ĤDF A)1,...,9 and (Ĥ

(2)
OND)1,...,9 pour les dif-

férentes sériesCourse entière Début de ourse Milieu de ourse Fin de ourse
ĤDF A Ĥ

(2)
OND ĤDF A Ĥ

(2)
OND ĤDF A Ĥ

(2)
OND ĤDF A Ĥ

(2)
ONDAth1 0.928 1.288∗ 1.032 1.192 1.060 1.214 0.429 1.400Ath2 1.095 1.268∗ 0.905 0.973 1.126 1.108 1.240 1.452∗Ath3 1.163 1.048 0.553 0.898 1.130 1.172 - -Ath4 1.193 0.916∗ - - 1.098 1.249∗ 1.172 1.260Ath5 1.239 1.110 1.267 1.117∗ 1.133 1.205 1.273 1.348∗Ath6 1.247 1.084∗ 1.237 1.106 1.091 1.172 1.436 1.338Ath7 1.155 1.095 0.850 1.295 1.182 1.186∗ 1.129 1.209Ath8 1.258 1.011 1.304 1.128∗ 0.995 1.134 1.122 1.247Ath9 1.243 1.429∗ 0.820 1.019 1.127 1.535∗ 1.250 1.238∗p-value 0.6414 0.3723 0.0225 0.1260F-stat 0.23 0.85 6.38 2.65De plus, pour a ∈ [

β

ω1
,
α

ω0
], la variane empirique SN (a) dé�nie par (3) et alulée à partirde (Xρ(∆N ), . . . , Xρ(N∆N )) onverge vers E

(
d2

Xρ
(a, .)

) suivant un théorème de la limiteentrale ave une vitesse de onvergene en √
N∆N . Ainsi lorsque (a1, . . . , aℓ) ∈ [ β

ω1
, α

ω0
]ℓ,une log-log-régression des (ai, SN (ai))1≤i≤ℓ fournit une estimation ode H (et l'estimateurainsi onstruit, Ĥ(2)

OND suit un théorème de la limite entrale ave une vitesse de onvergeneen √
N∆N). De plus, omme préédemment, un test d'adéquation du Chi-deux peut-êtreonstruit à partir d'une distane entre les points (log(ai), log(SN (ai)))1≤i≤ℓ et la droite derégression par moindres arrés pseudo-généralisés.La prinipale di�ulté pour un dé�nir de tels estimateur et test est de déterminer la �bonne�zone de fréquene [ω0, ω1] (ar ω0 et ω1 sont onrètement a priori inonnus). La solution laplus simple, telle elle que retrae la Figure 5 onsiste à hoisir une bande de fréquene trèslarge puis de séletionner graphiquement la meilleure zone de linéarité du nuage de points

(log(ai), log(SN (ai)))1≤i≤ℓ. Cei pourrait être fait pour les 9 oureurs et pour les di�érentesphases de ourse. On peut ainsi obtenir une bande de fréquenes ommune à l'ensemblede es graphes: 'est ette démarhe que nous avons hoisie ii, du fait que l'on peut es-pérer trouver en ette bande de fréquene une sorte de onstante humaine. Cependant, uneméthode plus �statistique� pourrait être également mise en plae à partir d'un estimateuradaptatif (pour haque série de données) de ette meilleure zone de linéarité, omme elaavait déjà était entrepris dans Bardet et Bertrand (2007). Nous avons don appliqué laméthode évoquée en utilisant une ondelette de Lemarié-Meyer �dilatée� (qui véri�e les pro-priétés évoquées i-dessus) telle que β = 2α = 4π/3, d'abord dans la bande de fréquene
[0.01, 12] (voir Figure 5). On en déduit ensuite une zone ommune [ω0, ω1] = [0.2, 4] pourséries entières et partielles de données. Cei permet d'obtenir les estimations de H par lesdeux méthodes, soit ĤDFA et Ĥ(2)

OND obtenu par l'analyse par ondelettes dans la bande defréquenes hoisie. Les résultats sont réapitulés dans la Table 2.



Modélisation des fréquences cardiaques instantanées 15Commentaires des résultats obtenus:(a) Les di�érentes estimations sont en général omprises entre 1 et 1.5. Seule la méthodeDFA onduit parfois à des valeurs di�érentes. C'est le as en partiulier du début deourse de l'Athlète 3 ou de la �n de ourse de l'Athlète 1. La Figure 6) examine esdeux séries, et l'on peut observer que les séries semblent entahées d'une tendane (unpolyn�me de degré 2 serait approprié). Or, omme ela a été montré théoriquementet numériquement dans Bardet et Kammoun (2008), la méthode DFA n'est pas dutout robuste dans un tel adre. Cei on�rme que la méthode DFA peut onduire àdes résultats non �ables.
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Fig. 6. Les résultats de la méthode DFA appliquée au début de course de l’Athlète 3 (gauche) ou de
la fin de course de l’Athlète 1 (droite)(b) En seond lieu, omparons les résultats entre les deux méthodes. Si l'on onsidèreles données relevées sur l'ensemble de la ourse, le test de omparaison ne marquepas de di�érenes signi�atives entre les éhantillons (ĤDFA)1,...,9 et (Ĥ

(2)
OND)1,...,9(on obtient une p-value de 0.64). En revanhe, la même omparaison sur la phase demilieu de ourse (qui est la part en temps la plus importante de la ourse) n'aboutitpas au même résultat: il y a lairement une di�érene signi�ative entre (ĤDFA)1,...,9et (Ĥ

(2)
OND)1,...,9 sur ette portion de ourse (on obtient une p-value de 0.02). Enrevanhe, si les estimations sont enore assez (mais non signi�ativement) di�érentesen �n de ourses, elles sont prohes en début de ourse.() On peut allez plus avant enore dans l'étude des valeurs des di�érentes estimationsde H . En e�et, la partie droite de la Figure 7) trae les di�érents �boxplots� obtenuspour les valeurs de (Ĥ

(2)
OND)1,...,9 pour les 3 phases de ourse. Il semble apparaître uneaugmentation signi�ative de la valeur de Ĥ(2)

OND au �l du temps de la ourse. Uneanalyse de la variane (voir la partie gauhe de la Figure 7) on�rme qu'il y a uneévolution de Ĥ(2)
OND: la p-value est de 0.0158. Cette évolution n'apparaît ependantpas si on s'en tient à la méthode DFA puisque dans e as la p-value est de 0.85!
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ĤDFA Ĥ

(2)
ONDp-value 0.8570 0.0158F-stat 0.16 5.27

Race beginning During the race End of race
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Boxplot of the three samples of estimations by applying wavelet analysis

Fig. 7. Test de comparaison des 3 échantillons (ĤDF A)1,...,9 et (Ĥ
(2)
OND)1,...,9 (à gauche) et boxplots

des 3 échantillons (Ĥ
(2)
OND)1,...,9 relatifs au début, milieu et fin de course (à droite)(d) En�n, vis-à-vis des résultats obtenus par le test d'adéquation, on remarquera que eluiest bien plus souvent aepté lorsqu'on l'applique sur les di�érentes phases de ourseplut�t que sur la ourse entière. Ainsi, l'intérêt de e déoupage et la qualité de lamodélisation par un bruit gaussien loalement frationnaire sont on�rmés par estests (on voit aussi l'amélioration qu'apporte Ĥ(2)

OND par rapport à Ĥ(1)
OND en revenantsur les résultats de la Table 1 pour laquelle, rappelons-le, le test n'était jamais aepté).

5. ConclusionVoii les di�érents points à retenir de notre étude:(a) En premier lieu, il ne faut pas utiliser la méthode DFA pour estimer un paramètre detype fratal. Cette méthode est à bannir!(b) En seond lieu, il est important de déouper une ourse à pied de longue haleine ommeun marathon en di�érentes phases. Les modes de fontionnement physiologiques sem-blent di�érents.() La modélisation par un bruit gaussien loalement frationnaire nous semble trèsfrutueuse dans le as présent des fréquenes ardiaques, mais sans doute aussi dansde nombreux autres. La possibilité de dé�nir le paramètre de fratalité loale dans Rdoit s'avérer très intéressante dans de nombreux as onrets.(d) Liée intimement à e modèle (puisqu'elle fontionne aussi ave éhelles ou fréquenes...),la méthode d'analyse par ondelettes montre ii l'étendue de ses possibilités de ro-bustesse, d'estimation et même de test.(e) En�n, vis-à-vis du fontionnement du oeur en situation de ourse d'endurane, onmontre que le paramètre de fratalité loale semble être aratéristique de l'apparitiond'une fatigue. Cela se marque par une augmentation de la régularité des battements duoeur. Numériquement, on peut montrer que pour les 9 athlètes onsidérés on obtientque Ĥdbut ≃ 1.1, Ĥmilieu ≃ 1.2 et Ĥfin ≃ 1.3 et l'on véri�e une telle hypothèse parun test de Fisher (dont la p-value est de 0.65). On peut omparer es résultats aveeux obtenus dans Goldberger et al. (2002) et Peng et al. (1993)(1994): pour despatients dont on a mesuré les durées d'interbattements pendant 24h, ils ont obtenu(malheureusement ave la méthode DFA! il faudrait voir également e que done laméthode d'analyse par ondelettes...) que pour les patients en bonne santé H = 1.01±
0.16 alors que pour des patients présentant un dysfontionnement ardiaque H =
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1.24±0.22. Il y a don quelque hose de pathologique à avoir des battements de oeurtrop réguliers (d'ailleurs n'est pas plus régulier qu'un oeur qui ne bat plus...) et la�n du marathon peut-être hez ertains une soure d'inquiétude réelle.De nombreuses perspetives s'ouvrent au regard de ette première étude. Tout d'abord, ilfaudrait tester les résultats obtenus ii sur d'autres jeux de données (pendant des oursesà pied, mais aussi pour des sujets au repos, durant leurs sommeils...). Ensuite, puisqu'uneaugmentation du paramètre de fratalité loale semble aller de pair ave l'apparition d'unefatigue du oeur, il serait intéressant de pouvoir déteter (séquentiellement) lorsque ettefatigue est trop importante (voire dangereuse): on aurait là un moyen de prévenir des a-idents ardiaques... En�n, il serait intéressant de orréler les évolutions de e paramètresave elles éventuelles d'autres variables: vitesse instantanée du oureur, fréquene pul-monaire, taux d'aide latique,... qui onstituent les nouveaux jeux de données reueillispar le laboratoire INSERM 902 du Génopole de l'Université d'Evry.
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