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Summary. Pour pouvoir caractériser et interpréter des signaux physiologiques comme ceux
constitués par les fréquences cardiaques instantanées (ou les durées entre deux battements
successifs), il est intéressant de trouver des paramétres qui restent constants au milieu des
fluctuations. Depuis une quinzaine d’années, plusieurs papiers ont considéré le parameétre
de Hurst, paramétre de longue mémoire, comme une telle constante caractéristique. Cepen-
dant leurs résultats posent deux problémes. En premier lieu, ils utilisent la méthode DFA
pour estimer ce paramétre. Or, il est clair que cette méthode n’est pas la plus efficace et
est trés sensible a d’éventuelles tendances. En second lieu, et c’est encore plus préjudicia-
ble aux résultats obtenus, le parameétre de Hurst, souvent estimé a des valeurs supérieures
a 1, borne supérieure admissible pour un tel paramétre, n'est pas une constante représen-
tative de ces signaux, ce qui signifie que les processus longue mémoire ne sont peut-étre
pas de bons modéles. Nous proposons des solutions a chacun de ces deux problémes.
Tout d’'abord, nous utilisons un estimateur construit a partir d’'une analyse par ondelettes
ce qui a plusieurs avantages: des vitesses de convergence optimales dans un cadre semi-
paramétrique, une robustesse a des tendances polynomiales et un graphe de log-regression
extrémement informatif. Ensuite, un nouveau modéle semi-paramétrique, appelé processus
Gaussien localement fractionnaire, caractérisé par un parametre, appelé parametre de fractal-
ité locale, pouvant prendre toute valeur réelle, est défini. La méthode d’analyse par ondelette
permet d'estimer ce paramétre mais également de réaliser un test d’adéquation du modéle.
Appliqué aux données de fréquences cardiaques instantanées relevées chez des athlétes
courant le marathon, un tel modéle est accepté lorsqu’on I'applique de facon différenciée aux
trois périodes de course (début, milieu et fin de course) alors qu’il ne I'est pas si I'on considéere
I'ensemble de la course. On montre ainsi une augmentation du parameétre de fractalité locale
au cours de la course, ce qui va dans le méme sens que les résultats obtenus par Peng et al.
(1995): le coeur en début de course fonctionne comme celui de personnes en bonne santé,
alors qu’en fin de course son comportement est proche de celui de personnes ayant des dys-
fonctionnements cardiaques. Une telle évolution, que la DFA ne permet pas d’observer et qui
n'est pas corrélée avec la valeur méme des fréquences cardiaques, est a associer avec la
fatigue apparaissant en fin de course. La détection d'une trop grande valeur du parameétre de
fractalité locale pourrait donc étre essentiel pour garantir la santé de coureurs amateurs.

E-mail: bardet@univ-parisl.fr
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1. Introduction

Le but de cet article est de proposer un modéle et une méthode d’identification de ce
modéle pour des données de durées entre battements de coeur successifs recueillis auprés
d’athlétes courant un marathon (ici le Marathon de Paris 2004). La Figure 1 propose
plusieurs exemples de telles données (le nombre total d’athlétes dont nous avons obtenu
des relevés fiables est de 9 sur les 50 enregistrés, la moyenne de leurs fréquences cardiaques
instantanées étant de 162 battements par minutes).

[~ HR(Hertz) Ath.1

‘ 140
2.2

0.5 1 15 2 25 0.5 1 1.5 2 2.5 0.5 1 15 2 2.5
x10* x 10" x 10"

Fig. 1. Battements cardiaques pour I'Athléte 1 en ms, Hertz et BPM (en haut), et pour les Athletes
2,3 et4 en BPM (en bas)

Les données de fréquence cardiaques sont évidemment un enjeu important en médecine et
une nombreuse littérature existe sur ce sujet. En particulier, les problémes d’arythmies car-
diaques sont décelées a partir de tels relevés (souvent sur 24k ou parfois plus). En général ce
sont les grands changements de fréquence (ou de durée inter-battements) qui sont décelés
et étudiés. Cependant, des analyses spectrales de tels signaux ont mis en évidence un
comportement double: une phase dite “orthosympathique” pour les fréquences inférieures
comprises entre 0.04 et 0.15 Hz et une phase dite “parasympthique” pour les fréquences
supérieures entre 0.15 et 0.5 Hz (voir & ce sujet les conclusions du groupe de travail de
I’European Soc. Cardiology and the North American Society of Pacing and Electrophys-
iology, 1996). La régularité des trajectoires formées par ces données peut donc s’avérée
intéressante a étudier.

Quoique celui-ci puisse aussi bien étre relatif & une régularité locale comme & un comporte-
ment & long terme, un paramétre de type “fractal” est désormais fréquemment utilisé pour
caractériser ’erratisme des trajectoires. Ainsi, lorsque I’on considére une série chronologique
stationnaire dont la série des autocovariances est non-sommable on dit que la série est a
longue mémoire et le paramétre de Hurst mesure en quelque sorte la dépendance. Depuis
son introduction par Hurst (1951) pour des données hydrologiques, cette propriété de longue
mémoire (ou de forte dépendance) a été mise en évidence dans de nombreux champs théma-
tiques: télécommunications, informatique, économie et finance, biomécanique... Ainsi, assez
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naturellement, de nombreuses recherches ont été menées dans cette direction pour décrire
les fluctuations de signaux physiologiques en fonction du temps (voir par exemple Peng et
al., 1993, Goldberger, 2001 et Goldberger et al., 2002). Par ailleurs, pour un processus
& accroissements stationnaires, ’exposant de Holder local permet de mesurer la régularité
locale de la trajectoire. Lorsque le processus est en plus autosimilaire (invariant par change-
ment d’échelles), son paramétre d’autosimilarité est cet exposant. Le mouvement brownien
fractionnaire (voir plus loin un rappel de sa définition) est l’exemple sans doute le plus
célebre d’un tel processus. On trouvera dans Peng et al. (1995) une analyse en ces termes
des données de battements cardiaques. Lorsque le processus est dit multifractal, plusieurs
parameétres peuvent étre représentatifs de la régularité de la trajectoire. Des applications
aux données de battements cardiaques peuvent se trouver dans Ivanov et al. (1999) ou Absil
et al. (1999)(le caractére multifractal, et plus précisément bifractal pouvant s’expliquer par
les deux comportements précédemment cités).

L’étude statistique qui suit va tenter de répondre & divers questions et problémes lais-
sés en plan par les études effectués sur ces données. Les problémes issus de ces études sont
les suivants:

e Que mesure-t-on? Une régularité locale ou un comportement de type longue mémoire?

Quelle est la méthode utilisée pour estimé le (ou les paramétres). Est-elle efficace et
robuste?

Comment expliquer que le parameétre estimé soit souvent proche de 1 voire supérieur
a 1, ce qui a priori n’est pas acceptable pour un processus autosimilaire ou & longue
mémoire (dont les moments d’ordre 2 existent clairement)?

Quel modéle proposer pour modéliser ces données de battements cardiaques et peut-on
tester 'ajustement d’un tel modéle?

Y-a-t-il une particularité aux données relevées durant un effort d’endurance comme
un marathon?

Nous proposons trois étapes majeures permettant, nous semble-t-il, de répondre a ces ques-
tions et problémes:

(a) En premier lieu (voir Section 2), on découpe les données suivant une méthode adap-
tative de détection de ruptures en moyenne et variance (on reprend ici un algorithme
proposé dans Lavielle, 1999). On verra ainsi qu’un tel découpage se résume pour
la plupart des coureurs & trois moments de leur course: le début, le milieu et la fin
de course, ce qui semble assez naturel. Et nous verrons que les comportements sur
chacune de ces phases sont différents et exhibent des propriétés invisibles lorsque ’on
prend la série de données en son intégralité.

(b) La méthode DFA (Detrended Fluctuation Analysis) est souvent utilisée pour estimer
le paramétre “fractal” dans la plupart des travaux cités précédemment (voir aussi Ab-
sil et al., 1999, ou Ivanov et al., 1999). Or, cette méthode qui est une extension pour
des séries avec tendance de la méthode des variances agrégées, n’est pas une méth-
ode efficace et robuste pour estimer le paramétre de longue mémoire (voir Bardet
et Kammoun, 2008). Les méthodes semi-paramétriques comme celles du minimum
de contraste introduite par Robinson (1995) ou de log-régression du périodogramme
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(voir Moulines et Soulier, 2003) sont théoriquement et empiriquement bien plus in-
téressantes. Il en est de méme avec la méthode d’analyse par ondelettes (voir par
exemple Abry et al., 2003, ou Moulines et al., 2007), que nous allons utiliser dans la
Section 3, qui a de plus "avantage de s’adapter au modéle proposé ci-dessous.

(c) Un nouveau modele, appelé bruit gaussien localement fractionnaire, est proposé pour
modéliser les données dans chacune des phases. Il constitue une généralisation semi-
paramétrique du bruit gaussien fractionnaire (BGF en abrégé, obtenu a partir des
accroissements du mouvement brownien fractionnaire): sa représentation harmonis-
able (spectrale) est la méme que celle du BGF dans une certaine bande de fréquences,
c’est-a-dire une fonction puissance dépendant d’un paramétre appelé paramétre de
fractalité locale. Ce paramétre est donc analogue au parameétre de Hurst du BGF
sauf qu’il peut prendre toutes valeurs réelles dés que la bande fréquence est finie et ne
comprend pas 0. La méthode d’analyse par ondelettes permet d’estimer ce paramétre
et également de proposer un test d’adéquation.

Lorsque I’on applique cette méthodologie a nos données cardiaques, on observe un phénomeéne
trés intéressant: le test d’adéquation est accepté dans chacune des trois phases des trajec-
toires (alors qu’il ne 'est pas si on applique sur lintégralité de chaque trajectoire) et on
montre qu’il y a une augmentation significative du parameétre de fractalité locale. Ceci ne
pouvait pas étre observé en utilisant la méthode DFA. En devenant ainsi d’une certaine
maniére de plus en plus ‘“réguliére”, la trajectoire en fin de course ressemble a celles de
certains malades du coeur, alors qu’elle ressemblait & celles d’individus en bonne santé en
début de course (les comparaisons sont obtenues & partir des résultats de Peng et al. (1993)).
Ainsi, une trop grande valeur de ce paramétre de fractalité locale peut étre représentatif
de ’apparition d’une fatigue du coeur. Une trop grande ‘“régularité” de la trajectoire des
fréquences cardiaques instantanées peut témoigner d’un danger alors méme que les valeurs
de ces fréquences ne paraissent pas alarmantes. Les fluctuations pourraient s’avérer plus
informatives que les valeurs, et la mise en place de détection séquentielle d’une trop grande
régularité cardiaque pourraient permettre de prévenir des risques cardiaques (comme cela
arrive malheureusement trop fréquemment lors d’épreuves telles le marathon).

2. Détection des différentes phases de courses

Nous avons donc commencer par appliquer une méthode de détection adaptative des change-
ments en moyenne et variance de la trajectoire de chacun des coureurs. Cette méthode a
été développée et programmeée par M. Lavielle (on trouvera des détails sur ce qui suit dans
Lavielle, 1999, Lavielle et Moulines, 2000, et surtout Lavielle et Luden&, 2001). Le principe
de la méthode est le suivant:

On suppose que l'on observe (Y'(i),i=1,...,n) is et qu’il existe 7 = (71,72, ..., Tk —1) avec
0=10<7 <72 <..<Tg_1<n =Tk tels que pour toit j € {1,2,...,K}, la loi de
Y (i) dépend d’un paramétre §; € © C R? (avec d € IN) pour tout 751 < i < 7;. Donc, K
est le nombre de segments entre les différents instants ordonnés 7 = (71, 72,..., 7k —1). Soit
maintenant une fonction de contraste

Ue (Y(Tj + 1),Y(Tj + 2), .. .,Y(Tj+1)),

avec § € R? et que 'on applique & chaque vecteur (Y (7; +1),Y (7 +2),...,Y(7j41)) pour
tout j € {0,2,..., K — 1}. L’exemple classique d’une telle fonction est celui-ci: is

Us(Y(154+1),Y (15 +2),...,Y(r541)) = —2log Lo (Y (75 + 1), Y (7j + 2),..., Y (7541)),
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ot Lg est la vraisemblance (on suppose le modéle statistique dominé). Ainsi, pour tout
j€{0,2,..., K — 1}, on peut définir:

§j = Alégergin Uy (Y(Tj +1),Y(r; +2),..., Y(Tj+1)).

Soit

R K-1

G(r,.. k1) = Y Uy, (Y (15 + 1), Y (1 +2),..., Y (7j11)).
En conséquence, un estimateur (71, ...,7x—1) peut étre défini comme:

(7-17--'77-K—1): O<7-1<7él;g..r.n<1}-11(,1<n G(Tl,...7TK_1). (1)

Le principe d’une telle estimation est trés général (il peut par exemple étre appliqué dans le
cas de séries temporelles ayant des tendances polynomiales) et on pourra trouver différents
articles donnant le comportement asymptotique de 'estimateur (71,...,7Tx—1) suivant les
hypothéses de dépendance faites sur Y (voir par exemple Bai, 1998, Bai et Perron, 1998,
Lavielle, 1999, Lavielle et Moulines, 2000, ou Lavielle et Ludend, 2001).

Dans le cas particulier des données de battements de coeur, nous avons choisi de déterminer
les changements éventuels en moyenne et variance (un autre choix, celui des changements de
régularité, a été fait dans Bardet et Kammoun, 2007). Ainsi,pour tout j € {0,1,..., K —1},
on considére le modéle général:

Y(i)=pj+oe forallie{r+1,...,711},

ou 8; = (mj,0;) € R x (0,00) et (g;) est une suite de variables aléatoires centrées et de
variance 1.
Dans un tel cadre, une fonction de contraste naturelle est:

Up, (Y(rj + 1), Y(rj1) = > w
l=T;+1 J

et ainsi 'estimateur bien connu de §; est:

N 1 Tj+1 1 Tj+1 )

9-:(@-,3-):(7 Y(0), ——— Y (0) — i )

J 3> 0] Tl — 1 E_;rl Tl — T z_;-ﬂ ( i)
Donc lestimateur (71, ...,7x—1) peut étre déduit de (1).

Quand le nombre de ruptures est inconnu, on utilise un nouveau contraste V construit
comme la somme du précédent contraste U et d’une fonction de pénalisation (pen) croissante
en le nombre de ruptures K, soit, plus précisément,

~

V(Tl,...,TK_l,K) = é(Tl,...,TK_l)-i-ﬁ X pen(K),

avec # > 0. En conséquence, en minimisant V' par rapport a 71,...,7x—1, K, un estimateur
K est aussi obtenu, estimateur dont la valeur peut varier en fonction du paramétre de
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pénalisation 3.
Pour les données de fréquences cardiaques, nous avons choisi pen(K) = K. Par ailleurs, si
Gk =G(T1,...,Tk—1), pour K = K1,..., Kjprax on peut définir

GKi - GKi+1

bi= K1 — K;

and l; = B; — Bi41 aveci > 1.

Ainsi, la valeur K retenu est la plus grande valeur des K; telle que l; >> [l; pour j > 1.

Lorsque l'on applique cette méthode de détection adaptative des ruptures, on trouve pour
presque tous les coureurs K = 3, ce que 'on pourrait qualifier de 3 phases de course de
tailles différentes: le début (environ 20min en général), la fin (environ 20min également en
général) et le milieu de la course (le reste du temps). La Figure 2) propose un exemple d’un
tel découpage. Pour 2 coureurs, nous n’avons pu distinguer le début ou la fin de course de
la partie centrale et K = 2.

200

. . . . .
o 0.5 1 15 2 2.5
x 10*

Fig. 2. Détermination des différentes phases de course pour un athléte

Lorsque l’on considére les données de fréquences cardiaques sur chacune des phases obtenues,
on obtient a peu prés un comportement stationnaire. Pour essayer de déterminer si un
changement a lieu durant une de ses phases, nous allons nous intéresser & un paramétre de
type fractal qui pourrait en étre caractéristique.

3. Un premier modéle et I'estimation par analyse par ondelet tes

Quand on étudie les données de fréquences cardiaques sur chacune des phases (mais aussi
sur l'intégralité des données), on remarque que le corrélogramme est typique de celui d’un
processus a forte mémoire, c’est-a-dire une décroissance trés lente de ’autocorrélation em-
pirique. Par ailleurs, ’hypothése de normalité de la distribution des données semble plau-
sible (ne sachant pas vraiment la dépendance entre les données on ne peut valider une telle
intuition par un test). On aurait donc envie, dans une premiére étape, de modéliser les
données dans chaque phase de course par un bruit gaussien fractionnaire (qui est un proces-
sus gaussien a longue mémoire). Cette intuition peut également sembler acceptable lorsque
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I’on compare le graphe d’une trajectoire durant une phase de course avec celui d’un bruit
gaussien fractionnaire simulé avec un paramétre proche de 1 (voir la Figure 3). Ainsi, le
bruit gaussien fractionnaire pourrait étre un modéle plausible pour les données de fréquences
cardiaques dans chaque phase de course.

L L L L L L L L
2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000

x 10

1

_20 ZC;OD 40‘00 SC;DD 80‘00 10[‘)00 12C‘)00 14[‘)00 18500
Fig. 3. Comparaison entre le graphe des données de battements de coeur durant le milieu de course
(Athlete 4) et celui d’un bruit gaussien fractionnaire simulé (H = 0.99)

Rappelons juste quelques éléments théoriques concernant le BGF. En premier lieu, on dit
qu’un processus stationnaire Y = {Y(k), k € IN} possédant des moments d’ordre 2 est a
longue mémoire (LM) ou fortement dépendant si:

Z Iry (k)| = 0o avec ry(k) =E[Y(0)Y (k)]
kelN

Un cas particulier de processus LM est celui dont la covariance se comporte comme
ry (k) ~ K*2L(k) , quand k — oo,

avec L(k) une fonction & variations lentes (i.e. Vt > 0, L(xt)/L(x) — 1 quand x — o) et
He (%, 1) est appelé le parameétre de Hurst.
On peut relier la notion de processus LM & celle de processus autosimilaire de la facon
suivante. Tout d’abord, on dit que X = {X(t), t > 0} est un processus autosimilaire &
accroissements stationnaires lorsque Ve > 0:

(X(et)), £ (X (2))

ou H est appelé le paramétre d’autosimilarité. Sion considére le processus agrégeé { X (¢), t >
0} tel que X (k) = Zle Y (i) on Y est un processus autosimilaire, alors sous des conditions
assez faibles (par exemple Y est gaussien ou est un processus linéaire causal), on peut
montrer que pour k — oo, la loi de {X (¢),t > k} est celle d’un processus autosimilaire (voir
Doukhan et al., 2003, pour plus de details).

Le BGF est un exemple de processus LM gaussien. Plus précisément, YH = {YH (k), k €
IN} est un BGF, lorsque

t?

0.2

ryn (k) = = (Ik + 122 — 2|k + |k —1*H) VkeN,
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avec H € (0,1) et 02 > 0. On vérifie par une formule de Taylor que pour H € (%, 1),
ryu (k) ~o*H(2H — 1)k*=2 | quand k — oc.

Pour un FGN centré, le processus agrégé correspondant, noté ici X7, est appelé le mouve-
ment brownien fractionnaire (MBF) et X est I'unique processus gaussien H-autosimilaire
et & accroissements stationnaires, vérifiant donc

Var(X (k)) = o |k|*" Vk € N.

Il est clair que YH (k) = X (k) — X (k — 1): la suite des accroissements d'un MBF con-
stitue un BGF.

Avant de pouvoir tester si nos données de battements de coeur peuvent étre modélisées
par un BGF, commencons par dire quelques mots sur les estimateurs de H. En premier
lieu, disons que l'on trouvera un large éventails de tels estimateurs dans le livre de Doukhan
et al. (2003). Il est bien clair que si I’on voulait estimer stricto sensu le paramétre H d’un
BGF a partir d’une de ses trajectoires, on préférerait utiliser une méthode paramétrique, en
particulier le méthode du contraste de Whittle (dont on trouvera les principaux résultats
asymptotiques dans Fox et Taqqu, 1987). Cependant, ici, nous aimerions travailler dans un
cadre semi-paramétrique (nous verrons ci-dessous pourquoi) et en plus avec I’ajout éventuel
d’une tendance au processus. La méthode d’estimation utilisant une analyse par ondelettes
offre tous les avantages vis-a-vis d’un tel cahier des charges. De plus un test d’adéquation
sera facilement implémentable & partir de cette estimation. Présentons maintenant suc-
cinctement cette méthode, qui a été introduite par Flandrin (1992), puis développée par
Abry et al. (2003) et Bardet et al. (2000). Dans Wesfreid et al. (2005), une analyse
multifractale des données de battements cardiaques utilisant le maximum des modules de
la transformée en ondelettes a été appliquée pour la premiére fois.

On considére donc 9 : R — R une fonction appelée ondelette mére. Pour (a,b) € R% x R
et A = (a,b), on définit la famille de fonctions i) par

ww:):%w(%—b).

Les paramétres a et b sont appelés I’échelle et le “shift” de la transformée en ondelette (ici
continue). Soit dz(a,b) le coefficient d’ondelette du processus Z = {Z(t), t € R} pour
I’échelle a et le shift b:

dzta.b) = 2= [ 0 D200 =< 00 Z > 120w

Lorsque ’on considére une série chronologique plutét qu’un processus en temps continu, une
somme de Riemann peut remplacer l'intégrale et on obtient ainsi le coefficient d’ondelette
approché ez (a,b). On suppose par ailleur que la fonction 1 est telle qu’il existe M € IN*
vérifiant,

/tmw(t)dt:O for all m € {0,1,...,M}; (2)
R

On dit alors que, ¥ a ses M premiers moments qui s’annulent.
Effectuer une analyse en ondelette d’un processus revient & regarder le comportement des
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coefficients d’ondelettes. Ceci peut étre fait pour des processus LM ou autosimilaire. On
obtient en particulier que:

e Si Z est un processus LM stationnaire de paramétre de Hurst H,

E(d%(a,b)) = Var(dz(a,b)) ~ C(¢, H)a** ™' quand a — co.

e Si Z est un processus H-autosimilaire & accroissements stationnaires,

E(d%(a,b)) = Var(dz(a,b)) ~ K (¢, H)a** ! pour tout a > 0

avec C(¢, H) et K(v, H) deux constantes positives dépendant seulement de ¢ et de H
(ces résultats ont été prouvés dans Flandrin, 1992 et Abry et al., 1998). Ainsi dans les
deux cas, la variance des coefficients d’ondelettes est loi de puissance en a, et une log-log-
régression permet d’obtenir un estimateur de H. Lorsque l'on considére une trajectoire
(Z(1),...,Z(N)) du processus, cette lo-log-régression se fera a partir d’un estimateur “na-
turel” de la variance, la variance empirique des coefficients d’ondelettes , par exemple i.e.

, W
Sn(a) = N/l ; ez(a,i). (3)

On peut alors également tracer le graphe des (loga;,log Sn(a;))1<i<¢ en choisissant une
famille d’échelles (a;); appropriée et le coefficient directeur de la droite de régression par
moindres carrés fournit I’estimateur Hoyp de H.

Dans un cadre semi-paramétrique général de processus LM stationnaires Gaussien ou linéaires,
Moulines et al. (2007) et Roueff et Tagqu (2008) ont montré que Honyp converge vers H
suivant une vitesse de convergence optimale (par rapport & un critére minimax) dés que
les échelles sont choisies de maniére adéquate. Veitch et al. (2003) et Bardet et al. (2008)
ont proposé une sélection adaptative de ces échelles et montré que la vitesse de convergence
était conservée (& un logarithme pres).

Dans les cadres respectifs des FBM et des processus de Rosenblatt, qui sont autosimilaires
et & accroissements stationnaires, Bardet (2002) et Bardet et Tudor (2008) ont déterminé
la vitesse de convergence de ﬁo ~np vers H. Ces travaux s’étendent facilement & un cadre
semi-paramétrique (voir par exemple la généralisation faite aux processus multi-échelles
dans Bardet et Bertrand, 2007).

Enfin, que ce soit pour les processus LM ou autosimilaires, les résultats de convergence
de Honp vers H sont conservés méme si une tendance polynomiale est rajoutée au proces-
sus (cela a été remarqué pour la premiére fois dans Abry et al., 1998). Pour cela, il suffit
que les d premiers moments de 1 s’annulent, ot d est le degré de la tendance polynomi-
ale. Une maniére de toujours annuler une telle tendance est de considérer une ondelette
annulant tous ses moments, comme c’est le cas notamment si ’on choisit une ondelette de
Lemarié-Meyer.

Pour terminer, nous dirons que ’analyse par ondelette de tels processus a un avantage sup-
plémentaire: on peut facilement construire un test d’adéquation de type Chi-deux & partir
de la log-log-régression précédente. Pour cela, il suffit d’utiliser une log-log-régression par
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Table 1. Application du premier estimateur f[(olj)\,D par la méthode d’analyse par ondelette sur

les données de battements de coeur des différents athléetes

Phases
Course entiere Début de course  Milieu de course Fin de course

Athl 0.8931 1.1268 1.1064 1.2773
Ath2 1.1174 0.7871 1.0916 0.8472
Ath3 1.0208 1.0315 1.1797 -

Ath4 0.9273 - 1.0407 0.7925
Athb 1.0986 1.3110 1.0113 1.3952
Ath6 1.0769 1.5020 1.1597 1.3673
Ath7 1.0654 1.4237 1.1766 1.0151
Ath8 0.9568 1.6600 0.9699 1.1948
Ath9 0.9379 1.5791 0.9877 0.7263

moindres carrés pseudo-généralisés (la matrice de covariance de la log-log-régression peut
étre estimée), puis de définir une distance entre les points et cette droite de régression (pour
plus de détails, voir dans le cadre du FBM, Bardet, 2002; notons que dans un tel cadre les
échelles a; doivent avoir une vitesse supérieures a N'/3).

Les physiologistes qui ont pour la premiére fois voulu estimer un paramétre de type Hurst
pour des données de battements de coeur ont choisit d’utiliser une autre méthode: la méth-
ode DFA (pour Detrended Fluctuation Analysis) introduite par Peng et al. (1994). Cette
méthode est une version pour des séries a tendances de la méthode des variances agrégés.
Plus précisément, elle consiste & agréger le processus (qui est supposé étre de type LM +
tendance) et le diviser dans des fenétres de tailles différentes, puis de détendancialiser ce
processus a partir de régressions linéaires dans chaque fenétre, de calculer alors la variance
des résidus, et d’estimer H a partir d’une log-log-régression des différentes variances résidu-
elles obtenues pour différentes tailles de fenétre.

Disons le tout net: cette méthode est un non-sens statistique. Si, pour un processus
gaussien stationnaire LM, la vitesse de convergence de Hpra (estimateur de H par DFA)
reste intéressante, elle ’est moins (& des constantes prés) que la simple méthode des vari-
ances agrégées, ou que les méthodes du log-périodogramme, du contraste Whittle local ou
d’analyse par ondelettes (voir Bardet et Kammoun, 2008 pour plus de détails). Le point
trés négatif de cette méthode est celui de la détendancialisation par régression linéaire dans
chaque fenétre: ceci ne peut avoir d’effet positif que si la tendance est une constante. Dés
que la tendance est un polynome de degré supérieur, ou bien une simple fonction constante
par morceaux, les effets de cette étape sont trés nocifs et 'estimateur Hppa converge vers
tout & fait autre chose que H... (voir encore Bardet et Kammoun, 2008).

On présente dans la Table 1 les différents calculs de ﬁg z)v p (on a choisit ici une ondelette
mére de Daubechie d’ordre 4 et des échelles de longueur a; = i- N** aveci =1,--- ,6) sur
nos données de battements de coeur pour les 9 athlétes, pour la série entiére des données
d’un athléte, puis pour chacune de ses phases de course.

Deux problémes importants découlent de ces résultats.
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(a) En premier lieu, les estimations de ﬁ(()l ])v p sont souvent plus grandes que 1. Pourtant
un BGF ne peut seulement étre défini que pour H € (0, 1). Pour obtenir un processus
dont ’estimation d’un paramétre fractal serait supérieur & 1, au moins une des trois
hypotheéses vérifiées par le BGF soit étre remise en cause:

e ’hypothése que le processus est stationnaire;
e ’hypothése que le processus est gaussien;

e I’hypothése que seulement deux paramétres (H et o2) suffisent a définir le pro-
cessus.

Dans la suite, un nouveau modéle sera proposé et nous ferons le choix de conservé les
deux premiéres hypothéses mais de remplacer la troisiéme par une hypothése semi-
paramétrique.

(b) Le second probléme concerne le test d’adéquation évoqué plus haut. En effet le test
n’est jamais accepté, que 'on considére la série en son intégralité (souvent de 'ordre
de 25000 données) ou en ses différentes phases. On peut donc dire que les données
ne se comportent pas comme un BGF. Une explication de ce rejet peut se déduire
de la Figure 4: quand on considére le résultat de la log-log-régression, les points
(log a;,log Sn(a;))1<i<s sont clairement alignés pour a; < a,,, mais pas suffisamment
pour a; > a,,. Ainsi nos données de battements de coeur se comportent comme un
BGF pour des “petites” échelles (ou des hautes fréquences) mais pas pour des “grandes
échelles” (ou des petites fréquences)

18 T T T T 18
16 q 16 q
14+ 4 14+ 4
= 12t 1 = 12t 1
S S
£ £
£ =
g g
g 101 T 5 101 T
8 R 8 R
6 E 6 E
4 . . . . 4 . . . .
4 5 6 7 8 9 4 5 6 7 8 9
Log. of chosen scales Log. of chosen scales

Fig. 4. The log-log graph of the variance of wavelet coefficients relating to the HR series observed
during all the race and in the end of race (Ath2)

Remarque: Cette derniére conclusion obtenue a partir de I’examen de la Figure 4 confére
un autre avantage de la méthode d’analyse par ondelette. En effet, cette figure permet
de controler visuellement ce que 'on fait et de pouvoir questionner le modeéle choisi. Par
exemple, dans Bardet et Bertrand (2007), du fait de la présence de 2 zones de linéarité de
ce graphe (log a;,log Sy (a;))1<i<e, on a développé un modéle de type multiéchelle pour étre
en meilleure adéquation avec des données biomécanique.
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4. Unnouveau modeéle pour modéliser les fréquences cardiaqu es: ale bruit gaussien
localement fractionnaire

Le modéle que nous avons choisi pour modéliser les fréquences cardiaques s’inspire des
résultats déja obtenu dans Bardet et Bertrand (2007). Contrairement a ce qui a été fait
précédemment nous allons désormais travailler avec des fréquences plutot que des échelles
(avec la simple définition que l'un est l'inverse de 'autre). Si on reprend, le méme type de
graphe que celui de la Figure 4 mais en fréquence (ce qui inverse le sens de la courbe) et
avec beaucoup plus de fréquences choisies, on obtient la Figure 5 qui suit:

20 q
251 il

* 181 k B

14} —

Logarithm of IN
Logarithm of IN

TR o 2 2 1 o 1 2
Logarithm of the chosen frequencies (Hz) Logarithm of the chosen frequencies (Hz)
Fig. 5. Le log-log graphe des variances empiriques des coefficients d’ondelettes pour les battements

de coeur de I'Athlete 6 lors de la phase d’arrivée en choisissant une bande de fréquence [0.01 12]
(a gauche) et de [0.2 4] (a droite).

On voit donc qu’en restreignant la bande de fréquence on obtient bien une zone de linéarité
(soit un comportement de méme type que le BGF) alors qu’en dehors de cette zone d’autres
phénomeénes se produisent. Pour arriver & construire un modéle qui puisse se comporter de
cette maniére, on rappelle la représentation spectrale d'un MBF X = {XH(t),t € R} de
paramétres H et o

et —1 —~

XH(t) =0 C(H) . WW(dg) pour t € R

ot W(d§) est une mesure brownienne /V[7(d§) est sa transformée de Fourier au sens des
distributions et C?(H) = 7' HT'(2H ) sin(wH). Aussi peut définir une généralisation X, =
{X,(t),t € R} de ce processus que nous appellerons “mouvement brownien localement
fractionnaire” qui est tel que:

et — 1~
X,(t) = /]R WW(dQ pour t € R

ou la fonction p : R — [0, 00) est une fonction paire telle que:
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1
o p(é) = - 1€]1H1/2 pour [€] € [wo,w1] avec H € R, o> 0 and 0 < wy < wy < 00;

1
. LAE? d¢ < 0.
/JR ( ) p*(£)
La preuve de I'existence d’un tel processus, dont les accroissements sont stationnaires, peut
se trouver dans Cramér et Leadbetter (1967). Les principaux avantages d’une telle général-
isation du MBF sont les suivantes:

(a) C’est un modeéle semi-paramétrique permettant beaucoup plus de souplesse en mod-
élisation;

(b) X, se comporte comme un MBF seulement dans une bande de frréquence;

(c) Dans cette bande, le paramétre H, que l'on appelera “paramétre de fractalité locale”
n’est pas restreint a étre dans [0, 1] mais il peut prendre n’importe quelle valeur de R.

Aussi, & partir d’une telle, peut-on déduire le modéle suivant pour les données de fréquences
cardiaques:

e sin(£/2) —

Y,(t) = X,(t+1) — X,(t) :2-Re(/ W(dg)) pour t € R.

R p(§)
Remarquons que Y, = {Y,(¢),t € R} est un processus gaussien stationnaire et que la fonc-
tion (2sin(£/2)p~1(€))? est aussi appelée la densité spectrale de Y.

Notre but est maintenant d’obtenir une estimation du paramétre de fractalité locale H
A partir d’une trajectoire

(Yo(AN), Yp(2AN), ..., Y,(NAN))

connue ot Ay — 0Oet NAxy — oo quand N — oo. Il est bien clair que cela signifie également
qu’une trajectoire (X,(An),..., X,(INAy)) est observée. La particularité de I’analyse par
ondelette proposée est de considérer une ondelette meére vérifiant les propriétés suivantes:
¥ : R — R est une function C* telle que:

e pour tout s > 0, / [t (¢)] dt < oo
R

e la transformée de Fourier @Z(f) de ) est une fonction paire dont le support est [— 3, —a]U
[, B] avec 0 < a < .

Alors, en utilisant les résultats de Bardet et Bertrand (2007), pour tout a > 0 tel que
[a 1) 0 «

| C [wo,w1], i.e. a € [—,—], (dx,(a,b))scr est un processus stationnaire gaussien et
a a w1 wo

E(d%, (a,.)) = K(¢,H,0) - a1,

avec K (1, H,0) > 0 ne dépendant que de ¢, H et 0. Remarquons qu’une telle propriété ne
peut étre vérifiée que si le support de v est tel que:

w
b

« wo
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Table 2. Valeurs de H estimées, avec la méthode DFA et la méthode d’analyse par on-
delettes sur la bande de fréquences [0.2,4]. On note par (*) les séries pour lesquelles
le test d'adéquation est rejeté. Enfin, les p-values en bas du tableau proviennent d'un
test de comparaison des deux échantillons (Hpra)i,...,0 and (Hg])\,D)l,,,,,g pour les dif-
férentes séries

Course entiére Début de course  Milieu de course Fin de course

Hpra H(ozz)\rD Hpra H(Ozl)VD Hpra H(ozz)\rD Hpra H(ozz)\rD
Athl 0.928 1.288" 1.032 1.192 1.060 1.214 0.429 1.400
Ath2 1.095 1.268" 0.905 0.973 1.126 1.108 1.240 1.452*
Ath3 1.163 1.048 0.553 0.898 1.130 1.172 -
Ath4 1.193  0.9167 - - 1.098 1.249* 1.172 1.260
Athb 1.239 1.110 1.267 1.117" 1.133 1.205 1.273 1.348™
Ath6 1.247  1.084" 1.237 1.106 1.091 1.172 1.436 1.338
Ath7 1.155 1.095 0.850 1.295 1.182 1.186™ 1.129 1.209
Ath8 1.258 1.011 1.304 1.128" 0.995 1.134 1.122 1.247
Ath9 1.243 1.429* 0.820 1.019 1.127 1.535 1.250 1.238*

p-value 0.6414 0.3723 0.0225 0.1260
F-stat 0.23 0.85 6.38 2.65
B« : - o . .
De plus, pour a € [—, —], la variance empirique Sy (a) définie par (3) et calculée & partir
w1 Wo
2 : s .
de (X,(An),..., X,(NAN)) converge vers E(pr (a,.)) suivant un théoréme de la limite
centrale avec une vitesse de convergence en NAy. Ainsi lorsque (a1, ...,a¢) € [“%, wio]l,
une log-log-régression des (a;, Sy (a;))1<i<¢ fournit une estimation ode H (et 'estimateur

I (@ . s o .
ainsi construit, H, (() z)v p suit un théoréme de la limite centrale avec une vitesse de convergence

en v NAy). De plus, comme précédemment, un test d’adéquation du Chi-deux peut-étre
construit & partir d’une distance entre les points (log(a;),log(Sn(ai)))1<i<e et la droite de
régression par moindres carrés pseudo-généralisés.

La principale difficulté pour un définir de tels estimateur et test est de déterminer la “bonne”
zone de fréquence [wo, w1] (car wp et wy sont concrétement a priori inconnus). La solution la
plus simple, telle celle que retrace la Figure 5 consiste a choisir une bande de fréquence trés
large puis de sélectionner graphiquement la meilleure zone de linéarité du nuage de points
(log(a;),log(Sn(a;)))1<i<e. Ceci pourrait étre fait pour les 9 coureurs et pour les différentes
phases de course. On peut ainsi obtenir une bande de fréquences commune & 1’ensemble
de ces graphes: c’est cette démarche que nous avons choisie ici, du fait que ’on peut es-
pérer trouver en cette bande de fréquence une sorte de constante humaine. Cependant, une
méthode plus “statistique” pourrait étre également mise en place & partir d’un estimateur
adaptatif (pour chaque série de données) de cette meilleure zone de linéarité, comme cela
avait déja était entrepris dans Bardet et Bertrand (2007). Nous avons donc appliqué la
méthode évoquée en utilisant une ondelette de Lemarié-Meyer “dilatée” (qui vérifie les pro-
priétés évoquées ci-dessus) telle que 8 = 2a = 47/3, d’abord dans la bande de fréquence
[0.01,12] (voir Figure 5). On en déduit ensuite une zone commune [wy,w1] = [0.2,4] pour
séries entiéres et partielles de données. Ceci permet d’obtenir les estimations de H par les

deux méthodes, soit H DFA €t ﬁg J)V p obtenu par ’analyse par ondelettes dans la bande de
fréquences choisie. Les résultats sont récapitulés dans la Table 2.
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Commentaires des résultats obtenus:

(a)

Les différentes estimations sont en général comprises entre 1 et 1.5. Seule la méthode
DFA conduit parfois a des valeurs différentes. C’est le cas en particulier du début de
course de I’Athléte 3 ou de la fin de course de I’Athléte 1. La Figure 6) examine ces
deux séries, et ’on peut observer que les séries semblent entachées d’une tendance (un
polynéme de degré 2 serait approprié). Or, comme cela a été montré théoriquement
et numériquement dans Bardet et Kammoun (2008), la méthode DFA n’est pas du
tout robuste dans un tel cadre. Ceci confirme que la méthode DFA peut conduire &
des résultats non fiables.
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Fig. 6. Les résultats de la méthode DFA appliquée au début de course de I'Athléte 3 (gauche) ou de
la fin de course de I'Athléte 1 (droite)

(b)

En second lieu, comparons les résultats entre les deux méthodes. Si 'on considére
les données relevées sur ’ensemble de la course, le test de comparaison ne marque
pas de différences significatives entre les échantillons (ﬁDFA)L.“)Q et (Ag])\,D)17,,,,g
(on obtient une p-value de 0.64). En revanche, la méme comparaison sur la phase de
milieu de course (qui est la part en temps la plus importante de la course) n’aboutit
pas au méme résultat: il y a clairement une différence significative entre (ﬁ DFA)1,....9

et (ﬁ(ozj)\[D)l,...,g sur cette portion de course (on obtient une p-value de 0.02). En
revanche, si les estimations sont encore assez (mais non significativement) différentes
en fin de courses, elles sont proches en début de course.

On peut allez plus avant encore dans ’étude des valeurs des différentes estimations
de H. En effet, la partie droite de la Figure 7) trace les différents “boxplots” obtenus

pour les valeurs de (ﬁg])\,D)17,,.)g pour les 3 phases de course. Il semble apparaitre une

augmentation significative de la valeur de ﬁg ])v p au fil du temps de la course. Une
analyse de la variance (voir la partie gauche de la Figure 7) confirme qu’il y a une
évolution de H (()2 z)v p: la p-value est de 0.0158. Cette évolution n’apparait cependant
pas si on s’en tient & la méthode DFA puisque dans ce cas la p-value est de 0.85!
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Boxplot of the three samples of estimations by applying wavelet analysis

1.5F

p-value 0.8570 0.0158 |

F-stat 016  5.27 H = o

HWAV

1.1r

Race beginning During the race End of race

Fig. 7. Test de comparaison des 3 échantillons (fIDFA)l,W,g et (fI(OZJ)VD)LW,g (a gauche) et boxplots
des 3 échantillons (ﬁg}\,D)l,,,,,g relatifs au début, milieu et fin de course (& droite)

(d)

Enfin, vis-a-vis des résultats obtenus par le test d’adéquation, on remarquera que celui

est bien plus souvent accepté lorsqu’on "applique sur les différentes phases de course

plutot que sur la course entiére. Ainsi, l'intérét de ce découpage et la qualité de la

modélisation par un bruit gaussien localement fractionnaire sont confirmés par ces
. S o , =(2) . (1)

tests (on voit aussi ’amélioration qu’apporte Hy , par rapport a He)pp en revenant

sur les résultats de la Table 1 pour laquelle, rappelons-le, le test n’était jamais accepté).

5. Conclusion

Voici les différents points & retenir de notre étude:

(a)
(b)

()

En premier lieu, il ne faut pas utiliser la méthode DFA pour estimer un paramétre de
type fractal. Cette méthode est & bannir!

En second lieu, il est important de découper une course a pied de longue haleine comme
un marathon en différentes phases. Les modes de fonctionnement physiologiques sem-
blent différents.

La modélisation par un bruit gaussien localement fractionnaire nous semble trés
fructueuse dans le cas présent des fréquences cardiaques, mais sans doute aussi dans
de nombreux autres. La possibilité de définir le paramétre de fractalité locale dans R
doit s’avérer trés intéressante dans de nombreux cas concrets.

Liée intimement a ce modéle (puisqu’elle fonctionne aussi avec échelles ou fréquences...),
la méthode d’analyse par ondelettes montre ici ’étendue de ses possibilités de ro-
bustesse, d’estimation et méme de test.

Enfin, vis-a-vis du fonctionnement du coeur en situation de course d’endurance, on
montre que le parameétre de fractalité locale semble étre caractéristique de 'apparition
d’une fatigue. Cela se marque par une augmentation de la régularité des battements du
coeur. Numériquement, on peut montrer que pour les 9 athlétes considérés on obtient
que Hapyr ~ 1.1, Hpirien ~ 1.2 et Hyy ~ 1.3 et Pon vérifie une telle hypothese par
un test de Fisher (dont la p-value est de 0.65). On peut comparer ces résultats avec
ceux obtenus dans Goldberger et al. (2002) et Peng et al. (1993)(1994): pour des
patients dont on a mesuré les durées d’interbattements pendant 24h, ils ont obtenu
(malheureusement avec la méthode DFA! il faudrait voir également ce que done la
méthode d’analyse par ondelettes...) que pour les patients en bonne santé H = 1.01 +
0.16 alors que pour des patients présentant un dysfonctionnement cardiaque H =
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1.2440.22. Il y a donc quelque chose de pathologique & avoir des battements de coeur
trop réguliers (d’ailleurs n’est pas plus régulier qu'un coeur qui ne bat plus...) et la
fin du marathon peut-étre chez certains une source d’inquiétude réelle.

De nombreuses perspectives s’ouvrent au regard de cette premiére étude. Tout d’abord, il
faudrait tester les résultats obtenus ici sur d’autres jeux de données (pendant des courses
a pied, mais aussi pour des sujets au repos, durant leurs sommeils...). Ensuite, puisqu’une
augmentation du parameétre de fractalité locale semble aller de pair avec I'apparition d’une
fatigue du coeur, il serait intéressant de pouvoir détecter (séquentiellement) lorsque cette
fatigue est trop importante (voire dangereuse): on aurait 1a un moyen de prévenir des ac-
cidents cardiaques... Enfin, il serait intéressant de corréler les évolutions de ce paramétres
avec celles éventuelles d’autres variables: vitesse instantanée du coureur, fréquence pul-
monaire, taux d’acide lactique,... qui constituent les nouveaux jeux de données recueillis
par le laboratoire INSERM 902 du Génopole de ’Université d’Evry.
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