N
N

N

HAL

open science

Limite asymptotique de schémas d’éléments finis
linéaires discontinus lumpés en régime de diffusion
Gerald Samba

» To cite this version:

Gerald Samba. Limite asymptotique de schémas d’éléments finis linéaires discontinus lumpés en régime

de diffusion. 2001. hal-00341627

HAL Id: hal-00341627
https://hal.science/hal-00341627
Submitted on 25 Nov 2008

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://hal.science/hal-00341627
https://hal.archives-ouvertes.fr

Limite asymptotique de schémas d’éléments finis
linéaires discontinus lumpés en régime de diffusion

G.Samba
CEA, DIF, F-91297 Arpajon, France

Mars 2001



Table des matiéres

1 Introduction

2 Etude en géométrie 1D

2.1 Schéma aux éléments finis linéaires discontinus lumpés . . . .

2.2 Limite diffusion . . . . . .. ..o
2.2.1 Isotropie . . . . . . . .. ...
222 Equationduflux .. ... . ... ... ... ...,
2.2.3 Continuité . . . . .. . ...
224 Expressionduflux . . ... ... ... ... ...,
2.2.5 Conditions aux limites . . . . . . ... . ... ...

23 Résumé . . . . ...

3 Etude en géométrie 2D plane

3.1 Schéma aux éléments finis linéaires discontinus lumpés . . . .

3.2 Limite diffusion . . . . . .. ..o
3.2.1 Isotropie . . . . . . . . ... ...
3.2.2 Equationduflux . .. ... ... ... ... ...
3.23 Continuité . . . . . ...
3.24 Expressiondu flux . . ... ... ... L.
3.2.5  Conditions aux limites . . . . .. ... .. .. ...

3.3 Résumé . . . . ..o

3.4 Variante des éléments finis linéaires discontinus lumpés . . . .

3.5 Limite diffusion . . . . . .. ...
3.5.1 Isotropie . . . . . . . . . ...
3.5.2 Equationduflux . ... ... ... ... ... ...
3.5.3 Continuité . . . . .. .. ... L
3.54 Expressionduflux . . ... ... ...
3.5.5 Conditions aux limites . . . . . . ... . ... ...

3.6 Résumé . . .. ... ...

3.7 Meéthode SCB . . . . . . . . . . ...

3.8 Limite diffusion . . . . . .. ...
3.8.1 Isotropie . . . . . . . . . . ...
3.8.2 Equationduflux . ... ... ... ... ...

S © © o o 0o Ut G [\V]

— =
w



3.8.3 Continuité . . . . . . ... 35

3.84 Expressionduflux . .. ... ... ... ... ..... 35
3.9 Résumé . . . . . ... 36
Etude en géométrie 2D cylindrique 37
4.1 Schéma aux éléments finis linéaires discontinus lumpés . . . . 37
4.2  Limite diffusion . . . . . . . ... oL 41
4.2.1 Isotropie . . . . . . . .. ... 41
422 Equationduflux . . .. .. ... 0. 41
423 Continuité . . . . . ... L 43
424 Expressiondu flux . . ... ... o0 43
4.2.5 Conditions aux limites . . . . . . ... ... ... ... 45
4.3 Résumé . . . . .. 47



Chapitre 1

Introduction

Il est souhaitable de trouver une méthode permettant de résoudre 1’équa-
tion de transport des photons aussi bien dans les zones transparentes que
dans celles ou les processus de diffusion ou d’émission-absorption sont do-
minants. Or, ces derniéres zones nécessitent généralement des maillages de
taille prohibitive. Avec les méthodes de Monte-Carlo standard sans biaisage
particulier, elles nécessitent des tailles de mailles de ’ordre du libre-parcours
et des pas de temps de 'ordre du temps de collision. On est donc conduit
a coupler le transport Monte-Carlo dans les zones transparentes a la résolu-
tion de I’équation de diffusion dans les milieux opaques [11]|. Cette méthode
pose de nombreuses questions qui ne sont pas complétement résolues. Par
exemple : comment placer la frontiére entre milieux transparents et milieux
opaques sachant que la caractérisation de ces milieux peut dépendre de la
fréquence des photons ? Certains schémas déterministes permettent de lever
ces difficultés. L’objet de ce rapport est d’étudier leurs propriétés en milieu
diffusif.

On sait qu'un schéma qui approche correctement la solution de ’équa-
tion du transport approche également celle de I’équation de diffusion (l1a on
cette approximation est valable) quand la taille des mailles est de lordre
du libre-parcours moyen |7|. En revanche, cette propriété n’est pas toujours
vraie sur un maillage beaucoup plus grossier résolvant les longueurs de gra-
dient caractéristiques du probléme : par exemple, en diffusion Rosseland, un
maillage comportant une centaine de libre-parcours par maille peut résoudre
correctement la variation de la température et étre adapté & un schéma pour
I’équation de diffusion Rosseland. Par contre, un schéma qui résout I’équa-
tion du transport sur ce maillage peut donner une solution complétement
fausse. On dira alors que ce schéma n’a pas la limite diffusion.

On cherche a savoir parmi ces schémas quels sont ceux qui ont la limite
diffusion. L’intérét de cette démarche est double :

On peut trouver le schéma qui permet d’économiser la place mémoire
et le temps calcul puisqu’il se satisfait de maillages grossiers dans les



zones oul I'approximation de la diffusion est valable.

— On peut trouver le schéma de diffusion associé au schéma de transport
qui permet une accélération efficace de ce dernier (diffusion synthé-
tique).
La démarche pour arriver a cette fin consiste & utiliser la méme méthode dans
le schéma discret que celle qui, dans ’équation de transport continue, permet
de trouver comme limite I'équation de diffusion. On rappelle la méthode
pour I’équation de transport continue. On introduit un paramétre petit € :
le libre parcours divisé par une longueur caractéristique, on développe la
solution de I’équation u par rapport aux puissances de ce paramétre : u =
ug + €uy + €2uy + ... et on démontre que wug est solution d’une équation de
diffusion [9]. Pour le schéma discret, on introduit le méme paramétre dans
I’équation de transport discrétisée, ainsi que le méme développement pour
la solution discréte. On trouve le schéma numérique dont ug est solution
puis on détermine si ce schéma correspond & une discrétisation consistante
de I'équation de diffusion [8].
La premiére partie de ce rapport concerne un schéma aux éléments finis
linéaires discontinus en 1D plan infini. On y redémontre un résultat de Larsen
et de Morel [6, 10]. La démonstration est conduite en 5 étapes.
— Tout d’abord, on démontre que ug est isotrope.
On trouve ensuite ’équation vérifiée par le moment angulalre d’ordre
1 de uy. C’est I’'équivalent discret de 1’équation du flux : V-F=0.
On démontre ensuite que ug est continue.

— Puis on relie le flux & ug par I’équivalent discret de la loi de Fick

ﬁ 1= .
F = ——Vuy. On démontre qu’on trouve un schéma d’éléments finis

linéaires continus.

— On s’attache ensuite & déterminer les conditions aux limites de cette
équation de diffusion. Lorsque 'intensité entrante g(u) est anisotrope,
nous savons qu’il se développe sur quelques libre-parcours une couche
limite dans laquelle 'intensité devient isotrope. Ce probléme de couche
limite se pose également & l'interface d'un milieu transparent et d'un
milieu diffusif lorsque l'intensité provenant du milieu transparent sur
I'interface est anisotrope [13]. Lorsqu’on fait I’hypothése de la diffu-
sion, la “bonne” condition aux limites n’est pas la condition de Dirichlet
en prenant comme valeur de l'intensité au bord : [2ug(u)dp mais la
condition dite de Chandrasekhar [4] dont la version approchée consiste
a prendre comme condition de Dirichlet : [(p + 2p%)g(p)dp. On dé-
montre que la solution discréte ug posséde la propriété remarquable
d’etre égale & [(u+ %,uz)g(,u)d,u au bord, ce qui signifie qu’il n’est pas
nécessaire de mailler au libre-parcours la couche limite pour avoir la
bonne solution & l'intérieur du domaine.

Dans la deuxiéme partie, on étudie en géométrie 2D plane, 3 schémas qui

sont des extensions du schéma précédemment étudié en 1D.



Dans la troisiéme partie, on étudie en géométrie 2D cylindrique, le pre-
mier schéma aux éléments finis linéaires discontinus lumpés.



Chapitre 2

Etude en géométrie 1D

2.1 Schéma aux éléments finis linéaires discontinus
lumpés

On part de I’équation de transport en plan infini 1D.
On redémontre ci dessous un résultat de Larsen et de Morel [5, 10| :

! a—Z—I—au:aﬂ, (2.1)

avec = dans [0, 1],

B 1 +1
i=g [ ulwdn,
-1

et pour conditions aux limites :

u(0, 0= 0) = g(p), u(l,p <0)=h(u).

Par rapport au chapitre précédent, on a supposé que o, = 0 mais prendre
en compte une section d’absorption non nulle ne pose pas de difficulté par-
ticuliére.

Les directions discrétes sont notées fi,,, la maille j est 'intervalle [a:j_% , a:j+%],
on suppose pour plus de simplicité que le maillage est uniforme de pas Az.

La valeur de u sur la demi-maille [a:j_%,a:j] et pour la direction g, est

d m
notée uj ;-

La valeur de u sur la demi-maille [a:j,a:ﬁ%] et pour la direction g, est
A m
noteée Ujp-
o est supposé linéaire discontinue.
0jc et oj p sont les valeurs de o dans la maille j aux sommets T; 1 et
2
‘/Ej—l—%'
On pose :



m m
ym - LG YD
I 2
Le “lumping” ou “condensation” de la matrice de masse consiste & faire
I'approximation :

., 1 ., 1
+ +
/J ?AAAdezaf/ T2\ adx
. 1 . 1

=3 =3

dans le terme de scattering ou — o, ot Ay est la fonction affine qui vaut

1 au sommet A et 0 au sommet B (A et B pouvant étre les points T 1 0u
:Ej+%).
Uj,G
N\
|
|
, .
uUj,D
| v
| |
| | |
E /;
| \ |
| ) \
| ) \
I ' !
| | |
xj-1/2 Xj+1/2 X|+3/2 X

Le schéma aux éléments finis linéaires discontinus lumpés s’écrit en 1D :

m m > .
Trowver uj', uj'p solutions de :

um v
7G u 7G
fon (U5 — u;n_l) + 120 cAr = L0 oAz,
2 2
% _ (2.2)
m ]+§ 9 9 Js 2 Js )
avec :
U= Zwmum,
m
et
mo .
Wy = si i 2 0,

pour la maille 1 — [x



de méme pour la derniére maille N — [xN—%’$N+%]’ (xN+% =1)

m — ,m ;
Unyl = UND St fm > 0.

Remarque : pour p,, > 0, u}”’_l est une donnée pour le systéme (2.2) et
2

u;’:”i_l une inconnue et inversement pour f, < 0.
2

Les wyy, sont les poids d’une formule de quadrature sur [—1, +1] normalisés
de telle sorte que Zwm =1

m
Dans la limite diffusion, la profondeur optique (nombre de libres par-
cours) tend vers I'infini dans chaque maille, on introduit donc le petit para-

métre € = ——. On note : &, une valeur caractéristique de o,
gAx

oiq
. J— 75

045G = 5’

0iD
3 _ Js
0j,D = &5

Le systéme (2.2) se réécrit :

m ~
G (e}
Eﬂm(UT—U?_%)+UJ,G—; =0ja ]2 , (2.3)
m _ _ .m ) TD _ YD (2 4)
eum(ujJr% ui') + 0jp=5 = 0j,D=5 -

On introduit le développement :
_.m m 2. m
ujc = Ujgo T gyt €Ut
m _ ..m m 2. m
Ujp = Ujpo T €Ujp1 + €Upy+ ...

On veut montrer que 4o (Gy = Y_,, wmu(') est continue soit :

U5,0,0 = Uj+1,G,0 = Uji 1o
et que &Hl o Vérifie une équation discrete consistante avec I'équation de
27
diffusion associée a I’équation de transport continue :

d 1 d
—————u=0.
dx 3o dx
ici, o est la quantité dimensionnée de I’équation de transport continue

(2.1).
On précisera ensuite les conditions aux limites de cette équation discréte.



2.2 Limite diffusion

2.2.1 Isotropie

On fait dans la suite I’hypothése que le systéme de quadrature vérifie la
relation :

Zumwm =0, (2.5)

ce qui est vérifié s’il est symétrique par rapport & 0. On montre que u est
isotrope & l'ordre 0.
Pour cela, on commence par identifier les termes d’ordre 0 dans (2.3) et
(2.4).
Il vient :
U‘TG,O = ﬂj7G707
wj'p,o = Uj,D.0,

ce qui entraine que u ne dépend pas de m et est donc isotrope a ’ordre

2.2.2 Equation du flux

On montre que le flux discret ; >°,,, wmpmul®, vérifie une version discréte
: ) d

de I'équation du flux : d—(F) =0.
En écrivant I’équation (2.4) sur la maille j et 'équation (2.3) sur la maille

7+ 1, en les multipliant par w,,, en les sommant sur les m et en les ajoutant,
on obtient :

€ Z (Wmﬂmu;ﬁ_l _Wmﬂmu;n

. m . m ~ ~
0j,DU; p T 0j+1,GUj11.G, 05 pUj D+ 0j11,GUj+1,G
)+ wml ) = .
m m

2 2

On pose :
1
Tj = 2 wmbtm .
m

En identifiant les termes facteurs de €2, il vient :

. m . m ~ ~
T Ty w (UJ,DUj,D,z + UJ+LGUj+1,G,2) _ 04,DUj,D;2 + 0j41,GUj+1,G,2
bt emm 2 2 ’
donc
1 1_
T —Jl =0 (2.6)



2.2.3 Continuité

On établit maintenant la continuité de w & lordre 0. Pour cela, nous
prenons l'équation (2.3), nous sommons sur les m en multipliant par le poids
wpm. En identifiant les termes d’ordre 1, on obtient :

Uj.G,1 Uj,a 1
Zwmﬂm(UTO - u;n_l 0) + 0;,G Zwm J2 = 035G j2 )
m 2 m
donc :
Zwmﬂm(ug 0~ u;n_l 0) =0
m 27
Or uf) ne dépend pas de m, donc grace & (2.5), on a :
Zwm,umu;”_%p =0,
m
ou
Z Wm,umu;n—l,D,O = Z wm|ﬂm|uTG,Ov
pm >0 m <0
soit
Uj—1,D,0 Z HmWm = Uj.G.0 Z W | |-
pm=>0 pm <0
On obtient grace a (2.5) :
Uj—1,0,0 = Uj,G,0, (2.7)

ce qui prouve la continuité de .

2.2.4 Expression du flux

Nous allons maintenant exprimer J' en fonction de g, ce qui permettra,
en remplagant dans (2.6) de trouver I’équation de diffusion vérifiée par .

On pose ;_1,p,0 = Uj,q,0 = ﬂj—%,O' On multiplie (2.3) et (2.4) par pmwm,
on somme sur les m et on identifie les termes d’ordre 1 donc :

m

Y561
Z Wm/‘%m(uj,o - uj—%,o) +o0ja Z WmMm J2 =0, (2.8)
Z wm:“?n(uj—i—%,o —uj0) + 05D Z wmﬂm% = 0. (2.9)
m m
En supposant que :
1
D Wkt = 3 (2.10)
m



en sommant les deux équations apres division par oj ¢ et 0 p, on obtient :

1 1
3UjG(u]’0 —u, 1’0) + —3Uj D(uj—’—%’o —ujo) + Jj =0.
Donc puisque
y Uj_loT Uiyl
7,0 = )
2
on a:
1 1_
60‘ o u]—f—%,o u]_%70) GO'JD u]_’_%’() - u] 1’0) + JJ - 07
1 1
J] = g(uj_i_%’(]—uj_%’o) (211)
avec :
2 1 1
e T

oj  0iG  OiD
En remplacant dans (2.6), on trouve :

1

——(u
3Uj+1(

430 7 Urd0) £ 3 (b0~ 4 10) =0,
ce qui est une discrétisation aux noeuds consistante de I’équation de diffusion.

2.2.5 Conditions aux limites

Nous allons maintenant chercher quelles sont les conditions aux limites

de cette équation, par exemple & gauche, ce que l'on doit prendre comme
valeur de u1 ,.
270

On écrit pour la premiére maille (2.3) et (2.4) :

um ~
1,G __ u1,G
eum(ugn - U’T) + 01,G—3 = 01,G— »
2
m

U1,D U1,D
Gum(uén —ul") + 01,p—5= = 01,p—5=.

La premiére équation & ’ordre 0 donne :

m -
Uy,G,0 = U1,G,05

donc u'; o ne dépend pas de m.
De méme, ui’p o ne dépend pas de m, donc uf’y ne dépend pas de m.
A Tordre 1, en sommant sur les m et en multipliant par w,,, on obtient :

S i (1 — ') = 0.
m

10



Ici, ul est une donnée pour p,, > 0, notons ul 0= = gy pour fy, > 0.
Pulsque uy’p ne dépend pas de m, on obtient :
S iy = 0
27
m
soit encore :

D Wmbmgs = Y wmlpm|ulc -
pm >0

Hm <0
Donc :
ullo =160 =4 Y, Wmhmdl' (2.12)
wm >0

& condition que le systéme de quadrature vérifie :

Z Wn | fim | =

1
T (2.13)
Hm <0

A Tordre 0, la valeur a gauche dans la premiére maille est donc entié-
rement déterminée par la condition aux limites, mais nous allons voir que
e ; . <~
Urg=urgn est pas égale & U1 g 0.

Pour cela, nous allons déterminer u; , en utilisant (2.11) :
27

. 2.14
301 2 2’ ( )
On a (2.8,2.9) pour j =1:

G
Zwmu%(ul,o u1 0) + o1 szmum = 0,
- 71nD1
Zwm/ﬁn(u%o —u1,0) + 01D Zwm,um 5= 0.
m
Donc :
—Zwmﬂ U1,0 — )+LE(U3 —U10)+J11:0,
01,6 " 300 g p3 20 :
1 1 1 1
Jl= - - -
1 o1.0 (U%,O U1,0)3 Ul,GU1’O3 e #Z>O wm,umgo
1 1
+—u1,6,0%-
01,G 6

u1,G,0 + U3 0
En substituant uy ¢ par

dans I’équation précédente, on obtient,
en supposant que o1, = 01,p = o1 pour simplifier ’écriture

11



1 1 1UWGotusgl

Ji = 271(“%70 - ulvG,O)g T3
+Uil ugz:o Wb 90" + %UI’G’O%’
== 31 43 0+_ > Wk +i U1,G,0,
o1 L >0 601
i = _3%1(“%70 B %“1’070 -3 Zgowmuigén)- (2.15)
Hm 2

On a donc en utilisant (2.14, 2.12, 2.15) :

m 2 m
u%p =2 Z WmPmy +3 Z WmHm9o -
Hm=>0 Hm >0
Ceci est la condition aux limites de I’équation de diffusion associée au trans-
port. Il faut noter que la condition aux limites “exacte” [4] associée a 1’équa-
tion de diffusion en continu est :

/—uH 9(p)dp,

ou

V3 3
5 H () = i+ S,

Remarque : pour obtenir la condition aux limites associée & une intensité
entrante anisotrope, il faut ajouter une correction d’ordre € a la condition
aux limites précédente [12].

On retrouve bien la version discréte de :

w0) = [ e+ 2ot

I faut noter que si l'intensité entrante est isotrope (g¢* indépendant de

o
m), on trouve le résultat exact quelle que soit la valeur de 1 En effet :
01,6
1 01 1 g1

0=52-—")g0 +=—g0 = go-

U1
2’ 2 01,G 20

On a alors :

Uiy =U1,G,0 = 9go-
27

12



2.3 Résumé

Sous des hypothéses naturelles sur la quadrature utilisée (2.5,2.10,2.13),
le schéma aux éléments finis linéaires discontinus lumpés a bien la limite dif-
fusion. Les conditions aux limites & I'ordre 0 sont des conditions de Dirichlet
avec une pondération en p + %,uz de l'intensité entrante. Ceci constitue un
résultat remarquable et surprenant car si 'intensité entrante n’est pas iso-
trope, il y a une couche limite qu’il est normalement indispensable de mailler
trés finement (avec des mailles de 'ordre du libre-parcours) pour avoir un
résultat précis. Ce schéma permet d’avoir un résultat précis sans avoir a
mailler finement le bord du domaine.

13



Chapitre 3

Etude en géométrie 2D plane

3.1 Schéma aux éléments finis linéaires discontinus
lumpés

On étend les éléments finis linéaires discontinus lumpés aux triangles en
géométrie plane pour I’'équation :
ou

a——l—ﬁ@+0u—aa
Ox Oy -

— —

avec pour conditions aux limites : u(x,y,Q) = g(x,y, ) sur les points
de la frontiére ou Q-7 < 0, 7 étant la normale extérieure a la frontiére,

Le schéma s’écrit :
Trouver sur le triangle T pour la direction Qy, = (Qm, Bm), Wi solution

de :

Z(ﬁm-ﬁb)/ulﬁn/\ids—/

b b T
(3.1)
ot 1 vaut A,B ou C, sommets du triangle T.
Les A; sont les 3 fonctions de base :

wp = Z AU,
i
b est une aréte du triangle T,

Z désigne la somme sur les 3 arétes du triangle T,

b
fip est le vecteur unitaire extérieur (par rapport au triangle T') a I'aréte

14

(ﬁm-ﬁx\i)u}ndwdy+aq~,iuqmw7i/ Aidxdy = UT,Z'ZNLTJ'/ Aidxdy,
T T



uy® est égal a la restriction de w7 sur b si O, - 7y > 0 ou celle de uy; sur
bsi Q- <0 (T} est le triangle adjacent au triangle T par l'aréte b).

Nous allons transformer (3.1) sous la forme d’un schéma de type volumes
finis. Soit AH la hauteur issue de A, G le barycentre du triangle ABC, M
le milieu de AB, L le milieu de AC, on a :

/ Aadzdy = aire(AMGL) = %,
T

ot St est aire du triangle ABC), et
. - -~ AH 1
Q- VIg)updaedy = —(Qp, - —= ) (——=
o I ayuidady = ~(G - )

o) "LYH |BC| m o) = m
= Q- TAm] 2 ‘6= —(Qm - 7inrr) | M Lugy,

Jaire(ABC)ugy

avec :
1

m __ m
ug = 3 Z UT ;s
i
et Mz le vecteur unitaire extérieur (par rapport au triangle AM L) nor-

mal au segment M L.
A

On peut interpréter u’l' 4 comme la valeur de u a l'intérieur du quadrila-
tere AMGL et ugy comme la valeur de u associée au coté M L.

On peut réécrire le schéma de la facon suivante. Il s’agit de trouver w7 4,
ur g, uy o solutions du systéme lincaire :

15



—

Eb(ﬁm . ﬁb) fb up*Aads + (Qm . ﬁML)\ML]u’(’} + O'T7Au5~n’ASTT = O'T,AﬁT,ASTT,

Sop(Qm - ) [y up'ABds + (U - i) | MK Judy + UT,BU?BSTT = O‘T7BZ~LT7BSTT,

S5 Q- 80) fy ui Aeds + (O - i) | KLIug + or,culf o 5F = or,cline5F

Or, en notant :

MAB,AC, Tpc les vecteurs unitaires normaux extérieurs (par rapport au
triangle T') & AB et AC et BC,

{ABC} le point G, ugapcy =

2 1
{AB} le point {AB} = g(A) + §(B)’ soit le barycentre de A, B avec les

(ua +up + uc),

Wl

21
ids (2.2) et
poi 8(3,3)6

U{aB} = §UA + §UB>
2

1
ugpa} = §UB+§UA’ et les formules identiques pour {AC'},{CA} ,{BC} {CB},
on a :

Q- 7aB /AB up'Aads = Qo - fiap| AM Ul gy,

ou la valeur de u au point{ AB} est a prendre dans le triangle T ou le
triangle T3 suivant le signe de £, - 7.
Donc :

S (S - 1) /b WA ads = (S - Tap)| AM U gy + (G - ac) I AL 0
b

. PSR m m m ; A
. L.e schéma se réécrit : trouver uy 4, uyp g, uy o solutions du systeme
linéaire :

— = m = —
Q- nAB\AM]u{AB} + Q- "AC‘ALIU?AC}

= - S ~ S
+Q - nML|ML|u7{nABC} + o1, AUT 4 = oT,AUT, AT,

Qm'ﬁAB‘BM’u?LBA} —I-Qm’ﬁBchK‘u’{nBC} . (3-2)
T

~ . S ~
+Q,, - nMK|MK|’LL7{nABC} + JTB“?,BTT = 0T,BUT,B73"»

— N m ~ —
Q- nBC\CK]u{CB} + Q- nA(;]CL\u?CA}

= - S ~ S
+Q, - nKL|KL|u’{’}430} +orcur o = orcurc,
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ou encore sous une forme de type volumes finis faisant apparaitre le ca-
ractére conservatif de I’équation, si les vecteurs iy, Trg. MK sont orientés
comme sur la figure suivante :

nm

C

Q,, - ﬁAB|AM|u’{”AB} + Q- ﬁAC|AL|u?Ac} + Oy - ﬁMG|MG|u?ABC}
G LG LG oy + o7 AU 4 = o atir A,

Q- LA BM[uly a4y + D - fipe| BK [ulgey + D - | KGluly ey
Q- TG MGy gy + O'T,BUECL,BSTT = UT,B@TB%v

Q- IBO|CK [uf gy + Q- Tiac| O L|uft 4y — Qo - G| KGlufly gy

e — S ~ S
+Qy, - nLg\LG\u’&BC} + UT,CU%C?T = or,cur,c5-

On reprend ’étude asymptotique faite précédemment en 1D sur le sys-
téme d’équations écrit sous la forme 3.2.

On suppose que le milieu est optiquement épais, c’est & dire que si h
désigne une longueur caractéristique du maillage et o la section efficace ca-

ractéristique du systéme, alors € = oh est petit.

o)
On adimensionne les équations 3.2 pour faire apparaitre €. On écrit o7,

[AM]
—

OT S
pour — S7 pour —g et toutes les longueurs par exemple | AM| pour
o

Le schéma s’écrit alors :
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€Oy, - Tiap| AM|UTY gy + Oy - ac| AL|uTy
Eﬁm . ﬁAB|BM|U{BA} + Eﬁm . ﬁBC|BK|U{BC}

Dy - ipo| CK |uft gy + € - iac|CL|ufy 4,

On introduit le développement :
m _.m m 2. m
Up A = Up Ao+ EUT A T EUD A0+ ..

m __..m m 2. m
Uupp=ur o teurp te€uUrpgo+ ..

m _.m m 2. m
urc = ur oot eurcy T E€Urco Tt

3.2 Limite diffusion

3.2.1 Isotropie

A Tordre 0, on obtient :

m -

Up A = UT,A,0,
m -

Ur B = UT,B,0;
m -

U c = UT,C,05

donc u est isotrope a l'ordre 0.

3.2.2 Equation du flux

= _ S ~ S
+eQyp, - ”ML|ML|U?ABC} + oAU A5 = O, AUT, A,
— = S ~
6 - Ay | MK |ufy oy + or,BuT g5 = 01,BUT,B

o — S ~ S
+eQ, - "KL‘KLIU?ABC} + orcul o5 = orcur,c -

Pour un noeud global donné, on somme, sur tous les triangles ayant ce
noeud en commun, les équations relatives a ce sommet (Fig 3.1).
On introduit une formule de quadrature discréte sur la sphére angulaire

unité

1 S N
E~/S2 f(Q)dQZ;Wmf(Qm)

On suppose que cette formule de quadrature vérifie :

Zwm =1,
m

18



v D MG |MG|+I’]G|_ [GL]

Fi1G. 3.1 volume de controle autour de A

et que 'on a une hypothése de symétrie, c’est & dire que pour tout 77, on

S wnlQn il = Y waly . (3.4)
Q- 7<0 Q- 7>0

Cette derniére hypothése n’est réalisée que de facon approchée sur un
maillage quelconque. En effet, le nombre des axes de symétrie des formules
de quadrature sur la sphére angulaire unité est forcément limité.

On somme sur les directions m et sur tous les triangles T" ayant ce noeud
en commun, les équations de 3.3 relatives & ce sommet. On suppose que
dans tous les triangles T ayant ce noeud en commun, le point A dans la
numérotation locale du triangle T' correspond & ce noeud si bien que cela
revient a faire cette somme sur la premiére équation de 3.3 :

m T

S S
+ Z ZmeT7AUr§C€A?T = Z ZmeT7AaT7A?T'
m T m T

Si AB est un bras interne, la valeur de UT{Z&B} est celle du triangle T si

Q. - lap est positif ou du triangle adjacent a T par AB si Qm - iz est
négatif.
Si AB est un bras frontiére, la valeur de U?LAB} est celle du triangle T si

—

Q- iap est positif ou la valeur de la condition aux limites au point {AB}
si Q, - Tap est négatif.
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Les termes sur les arétes "internes" du volume de contréle autour du
noeud global s’annulent, car la méme aréte apparait 2 fois dans la somme
ci-dessus mais avec des vecteurs unitaires normaux opposés, donc :

o s
m T mT

. Sr
> WO AT A
m T
On pose
- -
Jr = Zwmgmu?:{ABC}J
m
qui est le vecteur flux discret.
En identifiant les termes facteurs de €2, il vient :
L m OT _ S
D_Jr i ML+ ) ) wmor AT an7 = D) wmorAlr A2
T m T m T
Soit :
> T3 A ML =0, (3:5)
T

ou sous forme conservative :

" Jp - AfmcIMG| + figL|GL|} = 0.
T

3.2.3 Continuité

Nous voudrions maintenant démontrer que g est continue. Nous repre-
nons la méme démarche qu’en 1D. Pour cela, nous prenons ’équation (3.3),
nous sommons sur les m en multipliant par le poids wy,. Il vient en identifiant
les termes d’ordre 1 :

Z wmﬁm : ﬁAB‘AM’u?nAB},O + Z wmﬁm : ﬁAC”AL‘uT{rAC},O (36)

+ > wmQ - L M LUl poy o + D WmUT’Au??A’l?J -
™ m
St

Z WmUT,AaT,A,1?~
m

Or U?ZABC},o: u&()},o et u&B}p sont isotropes en supposant que ni AB

ni AC ne sont des arétes frontiéres (la condition aux limites peut étre ani-
sotrope). Il reste :
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Zwmﬁm . ﬁAB|AM|u{AB},O + Zwmﬁm . ﬁAc|AL|U{Ac}70 = 0,
m m

donc :

—4 Z Wm‘ﬁm'ﬁABHAM‘U{AB},O‘i‘Zl Z Wmﬁm'ﬁAB‘AM’U{AB},O =

O ap<0 Om-Aap>0
4 3wl AacllALlugacyo =4 Y. Wl fac|ALlugacy o
Gim-tac<0 O -flac>0

Donc, d’aprés (3.4), on a :

—|AMlur,,, (aByo0 + [AM|up (aBy0 =
|ALlur,,, tacy,0 — [ALlur, {acy 0- (3.7)
Si 'aréte AB est interne, ug,, rapy,o est la valeur de u au point {AB}

sur le triangle adjacent a T par AB.
Si l’aréte AB est sur le bord, on note

UT,rt,{AB},0 = 4 Z wm|ﬁm : ﬁAB|g({AB}7 an 0)

Om-ap<0

Cette notation permet d’avoir, si g est isotrope a l’ordre 0,

uTeact7{AB},0 = g({AB}7 0)
Cette égalité est assurée si on suppose en plus de (3.4) que :

S (G T =

- 4
Qo -i1<0

Pour que u a l’ordre 0 soit continue, nous allons prouver que :

uTezt:{AB}70 = uTv{AB}707
UT,z,{AC},0 = UT,{AC},0-
Le nombre d’inconnues sur un maillage triangulaire est 3 fois le nombre
g g

de triangles : 3 % nt. Le nombre d’équations (3.7) par noeud est égal au
nombre d’arétes reliées a ce noeud moins une.

Proposition 1 L’espace vectoriel des 3nt valeurs de uy auzr sommets du

maillage vérifiant les équations (3.7) avec g=0 est de dimension n; ot n; est
le nombre de sommets internes du maillage.
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Preuve 1 Pour démontrer ce résultat, on raisonne par récurrence :

Si on a un seul triangle les 3 valeurs de ug sont nécessairement fixées car
on a 8 équations. La relation est donc vérifiée car n; est nul.

Si on a un maillage triangulaire auquel on ajoute un triangle, soit ce
triangle est adjacent par 1 face au maillage, auquel cas on ajoute 3 incon-
nues ug mais ausst 3 équations qui sont indépendantes des autres donc la
dimension de l’espace vectoriel reste égale a n;, soit ce triangle est adjacent
par 2 faces au maillage, auquel cas on ajoute seulement 2 équations qui res-
tent indépendantes (2 pour les noeuds frontiére, 0 pour le noeud interne), la
dimension de [’espace vectoriel est donc augmentée de 1 mais également le
nombre de sommets internes. Donc la relation est toujours vérifiée.
Proposition 2 Si la quantité Zﬁm wm|ﬁm . ﬁ|g(ﬁm, 0) est continue, ug
est continue.

-7<0

Preuve 2 Supposons que g = 0. L’espace vectoriel des 3nt valeurs de ug aux
sommets du maillage vérifiant les équations (3.7) contient l’espace vectoriel
des 3nt uplet nuls sur les noeuds du bord et continus auxr noeuds internes
qui est également de dimension n;. Donc, ces 2 espaces vectoriels sont égauz.
Donc ug est nécessairement continue et nulle sur le bord.

Si maintenant g # 0, on construit un 3nt uplet ug continu auz noeuds
du maillage et égal a la valeur 4Zﬁm~ﬁ§0 wm|ﬁm-ﬁ|g($, Y, O, 0) auz noeuds
frontiére (ce qui est possible par hypotheése). uw = ug—ugy satisfait les contraintes
(3.7) avec g = 0. D’apres ce qui précéde, ul est donc continue, nulle sur le
bord. Donc ug est continue égale a ug sur le bord.

Nous allons maintenant chercher quel schéma de diffusion on obtient.

3.2.4 Expression du flux
On suppose dorénavant que :

> nfinGip = 51
m
Il s’agit d’exprimer le vecteur flux & l'intérieur d’un triangle en fonction
des valeurs de u a l'ordre 0 aux sommets de ce triangle. On multiplie par
ﬁm et on somme sur les directions les équations 3.3. On identifie les termes
d’ordre 1.

Il vient :

1 = = - -
p— > Wi - (alAM|ug {apy0 + Tac|ALur a0 0

+iian|M Llugapey o)
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+iikL| K Llugapcyo)

. Sp B
+ ZwQO?(UTTn;A,l +uppy +upcs) =0,
m

1

. (iaB|AM |ug apyo + BaclALlur facyo + v M Liugapey o)

- (Tap|BMlur payo + el BK|up (peyo + vk MK ugapey,o)

)

N 1
3o

. (Bc|CKlur By + tac|CLlur jcayo + x| K Llugapey o)

)

+STJ%" = 67

|AC

(TaB 5 UT{aB}ot MAC——ur {AC},0 T TBC

2
| |AB| |BC

+ (MaB 5 ur (BA},0 T MBC 5 ur (BCy,0 + MAC

. . |AC -
+ (MBc 5 UT{CBYo T ACT—Ur(cayo t7iAB

5 U{ABC)0)

5 U{ABC}0)

|AB

5 U{ABC},O)

_‘_STJ_’}1 = 67

L B e a2 o+ Aan A o)
3013 BC—5—uT,A0 +TACT U, B0+ AB S UT.C0

S O Ll RS O .ol P SO <1 PR
30153 BC—5—UT,A0 + TACT—UT,B0 + AB S UT.C0

L1 lBC o lAC) 1A )
— —\n — U mn — U n — U
3UT,C 3 BC 2 T,A,0 AC 2 T,B,0 AB 2 T,C,0

—I—STJ_%« = 6
Or on a:

/TH . ﬁBC __|BC|ﬁBC

VA = — — e _
Vs |AH|? ~  |AH]| 257
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- B |AC| T ac

\p = 1nac
Vs 25T ’
- |AB|iiap
A= ————.
VAc 257

Donc, on obtient en divisant par St :

1 1 1 1 - - -
- + + Y(ur,40VAa +uroVAs+urcoVaic)
33014 3orp 3orc
+Jk =0,
ou :
b=~ (Fure)
T 3o m
avec .
3 1 1 1
— = + + (3.8)

- )
or  O0T,A  OT,B OT,C

ce qui est une discrétisation consistante de I’équation du flux.
L’expression du flux injectée dans I'équation (3.5) donne alors une dis-
crétisation consistante de 1’équation de diffusion en 2D.

. 1 -
V- (—EVU) =

C’est celle obtenue en éléments finis P1 avec lumping de la matrice de
masse en prenant (3.8) comme moyenne de op a l'intérieur de la maille.

A partir de (3.1), on peut trouver plus facilement 1'expression du flux a
partir de ug.

On multiplie (3.1) par ﬁm, on somme les 3 équations correspondant aux
3 sommets du triangle T et on somme sur les directions. On identifie les
termes d’ordre 1 :

S (S oG (- 1) / wpohids — / (G - VA )urodady}

~0Ti 5 b T

+Zzwmﬁm/ Ay drdy = 0,
i om T
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E: (3w mqmﬂ{%;ﬁblk%pMdS—:L‘ﬁAﬁuthdyD

OTi T
+ZZwmﬁm/T)\iu?;i71d:Edy =0
7 m

Or on a:

JT_Zwm m( T{ABC}l S ZwmQ Z/)\uTudazdy

On en déduit :

Z {an/ub@)\ids— /T(ﬁ)\i)u;r,odxdy}

+STJ_£,1~ =0.

3or,i

En faisant une intégration par parties, on obtient :

2

On obtient finalement I'expression du flux discret :
3UT1

SrJp=-3Y_
Z 1 1

== (Vo) St,

/ Vuo Aidzdy + St J_‘1 =0.
3JTZ

/ Vuo Aidxdy

soit :

3.2.5 Conditions aux limites

On suppose que le coté AB du triangle T est sur la frontiére et que les
2 autres cotés AC et BC sont internes. Nous allons modifier ug en A et B
de telle facon que le flux discret j% puisse toujours s’exprimer comme dans
(3.9). Faisons I'hypothése o7 4 = or,p = o1, c = o7

On a pour ce triangle :
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1 B L. B
(§ﬁAB/A uhads + 3 3wQOQm-ﬁAB/A (S, 0)Aads

QmTap<0

C —
+ﬁAc/ uo)\Ads—/(V)\A)uodxdy)
A T

1 B Lo B
+(§_’AB/ upAgds + E 3wm o ﬁAB/ g(Qm,O))\BdS
A - A

QmTap<0

C —
+ige / wohpds — / (VAp)uodzdy)
B T

c

C _ -
—l—(ﬁAc/ upAcods + ﬁgc/ UpAcds — / (VAc)quxdy) + STJF}?)O'T = 0.
A B T

o) =g m
On remplace ug sur AB par sa valeur 43 oo <0 Win| - aBlgy- 1L
vient :

- B oL B
(S wn28  Aaplian /A 9 Aads + 3o - T an /A A A ads

O -iap<0

C —
+ﬁAc/ UO)\AdS_/(V)\A)UOdedy)
A T

- B L B
HOS wn2Gn - iaplias /A g Apds + 30,0 - g /A aP Apds

Om-iap<0

c }
—i—ﬁgc/ uo)\Bds—/(V)\B)uoda:dy)
B T

c c - .
(a0 / woheds + fipe / woreds — / (V) uodedy) + Sr k307 = 0.
A B T
On sait que : Q,, = (ﬁm “TAB)TAB + (Qm . fAB)fAB ol 4 est le vecteur
tangent & la surface. On suppose que la condition aux limites posséde la
symétrie azimutale autour de 7745, alors on vérifie que :

N B . B
3 wQOQm-ﬁAB/A daads = 3 wm(Qm-ﬁAB)zﬁAB/A g Aads.

ﬁm'ﬁABSO ﬁ'm'ﬁABSO

Donc en posant wiim = 36, 5 . <o@m(2(1Qm - Tap| +3(Qm - ian)?) gl
formule identique au cas 1D, on obtient :

c

B .
(ﬁAB/ Ulim)\Ad3+ﬁAC/ ugAads —/(V)\A)uodxdy)
A A T

C

B .
+(ﬁAB/A Ulim)\Bd3+ﬁBC/B UOABdS—/T(VAB)Uodxdy)

c

C _ —
—l—(ﬁAc/ upAods + ﬁgc/ UpAcds — / (VAc)quxdy) + STJ%?)O'T = 0.
A B T
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Finalement,

1 UA lim + UB.1; uUA0 + U uBo + u
21 . Alim B.,lim - A0 C,0 — B,0 C,0
— AB ) ) AC ) ) BC ) )
T Sr307 (MaB - 5 +nac — 5 + npc — 5
ou encore :
- 1 - -
Jr = —E((UAJW +uBtim — uB,0)VAA + (UB 1im + UAlim — uA0)VAB
+UC,06)\C)-
(3.10)
Or, nous aimerions avoir :
71 1 = = =
Jr = —E(UAJimV)\A +upimVAB + uc,oV)\c). (3.11)

On ne peut pas exprimer le vecteur flux discret j% comme le gradient
d’une fonction affine prenant les valeurs ug en C et uy, en A et B, qui
serait la bonne condition aux limites, car cela signifierait que la condition
aux limites pour ug associée a I’équation de diffusion est la condition de
Dirichlet : u = uy;,, sur AB.

Quand l'intensité incidente est isotrope, on a Um a4 = ua0 et Um B =
up,o et les deux expressions (3.10,3.11) sont identiques. Le schéma satis-
fait une équation de diffusion avec la condition de Dirichlet sur le bord :
u=4 Z wm|ﬁm -7aplgy’. Par contre, quand l'intensité incidente est

Qi a<0
anisotrope, les deux expressions ne sont pas identiques. Par exemple, sup-
posons que g(A) = g(B), la condition aux limites est alors la condition de
Dirichlet u = 6 Z wmlﬁm -fia5|%g. On ne peut donc pas dire que le
Gm-tap<0
schéma satisfait la bonne condition aux limites quand l'intensité incidente
est anisotrope.

Remarque : on a deux autres possibilités :

Les 3 arétes du triangle T' sont internes et un sommet, par exemple A,
est sur le bord.

On a alors :
71 1 Vi Y; Vi
Jp = —5—(uaoVAa +upoVAp +ucoVic),
3o
au lieu de :
1 . = —
Jh = —E(u AlimVAa +upoVAs +ucoVic)

qui serait la bonne condition aux limites.
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BOUNDARY

A C

Fia. 3.2 Cas particulier favorable pour la condition aux limites

— Deux arétes sont sur le bord, par exemple AB et BC.
On a alors :

1 . . .
= —E((UA,O +uc,o — uc,lim) VA4 + UB 1im VAB + (uco + ua,0 — A im)VAc),

au lieu de :

Jp = _%(UA,limV)\A + uB 1imVAB + uciimVAc)
qui serait la bonne condition aux limites.

Remarque :

Nous allons montrer que sous certaines hypothéses (vérifiées quand on
fait une simulation 2D d’un cas 1D), on retrouve la bonne condition aux
limites.

On suppose que la frontiére est bordée par des rectangles identiques,
décomposés en triangles, que la condition aux limites est uniforme en espace
et que or ne dépend pas de T sur les triangles appartenant aux rectangles
bordant la frontiére.

Dans ce cas particulier, dans I’équation du flux relative au noeud C, la
condition aux limites intervient dans le terme suivant :

(ECE-ﬁKL|KL|—1—J_:1430-ﬁLM|LM|). up n’est pas présent dans ce terme,
seul intervient le terme suivant :
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1 - . 1 - N
_3_U(UO)V)\A,ACE ~figr|KL| — 3—0(2 * Upim, — U0) VA, ABC - Trnv | L M|

1 1
= —o—(uo) cot B — ——(2 * wyip, — uo) cot 3
30 30
1
= _5(2ulim) cot 3.

Donc, on obtient le méme terme que celui obtenu en imposant la valeur
de uw en A a wy;y, dans 'expression de J_}‘BC et J_}‘CE. C’est la condition aux
limites “exacte”.

3.3 Résumé

Sous des hypothéses sur la quadrature angulaire, le schéma aux éléments
finis linéaires discontinus lumpés en 2D a bien la limite diffusion. En général,
quand l'intensité incidente est anisotrope, contrairement au 1D, le schéma
ne satisfait pas la bonne condition aux limites. Cependant, sous certaines
hypotheéses sur le maillage sur la frontiére et la condition aux limites, on
peut démontrer que la condition aux limites est aussi précise qu’en 1D, ce qui
autorise des maillages grossiers vis a vis du libre-parcours méme en présence
d’une couche limite.

3.4 Variante des éléments finis linéaires discontinus
lumpés
Pour rendre plus robuste le schéma précédent, on le modifie de la fagon

suivante [3] : on “lumpe” les termes de bord c’est a dire qu’au lieu de prendre
u?‘AB} au point {AB}, on prend u au point A (dans le triangle T ou le

triangle adjacent a T' suivant le signe de Oy, - ).
Les équations (3.3) deviennent :

ey, - ﬁAB]AM\uZ’ + €y - ﬁAcfAL‘u%

o) — m m St __
+eQp, - ng/[L]ML\u{ABC} + o AUT A =
OT,AUT A5

eﬁ@ -ap|BM|u + €@y, - ipo| BK |u'g
—I—EQm'ﬁMK|MK|u?ABC} —I—UT’BU%BSTT = (3.12)

- g
oT,BUT, B,

eﬁ@ -fipc|CK|ud + ey, - fac|CL|ud
+€Qm . ﬁKL|KL|U%BC} + O-T,CugSTT =

- g
oT,CUT,C -
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Dans les équations précédentes, u’) est la valeur de u au point A prise
dans le triangle T si Qm -map > 0 et dans le triangle adjacent & T par AB
si Oy - fiap < 0, 7 4B est le vecteur unitaire porté par la normale extérieure
par rapport au triangle T' & AB.

3.5 Limite diffusion

3.5.1 Isotropie

On obtient de la méme fagon que dans le cas précédent l'isotropie a ’ordre
0 de w.

3.5.2 Equation du flux

L’équation du flux est identique & celle obtenue dans le cas précédent.

3.5.3 Continuité

On peut démontrer, de fagon plus directe que dans le cas précédent, la
continuité des valeurs de u a 'ordre 0.

Preuve 3 On a la relation (équivalente de 3.7) :

—|AM|uz,,, A0+ [AM|ur a0 =
|ALlur,,, A0 — [AL|ur 40
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Les relations :

H(up —uyg) =12(uc —up) =13(up —uc) = 14(usg — up)

ou l; sont les longueurs des arétes i, entrainent clairement que
Uups =uUup = uc = up.

On peut démontrer le méme résultat sur un noeud sur la frontiére mais
a la condition que la quantité

Z Wm‘ﬁm : ﬁ’g;r,byp
G -7<0

soit continue. La valeur de u au point A sur le bord est alors nécessairement
égale a .
4 Z wm|Qm'ﬁ|g:7c7?y,0
Qo -73<0

ou g;" o est la valeur de la condition aux limites pour la direction m a
lordre 0 au point (z,y).

Remarque :

si elle est discontinue, on peut montrer [1] que les valeurs de u pour un
noeud sur le bord sont des moyennes pondérées par des valeurs positives
des deux valeurs de la quantité 4 Z wm|ﬁm “ 7| gyy 0 de part et d’autre

Q<0
de ce noeud. On n’a plus la continuité de up en ce noeud mais on garde
la continuité de ug aux noeuds internes. Avec la méthode précédente, on
peut démontrer que ug est continue aux noeuds internes et que les valeurs
de ug pour un noeud sur le bord dépendent linéairement de la quantité
Z wm|ﬁm *7i|gyy 0 SUr toute la frontiére et non plus seulement de part

Q<0
et d’autre du point considéré. On ne peut pas garantir que ces valeurs soient
comprises entre les deux valeurs de la condition aux limites. La variante
devrait donc dans ce cas étre plus robuste.

Nous allons maintenant regarder quel schéma de diffusion on obtient.

3.5.4 Expression du flux

Il s’agit d’exprimer le vecteur flux & l'intérieur d’un triangle en fonction
des valeurs de u a l'ordre 0 aux sommets de ce triangle.

On multiplie par Qm et on somme sur les directions les équations (3.12).
On identifie les termes d’ordre 1. On obtient :

1 N . .
p— > win Q- (Tap|AM|ug, a0 + Fac|ALur a0
k) m
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+iim LM Llugapcy o)

+UTB ZwmQ Q - (fiap|BM|ur o+ fipc|BK |ur B o
m

+iimi MK |ugapcy o)

+UTC Zwm m8m - (Mc|CK|ur o+ fac|CLlur,co

+ik | K Llugapcyo)

+Zwm m UTA1+UT31+UT01)—O

1 . 5
3 (nAB‘AM’ +nAC‘ALDUT7A,0
oT,A
1 . -
+3 (Tap|BM| + iipc|BK|)ur,B,0
oT,B
+ (ipc|CK| + fiac|CL|)ur,co
3or,c
(e At | ML| 4 ——finic | MK + —— x| K L)
n n n u
307, ML Z— MK Sorc KL {ABC},0
+5Tj% = 0.
En remarquant que :
. . 1.
nap|AM| + fiac|AL| = _§HBC’BC"
. . 1.
nAB’BM‘ + ngchK‘ = —§nAc‘AC’,
. . 1,
fipc|CK| + iac|CL| = —§nAB’AB‘,
ha hp he
Sr=BOI = |ac) "2 = |ap ",
on trouve :
1 npc 1 ﬁAC 1 nap
— — —u — —_—
3UT,A ha 7,40 3UT,B hp T.5,0 30’:/“7 ho 7,60
1 1 U -
+( v ML+ vk | MK+ ﬁKL\KL])i{ABC}’O + Jh =0,
o7, or,B 3or,c St
ou
. 1 - 1 -
VAaur,ao+ VABur,p,o + Vcur,co
30'TA 3or.B 3or,B
VA VA VA Jh=0.
(30_TA A+ E— B+ p— c)ugaBcyo + Jr
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On trouve une discrétisation consistante du vecteur flux, calculé au ba-
rycentre du triangle 7', exprimé de la fagon suivante :

1,51 = 1
Jp = —2(V(— —(V— :
T 3( (UT urp) — ( O_T)U{ABC},O)
En effet, en supposant que — est affine par maille, on a :
or
1 1 1 1
— =—M+—A+—)Ac,
or  OT.A OoT,B or,Cc
donc : ! 1 1 !
V— = —6)\14 + —6)\3 + —ﬁ)\c,
oT 0T, A OT.B arT,C
. 1 1 1 1
—urp = { Aa+ AB + Ac YugaBcy,o-
or oT,A OT,B or,C

)

1
En supposant maintenant que —u peut étre approché par une fonction

ar
affine par maille, on a :

1 1 1 1

—ur,o ~ (——ur,A,0)Aa + (——ur,B,0)AB + (——ur,Cc0)AC,

ar g A UT, UT,C
donc :
-1 1 - 1 - 1 =
V—uro~ (——ur.a0)VAa + (——ur,50)VAp + (——ur,co)VAc.

or oT,A or, or,C

L’expression du flux injectée dans I'équation (3.5) donne alors une dis-
crétisation consistante de I’équation de diffusion en 2D. Lorsqu’on prend o
constante par maille, c’est la méme que celle obtenue en éléments finis P1
avec lumping de la matrice de masse.

3.5.5 Conditions aux limites

On obtient les mémes résultats qu’avec le schéma précédent.

3.6 Résumé

Si Pon “lumpe” en plus des termes de “scattering” les termes de bord ap-
paraissant dans le schéma aux éléments finis linéaires discontinus, le schéma
que I'on obtient posséde toujours la limite diffusion, avec une discrétisation de
I’équation de diffusion différente de la précédente quand o n’est pas constant
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par maille. Le schéma obtenu est plus robuste que le précédent lorsque la
quantité .
5 ol g0
G -7<0

n’est pas continue sur le bord.

3.7 Méthode SCB

M.L Adams |2] propose une variante du schéma précédent (Single Corner
Balance) qui peut s’interpréter comme une méthode de volumes finis sur des
polygones ayant un nombre de cotés arbitraire. Nous allons analyser cette
méthode dans le cas des triangles. Le schéma s’écrit de la fagon suivante :
trouver U?A, uljﬂ;B, u?c solutions de :

Q- TaB|AM W + €Qp - Tac| AL|WT
— = U?A + U?B
+€m - A MG —2—LE
o UP 4+ uP
el - fiLG| LG
St

T ~
+UT,AU%A? = UT,AUT,A?7

Q- A BM | + €Qp, - ipc| BK [ulh

R T,B T,C
+eby, - x| KG|—LE 1€

- wp o, +u (3.13)
—e(Yy, - A MGl A L8

2
m T ~ ST
+0T,BUT,B? = oT,BUT,B 5"

Q- Tpo|CK Ul + €y, - ac|CL|ul
— . ug.‘nB +U1§-\nc
UJ”{A + u?ﬂ;c
2
.St

T
+0T,cugb ? = or,cUuT,C ? .

+€Qy - Tina|LG|

3.8 Limite diffusion

3.8.1 Isotropie

De la méme fagon que dans le cas précédent, on obtient que u, & lordre
0, est isotrope.
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3.8.2 Equation du flux

Pour obtenir I’équation du flux, on somme sur tous les triangles ayant ce
noeud en commun, les équations relatives a ce sommet (Fig 3.1).
On pose :
j'},MG = Zwmﬁm UECL’AJ —;U%BJ

m
qui est le vecteur flux discret sur 'aréte MG,
m m
o G Urat turca
T,LG — Zwm m 5

m

qui est le vecteur flux discret sur 'aréte GL.
En identifiant les termes facteurs de €2, il vient :

Z j’},MG eI MG| + j’},LG -fiLe|LG| = 0.
T

3.8.3 Continuité

De la méme fagon que dans le cas précédent, on obtient que u, & l'ordre
0, est continue.

3.8.4 Expression du flux

Il s’agit d’exprimer les vecteurs flux & 'intérieur d’un triangle en fonction
des valeurs de u 4 l'ordre 0 aux sommets de ce triangle. Pour cela, on multiplie
par O, et on somme sur les directions les équations (3.13) et on identifie les
termes d’ordre 1. On suppose que o1, 4 = o7,B = OT,C-

Il vient :

1 = = - -
or > Wi - (Tap|AM|ug, a0 + Fac|ALur a0
m

R U, A,0 + UT,C0

—nLG\LG\f)
1 = = R R
+E Z Wi Q0 - (nAB|BM|uT,B,O + nBC|BK|uT,B,O
m

. uT,.B,0 + UT,C0
+nKG|KG|f)

25 .
+TTJ’},MG =0,

1 .
~——(aB|AM| + iiac|AL|)ur, A0
3o
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R uT,A,0 + UT,C0
(=G| LG|————=)

L1
2

3o
1 -
+—(fap|BM| + figc|BK|)ur,Bo
3o

1 o ur,.B,0 + UT,C0
+____C+nkxﬂ}(6”__L_L____;_;)

3o 2
S o
+?T2j%’MG - 0,
1 npc 1 nac
3o h T.4,0 301 hp T.B,0
1 . UT, A0 + UT,C0
_ LG 941y sy
5o (G| LG AL CY,
1 - UT,B,0 + UT,C.0
KG 2y sy
+3STUT(+HKG! T
2 o
+§f:lr,MG =0,
1 = 1 =
——VAqur a0+ —VAur,Bo
3o 3or
S UT 4,0 + UT,C0
_ LG 94ty 1y
1 . uT B0 1+ UT,C,0
KG 42y 1y
*35,0m (Mral |—2 )

2 o
+§jc1r,MG =0.

L’expression de j;l“MG n’est pas consistante avec ’expression exacte du
b

flux. Si or est constante et u est linéaire dans la maille, le vecteur j}’MG

1 - . .
devrait étre égal a —3—{V)\AUT,A70 +VApur o+ VAcur,cp} comme avec
or

les deux schémas précédents. Or, cette égalité n’est pas vérifiée. Donc, sur
les triangles, on ne peut affirmer que la méthode SCB a la limite diffusion.

3.9 Résumé

La méthode SCB posséde la limite diffusion sur un maillage composé de
rectangles [2] mais ne la posséde pas si le maillage comporte des triangles.
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Chapitre 4

Etude en géométrie 2D
cylindrique

4.1 Schéma aux éléments finis linéaires discontinus
lumpés

On reprend le premier schéma : les éléments finis linéaires discontinus
lumpés, en géométrie 2D cylindrique.
L’équation en géométrie 2D cylindrique s’écrit :

@_1_ oru  Oxu
g or K 0z Op

avec pour conditions aux limites : u(r,z,ﬁ) = g(r,z,ﬁ) sur les points
de la frontiére ou Q-7 < 0, 77 étant la normale extérieure & la frontiére, en
notant  le vecteur de composantes : 7 = /1 — p2cos(¢) en r, et pen z,

I~

1 +1 2w
- d d
2F[4 " o u(r, z, 1, ),

X =1 — p?sin(p).

0 .
On commence par approcher le terme —% au point Qy, = (/1 — p2,c08(¢m), fim)
4

par I'expression :

—Ai(p{oﬂu2 —atu'},
u? est une approximation de u au point €y = (mcos(wm—i—%), ),
u! est une approximation de u au point Ql = (mcos((pm—%), ),
u™ est une approximation de u au point €, = (V1 — p2,cos(om), thm)-
ul + u?
5

On suppose que u™ =
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Les o' sont calculés par la formule de récurrence :

o — ol = Apn,.

On voit donc que « est une approximation de y.
Apreés cette discrétisation en angle, on doit résoudre :

O, O, 1

Nm 5 + 1 5, A—(’D{oﬂu2 —olul} + oru,, = ori,
0 0 1
DT % + DU + pr % — A—cp a?u? — alul} + OT Uy, = OT1.

On discrétise cette équation par des éléments finis linéaires discontinus
lumpés en espace.

Le schéma s’écrit :

Trouver sur le triangle T pour la direction ﬁm = (Mm, m), WP solution
de :

Z(Qm : ﬁb)/ul’,n)\irds —/

. - 1
(Q, - VrXj)uT drdz — / ——{?u% — atuf I \idrdz
. b T T Ap

+/ nmu}”)\irdrdz—kamu%/ M\irdrdz =
T “Jr

O'TJ'&TJ /T )\deTdZ,

ot 1 vaut A,B ou C.
On transforme l'expression précédente :

Z(ﬁm ~7ip) /Ugn)\ﬁds - / (Qpn - VNP rdrdz
b T

b
1
—/ —{a*uk - 1u%~})\idrdz+a;r,iu}”i/ Airdrdz = O'TJ'T],TJ;/ Airdrdz,
T Ap T T

(4.1)
Nous allons transformer (4.1) sous la forme d’un schéma de type volumes

finis.
EnnOt’I'a/Iylt:T‘ T TA T T A T T
B C B C B C
Ri=2A4y8,¢p,-A, B, C¢Cp A, B, 7C
A tytptsE gty o= ot

G lisobarycentre du triangle, on obtient :

/ Aardrdz = (&)RA,
T 3

et
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S o - AH 1
Q- VAUl rdrdz = —(Q - ——= ) (——= / ulrdrdz
l[;( A) T ( ’14}{’)(’14}{’) T T

= —(Qpy - i) | ML (ru) g,

avec :

1
(ru)gy = 3 > R,
i

On peut interpréter (ru)s comme la valeur de ru au point G qu’on
associe au coté M L.

On peut réécrire le schéma de la facon suivante. Il s’agit de trouver w7’ 4,
uy g, uy o solutions du systéme lincaire :

Z(Qm - 7ip) /buzn)\ATds + (R - Apgr) | ML|(ru)
b
_A%o Jr{a?u? — atub A adrdz + aTvAugﬂ”’ASTTRA =

. T
UT,AUT,A?RAa

S G- ) [ s + (@ fagsc) M ()
b
— a5 Ir{e?uf — alupApdrdz + o1 pulf s 5 R =

~ T
UT,BUT,B?RBy

Z(Qm - 7ip) /bugq’)\chs + (- figr) | K L|(ru) g
b
—ap Jria?ut — aluptrcdrdz + or.cuf o *F Ro =

_ T
UT,CUT,C?RC-

En notant : rA T rA T
(ru)apy = (5 + F)“b(A) + (f + F)Ub(B)a

(ru)gpay = (T—A + T—B)ub(B) + (T—A + %B)ub(A) (les formules sont iden-

tiques pour {AC} {CA} {BC}.{CB} ), on obtient :

—

(- TAB) /AB upAards = (ﬁm : ﬁAB)’AM‘(TU)?AB}v

ou la valeur de u au point{ AB} est a prendre dans le triangle T ou le
triangle T}y suivant le signe de (2, - 7ip).
Ona:
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—

> (D) /b ui Aads = (Con 71 4B) [ AM|(ru) Py gy + (ST ac)|AL| (ru) {4 oy
b

. PSR m m m ; A
Le schéma se réécrit : trouver wr 4, UL, UT G solutions du systéme
linéaire :

Qm . ﬁAB’AM‘(TU)T{nAB} + Qm : ﬁAC"AL’(Tu)ﬂC} + ﬁm ’ ﬁML‘ML’(Tu)r{Z‘BC}
1

_A—gp /T{Ozzu% — otk I\ adrdz + O'TAUTA—RA = 07, AUT, A—~ RA,

Q- 7aB| BM|(ru){ay + O "BC’BK\(TU){BC}JFQm ”MK\MK’(TU){ABC}

——/{a ud — olul I \pdrdz —|—O'TBUTB—RB = JTBuTB—RB,

Qm . ﬁBC’CK‘(Tu)?CB} + Qm : ﬁAC’CL‘(Tu)mCA} + Qm ’ ﬁKL‘KL’(Tu)?ABC}

T .
— / {?ub — otut I Nodrdz + Jﬂcu%C?Rc = O'T7C'LLT,C?RC,
T

ou encore sous une forme de type volumes finis faisant apparaitre le
caractére conservatif de I’équation :

Oy, - Al AM|(ru){ypy + Gy - fiac|AL|(ru){scy + Do - G| MG(ru)fapey

T Gl LGl ancy = 5 {0k = ol b andrds + om o R

~ T
= UT,AUT,A?RA,

Q- 7Tap| BM|(ru) (a3 + Gom - 0| BE|(ru) ey + o - ke K G| (ru) Py pey

— Oy, - ﬁMG\MG\(ru)%BC} " Ag /T{azu?p — atur I \pdrdz + O'T,BUTB?RB

ST
= JT,BUT,B?R&

—

Qp, - ﬁBC|CK|(TU)?CB} + Qm : ﬁAC|0L|(TU)?CA} + Q;m : ﬁKG|KG|(TU)nABC}

~On gl LGNr ) aney — g, [ o%ud — ' ubPodrds + orcuf oy Re

_ T
= UT,CUT,C?RC-

On reprend ’étude asymptotique faite précédemment en géométrie 2D
plane sur ’équation 4.3 dans laquelle on a introduit le parameétre ¢, le schéma
s’écrit :
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eQm - 4Bl AM |(ru){y gy + €m - fiac | AL|(ru) {4y + €Qm - s | M LI (ru) ey
St

N T
3 Rj = or atur a—Ra,

1
_EA—tp /T{aquT — atur I\ adrdz + OT AUT A 3

eQm - 4B BM|(ru) {4y + €0 - ipo| BE|(ru) oy + €0 - fiaric | MK | (ru) 'y ey

1
—° / {0?ud — alubApdrdz + o1, pult 52 Rp = o7 giir g Ry,
A(p T ; 3 3 ; ) 3

e - po|CK|(ru) gy + e@m - fiacl| CLI(ru){g ay + € - kL K LI (ru) Ty pey
St

N T
3 Rc = or,cur,c— Re.

1
—€A—(p /T{ozzu?p — atur I edrdz + OT,CUT ¢ 3

4.2 Limite diffusion

4.2.1 Isotropie

A Tordre 0, on obtient :

m -

UT’A = uT7A707
m ~

U B = UT,B,0,
m .

uj7c = uT7C70.

Donc w est isotrope a 'ordre 0.

4.2.2 Equation du flux

Pour un noeud global donné, on somme sur tous les triangles ayant ce

noeud en commun, les équations relatives a ce sommet (Fig 3.1).

On introduit une formule de quadrature discréte sur la sphére angulaire

unité.

1 S o -
E - f(Q)dQ = %;wmf(gm)

On suppose que cette formule de quadrature vérifie :

Zwm =1.
On somme sur les directions m :
€ Z Z Wi - (ﬁAB’AM\(TU)T{nAB} + ﬁAC’AL\(TU)?AC} + ﬁML’ML‘(TU)S“n,{ABC})
m T

St _ St
+2- 2 wmorauf a5 Ra =3} wmonatina—-Ra.
m T m T
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Le terme sommé sur les directions {a?u? — alul} disparait car il a le

. oxu
caractére conservatif de % :

2

T Oxu

——dp = 0.
/0 dp

Pour faciliter les notations, on a supposé que le point A dans la numéro-

tation locale du triangle 1" correspond au méme noeud global donné.
Si AB est un bras interne, la valeur de (ru)’&B} est celle du triangle T

— —

si (Q, - ap) est positif ou du triangle adjacent a T par AB si (y, - iaB)
est négatif.
Si AB est un bras frontiére, la valeur de (ru){p, est celle du triangle

—

T si (Qy, - Tiap) est positif ou la valeur de la condition aux limites au point
{ABY si (Q,, - ap) est négatif.

Les termes sur les arétes "internes" du volume de contrdle autour du
noeud global s’annulent, car la méme aréte apparait 2 fois dans la somme
ci-dessus mais avec des vecteurs unitaires normaux opposés, donc :

S - m m S
eZZwQO v L ML|(ru)y apey + ZzmeﬂAuT,A?TRA =
m T m T
S
> ZmeT,AUT,A?TRA'
m T
On pose
=1 - m
(rD)p =Y wmQm(ru)T (apcy

m

qui est le vecteur flux discret.
En identifiant les termes facteurs de €2, il vient :

= . S 5 S
S (rd)p - AmpI ML +Y ) WmO'T,AUE“n,A,Z?TRA =y > WmUT,AUT,AQ?TRA-
T m T m T
Soit :
STy finn|ML| =0,
T
ou sous forme conservative :
S Dk {iincI MG + figL|GL|} = 0. (4.3)

T
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4.2.3 Continuité

La démonstration de la continuité est identique a celle faite en géométrie
2D plane. On démontre tout d’abord que :

—|AM|(ru)g,,, rapyo T [AM|(ru)r apy0 =
|AL|(ru)r,,, tacy0 — [ALI(rw) 1 acy o

Si 'aréte AB est interne, (ru)y, . r4p o est la valeur de (ru) au point {AB}
sur le triangle adjacent a T par AB, si I'aréte AB est sur le bord,

(TU’)T&”,{AB},O =4 Z wm‘ﬁm : ﬁAB’(Tg)({AB}v ﬁmv 0)

—

QmTap<0

On en déduit que ug est continue & condition que
Z Win| L « 7] g(Qm, 0) soit continue sur le bord.
Q- A<0
Nous allons maintenant chercher quel schéma de diffusion on obtient.

4.2.4 Expression du flux

Il s’agit d’exprimer le vecteur flux & I'intérieur d’un triangle en fonction
des valeurs de u a 'ordre 0 aux sommets de ce triangle. Pour cela, on multiplie
(4.1) par Qm, on somme les 3 équations correspondant aux 3 sommets du
triangle 7" et on somme sur les directions. On identifie les termes d’ordre 1 :

Z 1 (Z wmﬁm{Z(Qm . ﬁb)/ub@)\irds — / (Qm . ﬁ)\i)uﬂordrdz

T 5 b T

1 2 1
B — — o'} Ndrd
| agurote? -~ at)rdrdz))

+ Z Zwmﬁm/ AN rdrdz = 6,
i m T A

Loy n
ou encore en notant que —{a* —a’ } = Ny,

Ay

Z 1 (Zwmﬁmﬁm . {Z ﬁb/ubp)\ﬂ‘ds—/(ﬁAi)uT,ordrdz}
7 b T

1 UT,Z m

—Zwmﬁm/ UeNmAidrdz)
o T
+ Z Zwmﬁm/ Nul . rdrdz = 0.
i om T v
Or on a:
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- - - 1 . .
(TJ)%“ = ZwQO(ru)T,{ABC},l = S_T Zwmgmz /T)‘iuT,i,lrdrdZ'

m

On en déduit :

1
3O'T77;

>

i

{Z ﬁb/ubp)\irds —/(ﬁ)\i)uT70rdrdz — F/ uoAidrdz}
> b T T
+S7(rJ)k = 0.

Dans I'expression précédente, 7 est le vecteur de composantes 1 en 7 et 0 en
Z.
En faisant une intégration par parties, on obtient :

1 - - .
Z / (Vug)Nirdrdz + Sr(rJ)p = 0.
— 301 JT

On obtient finalement I'expression du flux discret :

- 1 1
ST(TJ)IT = 3 Z

/ (Vuo) \irdrdz
or,i JT

1 R, =

soit :

=

7Yk =3

) )

On obtient ainsi une discrétisation consistante du vecteur rJ = —(3—)Vu0
ar

(rD)p = =5 (=) (Vuo), (4.4)

ou

En insérant cette expression du flux dans (4.3) on obtient :
1. 7 = . .
> == (=) (Vurp) - {inagIMG| + figL|GL|} = 0,
T 3 or
qui est une discrétisation consistante de 1’équation du flux :
. 1 -
V(-5 (Vo) = 0
or

en géométrie cylindrique.
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4.2.5 Conditions aux limites

On suppose que le coté AB du triangle T est sur la frontiére et que les 2
autres cotés AC et BC sont internes. Nous allons modifier ug en A et B de
telle fagon que le flux discret (rj)%p puisse toujours s’exprimer comme dans
(4.4).

On a pour ce triangle :

1
3O'T77;

>

i

{Z ﬁb/ub@)\irds —/(ﬁ)\i)uT70rdrdz — F/ uoAidrdz}
7 b T T

=

+ST(T‘J)%1 = 6,

ou, en supposant que or est constante dans la maille :

1 B L B
(54,43/ upAards + Z 3wQOQm-ﬁAB/ 9o’ Aards
4 QpiaB<0 4
C —
+ﬁAc/ uo)\Ards—/(V)\A)uordrdz—F/ ugAadrdz)
A T T
1 B L B
+57an / whprds + S BwpS Gy iias / 9P Aprds
A Qm-iap<0 A
c -
+ﬁBc/ uo)\Brds—/(V)\B)uordrdz—F/ upApdrdz)
B T T

C

C -
—I—(ﬁAc/ uo)\crds—l—ﬁBc/ uo)\crds—/(V)\c)uordrdz—F/ ugAodrdz)
A B T T

+ST(Tj)%p30'T = 0.

On remplace ug sur AB par sa valeur 4Zﬁm~ﬁAB§0 wm|ﬁm -AB|gy"-

En posant : Q,, = (ﬁm “TAB)TAB + (Qm -tAp)tap Ol tap est le vecteur
tangent a la surface, wm = >.g 5 ¢ Wi (2| - T ag| + 3(Qom - TaB)2) g,
en supposant que go posséde la symétrie azimutale autour de 745, on ob-
tient :

B C R
(ﬁAB/ ulim)\Ards—kﬁAc/ uo)\Ards—/(V)\A)uordrdz—F/ upAadrdz)
A A T T
B C -
—I-(ﬁAB/ ulim)\Brds—l—ﬁBc/ uo)\Brds—/(V)\B)uordrdz—f'/ upApdrdz)
A B T T

c

C N
+(ﬁAc/ uo)\crds+ﬁBc/ uo)\crds—/(V)\(;)uordrdz —F/ upAcdrdz)
A B T T

+S7(rJ)r30r = 0.

Nous obtenons :
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C

= 1 B
(nAB / UimTdSs + nAC/
A A

(rd)r =

C
— ugrds + ﬁBc/ ugrds — F/ uodrdz),
St3or B T

ou encore :
. 1 wa i (rAXTBY 4 gy (TAX2rE
(TJ):}W _ (ﬁABAB A,lzm( 3 ) . B,lzm( 3 )

A0(FAF7E) + uco (FAF9)
2

B St3o0T

u
+iiacAC

2rg+r rg+2r
. upo(=E37¢) +uco () LSy
2 5 - 7 (wao +upo + uco)),

Or, nous aimerions avoir :

. 1 Wt (TR + g i (LR
rJ)h=— fiapAB—= 3 ’ 3
(rd)r 5.3 JT( AB 5
2ra+ro rat2rc
U i (EAETC) 4w o(TAt2e
+ﬁACAC A,lzm( 3 )2 C,O( 3 )
2re+rc rB+2rc
. uBlim(=E37C) +uco(E5<¢) Sy
+iipe BO—""2 3 5 K - T?(“A,lim + UB jim + uc,)))

1 ra+re+rc
= — ( 3

) (U tim VA4 + uBim VA + ucoVAc).

On ne peut pas exprimer le vecteur flux discret (rj)%p comme le gradient
d’une fonction affine prenant les valeurs ug en C et uy, en A et B, qui
serait la bonne condition aux limites, car cela signifierait que la condition
aux limites pour ug associée a I’équation de diffusion est la condition de
Dirichlet : u = u, sur AB. On ne peut donc dire que le schéma satisfait la
bonne condition aux limites quand le flux incident est anisotrope.

Quand le flux incident est isotrope, le schéma satisfait une équation de
diffusion avec la "bonne" _(;ondition d(i Dirichlet sur le bord :

U= 4Zﬁm'ﬁABSO Win| Q- TaB|g(Qm, 0).

Remarque :

A la différence du cas plan, on ne peut trouver la “bonne” condition aux
limites quand la frontiére est composée de rectangles identiques et que la
condition est uniforme en espace et que o ne dépend pas de T'. Nous allons
en donner la raison. On se place dans la méme configuration qu’en plan (Fig
3.2).

Dans ce cas particulier, dans 1’équation du flux relative au noeud C, la
condition aux limites intervient dans le terme suivant : (,]_:14013 -ngp|KL| +
J_:l430 - firap|LM]). up n’est pas présent dans ce terme. Seul intervient le
terme :
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1 5
—W(UO)V)\A,ACE AL KL

30 3
1 ra+rp rAa+rB+rC = "
_5(7(2*71[%1_2u0)+#UO)V)\A7ABC'TLLM’LM‘
1 rat+rc+re rA+TR rA+rR+TC
= ——(————FF—(ug) + ————(2 * wpm — 2up) + ————ug) cot
30 3 2 3
1 2rc+rg—ra—2rp
= —3—0( 3 uo + (ra + 7B)uim) cot B
L ratrc+re ratretrc

7§__

30(

3 3 ) Ui, Ot 3

Donc, on n’obtient pas le méme terme que celui obtenu en imposant la
valeur de u en A & wuy,, dans U'expression de j:l4BC et j?é&CE- Cependant,
lerreur que l'on commet reste petite, de 'ordre de o(h) ou h est la taille
des rectangles et d’autant plus petite que le rayon de giration est grand.
L’erreur est donc petite par rapport a celle qu’on commettrait en prenant
comme condition de Dirichlet ug au lieu de ugp,.

4.3 Résumé

Sous des hypothéses sur la quadrature angulaire, le schéma aux éléments
finis linéaires discontinus lumpés en géométrie 2D cylindrique, a bien la limite
diffusion. En général, quand le flux incident est anisotrope, contrairement au
cas 1D, le schéma ne satisfait pas la bonne condition aux limites. Cependant,
sous certaines hypothéses sur le maillage sur la frontiére et la condition
aux limites, on peut démontrer que la condition aux limites approche celle
obtenue en 1D, ce qui autorise des maillages grossiers vis & vis du libre-
parcours méme en présence d’une couche limite.

47



Bibliographie

1]
2|
3]

[4]
5]

6]
7l

8]
19]

[10]

[11]

[12]

[13]

M.L.Adams, “Discontinuous Finite Element Methods in Thick Diffusive
Problems”, Nuclear Science and Engineering, 137, 298 (2001) .
M.L.Adams, “Subcell balance methods”, Trans Theory and Statistical
Physics, 385-431 (1997).

M.L.Adams, “Discontinuous Finite Element Transport Solutions in the
Thick Diffusion Limit in Cartesian Geometry”, Proc. International To-
pical Mtg on Advances in Mathematics, Computations and reactor Phy-
sics, vol 5 p 21.1 3-1 Pittsburg (1991).

S.Chandrasekhar, “Radiative transfer”, Dover, New York (1960).
E.W.Larsen, G.C.Pomraning and V.C.Badham, “Asymptotic Analysis
of Radiative Transfer Problems”, J.Quant.Spectrosc. Radiat. Transfer,
29, 285 (1983).

E.W.Larsen, “The Asymptotic Diffusion Limit of Discretized Transport
Problems”, Nuclear Science and Engineering, 112, 336-346 (1992).
E.W.Larsen, J.E.Morel and W.F.Miller Jr, “Asymptotic Solutions of
Numerical Transport Problems in Optically Thick, Diffusive Regimes”,
J.Comput. Phys, 69, 283 (1987).

E.W.Larsen, “On Numerical Solutions of Transport Problems in the
Diffusion Limit”, Nuclear Science and Engineering, 83, 90 (1983).
E.W.Larsen and J.B.Keller, “Asymptotic Solution of Neutron Transport
Problems for Small Mean Free Paths”, J.Math. Phys, 15, 75 (1974).
J.E.Morel, T.Wareing, K.Smith, “A Linear Discontinuous Spatial Diffe-
rencing Scheme for Sn Radiative Transfer Calculations”, J. Comput. Phys
128 |, 445-462 (1996).

T.N’Kaoua, “Solution of the Non linear Radiative transfer Equation
by a Fully Implicit Monte-Carlo Method Coupled with the Rosseland
Diffusion Equation Via Domain Decomposition”, SIAM J on Scient and
Stat. Comput. 12 (3) 505-520 (1991).

G.C.Pomraning, “Diffusive Limits for Linear Transport Equa-
tions”, Nuclear Science and Engineering, 112, 239-255 (1992).

R.Sentis, “Analyse Asymptotique d’Equations de transport”, Theése
(1981).

48



