
HAL Id: hal-00341627
https://hal.science/hal-00341627

Submitted on 25 Nov 2008

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Limite asymptotique de schémas d’éléments finis
linéaires discontinus lumpés en régime de diffusion

Gerald Samba

To cite this version:
Gerald Samba. Limite asymptotique de schémas d’éléments finis linéaires discontinus lumpés en régime
de diffusion. 2001. �hal-00341627�

https://hal.science/hal-00341627
https://hal.archives-ouvertes.fr


Limite asymptotique de s
hémas d'éléments �nislinéaires dis
ontinus lumpés en régime de di�usionG.SambaCEA, DIF, F-91297 Arpajon, Fran
eMars 2001



Table des matières
1 Introdu
tion 22 Etude en géométrie 1D 52.1 S
héma aux éléments �nis linéaires dis
ontinus lumpés . . . . 52.2 Limite di�usion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82.2.1 Isotropie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82.2.2 Equation du �ux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82.2.3 Continuité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92.2.4 Expression du �ux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92.2.5 Conditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102.3 Résumé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133 Etude en géométrie 2D plane 143.1 S
héma aux éléments �nis linéaires dis
ontinus lumpés . . . . 143.2 Limite di�usion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183.2.1 Isotropie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183.2.2 Equation du �ux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183.2.3 Continuité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203.2.4 Expression du �ux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223.2.5 Conditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253.3 Résumé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293.4 Variante des éléments �nis linéaires dis
ontinus lumpés . . . . 293.5 Limite di�usion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303.5.1 Isotropie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303.5.2 Equation du �ux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303.5.3 Continuité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303.5.4 Expression du �ux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313.5.5 Conditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333.6 Résumé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333.7 Méthode SCB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343.8 Limite di�usion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343.8.1 Isotropie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343.8.2 Equation du �ux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 350



3.8.3 Continuité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 353.8.4 Expression du �ux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 353.9 Résumé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 364 Etude en géométrie 2D 
ylindrique 374.1 S
héma aux éléments �nis linéaires dis
ontinus lumpés . . . . 374.2 Limite di�usion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 414.2.1 Isotropie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 414.2.2 Equation du �ux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 414.2.3 Continuité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 434.2.4 Expression du �ux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 434.2.5 Conditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . 454.3 Résumé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

1



Chapitre 1Introdu
tionIl est souhaitable de trouver une méthode permettant de résoudre l'équa-tion de transport des photons aussi bien dans les zones transparentes quedans 
elles où les pro
essus de di�usion ou d'émission-absorption sont do-minants. Or, 
es dernières zones né
essitent généralement des maillages detaille prohibitive. Ave
 les méthodes de Monte-Carlo standard sans biaisageparti
ulier, elles né
essitent des tailles de mailles de l'ordre du libre-par
ourset des pas de temps de l'ordre du temps de 
ollision. On est don
 
onduità 
oupler le transport Monte-Carlo dans les zones transparentes à la résolu-tion de l'équation de di�usion dans les milieux opaques [11℄. Cette méthodepose de nombreuses questions qui ne sont pas 
omplètement résolues. Parexemple : 
omment pla
er la frontière entre milieux transparents et milieuxopaques sa
hant que la 
ara
térisation de 
es milieux peut dépendre de lafréquen
e des photons ? Certains s
hémas déterministes permettent de lever
es di�
ultés. L'objet de 
e rapport est d'étudier leurs propriétés en milieudi�usif.On sait qu'un s
héma qui appro
he 
orre
tement la solution de l'équa-tion du transport appro
he également 
elle de l'équation de di�usion (là où
ette approximation est valable) quand la taille des mailles est de l'ordredu libre-par
ours moyen [7℄. En revan
he, 
ette propriété n'est pas toujoursvraie sur un maillage beau
oup plus grossier résolvant les longueurs de gra-dient 
ara
téristiques du problème : par exemple, en di�usion Rosseland, unmaillage 
omportant une 
entaine de libre-par
ours par maille peut résoudre
orre
tement la variation de la température et être adapté à un s
héma pourl'équation de di�usion Rosseland. Par 
ontre, un s
héma qui résout l'équa-tion du transport sur 
e maillage peut donner une solution 
omplètementfausse. On dira alors que 
e s
héma n'a pas la limite di�usion.On 
her
he à savoir parmi 
es s
hémas quels sont 
eux qui ont la limitedi�usion. L'intérêt de 
ette démar
he est double :� On peut trouver le s
héma qui permet d'é
onomiser la pla
e mémoireet le temps 
al
ul puisqu'il se satisfait de maillages grossiers dans les2



zones où l'approximation de la di�usion est valable.� On peut trouver le s
héma de di�usion asso
ié au s
héma de transportqui permet une a

élération e�
a
e de 
e dernier (di�usion synthé-tique).La démar
he pour arriver à 
ette �n 
onsiste à utiliser la même méthode dansle s
héma dis
ret que 
elle qui, dans l'équation de transport 
ontinue, permetde trouver 
omme limite l'équation de di�usion. On rappelle la méthodepour l'équation de transport 
ontinue. On introduit un paramètre petit ǫ :le libre par
ours divisé par une longueur 
ara
téristique, on développe lasolution de l'équation u par rapport aux puissan
es de 
e paramètre : u =
u0 + ǫu1 + ǫ2u2 + ... et on démontre que u0 est solution d'une équation dedi�usion [9℄. Pour le s
héma dis
ret, on introduit le même paramètre dansl'équation de transport dis
rétisée, ainsi que le même développement pourla solution dis
rète. On trouve le s
héma numérique dont u0 est solutionpuis on détermine si 
e s
héma 
orrespond à une dis
rétisation 
onsistantede l'équation de di�usion [8℄.La première partie de 
e rapport 
on
erne un s
héma aux éléments �nislinéaires dis
ontinus en 1D plan in�ni. On y redémontre un résultat de Larsenet de Morel [6, 10℄. La démonstration est 
onduite en 5 étapes.� Tout d'abord, on démontre que u0 est isotrope.� On trouve ensuite l'équation véri�ée par le moment angulaire d'ordre1 de u1. C'est l'équivalent dis
ret de l'équation du �ux : ~∇ · ~F = 0.� On démontre ensuite que u0 est 
ontinue.� Puis on relie le �ux à u0 par l'équivalent dis
ret de la loi de Fi
k

~F = − 1

3σ
~∇u0. On démontre qu'on trouve un s
héma d'éléments �nislinéaires 
ontinus.� On s'atta
he ensuite à déterminer les 
onditions aux limites de 
etteéquation de di�usion. Lorsque l'intensité entrante g(µ) est anisotrope,nous savons qu'il se développe sur quelques libre-par
ours une 
ou
helimite dans laquelle l'intensité devient isotrope. Ce problème de 
ou
helimite se pose également à l'interfa
e d'un milieu transparent et d'unmilieu di�usif lorsque l'intensité provenant du milieu transparent surl'interfa
e est anisotrope [13℄. Lorsqu'on fait l'hypothèse de la di�u-sion, la �bonne� 
ondition aux limites n'est pas la 
ondition de Diri
hleten prenant 
omme valeur de l'intensité au bord : ∫

2µg(µ)dµ mais la
ondition dite de Chandrasekhar [4℄ dont la version appro
hée 
onsisteà prendre 
omme 
ondition de Diri
hlet : ∫

(µ + 3

2
µ2)g(µ)dµ. On dé-montre que la solution dis
rète u0 possède la propriété remarquabled'être égale à ∫

(µ + 3
2
µ2)g(µ)dµ au bord, 
e qui signi�e qu'il n'est pasné
essaire de mailler au libre-par
ours la 
ou
he limite pour avoir labonne solution à l'intérieur du domaine.Dans la deuxième partie, on étudie en géométrie 2D plane, 3 s
hémas quisont des extensions du s
héma pré
édemment étudié en 1D.3



Dans la troisième partie, on étudie en géométrie 2D 
ylindrique, le pre-mier s
héma aux éléments �nis linéaires dis
ontinus lumpés.
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Chapitre 2Etude en géométrie 1D2.1 S
héma aux éléments �nis linéaires dis
ontinuslumpésOn part de l'équation de transport en plan in�ni 1D.On redémontre 
i dessous un résultat de Larsen et de Morel [5, 10℄ :
µ

∂u

∂x
+ σu = σũ, (2.1)ave
 x dans [0, 1],

ũ =
1

2

∫ +1

−1

u(µ)dµ,et pour 
onditions aux limites :
u(0, µ ≥ 0) = g(µ), u(1, µ ≤ 0) = h(µ).Par rapport au 
hapitre pré
édent, on a supposé que σa = 0 mais prendreen 
ompte une se
tion d'absorption non nulle ne pose pas de di�
ulté par-ti
ulière.Les dire
tions dis
rètes sont notées µm, la maille j est l'intervalle [xj− 1

2

, xj+ 1

2

],on suppose pour plus de simpli
ité que le maillage est uniforme de pas ∆x.La valeur de u sur la demi-maille [xj− 1

2

, xj ] et pour la dire
tion µm estnotée um
j,G.La valeur de u sur la demi-maille [xj, xj+ 1

2

] et pour la dire
tion µm estnotée um
j,D.

σ est supposé linéaire dis
ontinue.
σj,G et σj,D sont les valeurs de σ dans la maille j aux sommets xj− 1

2

et
xj+ 1

2

.On pose : 5



um
j =

um
j,G + um

j,D

2
.Le �lumping� ou �
ondensation� de la matri
e de masse 
onsiste à fairel'approximation :

∫ x
j+ 1

2

x
j− 1

2

λAλBdx = δB
A

∫ x
j+1

2

x
j− 1

2

λAdxdans le terme de s
attering σu − σũ, où λA est la fon
tion a�ne qui vaut1 au sommet A et 0 au sommet B (A et B pouvant être les points xj− 1

2

ou
xj+ 1

2

).
U j,G

Uj,D

xj-1/2 xj+1/2 xxj+3/2Le s
héma aux éléments �nis linéaires dis
ontinus lumpés s'é
rit en 1D :Trouver um
j,G, um

j,D solutions de :














µm(um
j − um

j− 1

2

) +
um

j,G

2
σj,G∆x =

ũj,G

2
σj,G∆x,

µm(um
j+ 1

2

− um
j ) +

um
j,D

2
σj,D∆x =

ũj,D

2
σj,D∆x,

(2.2)ave
 :
ũ =

∑

m

ωmum,et
um

j− 1

2

= um
j−1,D si µm ≥ 0,

um
j− 1

2

= um
j,G si µm ≤ 0,pour la maille 1 = [x 1

2

, x 3

2

], ( x 1

2

= 0)
um

1

2

= g(µm) si µm ≥ 0,

um
1

2

= um
1,G si µm ≤ 0,6



de même pour la dernière maille N = [xN− 1

2

, xN+ 1

2

], ( xN+ 1

2

= 1)
um

N+ 1

2

= h(µm) si µm ≤ 0,

um
N+ 1

2

= um
N,D si µm ≥ 0.Remarque : pour µm ≥ 0, um

j− 1

2

est une donnée pour le système (2.2) et
um

j+ 1

2

une in
onnue et inversement pour µm ≤ 0.Les ωm sont les poids d'une formule de quadrature sur [−1,+1] normalisésde telle sorte que ∑

m

ωm = 1.Dans la limite di�usion, la profondeur optique (nombre de libres par-
ours) tend vers l'in�ni dans 
haque maille, on introduit don
 le petit para-mètre ǫ =
1

σ̃∆x
. On note : σ̃, une valeur 
ara
téristique de σ,

σj,G =
σj,G

σ̃
,

σj,D =
σj,D

σ̃
.Le système (2.2) se réé
rit :

ǫµm(um
j − um

j− 1

2

) + σj,G

um
j,G

2
= σj,G

ũj,G

2
, (2.3)

ǫµm(um
j+ 1

2

− um
j ) + σj,D

um
j,D

2
= σj,D

ũj,D

2
. (2.4)On introduit le développement :

um
j,G = um

j,G,0 + ǫum
j,G,1 + ǫ2um

j,G,2 + ...,

um
j,D = um

j,D,0 + ǫum
j,D,1 + ǫ2um

j,D,2 + ....On veut montrer que ũ0 (ũ0 =
∑

m ωmum
0 ) est 
ontinue soit :

ũj,D,0 = ũj+1,G,0 = ũj+ 1

2
,0,et que ũj+ 1

2
,0 véri�e une équation dis
rète 
onsistante ave
 l'équation dedi�usion asso
iée à l'équation de transport 
ontinue :

− d

dx

1

3σ

d

dx
u = 0.i
i, σ est la quantité dimensionnée de l'équation de transport 
ontinue(2.1).On pré
isera ensuite les 
onditions aux limites de 
ette équation dis
rète.7



2.2 Limite di�usion2.2.1 IsotropieOn fait dans la suite l'hypothèse que le système de quadrature véri�e larelation :
∑

m

µmωm = 0, (2.5)
e qui est véri�é s'il est symétrique par rapport à 0. On montre que u estisotrope à l'ordre 0.Pour 
ela, on 
ommen
e par identi�er les termes d'ordre 0 dans (2.3) et(2.4).Il vient :
um

j,G,0 = ũj,G,0,

um
j,D,0 = ũj,D,0,
e qui entraîne que u ne dépend pas de m et est don
 isotrope à l'ordre0.2.2.2 Equation du �uxOn montre que le �ux dis
ret ; ∑

m ωmµmum
1 , véri�e une version dis
rètede l'équation du �ux : d

dx
(F ) = 0.En é
rivant l'équation (2.4) sur la maille j et l'équation (2.3) sur la maille

j +1, en les multipliant par ωm, en les sommant sur les m et en les ajoutant,on obtient :
ǫ
∑

m

(ωmµmum
j+1−ωmµmum

j )+
∑

m

ωm(
σj,Dum

j,D + σj+1,Gum
j+1,G

2
) =

σj,Dũj,D + σj+1,Gũj+1,G

2
.On pose :

J1
j =

∑

m

ωmµmum
j,1.En identi�ant les termes fa
teurs de ǫ2, il vient :

J1
j+1−J1

j +
∑

m

ωm(
σj,Dum

j,D,2 + σj+1,Gum
j+1,G,2

2
) =

σj,Dũj,D,2 + σj+1,Gũj+1,G,2

2
,don


J1
j+1 − J1

j = 0. (2.6)8



2.2.3 ContinuitéOn établit maintenant la 
ontinuité de u à l'ordre 0. Pour 
ela, nousprenons l'équation (2.3), nous sommons sur les m en multipliant par le poids
ωm. En identi�ant les termes d'ordre 1, on obtient :

∑

m

ωmµm(um
j,0 − um

j− 1

2
,0
) + σj,G

∑

m

ωm

um
j,G,1

2
= σj,G

ũj,G,1

2
,don
 :

∑

m

ωmµm(um
j,0 − um

j− 1

2
,0
) = 0.Or um

j,0 ne dépend pas de m, don
 grâ
e à (2.5), on a :
∑

m

ωmµmum
j− 1

2
,0

= 0,ou
∑

µm≥0

ωmµmum
j−1,D,0 =

∑

µm≤0

ωm|µm|um
j,G,0,soit

ũj−1,D,0

∑

µm≥0

µmωm = ũj,G,0

∑

µm≤0

ωm|µm|.On obtient grâ
e à (2.5) :
ũj−1,D,0 = ũj,G,0, (2.7)
e qui prouve la 
ontinuité de ũ0.2.2.4 Expression du �uxNous allons maintenant exprimer J1 en fon
tion de ũ0, 
e qui permettra,en remplaçant dans (2.6) de trouver l'équation de di�usion véri�ée par ũ0.On pose ũj−1,D,0 = ũj,G,0 = ũj− 1

2
,0. On multiplie (2.3) et (2.4) par µmωm,on somme sur les m et on identi�e les termes d'ordre 1 don
 :

∑

m

ωmµ2
m(uj,0 − uj− 1

2
,0) + σj,G

∑

m

ωmµm

um
j,G,1

2
= 0, (2.8)

∑

m

ωmµ2
m(uj+ 1

2
,0 − uj,0) + σj,D

∑

m

ωmµm

um
j,D,1

2
= 0. (2.9)En supposant que :

∑

m

ωmµ2
m =

1

3
, (2.10)9



en sommant les deux équations après division par σj,G et σj,D, on obtient :
1

3σj,G
(uj,0 − uj− 1

2
,0) +

1

3σj,D
(uj+ 1

2
,0 − uj,0) + J1

j = 0.Don
 puisque
uj,0 =

uj− 1

2
,0 + uj+ 1

2
,0

2
,on a :

1

6σj,G
(uj+ 1

2
,0 − uj− 1

2
,0) +

1

6σj,D
(uj+ 1

2
,0 − uj− 1

2
,0) + J1

j = 0,

J1
j = − 1

3σj
(uj+ 1

2
,0 − uj− 1

2
,0) (2.11)ave
 :

2

σj
=

1

σj,G
+

1

σj,D
.En remplaçant dans (2.6), on trouve :

− 1

3σj+1

(uj+ 3

2
,0 − uj+ 1

2
,0) +

1

3σj
(uj+ 1

2
,0 − uj− 1

2
,0) = 0,
e qui est une dis
rétisation aux noeuds 
onsistante de l'équation de di�usion.2.2.5 Conditions aux limitesNous allons maintenant 
her
her quelles sont les 
onditions aux limitesde 
ette équation, par exemple à gau
he, 
e que l'on doit prendre 
ommevaleur de u 1

2
,0.On é
rit pour la première maille (2.3) et (2.4) :

ǫµm(um
1 − um

1

2

) + σ1,G
um
1,G

2
= σ1,G

ũ1,G

2
,

ǫµm(um
3

2

− um
1 ) + σ1,D

um
1,D

2
= σ1,D

ũ1,D

2
.La première équation à l'ordre 0 donne :

um
1,G,0 = ũ1,G,0,don
 um

1,G,0 ne dépend pas de m.De même, um
1,D,0 ne dépend pas de m, don
 um

1,0 ne dépend pas de m.A l'ordre 1, en sommant sur les m et en multipliant par ωm, on obtient :
∑

m

ωmµm(um
1,0 − um

1

2
,0
) = 0.10



I
i, um
1

2

est une donnée pour µm ≥ 0, notons um
1

2
,0

= gm
0 pour µm ≥ 0.Puisque um

1,0 ne dépend pas de m, on obtient :
∑

m

ωmµmum
1

2
,0

= 0,soit en
ore :
∑

µm≥0

ωmµmgm
0 =

∑

µm≤0

ωm|µm|um
1,G,0.Don
 :

um
1,G,0 = ũ1,G,0 = 4

∑

µm≥0

ωmµmgm
0 , (2.12)à 
ondition que le système de quadrature véri�e :

∑

µm≤0

ωm|µm| =
1

4
. (2.13)A l'ordre 0, la valeur à gau
he dans la première maille est don
 entiè-rement déterminée par la 
ondition aux limites, mais nous allons voir que

u 1

2
,0 = ũ 1

2
,0 n'est pas égale à ũ1,G,0.Pour 
ela, nous allons déterminer u 1

2
,0 en utilisant (2.11) :

J1
1 = − 1

3σ1

(u 3

2
,0 − u 1

2
,0). (2.14)On a (2.8,2.9) pour j = 1 :

∑

m

ωmµ2
m(u1,0 − um

1

2
,0
) + σ1,G

∑

m

ωmµm

um
1,G,1

2
= 0,

∑

m

ωmµ2
m(u 3

2
,0 − u1,0) + σ1,D

∑

m

ωmµm

um
1,D,1

2
= 0.Don
 :

1

σ1,G

∑

m

ωmµ2
m(u1,0 − um

1

2
,0
) +

1

σ1,D

1

3
(u 3

2
,0 − u1,0) + J1

1 = 0,

J1
1 = − 1

σ1,D
(u 3

2
,0 − u1,0)

1

3
− 1

σ1,G
u1,0

1

3
+

1

σ1,G

∑

µm≥0

ωmµ2
mgm

0

+
1

σ1,G
u1,G,0

1

6
.En substituant u1,0 par u1,G,0 + u 3

2
,0

2
dans l'équation pré
édente, on obtient,en supposant que σ1,G = σ1,D = σ1 pour simpli�er l'é
riture :11



J1
1 = − 1

2σ1

(u 3

2
,0 − u1,G,0)

1

3
− 1

σ1

u1,G,0 + u 3

2
,0

2

1

3

+
1

σ1

∑

µm≥0

ωmµ2
mgm

0 +
1

σ1

u1,G,0
1

6
,

J1
1 = − 1

3σ1

u 3

2
,0 +

1

σ1

∑

µm≥0

ωmµ2
mgm

0 +
1

6σ1

u1,G,0,

J1
1 = − 1

3σ1

(u 3

2
,0 −

1

2
u1,G,0 − 3

∑

µm≥0

ωmµ2
mgm

0 ). (2.15)On a don
 en utilisant (2.14, 2.12, 2.15) :
u 1

2
,0 = 2

∑

µm≥0

ωmµmgm
0 + 3

∑

µm≥0

ωmµ2
mgm

0 .Ce
i est la 
ondition aux limites de l'équation de di�usion asso
iée au trans-port. Il faut noter que la 
ondition aux limites �exa
te� [4℄ asso
iée à l'équa-tion de di�usion en 
ontinu est :
u(0) =

∫ 1

0

√
3

2
µH(µ)g(µ)dµ,où

√
3

2
µH(µ) ≃ µ +

3

2
µ2.Remarque : pour obtenir la 
ondition aux limites asso
iée à une intensitéentrante anisotrope, il faut ajouter une 
orre
tion d'ordre ǫ à la 
onditionaux limites pré
édente [12℄.On retrouve bien la version dis
rète de :

u(0) =

∫ 1

0

(µ +
3

2
µ2)g(µ)dµ.Il faut noter que si l'intensité entrante est isotrope (gm

0 indépendant de
m), on trouve le résultat exa
t quelle que soit la valeur de σ1

σ1,G
. En e�et :

u 1

2
,0 =

1

2
(2 − σ1

σ1,G
)g0 +

1

2

σ1

σ1,G
g0 = g0.On a alors :

u 1

2
,0 = ũ1,G,0 = g0.12



2.3 RésuméSous des hypothèses naturelles sur la quadrature utilisée (2.5,2.10,2.13),le s
héma aux éléments �nis linéaires dis
ontinus lumpés a bien la limite dif-fusion. Les 
onditions aux limites à l'ordre 0 sont des 
onditions de Diri
hletave
 une pondération en µ + 3
2
µ2 de l'intensité entrante. Ce
i 
onstitue unrésultat remarquable et surprenant 
ar si l'intensité entrante n'est pas iso-trope, il y a une 
ou
he limite qu'il est normalement indispensable de maillertrès �nement (ave
 des mailles de l'ordre du libre-par
ours) pour avoir unrésultat pré
is. Ce s
héma permet d'avoir un résultat pré
is sans avoir àmailler �nement le bord du domaine.

13



Chapitre 3Etude en géométrie 2D plane3.1 S
héma aux éléments �nis linéaires dis
ontinuslumpésOn étend les éléments �nis linéaires dis
ontinus lumpés aux triangles engéométrie plane pour l'équation :
α

∂u

∂x
+ β

∂u

∂y
+ σu = σũ,ave
 pour 
onditions aux limites : u(x, y, ~Ω) = g(x, y, ~Ω) sur les pointsde la frontière où ~Ω · ~n ≤ 0, ~n étant la normale extérieure à la frontière,

ũ =
1

4π

∫

4π
ud~Ω.Le s
héma s'é
rit :Trouver sur le triangle T pour la dire
tion ~Ωm = (αm, βm), um

T solutionde :
∑

b

(~Ωm·~nb)

∫

b
um

b λids−
∫

T
(~Ωm·~∇λi)u

m
T dxdy+σT,iu

m
T,i

∫

T
λidxdy = σT,iũT,i

∫

T
λidxdy,(3.1)où i vaut A,B ou C, sommets du triangle T.Les λi sont les 3 fon
tions de base :

um
T =

∑

i

λiu
m
T,i,

b est une arête du triangle T ,
∑

b

désigne la somme sur les 3 arêtes du triangle T ,
~nb est le ve
teur unitaire extérieur (par rapport au triangle T ) à l'arête

b, 14



um
b est égal à la restri
tion de um

T sur b si ~Ωm · ~nb ≥ 0 ou 
elle de um
Tb

sur
b si ~Ωm · ~nb ≤ 0 (Tb est le triangle adja
ent au triangle T par l'arête b).Nous allons transformer (3.1) sous la forme d'un s
héma de type volumes�nis. Soit AH la hauteur issue de A, G le bary
entre du triangle ABC, Mle milieu de AB, L le milieu de AC, on a :

∫

T
λAdxdy = aire(AMGL) =

ST

3
,où ST est l'aire du triangle ABC, et

∫

T
(~Ωm · ~∇λA)um

T dxdy = −(~Ωm ·
~AH

|AH|)(
1

|AH| )aire(ABC)um
G

= −~Ωm ·
~AH

|AH|
|BC|

2
um

G = −(~Ωm · ~nML)|ML|um
G ,ave
 :

um
G =

1

3

∑

i

um
T,i,et ~nML le ve
teur unitaire extérieur (par rapport au triangle AML) nor-mal au segment ML.

A

B

C

G

K

L

M

H

On peut interpréter um
T,A 
omme la valeur de u à l'intérieur du quadrila-tère AMGL et um

G 
omme la valeur de u asso
iée au 
�té ML.On peut réé
rire le s
héma de la façon suivante. Il s'agit de trouver um
T,A,

um
T,B, um

T,C solutions du système linéaire :
15

































∑

b(~Ωm · ~nb)
∫

b um
b λAds + (~Ωm · ~nML)|ML|um

G + σT,Aum
T,A

ST

3
= σT,AũT,A

ST

3
,

∑

b(
~Ωm · ~nb)

∫

b um
b λBds + (~Ωm · ~nMK)|MK|um

G + σT,Bum
T,B

ST

3
= σT,BũT,B

ST

3
,

∑

b(
~Ωm · ~nb)

∫

b um
b λCds + (~Ωm · ~nKL)|KL|um

G + σT,Cum
T,C

ST

3
= σT,CũT,C

ST

3
.Or, en notant :

~nAB,~nAC , ~nBC les ve
teurs unitaires normaux extérieurs (par rapport autriangle T ) à AB et AC et BC,
{ABC} le point G, u{ABC} =

1

3
(uA + uB + uC),

{AB} le point {AB} =
2

3
(A)+

1

3
(B), soit le bary
entre de A, B ave
 lespoids (2

3
,1
3
) et

u{AB} =
2

3
uA +

1

3
uB ,

u{BA} =
2

3
uB+

1

3
uA, et les formules identiques pour {AC},{CA},{BC},{CB},on a :

~Ωm · ~nAB

∫

AB
um

b λAds = ~Ωm · ~nAB|AM |um
{AB},où la valeur de u au point{AB} est à prendre dans le triangle T ou letriangle Tb suivant le signe de ~Ωm · ~nb.Don
 :

∑

b

(~Ωm · ~nb)

∫

b
um

b λAds = (~Ωm · ~nAB)|AM |um
{AB} + (~Ωm · ~nAC)|AL|um

{AC}.Le s
héma se réé
rit : trouver um
T,A, um

T,B , um
T,C solutions du systèmelinéaire :































































~Ωm · ~nAB|AM |um
{AB} + ~Ωm · ~nAC |AL|um

{AC}

+~Ωm · ~nML|ML|um
{ABC} + σT,Aum

T,A
ST

3
= σT,AũT,A

ST

3
,

~Ωm · ~nAB|BM |um
{BA} + ~Ωm · ~nBC |BK|um

{BC}

+~Ωm · ~nMK |MK|um
{ABC} + σT,Bum

T,B
ST

3
= σT,BũT,B

ST

3
,

~Ωm · ~nBC |CK|um
{CB} + ~Ωm · ~nAC |CL|um

{CA}

+~Ωm · ~nKL|KL|um
{ABC} + σT,Cum

T,C
ST

3
= σT,CũT,C

ST

3
,

(3.2)
16



ou en
ore sous une forme de type volumes �nis faisant apparaître le 
a-ra
tère 
onservatif de l'équation, si les ve
teurs ~nMG, ~nLG, ~nKG sont orientés
omme sur la �gure suivante :
A

B

C

M

G

L

K

n

n

n

MG

KG

LG































































~Ωm · ~nAB|AM |um
{AB} + ~Ωm · ~nAC |AL|um

{AC} + ~Ωm · ~nMG|MG|um
{ABC}

−~Ωm · ~nLG|LG|um
{ABC} + σT,Aum

T,A
ST

3
= σT,AũT,A

ST

3
,

~Ωm · ~nAB|BM |um
{BA} + ~Ωm · ~nBC |BK|um

{BC} + ~Ωm · ~nKG|KG|um
{ABC}

−~Ωm · ~nMG|MG|um
{ABC} + σT,Bum

T,B
ST

3
= σT,BũT,B

ST

3
,

~Ωm · ~nBC |CK|um
{CB} + ~Ωm · ~nAC |CL|um

{CA} − ~Ωm · ~nKG|KG|um
{ABC}

+~Ωm · ~nLG|LG|um
{ABC} + σT,Cum

T,C
ST

3
= σT,C ũT,C

ST

3
.On reprend l'étude asymptotique faite pré
édemment en 1D sur le sys-tème d'équations é
rit sous la forme 3.2.On suppose que le milieu est optiquement épais, 
'est à dire que si hdésigne une longueur 
ara
téristique du maillage et σ la se
tion e�
a
e 
a-ra
téristique du système, alors ǫ =

1

σh
est petit.On adimensionne les équations 3.2 pour faire apparaître ε. On é
rit σT,ipour σT,i

σ
, ST pour ST

h2
et toutes les longueurs par exemple |AM | pour |AM |

h
.Le s
héma s'é
rit alors : 17

































































ǫ~Ωm · ~nAB|AM |um
{AB} + ǫ~Ωm · ~nAC |AL|um

{AC}

+ǫ~Ωm · ~nML|ML|um
{ABC} + σT,Aum

T,A
ST

3
= σT,AũT,A

ST

3
,

ǫ~Ωm · ~nAB|BM |u{BA} + ǫ~Ωm · ~nBC |BK|u{BC}

+ǫ~Ωm · ~nMK |MK|um
{ABC} + σT,Bum

T,B
ST

3
= σT,BũT,B

ST

3
,

ǫ~Ωm · ~nBC |CK|um
{CB} + ǫ~Ωm · ~nAC |CL|um

{CA}

+ǫ~Ωm · ~nKL|KL|um
{ABC} + σT,Cum

T,C
ST

3
= σT,C ũT,C

ST

3
.

(3.3)
On introduit le développement :

um
T,A = um

T,A,0 + ǫum
T,A,1 + ǫ2um

T,A,2 + ...,

um
T,B = um

T,A,0 + ǫum
T,B,1 + ǫ2um

T,B,2 + ...,

um
T,C = um

T,C,0 + ǫum
T,C,1 + ǫ2um

T,C,2 + ....3.2 Limite di�usion3.2.1 IsotropieA l'ordre 0, on obtient :
um

T,A = ũT,A,0,

um
T,B = ũT,B,0,

um
T,C = ũT,C,0,don
 u est isotrope à l'ordre 0.3.2.2 Equation du �uxPour un noeud global donné, on somme, sur tous les triangles ayant 
enoeud en 
ommun, les équations relatives à 
e sommet (Fig 3.1).On introduit une formule de quadrature dis
rète sur la sphère angulaireunité

1

4π

∫

S2

f(~Ω)d~Ω ≃
∑

m

ωmf(~Ωm).On suppose que 
ette formule de quadrature véri�e :
∑

m

ωm = 1,18



M
G

L

n MG |MG|+nGL |GL|

A

Fig. 3.1 � volume de 
ontr�le autour de Aet que l'on a une hypothèse de symétrie, 
'est à dire que pour tout ~n, ona :
∑

~Ωm·~n≤0

ωm|~Ωm · ~n| =
∑

~Ωm·~n≥0

ωm|~Ωm · ~n|. (3.4)Cette dernière hypothèse n'est réalisée que de façon appro
hée sur unmaillage quel
onque. En e�et, le nombre des axes de symétrie des formulesde quadrature sur la sphère angulaire unité est for
ément limité.On somme sur les dire
tions m et sur tous les triangles T ayant 
e noeuden 
ommun, les équations de 3.3 relatives à 
e sommet. On suppose quedans tous les triangles T ayant 
e noeud en 
ommun, le point A dans lanumérotation lo
ale du triangle T 
orrespond à 
e noeud si bien que 
elarevient à faire 
ette somme sur la première équation de 3.3 :
ǫ
∑

m

∑

T

ωm
~Ωm · (~nAB |AM |um

{AB} + ~nAC |AL|um
{AC} + ~nML|ML|um

T,{ABC})

+
∑

m

∑

T

ωmσT,Aum
T,A

ST

3
=

∑

m

∑

T

ωmσT,AũT,A
ST

3
.Si AB est un bras interne, la valeur de um

{AB} est 
elle du triangle T si
~Ωm · ~nAB est positif ou du triangle adja
ent à T par AB si ~Ωm · ~nAB estnégatif.Si AB est un bras frontière, la valeur de um

{AB} est 
elle du triangle T si
~Ωm · ~nAB est positif ou la valeur de la 
ondition aux limites au point {AB}si ~Ωm · ~nAB est négatif. 19



Les termes sur les arêtes "internes" du volume de 
ontr�le autour dunoeud global s'annulent, 
ar la même arête apparaît 2 fois dans la somme
i-dessus mais ave
 des ve
teurs unitaires normaux opposés, don
 :
ǫ
∑

m

∑

T

ωm
~Ωm · ~nML|ML|um

T,{ABC} +
∑

m

∑

T

ωmσT,Aum
T,A

ST

3
=

∑

m

∑

T

ωmσT,AũT,A
ST

3
.On pose

~J1
T =

∑

m

ωm
~Ωmum

T,{ABC},1qui est le ve
teur �ux dis
ret.En identi�ant les termes fa
teurs de ǫ2, il vient :
∑

T

~J1
T · ~nML|ML| +

∑

m

∑

T

ωmσT,Aum
T,A,2

ST

3
=

∑

m

∑

T

ωmσT,AũT,A,2
ST

3
.Soit :

∑

T

~J1
T · ~nML|ML| = 0, (3.5)ou sous forme 
onservative :

∑

T

~J1
T · {~nMG|MG| + ~nGL|GL|} = 0.3.2.3 ContinuitéNous voudrions maintenant démontrer que ũ0 est 
ontinue. Nous repre-nons la même démar
he qu'en 1D. Pour 
ela, nous prenons l'équation (3.3),nous sommons sur les m en multipliant par le poids ωm. Il vient en identi�antles termes d'ordre 1 :

∑

m

ωm
~Ωm · ~nAB |AM |um

{AB},0 +
∑

m

ωm
~Ωm · ~nAC |AL|um

{AC},0 (3.6)
+

∑

m

ωm
~Ωm · ~nML|ML|um

{ABC},0 +
∑

m

ωmσT,Aum
j,A,1

Sj

3
=

∑

m

ωmσT,AũT,A,1
ST

3
.Or um

{ABC},0, um
{AC},0 et um

{AB},0 sont isotropes en supposant que ni ABni AC ne sont des arêtes frontières (la 
ondition aux limites peut être ani-sotrope). Il reste : 20



∑

m

ωm
~Ωm · ~nAB|AM |u{AB},0 +

∑

m

ωm
~Ωm · ~nAC |AL|u{AC},0 = 0,don
 :

−4
∑

~Ωm·~nAB≤0

ωm|~Ωm · ~nAB||AM |u{AB},0 + 4
∑

~Ωm·~nAB≥0

ωm
~Ωm · ~nAB|AM |u{AB},0 =

4
∑

~Ωm·~nAC≤0

ωm|~Ωm · ~nAC ||AL|u{AC},0 − 4
∑

~Ωm·~nAC≥0

ωm
~Ωm · ~nAC |AL|u{AC},0.Don
, d'après (3.4), on a :

−|AM |uText,{AB},0 + |AM |uT,{AB},0 =

|AL|uText,{AC},0 − |AL|uT,{AC},0. (3.7)Si l'arête AB est interne, uText,{AB},0 est la valeur de u au point {AB}sur le triangle adja
ent à T par AB.Si l'arête AB est sur le bord, on note
uText,{AB},0 = 4

∑

~Ωm·~nAB≤0

ωm|~Ωm · ~nAB|g({AB}, ~Ωm, 0).Cette notation permet d'avoir, si g est isotrope à l'ordre 0,
uText,{AB},0 = g({AB}, 0).Cette égalité est assurée si on suppose en plus de (3.4) que :

∑

~Ωm·~n≤0

|~Ωm · ~n|ωm =
1

4
.Pour que u à l'ordre 0 soit 
ontinue, nous allons prouver que :

uText,{AB},0 = uT,{AB},0,

uText,{AC},0 = uT,{AC},0.Le nombre d'in
onnues sur un maillage triangulaire est 3 fois le nombrede triangles : 3 ∗ nt. Le nombre d'équations (3.7) par noeud est égal aunombre d'arêtes reliées à 
e noeud moins une.Proposition 1 L'espa
e ve
toriel des 3nt valeurs de u0 aux sommets dumaillage véri�ant les équations (3.7) ave
 g=0 est de dimension ni où ni estle nombre de sommets internes du maillage.21



Preuve 1 Pour démontrer 
e résultat, on raisonne par ré
urren
e :Si on a un seul triangle les 3 valeurs de u0 sont né
essairement �xées 
aron a 3 équations. La relation est don
 véri�ée 
ar ni est nul.Si on a un maillage triangulaire auquel on ajoute un triangle, soit 
etriangle est adja
ent par 1 fa
e au maillage, auquel 
as on ajoute 3 in
on-nues u0 mais aussi 3 équations qui sont indépendantes des autres don
 ladimension de l'espa
e ve
toriel reste égale à ni, soit 
e triangle est adja
entpar 2 fa
es au maillage, auquel 
as on ajoute seulement 2 équations qui res-tent indépendantes (2 pour les noeuds frontière, 0 pour le noeud interne), ladimension de l'espa
e ve
toriel est don
 augmentée de 1 mais également lenombre de sommets internes. Don
 la relation est toujours véri�ée.Proposition 2 Si la quantité ∑

~Ωm·~n≤0
ωm|~Ωm · ~n|g(~Ωm, 0) est 
ontinue, u0est 
ontinue.Preuve 2 Supposons que g = 0. L'espa
e ve
toriel des 3nt valeurs de u0 auxsommets du maillage véri�ant les équations (3.7) 
ontient l'espa
e ve
torieldes 3nt uplet nuls sur les noeuds du bord et 
ontinus aux noeuds internesqui est également de dimension ni. Don
, 
es 2 espa
es ve
toriels sont égaux.Don
 u0 est né
essairement 
ontinue et nulle sur le bord.Si maintenant g 6= 0, on 
onstruit un 3nt uplet ug 
ontinu aux noeudsdu maillage et égal à la valeur 4

∑

~Ωm·~n≤0
ωm|~Ωm ·~n|g(x, y, ~Ωm, 0) aux noeudsfrontière (
e qui est possible par hypothèse). u′ = u0−ug satisfait les 
ontraintes(3.7) ave
 g = 0. D'après 
e qui pré
ède, u′ est don
 
ontinue, nulle sur lebord. Don
 u0 est 
ontinue égale à ug sur le bord.Nous allons maintenant 
her
her quel s
héma de di�usion on obtient.3.2.4 Expression du �uxOn suppose dorénavant que :

∑

m

ωm
~Ωm

~Ωm =
1

3
I.Il s'agit d'exprimer le ve
teur �ux à l'intérieur d'un triangle en fon
tiondes valeurs de u à l'ordre 0 aux sommets de 
e triangle. On multiplie par

~Ωm et on somme sur les dire
tions les équations 3.3. On identi�e les termesd'ordre 1.Il vient :
1

σT,A

∑

m

ωm
~Ωm

~Ωm · (~nAB|AM |uT,{AB},0 + ~nAC |AL|uT,{AC},0

+~nML|ML|u{ABC},0)22



+
1

σT,B

∑

m

ωm
~Ωm

~Ωm · (~nAB|BM |uT,{BA},0 + ~nBC |BK|uT,{BC},0

+~nMK|MK|u{ABC},0)

+
1

σT,C

∑

m

ωm
~Ωm

~Ωm · (~nBC |CK|uT,{CB},0 + ~nAC |CL|uT,{CA},0

+~nKL|KL|u{ABC},0)

+
∑

m

ωm
~Ωm

ST

3
(um

T,A,1 + um
T,B,1 + um

T,C,1) = ~0,

1

3σT,A
(~nAB|AM |uT,{AB},0 + ~nAC |AL|uT,{AC},0 + ~nML|ML|u{ABC},0)

+
1

3σT,B
(~nAB |BM |uT,{BA},0 + ~nBC |BK|uT,{BC},0 + ~nMK |MK|u{ABC},0)

+
1

3σT,C
(~nBC |CK|uT,{CB},0 + ~nAC |CL|uT,{CA},0 + ~nKL|KL|u{ABC},0)

+ST
~J1
T = ~0,

1

3σT,A
(~nAB

|AB|
2

uT,{AB},0 + ~nAC
|AC|

2
uT,{AC},0 + ~nBC

|BC|
2

u{ABC},0)

+
1

3σT,B
(~nAB

|AB|
2

uT,{BA},0 + ~nBC
|BC|

2
uT,{BC},0 + ~nAC

|AC|
2

u{ABC},0)

+
1

3σT,C
(~nBC

|BC|
2

uT,{CB},0 + ~nAC
|AC|

2
uT,{CA},0 + ~nAB

|AB|
2

u{ABC},0)

+ST
~J1
T = ~0,

− 1

3σT,A

1

3
(~nBC

|BC|
2

uT,A,0 + ~nAC
|AC|

2
uT,B,0 + ~nAB

|AB|
2

uT,C,0)

− 1

3σT,B

1

3
(~nBC

|BC|
2

uT,A,0 + ~nAC
|AC|

2
uT,B,0 + ~nAB

|AB|
2

uT,C,0)

− 1

3σT,C

1

3
(~nBC

|BC|
2

uT,A,0 + ~nAC
|AC|

2
uT,B,0 + ~nAB

|AB|
2

uT,C,0)

+ST
~J1
T = ~0.Or on a :

~∇λA = −
~AH

|AH|2 = − ~nBC

|AH| = −|BC|~nBC

2ST
,23



~∇λB = −|AC|~nAC

2ST
,

~∇λC = −|AB|~nAB

2ST
.Don
, on obtient en divisant par ST :

1

3
(

1

3σT,A
+

1

3σT,B
+

1

3σT,C
)(uT,A,0

~∇λA + uT,B,0
~∇λB + uT,C,0

~∇λC)

+ ~J1
T = 0,ou :

~J1
T = − 1

3σT
(~∇uT,0),ave
 :

3

σT
=

1

σT,A
+

1

σT,B
+

1

σT,C
, (3.8)
e qui est une dis
rétisation 
onsistante de l'équation du �ux.L'expression du �ux inje
tée dans l'équation (3.5) donne alors une dis-
rétisation 
onsistante de l'équation de di�usion en 2D.

~∇ · (− 1

3σT

~∇u) = 0C'est 
elle obtenue en éléments �nis P1 ave
 lumping de la matri
e demasse en prenant (3.8) 
omme moyenne de σT à l'intérieur de la maille.A partir de (3.1), on peut trouver plus fa
ilement l'expression du �ux àpartir de u0.On multiplie (3.1) par ~Ωm, on somme les 3 équations 
orrespondant aux3 sommets du triangle T et on somme sur les dire
tions. On identi�e lestermes d'ordre 1 :
∑

i

1

σT,i
(
∑

m

ωm
~Ωm{

∑

b

(~Ωm · ~nb)

∫

b
ub,0λids −

∫

T
(~Ωm · ~∇λi)uT,0dxdy}

+
∑

i

∑

m

ωm
~Ωm

∫

T
λiu

m
T,i,1dxdy = ~0,
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∑

i

1

σT,i
(
∑

m

ωm
~Ωm

~Ωm · {
∑

b

~nb

∫

b
ub,0λids −

∫

T
(~∇λi)uT,0dxdy})

+
∑

i

∑

m

ωm
~Ωm

∫

T
λiu

m
T,i,1dxdy = ~0.Or on a :

~J1
T =

∑

m

ωm
~Ωm(u)m

T,{ABC},1 =
1

ST

∑

m

ωm
~Ωm

∑

i

∫

T
λiu

m
T,i,1dxdy.On en déduit :

∑

i

1

3σT,i
{
∑

b

~nb

∫

b
ub,0λids −

∫

T
(~∇λi)uT,0dxdy}

+ST
~J1
T = ~0.En faisant une intégration par parties, on obtient :

∑

i

1

3σT,i

∫

T
(~∇u0)λidxdy + ST

~J1
T = ~0.On obtient �nalement l'expression du �ux dis
ret :

ST
~J1
T = −

∑

i

1

3σT,i

∫

T
(~∇u0)λidxdy

= −1

3

∑

i

1

3σT,i
(~∇u0)ST ,soit :

~J1
T = −1

3

∑

i

(
1

3σT,i
)~∇u0. (3.9)3.2.5 Conditions aux limitesOn suppose que le 
�té AB du triangle T est sur la frontière et que les2 autres 
�tés AC et BC sont internes. Nous allons modi�er u0 en A et Bde telle façon que le �ux dis
ret ~J1

T puisse toujours s'exprimer 
omme dans(3.9). Faisons l'hypothèse σT,A = σT,B = σT,C = σT .On a pour 
e triangle :
25



(
1

2
~nAB

∫ B

A
u0λAds +

∑

~Ωm·~nAB≤0

3ωm
~Ωm

~Ωm · ~nAB

∫ B

A
g(~Ωm, 0)λAds

+~nAC

∫ C

A
u0λAds −

∫

T
(~∇λA)u0dxdy)

+(
1

2
~nAB

∫ B

A
u0λBds +

∑

~Ωm·~nAB≤0

3ωm
~Ωm

~Ωm · ~nAB

∫ B

A
g(~Ωm, 0)λBds

+~nBC

∫ C

B
u0λBds −

∫

T
(~∇λB)u0dxdy)

+(~nAC

∫ C

A
u0λCds + ~nBC

∫ C

B
u0λCds −

∫

T
(~∇λC)u0dxdy) + ST

~J1
T 3σT = ~0.On rempla
e u0 sur AB par sa valeur 4

∑

~Ωm·~nAB≤0
ωm|~Ωm · ~nAB|gm

0 . Ilvient :
(

∑

~Ωm·~nAB≤0

ωm2|~Ωm · ~nAB|~nAB

∫ B

A
gm
0 λAds + 3ωm

~Ωm
~Ωm · ~nAB

∫ B

A
gm
0 λAds

+~nAC

∫ C

A
u0λAds −

∫

T
(~∇λA)u0dxdy)

+(
∑

~Ωm·~nAB≤0

ωm2|~Ωm · ~nAB|~nAB

∫ B

A
gm
0 λBds + 3~Ωm

~Ωm · ~nAB

∫ B

A
gm
0 λBds

+~nBC

∫ C

B
u0λBds −

∫

T
(~∇λB)u0dxdy)

(~nAC

∫ C

A
u0λCds + ~nBC

∫ C

B
u0λCds −

∫

T
(~∇λC)u0dxdy) + ST

~J1
T 3σT = ~0.On sait que : ~Ωm = (~Ωm · ~nAB)~nAB + (~Ωm · ~tAB)~tAB où ~tAB est le ve
teurtangent à la surfa
e. On suppose que la 
ondition aux limites possède lasymétrie azimutale autour de ~nAB, alors on véri�e que :

∑

~Ωm·~nAB≤0

ωm
~Ωm

~Ωm · ~nAB

∫ B

A
gm
0 λAds =

∑

~Ωm·~nAB≤0

ωm(~Ωm · ~nAB)2~nAB

∫ B

A
gm
0 λAds.Don
 en posant ulim =

∑

~Ωm·~nAB≤0
ωm(2(|~Ωm · ~nAB|+ 3(~Ωm · ~nAB)2)gm

0 ,formule identique au 
as 1D, on obtient :
(~nAB

∫ B

A
ulimλAds + ~nAC

∫ C

A
u0λAds −

∫

T
(~∇λA)u0dxdy)

+(~nAB

∫ B

A
ulimλBds + ~nBC

∫ C

B
u0λBds −

∫

T
(~∇λB)u0dxdy)

+(~nAC

∫ C

A
u0λCds + ~nBC

∫ C

B
u0λCds −

∫

T
(~∇λC)u0dxdy) + ST

~J1
T 3σT = ~0.26



Finalement,
~J1
T = − 1

ST3σT
(~nABAB

uA,lim + uB,lim

2
+ ~nACAC

uA,0 + uC,0

2
+ ~nBCBC

uB,0 + uC,0

2
),ou en
ore :

~J1
T = − 1

3σT
((uA,lim + uB,lim − uB,0)~∇λA + (uB,lim + uA,lim − uA,0)~∇λB

+uC,0
~∇λC). (3.10)Or, nous aimerions avoir :

~J1
T = − 1

3σT
(uA,lim

~∇λA + uB,lim
~∇λB + uC,0

~∇λC). (3.11)On ne peut pas exprimer le ve
teur �ux dis
ret ~J1
T 
omme le gradientd'une fon
tion a�ne prenant les valeurs u0 en C et ulim en A et B, quiserait la bonne 
ondition aux limites, 
ar 
ela signi�erait que la 
onditionaux limites pour u0 asso
iée à l'équation de di�usion est la 
ondition deDiri
hlet : u = ulim sur AB.Quand l'intensité in
idente est isotrope, on a ulim,A = uA,0 et ulim,B =

uB,0 et les deux expressions (3.10,3.11) sont identiques. Le s
héma satis-fait une équation de di�usion ave
 la 
ondition de Diri
hlet sur le bord :
u = 4

∑

~Ωm·~nAB≤0

ωm|~Ωm · ~nAB|gm
0 . Par 
ontre, quand l'intensité in
idente estanisotrope, les deux expressions ne sont pas identiques. Par exemple, sup-posons que g(A) = g(B), la 
ondition aux limites est alors la 
ondition deDiri
hlet u = 6

∑

~Ωm·~nAB≤0

ωm|~Ωm · ~nAB|2gm
0 . On ne peut don
 pas dire que les
héma satisfait la bonne 
ondition aux limites quand l'intensité in
identeest anisotrope.Remarque : on a deux autres possibilités :� Les 3 arêtes du triangle T sont internes et un sommet, par exemple A,est sur le bord.On a alors :

~J1
T = − 1

3σT
(uA,0

~∇λA + uB,0
~∇λB + uC,0

~∇λC),au lieu de :
~J1
T = − 1

3σT
(uA,lim

~∇λA + uB,0
~∇λB + uC,0

~∇λC)qui serait la bonne 
ondition aux limites.27



A
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L

M

β
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Fig. 3.2 � Cas parti
ulier favorable pour la 
ondition aux limites� Deux arêtes sont sur le bord, par exemple AB et BC.On a alors :
~J1
T = − 1

3σT
((uA,0 + uC,0 − uC,lim)~∇λA + uB,lim

~∇λB + (uC,0 + uA,0 − uA,lim)~∇λC),au lieu de :
~J1
T = − 1

3σT
(uA,lim

~∇λA + uB,lim
~∇λB + uC,lim

~∇λC)qui serait la bonne 
ondition aux limites.Remarque :Nous allons montrer que sous 
ertaines hypothèses (véri�ées quand onfait une simulation 2D d'un 
as 1D), on retrouve la bonne 
ondition auxlimites.On suppose que la frontière est bordée par des re
tangles identiques,dé
omposés en triangles, que la 
ondition aux limites est uniforme en espa
eet que σT ne dépend pas de T sur les triangles appartenant aux re
tanglesbordant la frontière.Dans 
e 
as parti
ulier, dans l'équation du �ux relative au noeud C, la
ondition aux limites intervient dans le terme suivant :
( ~J1

ACE ·~nKL|KL|+ ~J1
ABC ·~nLM |LM |). uB n'est pas présent dans 
e terme,seul intervient le terme suivant : 28



− 1

3σ
(u0)~∇λA,ACE · ~nKL|KL| − 1

3σ
(2 ∗ ulim − u0)~∇λA,ABC · ~nLM |LM |

= − 1

3σ
(u0) cot β − 1

3σ
(2 ∗ ulim − u0) cot β

= − 1

3σ
(2ulim) cot β.Don
, on obtient le même terme que 
elui obtenu en imposant la valeurde u en A à ulim dans l'expression de ~J1

ABC et ~J1
ACE . C'est la 
ondition auxlimites �exa
te�.3.3 RésuméSous des hypothèses sur la quadrature angulaire, le s
héma aux éléments�nis linéaires dis
ontinus lumpés en 2D a bien la limite di�usion. En général,quand l'intensité in
idente est anisotrope, 
ontrairement au 1D, le s
hémane satisfait pas la bonne 
ondition aux limites. Cependant, sous 
ertaineshypothèses sur le maillage sur la frontière et la 
ondition aux limites, onpeut démontrer que la 
ondition aux limites est aussi pré
ise qu'en 1D, 
e quiautorise des maillages grossiers vis à vis du libre-par
ours même en présen
ed'une 
ou
he limite.3.4 Variante des éléments �nis linéaires dis
ontinuslumpésPour rendre plus robuste le s
héma pré
édent, on le modi�e de la façonsuivante [3℄ : on �lumpe� les termes de bord 
'est à dire qu'au lieu de prendre

um
{AB} au point {AB}, on prend u au point A (dans le triangle T ou letriangle adja
ent à T suivant le signe de ~Ωm · ~n).Les équations (3.3) deviennent :



























































































ǫ~Ωm · ~nAB|AM |um
A + ǫ~Ωm · ~nAC |AL|um

A

+ǫ~Ωm · ~nML|ML|um
{ABC} + σT,Aum

T,A
ST

3
=

σT,AũT,A
ST

3
,

ǫ~Ωm · ~nAB|BM |um
B + ǫ~Ωm · ~nBC |BK|um

B

+ǫ~Ωm · ~nMK |MK|um
{ABC} + σT,Bum

T,B
ST

3
=

σT,BũT,B
ST

3
,

ǫ~Ωm · ~nBC |CK|um
C + ǫ~Ωm · ~nAC |CL|um

C

+ǫ~Ωm · ~nKL|KL|um
{ABC} + σT,Cum

C
ST

3
=

σT,C ũT,C
ST

3
.

(3.12)
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Dans les équations pré
édentes, um
A est la valeur de u au point A prisedans le triangle T si ~Ωm · ~nAB ≥ 0 et dans le triangle adja
ent à T par ABsi ~Ωm · ~nAB ≤ 0, ~nAB est le ve
teur unitaire porté par la normale extérieurepar rapport au triangle T à AB.3.5 Limite di�usion3.5.1 IsotropieOn obtient de la même façon que dans le 
as pré
édent l'isotropie à l'ordre0 de u.3.5.2 Equation du �uxL'équation du �ux est identique à 
elle obtenue dans le 
as pré
édent.3.5.3 ContinuitéOn peut démontrer, de façon plus dire
te que dans le 
as pré
édent, la
ontinuité des valeurs de u à l'ordre 0.Preuve 3 On a la relation (équivalente de 3.7) :

−|AM |uText,A,0 + |AM |uT,A,0 =

|AL|uText,A,0 − |AL|uT,A,0.

A

B

C
D

1
2

3

4
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Les relations :
l1(uB − uA) = l2(uC − uB) = l3(uD − uC) = l4(uA − uD)où li sont les longueurs des arêtes i, entraînent 
lairement que

uA = uB = uC = uD.On peut démontrer le même résultat sur un noeud sur la frontière maisà la 
ondition que la quantité
∑

~Ωm·~n≤0

ωm|~Ωm · ~n|gm
x,y,0soit 
ontinue. La valeur de u au point A sur le bord est alors né
essairementégale à

4
∑

~Ωm·~n≤0

ωm|~Ωm · ~n|gm
x,y,0où gm

x,y,0 est la valeur de la 
ondition aux limites pour la dire
tion m àl'ordre 0 au point (x, y).Remarque :si elle est dis
ontinue, on peut montrer [1℄ que les valeurs de u pour unnoeud sur le bord sont des moyennes pondérées par des valeurs positivesdes deux valeurs de la quantité 4
∑

~Ωm·~n≤0

ωm|~Ωm · ~n|gm
x,y,0 de part et d'autrede 
e noeud. On n'a plus la 
ontinuité de u0 en 
e noeud mais on gardela 
ontinuité de u0 aux noeuds internes. Ave
 la méthode pré
édente, onpeut démontrer que u0 est 
ontinue aux noeuds internes et que les valeursde u0 pour un noeud sur le bord dépendent linéairement de la quantité

∑

~Ωm·~n≤0

ωm|~Ωm · ~n|gm
x,y,0 sur toute la frontière et non plus seulement de partet d'autre du point 
onsidéré. On ne peut pas garantir que 
es valeurs soient
omprises entre les deux valeurs de la 
ondition aux limites. La variantedevrait don
 dans 
e 
as être plus robuste.Nous allons maintenant regarder quel s
héma de di�usion on obtient.3.5.4 Expression du �uxIl s'agit d'exprimer le ve
teur �ux à l'intérieur d'un triangle en fon
tiondes valeurs de u à l'ordre 0 aux sommets de 
e triangle.On multiplie par ~Ωm et on somme sur les dire
tions les équations (3.12).On identi�e les termes d'ordre 1. On obtient :

1

σT,A

∑

m

ωm
~Ωm

~Ωm · (~nAB|AM |uT,A,0 + ~nAC |AL|uT,A,031



+~nML|ML|u{ABC},0)

+
1

σT,B

∑

m

ωm
~Ωm

~Ωm · (~nAB |BM |uT,B,0 + ~nBC |BK|uT,B,0

+~nMK |MK|u{ABC},0)

+
1

σT,C

∑

m

ωm
~Ωm

~Ωm · (~nBC |CK|uT,C,0 + ~nAC |CL|uT,C,0

+~nKL|KL|u{ABC},0)

+
∑

m

ωm
~Ωm

ST

3
(um

T,A,1 + um
T,B,1 + um

T,C,1) = ~0,

1

3σT,A
(~nAB|AM | + ~nAC |AL|)uT,A,0

+
1

3σT,B
(~nAB|BM | + ~nBC |BK|)uT,B,0

+
1

3σT,C
(~nBC |CK| + ~nAC |CL|)uT,C,0

+(
1

3σT,A
~nML|ML| + 1

3σT,B
~nMK |MK| + 1

3σT,C
~nKL|KL|)u{ABC},0

+ST
~J1
T = ~0.En remarquant que :

~nAB|AM | + ~nAC |AL| = −1

2
~nBC |BC|,

~nAB|BM | + ~nBC |BK| = −1

2
~nAC |AC|,

~nBC |CK| + ~nAC |CL| = −1

2
~nAB|AB|,

ST = |BC|hA

2
= |AC|hB

2
= |AB|hC

2
,on trouve :

− 1

3σT,A

~nBC

hA
uT,A,0 −

1

3σT,B

~nAC

hB
uT,B,0 −

1

3σT,C

~nAB

hC
uT,C,0

+(
1

3σT,A
~nML|ML| + 1

3σT,B
~nMK|MK| + 1

3σT,C
~nKL|KL|)

u{ABC},0

ST
+ ~J1

T = ~0,ou
1

3σT,A

~∇λAuT,A,0 +
1

3σT,B

~∇λBuT,B,0 +
1

3σT,B

~∇λCuT,C,0

−(
1

3σT,A

~∇λA +
1

3σT,B

~∇λB +
1

3σT,C

~∇λC)u{ABC},0 + ~J1
T = ~0.32



On trouve une dis
rétisation 
onsistante du ve
teur �ux, 
al
ulé au ba-ry
entre du triangle T , exprimé de la façon suivante :
~J1
T = −1

3
(~∇(

1

σT
uT,0) − (~∇ 1

σT
)u{ABC},0).En e�et, en supposant que 1

σT
est a�ne par maille, on a :

1

σT
=

1

σT,A
λA +

1

σT,B
λB +

1

σT,C
λC ,don
 :

~∇ 1

σT
=

1

σT,A

~∇λA +
1

σT,B

~∇λB +
1

σT,C

~∇λC ,et
1

σT
uT,0 = { 1

σT,A
λA +

1

σT,B
λB +

1

σT,C
λC}u{ABC},0.En supposant maintenant que 1

σT
u peut être appro
hé par une fon
tiona�ne par maille, on a :

1

σT
uT,0 ≃ (

1

σT,A
uT,A,0)λA + (

1

σT,B
uT,B,0)λB + (

1

σT,C
uT,C,0)λC ,don
 :

~∇ 1

σT
uT,0 ≃ (

1

σT,A
uT,A,0)~∇λA + (

1

σT,B
uT,B,0)~∇λB + (

1

σT,C
uT,C,0)~∇λC .L'expression du �ux inje
tée dans l'équation (3.5) donne alors une dis-
rétisation 
onsistante de l'équation de di�usion en 2D. Lorsqu'on prend σT
onstante par maille, 
'est la même que 
elle obtenue en éléments �nis P1ave
 lumping de la matri
e de masse.3.5.5 Conditions aux limitesOn obtient les mêmes résultats qu'ave
 le s
héma pré
édent.3.6 RésuméSi l'on �lumpe� en plus des termes de �s
attering� les termes de bord ap-paraissant dans le s
héma aux éléments �nis linéaires dis
ontinus, le s
hémaque l'on obtient possède toujours la limite di�usion, ave
 une dis
rétisation del'équation de di�usion di�érente de la pré
édente quand σ n'est pas 
onstant33



par maille. Le s
héma obtenu est plus robuste que le pré
édent lorsque laquantité
∑

~Ωm·~n≤0

ωm|~Ωm · ~n|gm
x,y,0n'est pas 
ontinue sur le bord.3.7 Méthode SCBM.L Adams [2℄ propose une variante du s
héma pré
édent (Single CornerBalan
e) qui peut s'interpréter 
omme une méthode de volumes �nis sur despolygones ayant un nombre de 
�tés arbitraire. Nous allons analyser 
etteméthode dans le 
as des triangles. Le s
héma s'é
rit de la façon suivante :trouver um

T,A, um
T,B, um

T,C solutions de :






































































































































































ǫ~Ωm · ~nAB|AM |um
A + ǫ~Ωm · ~nAC |AL|um

A

+ǫ~Ωm · ~nMG|MG|
um

T,A + um
T,B

2

−ǫ~Ωm · ~nLG|LG|
um

T,A + um
T,C

2

+σT,Aum
T,A

ST

3
= σT,AũT,A

ST

3
,

ǫ~Ωm · ~nAB|BM |um
B + ǫ~Ωm · ~nBC |BK|um

B

+ǫ~Ωm · ~nKG|KG|
um

T,B + um
T,C

2

−ǫ~Ωm · ~nMG|MG|
um

T,A + um
T,B

2

+σT,Bum
T,B

ST

3
= σT,BũT,B

ST

3
,

ǫ~Ωm · ~nBC |CK|um
C + ǫ~Ωm · ~nAC |CL|um

C

−ǫ~Ωm · ~nKG|KG|
um

T,B + um
T,C

2

+ǫ~Ωm · ~nLG|LG|
um

T,A + um
T,C

2

+σT,Cum
C

ST

3
= σT,C ũT,C

ST

3
.

(3.13)

3.8 Limite di�usion3.8.1 IsotropieDe la même façon que dans le 
as pré
édent, on obtient que u, à l'ordre0, est isotrope.
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3.8.2 Equation du �uxPour obtenir l'équation du �ux, on somme sur tous les triangles ayant 
enoeud en 
ommun, les équations relatives à 
e sommet (Fig 3.1).On pose :
~J1
T,MG =

∑

m

ωm
~Ωm

um
T,A,1 + um

T,B,1

2qui est le ve
teur �ux dis
ret sur l'arête MG,
~J1
T,LG =

∑

m

ωm
~Ωm

um
T,A,1 + um

T,C,1

2qui est le ve
teur �ux dis
ret sur l'arête GL.En identi�ant les termes fa
teurs de ǫ2, il vient :
∑

T

~J1
T,MG · ~nMG|MG| + ~J1

T,LG · ~nLG|LG| = ~0.3.8.3 ContinuitéDe la même façon que dans le 
as pré
édent, on obtient que u, à l'ordre0, est 
ontinue.3.8.4 Expression du �uxIl s'agit d'exprimer les ve
teurs �ux à l'intérieur d'un triangle en fon
tiondes valeurs de u à l'ordre 0 aux sommets de 
e triangle. Pour 
ela, on multipliepar ~Ωm et on somme sur les dire
tions les équations (3.13) et on identi�e lestermes d'ordre 1. On suppose que σT,A = σT,B = σT,C .Il vient :
1

σT

∑

m

ωm
~Ωm

~Ωm · (~nAB|AM |uT,A,0 + ~nAC |AL|uT,A,0

−~nLG|LG|uT,A,0 + uT,C,0

2
)

+
1

σT

∑

m

ωm
~Ωm

~Ωm · (~nAB |BM |uT,B,0 + ~nBC |BK|uT,B,0

+~nKG|KG|uT,B,0 + uT,C,0

2
)

+
2ST

3
~J1
T,MG = ~0,

1

3σT
(~nAB|AM | + ~nAC |AL|)uT,A,035



+
1

3σT
(−~nLG|LG|uT,A,0 + uT,C,0

2
)

+
1

3σT
(~nAB|BM | + ~nBC |BK|)uT,B,0

+
1

3σT
(+~nKG|KG|uT,B,0 + uT,C,0

2
)

+
ST

3
2 ~J1

T,MG = ~0,

− 1

3σT

~nBC

hA
uT,A,0 −

1

3σT

~nAC

hB
uT,B,0

+
1

3STσT
(−~nLG|LG|uT,A,0 + uT,C,0

2
)

+
1

3ST σT
(+~nKG|KG|uT,B,0 + uT,C,0

2
)

+
2

3
~J1
T,MG = ~0,

1

3σT

~∇λAuT,A,0 +
1

3σT

~∇λBuT,B,0

+
1

3ST σT
(−~nLG|LG|uT,A,0 + uT,C,0

2
)

+
1

3ST σT
(~nKG|KG|uT,B,0 + uT,C,0

2
)

+
2

3
~J1
T,MG = ~0.L'expression de ~J1

T,MG n'est pas 
onsistante ave
 l'expression exa
te du�ux. Si σT est 
onstante et u est linéaire dans la maille, le ve
teur ~J1
T,MGdevrait être égal à − 1

3σT
{~∇λAuT,A,0+ ~∇λBuT,B,0+ ~∇λCuT,C,0} 
omme ave
les deux s
hémas pré
édents. Or, 
ette égalité n'est pas véri�ée. Don
, surles triangles, on ne peut a�rmer que la méthode SCB a la limite di�usion.3.9 RésuméLa méthode SCB possède la limite di�usion sur un maillage 
omposé dere
tangles [2℄ mais ne la possède pas si le maillage 
omporte des triangles.
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Chapitre 4Etude en géométrie 2D
ylindrique4.1 S
héma aux éléments �nis linéaires dis
ontinuslumpésOn reprend le premier s
héma : les éléments �nis linéaires dis
ontinuslumpés, en géométrie 2D 
ylindrique.L'équation en géométrie 2D 
ylindrique s'é
rit :
η

∂ru

∂r
+ µ

∂ru

∂z
− ∂χu

∂ϕ
+ σru = σrũ,ave
 pour 
onditions aux limites : u(r, z, ~Ω) = g(r, z, ~Ω) sur les pointsde la frontière où ~Ω · ~n ≤ 0, ~n étant la normale extérieure à la frontière, ennotant ~Ω le ve
teur de 
omposantes : η =
√

1 − µ2cos(ϕ) en r, et µ en z,
ũ =

1

2π

∫ +1

−1

dµ

∫ 2π

0

dϕ u(r, z, µ, ϕ),

χ =
√

1 − µ2sin(ϕ).On 
ommen
e par appro
her le terme−∂χu

∂ϕ
au point ~Ωm = (

√

1 − µ2
mcos(ϕm), µm)par l'expression :

− 1

∆ϕ
{α2u2 − α1u1},

u2 est une approximation de u au point ~Ω2 = (
√

1 − µ2
mcos(ϕm+∆ϕ

2
), µm),

u1 est une approximation de u au point ~Ω1 = (
√

1 − µ2
mcos(ϕm−∆ϕ

2
), µm),

um est une approximation de u au point ~Ωm = (
√

1 − µ2
mcos(ϕm), µm).On suppose que um =

u1 + u2

2
. 37



Les αi sont 
al
ulés par la formule de ré
urren
e :
α2 − α1 = ∆ϕηm.On voit don
 que α est une approximation de χ.Après 
ette dis
rétisation en angle, on doit résoudre :

ηm
∂rum

∂r
+ µ

∂rum

∂z
− 1

∆ϕ
{α2u2 − α1u1} + σrum = σrũ,

ηmr
∂um

∂r
+ ηmum + µr

∂um

∂z
− 1

∆ϕ
{α2u2 − α1u1} + σrum = σrũ.On dis
rétise 
ette équation par des éléments �nis linéaires dis
ontinuslumpés en espa
e.Le s
héma s'é
rit :Trouver sur le triangle T pour la dire
tion ~Ωm = (ηm, µm), um

T solutionde :
∑

b

(~Ωm · ~nb)

∫

b
um

b λirds −
∫

T
(~Ωm · ~∇rλi)u

m
T drdz −

∫

T

1

∆ϕ
{α2u2

T − α1u1
T }λidrdz

+

∫

T
ηmum

T λirdrdz + σT,iu
m
T,i

∫

T
λirdrdz =

σT,iũT,i

∫

T
λirdrdz,où i vaut A,B ou C.On transforme l'expression pré
édente :

∑

b

(~Ωm · ~nb)

∫

b
um

b λirds −
∫

T
(~Ωm · ~∇λi)u

m
T rdrdz

−
∫

T

1

∆ϕ
{α2u2

T − α1u1
T }λidrdz + σT,iu

m
T,i

∫

T
λirdrdz = σT,iũT,i

∫

T
λirdrdz,(4.1)Nous allons transformer (4.1) sous la forme d'un s
héma de type volumes�nis.En notant :

RA =
rA

2
+

rB

4
+

rC

4
, RB =

rA

4
+

rB

2
+

rC

4
, RC =

rA

2
+

rB

2
+

rC

4
,

G l'isobary
entre du triangle, on obtient :
∫

T
λArdrdz = (

ST

3
)RA,et 38



∫

T
(~Ωm · ~∇λA)um

T rdrdz = −(~Ωm ·
~AH

|AH| )(
1

|AH| )
∫

T
um

T rdrdz

= −(~Ωm · ~nML)|ML|(ru)m
G ,ave
 :

(ru)mG =
1

3

∑

i

Riu
m
T,i.On peut interpréter (ru)mG 
omme la valeur de ru au point G qu'onasso
ie au 
�té ML.On peut réé
rire le s
héma de la façon suivante. Il s'agit de trouver um

T,A,
um

T,B, um
T,C solutions du système linéaire :


































































































































∑

b

(~Ωm · ~nb)

∫

b
um

b λArds + (~Ωm · ~nML)|ML|(ru)m
G

− 1
∆ϕ

∫

T {α2u2
T − α1u1

T }λAdrdz + σT,Aum
T,A

ST

3
RA =

σT,AũT,A
ST

3
RA,

∑

b

(~Ωm · ~nb)

∫

b
um

b λBrds + (~Ωm · ~nMK)|MK|(ru)m
G

− 1
∆ϕ

∫

T {α2u2
T − α1u1

T }λBdrdz + σT,Bum
T,B

ST

3
RB =

σT,BũT,B
ST

3
RB,

∑

b

(~Ωm · ~nb)

∫

b
um

b λCrds + (~Ωm · ~nKL)|KL|(ru)m
G

− 1
∆ϕ

∫

T {α2u2
T − α1u1

T }λCdrdz + σT,Cum
T,C

ST

3
RC =

σT,C ũT,C
ST

3
RC .En notant :

(ru){AB} = (
rA

2
+

rB

6
)ub(A) + (

rA

6
+

rB

6
)ub(B),

(ru){BA} = (
rA

6
+

rB

2
)ub(B) + (

rA

6
+

rB

6
)ub(A) (les formules sont iden-tiques pour {AC},{CA},{BC},{CB} ), on obtient :

(~Ωm · ~nAB)

∫

AB
um

b λArds = (~Ωm · ~nAB)|AM |(ru)m
{AB},où la valeur de u au point{AB} est à prendre dans le triangle T ou letriangle Tb suivant le signe de (~Ωm · ~nb).On a : 39



∑

b

(~Ωm·~nb)

∫

b
um

b λAds = (~Ωm·~nAB)|AM |(ru)m
{AB}+(~Ωm·~nAC)|AL|(ru)m

{AC}.Le s
héma se réé
rit : trouver um
T,A, um

T,B , um
T,C solutions du systèmelinéaire :















































































~Ωm · ~nAB|AM |(ru)m
{AB} + ~Ωm · ~nAC |AL|(ru)m

{AC} + ~Ωm · ~nML|ML|(ru)m
{ABC}

− 1

∆ϕ

∫

T
{α2u2

T − α1u1
T }λAdrdz + σT,Aum

T,A

ST

3
RA = σT,AũT,A

ST

3
RA,

~Ωm · ~nAB|BM |(ru)m
{BA} + ~Ωm · ~nBC |BK|(ru)m{BC} + ~Ωm · ~nMK |MK|(ru)m{ABC}

− 1

∆ϕ

∫

T
{α2u2

T − α1u1
T }λBdrdz + σT,Bum

T,B

ST

3
RB = σT,BũT,B

ST

3
RB ,

~Ωm · ~nBC |CK|(ru)m{CB} + ~Ωm · ~nAC |CL|(ru)m{CA} + ~Ωm · ~nKL|KL|(ru)m{ABC}

− 1

∆ϕ

∫

T
{α2u2

T − α1u1
T }λCdrdz + σT,Cum

T,C

ST

3
RC = σT,CũT,C

ST

3
RC ,

(4.2)
ou en
ore sous une forme de type volumes �nis faisant apparaître le
ara
tère 
onservatif de l'équation :































































































































~Ωm · ~nAB|AM |(ru)m
{AB} + ~Ωm · ~nAC |AL|(ru)m

{AC} + ~Ωm · ~nMG|MG|(ru)m
{ABC}

−~Ωm · ~nLG|LG|(ru)m
{ABC} −

1

∆ϕ

∫

T
{α2u2

T − α1u1
T }λAdrdz + σT,Aum

T,A

ST

3
RA

= σT,AũT,A
ST

3
RA,

~Ωm · ~nAB|BM |(ru)m
{BA} + ~Ωm · ~nBC |BK|(ru)m{BC} + ~Ωm · ~nKG|KG|(ru)m

{ABC}

−~Ωm · ~nMG|MG|(ru)m
{ABC} −

1

∆ϕ

∫

T
{α2u2

T − α1u1
T }λBdrdz + σT,Bum

T,B

ST

3
RB

= σT,BũT,B
ST

3
RB ,

~Ωm · ~nBC |CK|(ru)m{CB} + ~Ωm · ~nAC |CL|(ru)m{CA} + ~Ωm · ~nKG|KG|(ru)m
{ABC}

−~Ωm · ~nLG|LG|(ru)m
{ABC} −

1

∆ϕ

∫

T
{α2u2

T − α1u1
T }λCdrdz + σT,Cum

T,C

ST

3
RC

= σT,C ũT,C
ST

3
RC .On reprend l'étude asymptotique faite pré
édemment en géométrie 2Dplane sur l'équation 4.3 dans laquelle on a introduit le paramètre ǫ, le s
hémas'é
rit : 40

















































































ε~Ωm · ~nAB |AM |(ru)m
{AB} + ε~Ωm · ~nAC |AL|(ru)m

{AC} + ε~Ωm · ~nML|ML|(ru)m
{ABC}

−ε
1

∆ϕ

∫

T
{α2u2

T − α1u1
T }λAdrdz + σT,Aum

T,A

ST

3
RA = σT,AũT,A

ST

3
RA,

ε~Ωm · ~nAB |BM |(ru)m{BA} + ε~Ωm · ~nBC |BK|(ru)m{BC} + ε~Ωm · ~nMK |MK|(ru)m
{ABC}

−ε
1

∆ϕ

∫

T
{α2u2

T − α1u1
T }λBdrdz + σT,Bum

T,B

ST

3
RB = σT,BũT,B

ST

3
RB ,

ε~Ωm · ~nBC |CK|(ru)m{CB} + ε~Ωm · ~nAC |CL|(ru)m{CA} + ε~Ωm · ~nKL|KL|(ru)m{ABC}

−ε
1

∆ϕ

∫

T
{α2u2

T − α1u1
T }λCdrdz + σT,Cum

T,C

ST

3
RC = σT,C ũT,C

ST

3
RC .4.2 Limite di�usion4.2.1 IsotropieA l'ordre 0, on obtient :

um
T,A = ũT,A,0,

um
T,B = ũT,B,0,

um
j,C = ũT,C,0.Don
 u est isotrope à l'ordre 0.4.2.2 Equation du �uxPour un noeud global donné, on somme sur tous les triangles ayant 
enoeud en 
ommun, les équations relatives à 
e sommet (Fig 3.1).On introduit une formule de quadrature dis
rète sur la sphère angulaireunité.

1

4π

∫

S2

f(~Ω)d~Ω ≃
∑

m

ωmf(~Ωm).On suppose que 
ette formule de quadrature véri�e :
∑

m

ωm = 1.On somme sur les dire
tions m :
ǫ
∑

m

∑

T

ωm
~Ωm · (~nAB |AM |(ru)m

{AB} + ~nAC |AL|(ru)m
{AC} + ~nML|ML|(ru)m

T,{ABC})

+
∑

m

∑

T

ωmσT,Aum
T,A

ST

3
RA =

∑

m

∑

T

ωmσT,AũT,A
ST

3
RA.41



Le terme sommé sur les dire
tions {α2u2
i − α1u1

i } disparaît 
ar il a le
ara
tère 
onservatif de ∂χu

∂ϕ
:
∫ π

0

∂χu

∂ϕ
dϕ = 0.Pour fa
iliter les notations, on a supposé que le point A dans la numéro-tation lo
ale du triangle T 
orrespond au même noeud global donné.Si AB est un bras interne, la valeur de (ru)m

{AB} est 
elle du triangle Tsi (~Ωm · ~nAB) est positif ou du triangle adja
ent à T par AB si (~Ωm · ~nAB)est négatif.Si AB est un bras frontière, la valeur de (ru)m
{AB} est 
elle du triangle

T si (~Ωm · ~nAB) est positif ou la valeur de la 
ondition aux limites au point
{AB} si (~Ωm · ~nAB) est négatif.Les termes sur les arêtes "internes" du volume de 
ontr�le autour dunoeud global s'annulent, 
ar la même arête apparaît 2 fois dans la somme
i-dessus mais ave
 des ve
teurs unitaires normaux opposés, don
 :
ǫ
∑

m

∑

T

ωm
~Ωm · ~nML|ML|(ru)mT,{ABC} +

∑

m

∑

T

ωmσT,Aum
T,A

ST

3
RA =

∑

m

∑

T

ωmσT,AũT,A
ST

3
RA.On pose

(r ~J)
1

T =
∑

m

ωm
~Ωm(ru)mT,{ABC},1qui est le ve
teur �ux dis
ret.En identi�ant les termes fa
teurs de ǫ2, il vient :

∑

T

(r ~J)1T · ~nML|ML| +
∑

m

∑

T

ωmσT,Aum
T,A,2

ST

3
RA =

∑

m

∑

T

ωmσT,AũT,A,2
ST

3
RA.Soit :

∑

T

(r ~J)1T · ~nML|ML| = 0,ou sous forme 
onservative :
∑

T

(r ~J)1T · {~nMG|MG| + ~nGL|GL|} = 0. (4.3)
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4.2.3 ContinuitéLa démonstration de la 
ontinuité est identique à 
elle faite en géométrie2D plane. On démontre tout d'abord que :
−|AM |(ru)Text,{AB},0 + |AM |(ru)T,{AB},0 =

|AL|(ru)Text,{AC},0 − |AL|(ru)T,{AC},0.Si l'arête AB est interne, (ru)Text,{AB},0 est la valeur de (ru) au point {AB}sur le triangle adja
ent à T par AB, si l'arête AB est sur le bord,
(ru)Text,{AB},0 = 4

∑

~Ωm·~nAB≤0

ωm|~Ωm · ~nAB|(rg)({AB}, ~Ωm, 0).On en déduit que u0 est 
ontinue à 
ondition que
∑

~Ωm·~n≤0

ωm|~Ωm · ~n|g(~Ωm, 0) soit 
ontinue sur le bord.Nous allons maintenant 
her
her quel s
héma de di�usion on obtient.4.2.4 Expression du �uxIl s'agit d'exprimer le ve
teur �ux à l'intérieur d'un triangle en fon
tiondes valeurs de u à l'ordre 0 aux sommets de 
e triangle. Pour 
ela, on multiplie(4.1) par ~Ωm, on somme les 3 équations 
orrespondant aux 3 sommets dutriangle T et on somme sur les dire
tions. On identi�e les termes d'ordre 1 :
∑

i

1

σT,i
(
∑

m

ωm
~Ωm{

∑

b

(~Ωm · ~nb)

∫

b
ub,0λirds −

∫

T
(~Ωm · ~∇λi)uT,0rdrdz

−
∫

T

1

∆ϕ
uT,0{α2 − α1}λidrdz})

+
∑

i

∑

m

ωm
~Ωm

∫

T
λiu

m
T,i,1rdrdz = ~0,ou en
ore en notant que 1

∆ϕ
{α2 − α1} = ηm,

∑

i

1

σT,i
(
∑

m

ωm
~Ωm

~Ωm · {
∑

b

~nb

∫

b
ub,0λirds −

∫

T
(~∇λi)uT,0rdrdz}

−
∑

m

ωm
~Ωm

∫

T
u0ηmλidrdz)

+
∑

i

∑

m

ωm
~Ωm

∫

T
λiu

m
T,i,1rdrdz = ~0.Or on a : 43



(r ~J)1T =
∑

m

ωm
~Ωm(ru)mT,{ABC},1 =

1

ST

∑

m

ωm
~Ωm

∑

i

∫

T
λiu

m
T,i,1rdrdz.On en déduit :

∑

i

1

3σT,i
{
∑

b

~nb

∫

b
ub,0λirds −

∫

T
(~∇λi)uT,0rdrdz − ~r

∫

T
u0λidrdz}

+ST (r ~J)1T = ~0.Dans l'expression pré
édente, ~r est le ve
teur de 
omposantes 1 en r et 0 en
z. En faisant une intégration par parties, on obtient :

∑

i

1

3σT,i

∫

T
(~∇u0)λirdrdz + ST (r ~J)1T = ~0.On obtient �nalement l'expression du �ux dis
ret :

ST (r ~J)1T = −1

3

∑

i

1

σT,i

∫

T
(~∇u0)λirdrdz

= −1

3

∑

i

Ri

3σT,i
(~∇u0)ST ,soit :

(r ~J)1T = −1

3

∑

i

(
Ri

3σT,i
)~∇u0.On obtient ainsi une dis
rétisation 
onsistante du ve
teur r ~J = −(

r

3σT
)~∇u0ave
 :

(r ~J)1T = −1

3

˜
(

r

σT
)(~∇u0), (4.4)où

˜
(

r

σT
) =

∑

i

Ri

3σT,i
.En insérant 
ette expression du �ux dans (4.3) on obtient :

∑

T

−1

3

˜
(

r

σT
)(~∇uT,0) · {~nMG|MG| + ~nGL|GL|} = 0,qui est une dis
rétisation 
onsistante de l'équation du �ux :

~∇ · (− 1

3σT
(~∇u0)) = 0en géométrie 
ylindrique. 44



4.2.5 Conditions aux limitesOn suppose que le 
�té AB du triangle T est sur la frontière et que les 2autres 
�tés AC et BC sont internes. Nous allons modi�er u0 en A et B detelle façon que le �ux dis
ret (r ~J)1T puisse toujours s'exprimer 
omme dans(4.4).On a pour 
e triangle :
∑

i

1

3σT,i
{
∑

b

~nb

∫

b
ub,0λirds −

∫

T
(~∇λi)uT,0rdrdz − ~r

∫

T
u0λidrdz}

+ST (r ~J)1T = ~0,ou, en supposant que σT est 
onstante dans la maille :
(
1

2
~nAB

∫ B

A
u0λArds +

∑

~Ωm·~nAB≤0

3ωm
~Ωm

~Ωm · ~nAB

∫ B

A
gm
0 λArds

+~nAC

∫ C

A
u0λArds −

∫

T
(~∇λA)u0rdrdz − ~r

∫

T
u0λAdrdz)

+(
1

2
~nAB

∫ B

A
u0λBrds +

∑

~Ωm·~nAB≤0

3ωm
~Ωm

~Ωm · ~nAB

∫ B

A
gm
0 λBrds

+~nBC

∫ C

B
u0λBrds −

∫

T
(~∇λB)u0rdrdz − ~r

∫

T
u0λBdrdz)

+(~nAC

∫ C

A
u0λCrds + ~nBC

∫ C

B
u0λCrds −

∫

T
(~∇λC)u0rdrdz − ~r

∫

T
u0λCdrdz)

+ST (r ~J)1T 3σT = ~0.On rempla
e u0 sur AB par sa valeur 4
∑

~Ωm·~nAB≤0
ωm|~Ωm · ~nAB|gm

0 .En posant : ~Ωm = (~Ωm · ~nAB)~nAB + (~Ωm ·~tAB)~tAB où ~tAB est le ve
teurtangent à la surfa
e, ulim =
∑

~Ωm·~nAB≤0
ωm(2(|~Ωm ·~nAB|+3(~Ωm ·~nAB)2)gm

0 ,en supposant que g0 possède la symétrie azimutale autour de ~nAB, on ob-tient :
(~nAB

∫ B

A
ulimλArds + ~nAC

∫ C

A
u0λArds −

∫

T
(~∇λA)u0rdrdz − ~r

∫

T
u0λAdrdz)

+(~nAB

∫ B

A
ulimλBrds + ~nBC

∫ C

B
u0λBrds −

∫

T
(~∇λB)u0rdrdz − ~r

∫

T
u0λBdrdz)

+(~nAC

∫ C

A
u0λCrds + ~nBC

∫ C

B
u0λCrds −

∫

T
(~∇λC)u0rdrdz − ~r

∫

T
u0λCdrdz)

+ST (r ~J)1T 3σT = ~0.Nous obtenons : 45



(r ~J)1T = − 1

ST3σT
(~nAB

∫ B

A
ulimrds + ~nAC

∫ C

A
u0rds + ~nBC

∫ C

B
u0rds − ~r

∫

T
u0drdz),ou en
ore :

(r ~J)1T = − 1

ST 3σT
(~nABAB

uA,lim(2rA+rB

3
) + uB,lim( rA+2rB

3
)

2

+~nACAC
uA,0(

2rA+rC

3
) + uC,0(

rA+2rC

3
)

2

+~nBCBC
uB,0(

2rB+rC

3
) + uC,0(

rB+2rC

3
)

2
− ~r

ST

3
(uA,0 + uB,0 + uC,0)),Or, nous aimerions avoir :

(r ~J)1T = − 1

ST 3σT
(~nABAB

uA,lim(2rA+rB

3
) + uB,lim( rA+2rB

3
)

2

+~nACAC
uA,lim(2rA+rC

3
) + uC,0(

rA+2rC

3
)

2

+~nBCBC
uB,lim(2rB+rC

3
) + uC,0(

rB+2rC

3
)

2
− ~r

ST

3
(uA,lim + uB,lim + uC,0))

= − 1

3σT
(
rA + rB + rC

3
)(uA,lim

~∇λA + uB,lim
~∇λB + uC,0

~∇λC).On ne peut pas exprimer le ve
teur �ux dis
ret (r ~J)1T 
omme le gradientd'une fon
tion a�ne prenant les valeurs u0 en C et ulim en A et B, quiserait la bonne 
ondition aux limites, 
ar 
ela signi�erait que la 
onditionaux limites pour u0 asso
iée à l'équation de di�usion est la 
ondition deDiri
hlet : u = ulim sur AB. On ne peut don
 dire que le s
héma satisfait labonne 
ondition aux limites quand le �ux in
ident est anisotrope.Quand le �ux in
ident est isotrope, le s
héma satisfait une équation dedi�usion ave
 la "bonne" 
ondition de Diri
hlet sur le bord :
u = 4

∑

~Ωm·~nAB≤0
ωm|~Ωm · ~nAB|g(~Ωm, 0).Remarque :A la di�éren
e du 
as plan, on ne peut trouver la �bonne� 
ondition auxlimites quand la frontière est 
omposée de re
tangles identiques et que la
ondition est uniforme en espa
e et que σT ne dépend pas de T . Nous allonsen donner la raison. On se pla
e dans la même 
on�guration qu'en plan (Fig3.2).Dans 
e 
as parti
ulier, dans l'équation du �ux relative au noeud C, la
ondition aux limites intervient dans le terme suivant : ( ~J1

ACE · ~nKL|KL| +
~J1
ABC · ~nLM |LM |). uB n'est pas présent dans 
e terme. Seul intervient leterme : 46



− 1

3σ

rA + rC + rE

3
(u0)~∇λA,ACE · ~nKL|KL|

− 1

3σ
(
rA + rB

2
(2 ∗ ulim − 2u0) +

rA + rB + rC

3
u0)~∇λA,ABC · ~nLM |LM |

= − 1

3σ
(
rA + rC + rE

3
(u0) +

rA + rB

2
(2 ∗ ulim − 2u0) +

rA + rB + rC

3
u0) cot β

= − 1

3σ
(
2rC + rE − rA − 2rB

3
u0 + (rA + rB)ulim) cot β

6= − 1

3σ
(
rA + rC + rE

3
+

rA + rB + rC

3
)ulim cot βDon
, on n'obtient pas le même terme que 
elui obtenu en imposant lavaleur de u en A à ulim dans l'expression de ~J1

ABC et ~J1
ACE. Cependant,l'erreur que l'on 
ommet reste petite, de l'ordre de o(h) où h est la tailledes re
tangles et d'autant plus petite que le rayon de giration est grand.L'erreur est don
 petite par rapport à 
elle qu'on 
ommettrait en prenant
omme 
ondition de Diri
hlet u0 au lieu de ulim.4.3 RésuméSous des hypothèses sur la quadrature angulaire, le s
héma aux éléments�nis linéaires dis
ontinus lumpés en géométrie 2D 
ylindrique, a bien la limitedi�usion. En général, quand le �ux in
ident est anisotrope, 
ontrairement au
as 1D, le s
héma ne satisfait pas la bonne 
ondition aux limites. Cependant,sous 
ertaines hypothèses sur le maillage sur la frontière et la 
onditionaux limites, on peut démontrer que la 
ondition aux limites appro
he 
elleobtenue en 1D, 
e qui autorise des maillages grossiers vis à vis du libre-par
ours même en présen
e d'une 
ou
he limite.
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