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Résumé. On sait qu’il existe une correspondance bijective entre les variétés de lan-
gages reconnaissables et les variétés de semigroupes finis. Dans cet article, je définis
des hiérarchies de variétés de langages basées sur le produit de concaténation et je
donne une description purement algébrique des hiérarchies de semigroupe correspon-
dantes. On retrouve ainsi comme cas particuliers diverses hiérarchies déja connues.
La construction proposée repose sur le résultat suivant : tout langage reconnu par
le produit de Schiitzenberger des monoides My, ..., M, est dans 'algebre de Boole
engendrée par les langages de la forme L;ya1Li, -+ arL;, (0<i0 <1 <...<ir <N)
ol les ar sont des lettres et les L;, des langages reconnus par M;, (0 < k < r). Enfin
je montre un résultat général de décidabilité qui permet de retrouver un résultat de
théorie des semigroupes : étant donné un semigroupe fini S et un entier n, on peut
décider si S divise un produit en couronne de n demi-treillis.

Abstract. As well-known, there exists a one-to-one correspondence between varieties
of recognizable languages and varieties of finite semigroups. New hierarchies of varie-
ties of languages (based on the concatenation product) are defined and an algebraic
description of the corresponding hierarchies of varieties of semigroups is given. Various
well-known hierarchies are obtained as particular cases. The construction is based on
the following result : if a language L is recognized by the Schiitzenberger product of
the monoids My, ..., My, then L belongs to the Boolean closure of the set of languages
of the form L;,a1L;, ---arL;,. (0 < io < i1 < ... < 4 < n) where the ay are letters
and the L;, are recognized by M;, (0 < k < r). Decidability and inclusion problems

ir

are also discussed.

Introduction

Le produit de concatenation est, avec I’étoile, 'opération la plus importante
pour I’étude des langages reconnaissables. En particulier, Brzozowski [1] a pro-
posé une hiérarchie des langages apériodiques (« star-free » en anglais) basée
sur le produit de concaténation : le niveau 0 est constitué par les langages finis
de AT et le niveau n + 1 est l'algébre de Boole engendrée par les langages de
la forme Ly --- Ly avec k > 0, ol chaque L; est un langage de AT de niveau n.
Brzozowski et Knast [2] on démontré que cette hiérarchie était infinie et Knast
[5, 6] a récemment caractérisé les semigroupes syntactiques des langages de hau-
teur 1. Brzozowski a donné par ailleurs une version plus fine de sa hiérarchie en
imposant des bornes supérieures a ’entier k£ de la construction précédente.

Straubing [14] a défini pour les langages de A* une hiérarchie de concaténation
voisine de celle de Brzozowski. A* et I'ensemble vide sont de niveau 0 et le



niveau n + 1 est algébre de Boole engendrée par les langages de la forme
Loai1Lyas---axLg, k > 0, ou les a; sont des lettres et les L; des langages de
niveau n. La encore on sait caractériser les langages de niveau 1, appelés aussi
langages testables par morceaux : ce sont les langages dont le monoide est J-
trivial [13] (cette classe de langages posseéde sa propre hiérarchie, proposée par
Simon [12]). En revanche, on ne sait toujours pas décider si un langage est
de niveau 2 dans la hiérarchie de Straubing, bien que 'on connaisse diverses
caractérisations des monoides syntactiques correspondant & ces langages [10].

Le but de cet article est de montrer que ces diverses hiérarchies sont des cas
particuliers d’une construction plus générale, obtenue en associant des variétés
de langages non plus a des entiers, mais a des arbres, selon le procédé suivant.
Comme pour les constructions précédentes, on se donne au départ une variété
de langages qui est associée par définition a I’arbre réduit a un point. Ensuite,
on associe a ’arbre

o i . G

I’algebre de Boole engendrée par les langages de la forme L; a1 L;, - - - arL;, avec
(0<ip<ip <...<ir <n)olles a; sont des lettres et ol, pour 0 < j < k, L,
est élément de la variété de langages associée a ’arbre ;.

Il reste a donner l'interprétation algébrique de cette construction, ce qui
peut étre fait en utilisant le produit de Schiitzenberger de (n 4+ 1) monoides
My, ..., M,. Cette opération, introduite par Schiitzenberger dans le cas n = 1
(cf. [4]), puis généralisée par Straubing [15], peut paraitre & premiére vue as-
sez artificielle. C’est en fait un cas particulier d’une construction tres naturelle
[9]. Je démontre (section 2) que le produit de Schiitzenberger est, en un cer-
tain sens, parfaitement adaptée a l'opération (sur les langages) (Lo, ..., L,) —
Loa1 Ly - - - apLy ol les a; sont des lettres. Ce résultat permet de construire, sans
référence aux langages, des hiérarchies de variétés de semigroupes (monoides)
correspondant, via le théoreme d’Eilenberg, aux hiérarchies de langages précé-
demment construites. Autrement dit, partant d’une variété de semigroupes (ou
de monoides) V, on associe & chaque arbre ¢ — resp. a chaque ensemble d’arbres
L — une variété de semigroupes $¢(V) ($r(V)).

Je montre que les variétés de semigroupes ou de monoides correspondant
aux hiérarchies de Brzozowski, Straubing et Simon s’obtiennent toutes par ce
procédé. On retrouve également ainsi d’autres variétés connues telles que la
variété R des monoides R-triviaux. je démontre également que 1'opération qui
a un arbre ¢ associe l'arbre

est liée au produit semi-direct des semigroupes (Theoreme 3.7)
Parmi les nombreux problemes que posent ces hiérarchies, on peut en dégager
trois principaux :



1 Comparaison des variétés a ’intérieur d’une hiérarchie

C’est la généralisation du probleéme « la hiérarchie de Brzozowski est-elle
infinie 7 », résolu positivement par Brzozowski et Knast. De fagon précise, le
probléme consiste & comparer entre elles les différentes variétés $+(V) (ou méme
&r(V)). La fin de la section 3 regroupe quelques résultats partiels et une conjec-
ture sur ce probleme.

2 Probléme de décidabilité

On dit qu'une variété de semigroupes V est décidable s’il existe un algo-
rithme qui permet de tester si un semigroupe fini est ou n’est pas dans V. Le
probleme est de savoir si les variétés étudiées dans cet article sont décidables. La
question abordée dans la section 4 ol il est montré en particulier que toutes les
variétés de la hiérarchie construite a partir de la variété triviale sont décidables.
Ce résultat a une conséquence en théorie des semigroupes : étant donné un en-
tier n, on peut décider si un semigroupe fini divise un produit en couronne de
n demi-treillis.

3 Equations des variétés

Cette question, liée a la précédente, n’est pas abordée dans cette article et
fera I'objet de publications ultérieures.

1 Rappels et notations

Les références de base sont Eilenberg [4] and Lallement [7] dont j’adopterai
la plupart les notations. Si S est un semigroupe, on note F(S) I'ensemble des
idempotents de S.

Une variété de semigroupes (monoides) est une classe de semigroupes (monoides)
finis V telle que :

(1) SiS €V etsiT est un sous-semigroupe de S, alors T' € V.

(2) SiS € VetsiT est un quotient de S, then T' € V.

(3) Si (Si)ier est une famille d’éléments de V, le produit direct []
dans V.

Eilenberg a montré l'existence d’une bijection entre les variétés de semi-
groupes (monoides) et certaines classes de langages, les +-variétés (x-variétés)
de langages. De fagon formelle, une +-variété de langages V associe a chaque
alphabet fini A un ensemble ATV de langages reconnaissables de A™ tels que :

ier i est

(1) Pour tout alphabet A, ATV est fermée pour les opérations booléennes
finies.

(2) Pour tout alphabet A, sia € Aet L € ATV, alorsa™*L,La~! € ATV.
(3) Pour tout morphisme de semigroupes ¢ : At — B* L € A, L € BTV
entraine Lo~ € ATV.
La définition des *-variétés s’obtient en remplagant 4+ par x et semigroupe par
monoide.
Les hiérarchies de concaténation fournissent des exemples particulierement
intéressants de variétés de langages. La hiérarchie de Brzozowski [1] B, est



définie comme suit : pour tout alphabet A, ATB, 11 est 'algébre de Boole en-
gendrée par les langages de la forme L - - - Ly avec k > 0 et Lo, ..., L € ATB\.

On peut définir une sous-hiérarchie a I'intérieur de B,,41 en considérant pour
chaque entier r > 0 I'algebre de Boole AT B,,41,, engendrée par les langages de
la forme Lg--- Ly avec Lg,...,Li € ATB, et 0 < k < 7. On définit ainsi une
suite de variétés B,, .. On notera que B,,41,0 = B, pour tout n > 0. On montre
également que By o1, = Bi 2k4+1 pour tout k > 0.

La hiérarchie de Straubing [14] V,, est la suite des *-variétés ainsi définie :
pour tout alphabet A, A*Vy est constitué de () et de A* et ATV, ;1 est I'algebre
de Boole engendrée par les langages de la forme Lgai L1 - --ax Ly avec k > 0 et
Lo, ..., Lg €A+Vn et ay,...,ak c A.

On démontre que les V, (resp. By, By, ) sont effectivement des #-variétés (+-
variétés). Les variétés de monoides (resp. semigroupes) correspondantes sont
notées V,, (resp. B,, B, ). Le probleme majeur concernant ces variétés de-
meure leur caractérisation algébrique. Rappelons les résultats conns a ce jour.

Théoréme 1.1 (Simon [13]) On a Vi =J, la variété des monoides J -triviauz.
En particulier, un monoide M est dans J si et seulement si, pour tout x,y € M,
(xy)" = (yx)" et 2" = 2"+ avec n = Card(M).

Si 'V est une variété de monoides, on note LV la variété de semigroupes
locale associée a 'V :

LV = {S | eSe € V pour tout e € E(S)}.

On note J; la variété des monoides idempotents et commutatifs (appelés aussi
demi-treillis).

Théoreme 1.2 ([3]) On a By 2 =LJ;.

Les langages de B 2 sont appelés localement testables. Pour chaque alphabet
A, ATB; 2 est lalgebre de Boole engendrée par les langages de la forme uA*,
A*v et A*wA* oll u, v et w sont des mots de AT.

Simon avait conjecturé 1’égalité B; = LJ. En fait, on a bien B; C LJ mais
Knast [5, 6] a montré que I'inclusion était stricte :

Théoréme 1.3 Un semigroupe S est dans B1 si et seulement si il satisfait la
condition suivante :

(K) 1II existe m > 0 tel que pour tout e1,es € E(S), pour tout z,y,u,v € S,

(e1zeay)™erzeqver (uequer)™ = (erweay)er (uegver)™

Si M est un monoide, on note P(M) le monoide des parties de M, muni du
produit usuel des parties :

Théoréme 1.4 ([10]) On a Vo = PJ, la variété engendrée par les monoides
P(M) ot M €J.

Malheureusement, ni cette description de V3 ni les autres caractérisation
connues [10] ne permettent de résoudre le probleme suivant : peut-on décider si
un monoide fini M est dans V.

On ne connait & ce jour aucun résultat sur les variétés B,, pour n > 2 et V
pour n > 3, hormis les résultats généraux suivants :



Théoréme 1.5 ([2, 15]) La hiérarchie B, est infinie.

Théoréme 1.6 ([14]) On a B,, = V,, « LI pour tout n > 0. En particulier la
hiérarchie V,, est infinie.

Dans ce dernier énoncé, la notation V,, * LI désigne la variété engendrée
par ls produits semi-directs M * S d’un monoide M € V, et d’'un semigroupe
S € LI. LI est la variété des semigroupes localement triviaux, i.e. S € LI si et
seulement si eSe = e pour tout e € E(S5).

2 Le produit de Schiitzenberger

Si S est un semigroupe, on note P(.S) le semi-anneau des parties de S, muni
de l'union come addition et du produit des parties comme multiplication. On
note S! le monoide ainsi défini :

S si S est un monoide
St = ¢ SU{1} siS n’est pas un monoide (1 est évidemment alors

I’élément neutre de S*)

Soient S1,...,S, des semigroupes. Le produit de Schiitzenberger de Si, ..., S,

noté $n(S1,...,S,) est le semigroupe des matrices n x n a coefficients dans
P(SF x --- x SL) de la forme p = (p; j)1<ij<n €t vérifiant les trois conditions
suivantes :

(1) Dij = (0 sii > j.

(2) pii ={(1,...,1,8;,1,...,1)} pour un certain s; € S;.

(3) Di,j - {(81,...,8n) S Sll X oo XS? | sS1=--=8;_1=1 =Sjt1 = ... =
Il est & noter que le produit de Schiitzenberger n’est pas associatif, c’est-a-dire
quen général les semigroupes $a($2(51,52),S53), <$s3(S1,S2,535) et
<>2(Sl, <>2(S2, Sg)) sont distincts.

Straubing [15] a montré que si les langages L; (0 < i < n) de A* (resp. de A1)
sont reconnus par des monoides M; (resp. des semigroupes S;), alors le langage
LoaiLy - - - an Ly, ot les a; sont des lettres, est reconnu par ,1(My, ..., M,). 1
est facile de vérifier que si 0 < ip < ... < i, < n, alors $ry1 (M, ..., M) est un
sous-monoide de $pp1(Mo,...,My). I en résulte que le monoide
Ont1 (Mo, - .., M,,) reconnait tous les langages de la forme L; a1L;, -+ - a,L;,
ou L;, est reconnu par M;, .

Le but de cette section est d’établir la réciproque de ce résultat. Le casn = 1
a été traité par Reutenauer [11] et la preuve qui suit s’inspire en partie de ses
arguments.

Théoréme 2.1 Si un langage L C A* est reconnu par pi1(Mo, ..., My),
alors L est dans l'algebre de Boole engendrée par les langages de la forme
Lia1Li, - -arL;, (0 < idg < ... < ip < n) ot les a sont des lettres et ou
Li,,...,L;, sont des langages reconnus respectivement par M;,, ... M;

.

Démonstration. Soit p : A* — $py1 (Mo, ..., My,) le morphisme reconnais-
sant L et soient (4 ;)o<i,j<n les composantes de p considérées comme applica-
tions de A* dans P(Mo, ..., M,).



Lemme 2.2 Soit P C $pi1(Mo, ..., My,). On a la formule :

Put = U m mivjui_u'l

meP 0<i,j<n

C’est immédiat. O

Lemme 2.3 On a pour tout i,j € {0,1,...,n}

(al cee CLT)ILLLJ‘ = E Q1 thig iy A2y ,ia * " Arfi,_yi,

i=io i1 <o Sipm1 Sir=j

La formule est évidente pour r = 1. Supposons-1a acquise jusqu’au rang (r —1).
Il vient :

M=

(al - 'ar)ﬂi,j = (al te ar—l)ﬂi,k Ay [k, 5

E
Il
=]

I
NIE

E a1 figiy " Ar—1Hi,_ 5,0 Ar ik,

0 i=ig<i1<...Sir—1=k

E
Il

I
M=

E A1lig iy * 0 Ar—1Mi,_g,ip_ Crli,._q,j

i=ig<i1<...Sir—1=k

E
Il
=]

d’ou le résultat. O

Désormais, on fixe i et j. D’apres le lemme 2.2, il suffit d’établir que le
langage m; ;. jl s’écrit comme combinaison booléenne de langages de la forme
Lyayqq -+ asLs avec ap € A et Ly, reconnu par My pour r < k < s. Sii > j, on
am;; =0 don miﬁj,u;)jl = () et le résultat est évident. Si i = j, m; ; s’identifie
a un élément de M; et m; jp,; jl est un langage reconnu pas M;. On peut donc
supposer désormais que i < j.

Soit, pour 1 < k < j—i+1, R; 'ensemble des suites de lettres (a1, ..., ax) et
Sk U'ensemble des suites (ig, i1, . . ., i) telles que i = ig < i1 < ... < i = j. Pour
re = (a1,...,ar) € R, on définit une application : o, : A* — P(A*x -+ x A*¥)
par :

uoy, = {(uo,u1,...,up) € A" x -+ X A" |uparuy -+ apur = u}

Pour si = (ig,i1,...,1x) € Sk et ry = (a1,...,ax) € Ry, on définit une applica-
tion :
Treose o (AT X oo X A*) = P(Mo x My -+ x M,)

par
(U0 - -y UR)Try, 51 = UOMigioQ1UL iy iy = * UkHliy iy

Lemme 2.4 On a la formule

wpij = Z Z Z Z (U0« + s W) Ty 51

1<kSj—i4+1 r€Rg (uo,...,up ) Euoy, SkESK



Démonstration. La formule s’obtient immédiatement a partir du lemme 2.3
en regroupant les produits de la forme

Qs i;As+1Mig55 *° Qs+t Hijij
en (GsGsyy - Qsye)fli;,i;- O
Posons, pour 1 < k < j—i+1,7, € Ri, sy € Sy et F € P(P(Mpx --- My,)) :
Lpy s ={ue A" | {(uo,. ., uk)Try s | (U0,...,ux) € uoy, } = F}

Lemme 2.5 Pour toutm € P(Mox --- My), mu;jl est dans l’algebre de Boole
des langages de la forme Lp ,, s, -

Démonstration. Posons uvy,, s, = Z(U0;~~~7uk)EUUTk (Uo, -+, Uk)Try s En in-
tervertissant I'ordre des deux dernieres sommations dans le lemme 2.4, on ob-

tient :

wig= DY Y Wins

1<k —i+1 ry€ERy s ESk
On en déduit la formule :
—1 -1
(1) mpy; ;= U ﬂ My, sk Ve, se
XMy s =m

La sommation et 'intersection étant étendues a 1 < k< j—i+ 1, rp € Ry, et

1
sk € Si. On a d’autre part, si m € P(My x -+ M,) :

-1
(2) m’Yrk,sk = U LF,TIwSk
ZfeF f=m
Démontrons (2) en omettant, pour alléger les notations, les indices ri et s :
Z (ugy ..., ur)T =m
(ug,..., uk ) Euc

et donc en posant :
F={(uo, ..., ux)7 | (uo,...,ur) € uo},

on a a la fois

Zf:m et we Lp.

feF
Réciproquement, si u € Ly avec ZfeF f=m,ona:
uy = Z (uo,...,uk)T:Zf:m,
(uo,...,uk)Euc fEF

ce qui établit la formule (2). Le lemme découle alors immédiatement de (1) et
(2). o

Les indices k, 7, s, et F' étant maintenant fixés, il s’agit d’étudier le langage
Lp={ue A" | {(uo,...,up)T | (uo,...,ug) € uo} = F}.



Lemme 2.6 On a la formule Lp = ﬂ Ly\ U L¢, ot :
fer fEF

Ly={ue A" | I(uo,...,ux) € uo (ug,...,ux)T = f}.
Démonstration. Siu € Lp et si f € F, il existe (ug, u1,...,ux) € uo tel que

(uo, ... ,up)T = f et donc u € Ly. Si f ¢ F, on a pour tout (ug,...,ux) € uo,
Ug, ..., ur)T # f et donc u ¢ Ly.

Réciproquement, si u € ﬂ Ly\ U Ly, ona:
JeF f¢F

F c{(uo, ... up)T | (uoy...,ug) €Euc} C (F)=F

ou F¢ désigne le complémentaire de F' dans P(P(Moy x --- My)), ce qui établit
le lemme. O

Désormais, on fixe f € P(My x --- M,). Rappelons la définition de Ly :
Ly={ue A" | Juo,...,ur € A" v = uparu1 --- aruy et
UOLLig i 01 Figin " * WkHiy,i, = [}

D’apres la définition du produit de Schiitzenberger de n monoides, on peut
toujours suppoer que f est contenu dans ’ensemble des (n + 1)-uplets :

(moy...,mp) € Mg x -+ X My telsquemg=...=m;_1 =1

et mjp1=...=m, =1
On pose donc :
f={@...,,mp,mig1py...,mjr1,...,1) | 1< < |f]}
et,pour 1 <s<k:

asttiy iy = (L., ,my, 1(8), ..o omi, »(8),1,...,1) | 1 <r<rs}

ol ry = |a’5uisflyis
Si u € Ly, il exise par définition des mots ug,...,ur € A* tels que u =
Uga Ul * - apUg et :

f = {(uoﬂi07i0mi07to(1)7 mi0+1,t0(1)7 s 7mi1,t0(1)ulﬂi1,i1mi1,t1 (2)7
My +1,t (2)7 sy My ity (k)uk:u’ikyik) | 1< tj < ijl <J < k — 1}

Il en résulte qu’il existe deux applications ¢ et ¥ :

oL = [ L. =T,

0<j<k
:T= ] {L...or} = {0, If1)
0<y<k
telles que pour tout p € {1,...,|f|}, on ait, en posant
(3) py = (ppo, ... PPk)



(Mips -+ M p) = (Uohig,igMig,poo(1)s Mig+1,ppo (1), -+ -5

My poo (1)W1 iy i My s (2), My +1,p1 (2), -+« s Mg por () Uk iy i)
et pour tout ¢ = (¢1,...,t,) € T :
(4)  (wottio,ioMvig,te (1)s -« s Myt (B) Ukt i) = (Mg tapy Mot 1,1py + -+ 5 Mjtap)-
Posons, pour 0 < j <k, t € ngjgk_l{l, arihped{l, ..., s},
Ljap = ((mi;.0,20 ()7 mi p(may o, (7 + 1))71)“;‘,11‘:‘
avec la convention (m;, ¢, ,(j)) ' =1sij=0et (mg,,(j+1) ' =1sij=k.
Comme i, ;; est un morphisme A* — M;,, le langage L(j,t,p) est reconnu

par M;,. Il résulte d’autre part des formules (3) et (4) la relation suivante : pour
0<j<k,

(5) we( N Lhren) 0 (N L6.40)

pe{l,...|f|} teT
Soit € ensemble des applications de {1,...,|f|} dans T et soit F lensemble
des applications de T dans {1,...,|f|}. On va établir la formule
(6) Lf = U K0(907¢)G1 s akKk(¢7¢)
pel
YeEF

avec, pour 0 < 5 < k,

Ky =( N Lhren) n (N LGHW)

pE{L,nlf1} teT

L’inclusion de gauche & droite résulte de la relation (5) et de la définition de L.
Réciproquement, soit v un élément du membre droit de (6). Il existe alors ¢ € £
et Y € F et ug,...,up € A* tels que pour tout j € {0,...,k}, u; € K;(p,v).
On en déduit que, pour tout p € {1,...|f|} (resp. pour tout ¢t € T') la formule
(3) [resp. (4)] est satisfaite. Il en découle, en remontant encore les calculs, que
u € Ly, et la formule (6) est établie.

Comme chaque L(,j,t,p) est reconnu par M;;, il en va de méme pour
K;(p,9) et la formule (6) permet de conclure la preuve du théoréme. O

Dans le cas o1 les langages sont des parties d’un semigroupe libre, on démontre
le la méme facon le résultat suivant :

Théoréme 2.7 Si un langage L C AT est reconnu par $ni1(So, ..., Sn), alors
L est dans lalgébre de Boole engendrée par les langages de la forme Lija1 - - - arL;,
(0<ip <iy <...<ipr<n), o les ar sont des lettres et ot Ly, ..., L;. sont
des langages reconnus respectivement par Si,, ..., S;,.

Les conséquences des théoremes 2.1 et 2.7 seront examinées dans la section
suivante.



3 Hiérarchies de concaténation

Dans cette section, je construis des hiérarchies de variétés qui contiennent en
particulier les hiérarchies proposées par Brzozowski [1], Simon [12] et Straubing
[14].

On note P Pensemble des arbres (ou mots bien parenthésés) sur lalphabet
{a,a}. De fagon formelle, P est I’ensemble des mots de {a,a}* congrus a 1 dans
la congruence engendrée par la relation aa = 1. De fagon intuitive, les mots de P
sont obtenus par le procédé suivant : on dessine un arbre (au sens naif du terme)
et on le parcourt en partant de la racine (suivant le sens trigonométrique) en
codant a pour une descente et a pour une montée. Par exemple

est codé par aaaaaaaaaaaaaaaa.

Le nombre de feuilles d’'un mot u de {a,a}*, noté d(u), est par définition le
ombre d’occurrences du facteur aa dans u. Dans le cas des arbres, cette définition
est bien conforme a lintuition.

Je rappelle ci-dessous quelques propriétés classiques des arbres que j’utiliserai
par la suite :

(1) tout arbre u se factorise de fagon unique en u = aujaausa --- au,a ou
n > 0 et ou les u; sont des arbres. On a alors d(u) = >, ¢, d(u;).
L’interprétation intuitive de cette propriété est illustrée par le schéma
suivant :

u =

(2) Soit w un arbre et soit u = ujausaus une factorisation de u. On dit que
les occurrences de a et a définies par cette factorisation sont liées si ug st
un arbre. On démontre que toute occurrence de a dans u est liée & une
unique occurrence de a. L’interprétation intuitive de cette propriété est
tres simple : les occurrences de a et a sont liées si et seulement si elles
codent respectivement la descente et la montée sur une méme aréte de
P’arbre. Par exemple,

est codé par aq aaq ada, ou les occurrences liées sont indiquées par des

crochets.

(3) Siu = aujaauqa --- au,a est la factorisation de l'arbre u décrite en (1)
et si u = wiawsaws avec wo € P, alors 'arbre awsa est facteur de 'un
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des mots au;a (1 < i < n). L’interprétation intuitive est illustrée par le
schéma suivant :

U1 ug Unp,
A chaque arbre u et a chaque suite Vi,..., Vg, de variétés de semigroupes
(resp. de monoides), on associe une variété de semigroupes (monoides)
Qu(Vi,. .., Vgg) définie récursivement par :
(a) $1(V) =V pour toute variété V.
(b) Siu = aujaausa --- aupaavecn = 0etui,...,u, € P, $u(Vi, .o, Vi)
est la variété engendrée par les semigroupes de la forme <, (S1,...,S,)
avec S1 € <>u1 (Vl, ey Vd(u))7 o, S, € Ou(vd(u1)+m+d(unf1)+1’ ey

V(i) 4. 4d(un))-

Exemple. Soit © = aaaaaaaa et Vi, Va, V3 trois variétés de semigroupes. La
variété &, (Vi, Vo, V) est la variété engendrée par les semigroupes (S, S3)
ol S3 € V3 et ol S est dans la variété engendrée par les semigroupes {2(.S1, S2)
tels que S1 € Vi et So € V.

V3
Vi V,
On observera que S € $u(Vi,..., Vi) si et seulement si S divise un semi-
groupe de la forme {,(S1,...,5,) avec S1 € $u, (V1,..., V), ---y Sn €
Cu(Vaun) .ot dun—)+15 > Yd(u)+...+d(u,)) Ceci résulte de la formule sui-

vante, qui se démontre facilement : pour tout semigroupe S;;, 1 < i < n,
1<5<r:
On(Sl,lv ey Sn,l) X e X On(Sl,h ceey Sn,r)

divise

On(Sl,l X e X Sl,ra .. '7Sn,l X o X Sn,r)
Lorsque Vi = ... = Vy,) = V, on note simplement {,(V) la variété
Qu(Vi,..., V). Plus généralement, si L est un langage contenu dans P,

on note {1, (V) la plus petite variété contenant les variétés ¢, (V) avec u € L.
Le théoreme ci-dessous permet, par récurrence, de décrire les langages as-
sociés aux variétés $y,(Vi,. .., Vge)) pour tout arbre u.
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Théoréme 3.1 Soit n un entier positif et Vg, ..., V, des variétés de semi-
groupes (monoides). On note respectivement V; et W les variétés de langages
correspondant a V; (0 < j < n) et a $aynt1(Vo, ..., V). Alors pour tout
alphabet A, ATW (A*W) est l'algébre de Boole engendrée par les langages de
la forme Liga1L;, -+ agLi,, avec 0 <ip <3 <...<ip<n,ay,...,ap €A et
pour 0 < j <k, L, € ATV, (A*V;;).

Démonstration. Si L = L;ja1L;, --- axL;,, avec les conditions précisées par
I’énoncé, L est reconnu par le semigroupe $pt1(Sig, - - -5 55, ) o, pour 0 < j < k,
S;; est le semigroupe syntactique de L;;. Or

<>k+1(Si07---7Sik) <<>n+1(1,...,1,S1'0,1,...,1,S1'1,...,Sik,l,...,l):T

et T est dans $gq)n+1(Vo,..., V) par définition. Donc L € ATW et ATW
contient ’algebre de Boole décrite dans 1’énoncé.

Réciproquement soit L € ATW. Alors d’aprés une remarque faite plus
haut, le semigroupe syntactique de L divise un semigroupe de la forme S =
Ont1(So, -+, Sn) avee pour 0 < i < n, S; € V;. On en déduit que S reconnait
L et il suffit d’appliquer le théoréme 2.7 pour conclure. O

Les propositions qui suivent, qui sont pour I’essentiel des reformulations de
résultats déja connus, me serviront d’exemples. Je commence par la hiérarchie
de Simon [12]. Pour tout alphabet A, on note A*7, I'algeébre de Boole engendrée
par les langages de la forme A*a;A*as -+ A*arA* avec0 < k< neta; € A
pour 1 < ¢ < k. On démontre que 7, est une x-variété et on note J,, la variété
de monoides correspondante. La variété J définie dans la section 1 est bien str
la réunion des variétés J,,.

Proposition 3.2

(1) Siu=aaaa (arbre \), $u(I) = J1, la variété des monoides idempotents
et commutatifs.

(2) Siu=(aa)"! (arbre /\ an+1 feuiles), $u(I) = Jy.

(3) Si L = (aa)*, $r(X) =J, la variété des monoides J -triviauz.
Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théoreme 3.1. O
La hiérarchie de Straubing V,, peut se décrire de facon analogue. soit Ly,

la suite de langages définie par Ly = {1} et L,11 = (aLna)*. Pour guider
Iintuition, on peut représenter ces langages par des arbres « infinis en largeur » :

Proposition 3.3 Pour tout n > 0, $r, (I) = V. en particulier, $r,(I) =1,
<>L1 (I) =J, <>L2 (I) =PJ.
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Démonstration. La encore, la proposition résulte immédiatement du théoreme
3.1 O

La hiérarchie de Brzozowski s’obtient en considérant des variétés de la forme
& (Nil) ou Nil désigne la variété des semigroupes nilpotents. De fagon pllus
précise :

Proposition 3.4 Pour tout n,k >0, on a :
(a) B, =, (Nil).
(b) Brny1,k = Car,ays+1 (Nil).

Démonstration. On a By = {1, (Nil) par définition. Par récurrence je sup-
pose établie la formule B,, = <, (Nil). Alors pour tout k& > 0, A™B,41x
est l'algebre de Boole engendrée par les langages de la forme Ly --- L, avec
r < ket Lo...,L, € ATB,. Soit A,11 la variété de langages correspon-
dant & {(qr,.a)k+1 (Nil). Le théoréme 3.1 et I'hypothese de récurrence montrent
que pour tout alphabet A, At A, 11 est l'algébre de Boole engendrée par les
langages de la forme Lga;Ly --- a,L, ot 0 < r < k, Lo,..., L, € ATB, et
a,...,ar € A. Il suffit donc d’établir, pour tout £ > 0, I'égalité A1 =
Brt1 k- L'inclusion Ay, 41 C Btk résulte du fait [4, p. 259] que si L € ATB,,
alors aL, La € ATB,, pour tout a € A. Un produit de la forme Loa1L; --- a,L,
avec Lg,...,L, € ATB, et ai,...,a, € A s’écrit donc sous la forme
Lo(a1Ly) -+ (arL;) avec Lg,a1Lq,...,a.L, € ATB,. Pour démontrer I'in-
clusion opposée, on montre par récurrence sur k que tout langage de la forme
Lo -+ Ly avec Lg,...,Ly € ATB, est union finie de langages de la forme
Koo K1 a, K, avec0 < r < k, Ko,...,K, € ATB, et ag,...,a, € A. Cest
évident si k =0.Si L = Lo --- Lgy1, on observe que :

Liy1 =(ANLgy)U U a(a™ ' Lit1),

a€A
d’ott :
L= |J (Lo L)au |J (Lo -+ Le)ala™ Ls).
aeAﬂLk+1 a€A
Mais d’apres I’hypothese de récurrence, Lg --- Lj s’écrit comme union de lan-
gages de la forme Kopay ---a,. K, avec0 < r <k, a1,...,a, € Aet Ky,..., K, €

A*B,. Or puisque B,, est une variété de langages, on a a~ 'Ly, € ATB, pour
tout @ € A. Ces deux observations permettent d’exprimer L comme union de
langages de la forme Koai -+ apKp, (avec 0 < p < k+1, a1,...,ap € Aet
Ko,...,K, € ATB,), ce qui conclut la récurrence. Donc A, 41,5 = Bp+1,5 pour
tout k ce qui établit (b).
L’égalité B,y1 = <, (Nil) s’en déduit facilement puisque
B.i1=|JBujik et Op, (Nil) = | ) Oapapn (Nil). O
k>0 k>0

D. Thérien (communication personnelle) a proposé de modifier la hiérarchie
de Brzozowski en partant de la variété LI au lieu de Nil. On définit alors des
+-variétés B!, .. de la facon suivante. Pour tout alphabet A,
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(1) A*B] est constitué des langages de la forme X A*Y UZ ot X, Y et Z sont
des langages finis de AT,

(2) A*B;, ., est l'algebre de Boole engendrée par les langages de la forme
Loa1Ly - apLly avec 0 < k<7, a1,...,a5 € Aet Ly,..., L € ATB],.

(3) A+B;z+l = U@o A+B§L+1,r-
On sait que Bj est la variété de langages correspondant & LI. Par conséquent,
il résulte aisément du théoreme 3.1 :

Proposition 3.5 Pour tout n,k > 0, B, et B, , sont des variétés de langages.

Les variétés de semigroupes correspondantes sont respectivement B!, = {1 (LI)
et B;LJrLk = O(aLna)k+1 (LI)

. A / s s 7 7 7 . AN
Le lien entre les variétés By, ; et B,, ; est précisé par I’énoncé suivant, du a
D. Thérien :

Proposition 3.6
(1) Pour tout k >0, By ok = By oky1 = Bllﬁk
2) Pour toutn >0 etk >0, B,i1, =B, et B, = Bl,.
+1, n+1,k n

Démonstration. (1) Soit A un alphabet. D’apres la définition de ATB] ; et
I'expression des éléments de A1 B, on voit que ATB] , est 'algebre de Boole
engendrée par les langages de la forme uA*, A*u et ugA*uy - - UpA*upp1 Ol
0<r<ketuug,...,urpq € AT. Or on sait [4, p. 258] que I'algebre de Boole
ainsi définie est A+8172k e A+3112k+1.

(2) On déduit de (1) la relation :

AJFBi = U AJFBi)k = U AJFBL]C :AJrBl d’ott B/ :Bl-
k>0 k>0

Les autres relations s’en déduisent par récurrence. O

Comme on le voit, les hiérarchies B,, j, et B’/n,,k ne different que pour n = 1.
Cependant, la hiérarchie B], me parait plus intéressante. Par exemple, comme
me l’a fait remarquer D. Thérien, le théoreme 1.5 peut s’écrire

B/, =V, *LI pour tout n >0,

alors que le cas n = 0 était curieusement éliminé dans la version donnée plus
haut.

Le théoreme qui suit donne une caractérisation algébrique intéressante des
opérations schématisées par V. — /\ etV — .
A% 1 1 A%

Théoréme 3.7 Pour toute variété de monoides V, on a :
(a) <>a¢iaa (V, I) = J1 * V.
(b) Oada& (17 V) =V *p Jl .
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La démontration repose sur le « principe du produit semi-direct », qui est une
version simplifiée du « wreath product principle » de Straubing (Ph. D. 1978), le-
quel est lui-méme le premier énoncé complet d'un résultat utilisé antérieurement
dans des cas particuliers, notamment par A. Meyer (1969) et Brzozowski-Simon
(1973). Soit  : A* — M % N un morphisme de A* dans un produit semi-direct
de monoides M x N et soit w: M * N — N la projection canonique. On a alors,
en posant B=N x Aet p =71 :

Proposition 3.8 (Principe du produit semi-direct) Si L est reconnu par
n, alors L est réunion de langages de la forme XNY o~ ou X C A* est reconnu
par N, Y C B* est reconnu par M et ou o : A* — B* est la fonction séquentielle
définie par 1o =1 et (a1 -+ an)o = (L,a1)(a1p,a2) -+ (a1 -+ an)p,an).

Démonstration. 11 suffit d’établir le résultat dans le cas ott L = (s, to)n~"

pour un certain (sg,tg) € M * N. Selon 'usage, je noterai additivement le
monoide M et par juxtaposition 'action de N sur M.

Soit @ : B = N x A — M défini par (t,a)a = ts ou s est la premiere
composante de an (c’est-a-dire an = (s,u) pour un certain u € T). Soit X =
top™t et Y = spa! : X est donc reconnu par N et Y par M. Il vient

XNYo l'={a-a, €A | (a1---an)p =ty et (ay---a,)oa = 50}
Or en posant a; = (si, ti), on a successivement :

(a1---an)oa = ((17(11)@1%@2) - ((ag - -an—l)%an))a
= (1,a1)a+ (arp,a2)a+ ...+ ((a1 - an-1)p, an)a
81+t152—|—...—|—t1"'tn,18n

et (a1 - - ap)p =1ty ty.
On en déduit ((ay---an)oa, (a1 --an)p) = (a1---an)n, d’ou finalement
XNYo~t = (sg,to)n~! ce qui démontre la proposition. O

Remarque. La fonction séquentielle o est réalisée par le transducteur dont les
états sont les éléments de N (1 étant état initial) et dont les transitions et la
fonction de sortie sont représentés par le diagramme :

On déduit du principe du produit semi-direct 1’énoncé suivant, qui est une ver-
sion améliorée d’un exercice proposé par Eilenberg [4, p. 253].

Proposition 3.9 Soit V une variété de monoides et soit V la variété de lan-
gages correspondante. Soit A*V l’algebre de Boole engendrée par les langages
de la forme L ou LaA* avec a € A et L € A*V. Alors V est une variété de
langages et la variété de monoides correspondante est J1 * V.

Démonstration. Tout d’abord, si L € A*V, LaA* est reconnu par $o(M (L), 1).
Or on sait que $o(My, My) = Ma *,. (V * M) pour un certain monoide V' € Jq.
On en déduit ici $o(M(L),1) € Jq + V.

Réciproquement, soit L C A* un langage reconnu par un élément de J; V.
Il existe alors deux monoides M € J; et N € V tels que L soit reconnu par
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M % N. Avec les notations de la proposition précédente, il suffit d’établir que
Yo~ est élément de A*V. Or puisque Y est reconnu par M, Y est combinaison
booléenne de langages de la forme B*bB* avec b € B. Comme o~ ! commute
aux opérations booléennes, il suffit d’établir que (B*bB*)o~! € A*V. Or si on
pose b = (t,a), il vient

B*bB*)o ' ={a;---a, € A* | il existe i tel que 1 <i < n
( q
((a1---ai—1)p,a;) = (t,a)}
= (to HaA*.

Comme tp~!' € A*V, on a (B*bB*)o~!' € A*V et donc finalement L € A*V.
Il en résulte que V est une variété de langages et que la variété de monoides
correspondante est J1 * V. 0O

Démonstation du théoréme 3.7. (a) découle directement de la proposition
3.8 et du théoreme 3.1. L’énoncé (b) est dual. O

Corollaire 3.10

(1) Siu=a"(aaa)™ (arbre Jan+1 feuilles),

|y —

n fois

(2) Si L = {a"(@aaa)™ | n > 0}, & (I) = R, la variété des monoides R-
triviauz.

Démonstration.

(1) Par récurrence & I’aide des théoremes 3.1 et 3.7.

(2) Un résultat de théorie des semigroupes affirme qu’un monoide est R-
trivial si et seulement si il divise un produit en couronne de la forme Uy o Uy o
-+-oUi. En termes de variétés, cet énoncé se traduit par I'égalité R = 5, J7
ce qui établit (2). O

Corollaire 3.11 Soit V une variété de monoides et V la variété de langages
correspondante. Soit, pour tout alphabet A, A*V la plus petite algébre de Boole
contenant A*V et fermée pour les opérations L — LaA* (resp. L — A*aL) ot

a € A. Alors V est une variété de langages et la variété de monoides correspon-
dante est R+ V (Vx.R).

Démonstration. L’énoncé résulte de la proposition 3.9 et de 1'égalité R =
Un}O J? o

Il est intéressant de comparer entre elles les variétés $. (Vi ..., Vg ). Voici
une premiere observation, qui est une conséquence immédiate des définitions.

Proposition 3.12 Soit u un arbre. Alors, pour toute variété Vi,..., V),
on a <>u(V17 SR Vd(u)) = Oau&(vla R Vd(u)) = <>a¢i(<>u(v17 SR Vd(u)))
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la suite repose sur un théoreme de substitution qu’on peut illustrer par le
schéma suivant :

vV, v vV, v Vs
= ouV =
Vs Vs Vs \% Vs V4 Vs
V3
V4 Vs

Théoréme 3.13 (théoréme de substitution) Soit u = ujausaus un arbre
avec uz € P. alors pour toute variété Vi, ..., Vg, on a

<>u(V17 SO Vd(u)) = <>u1a6u3 (Vla cee ;Vd(ul)v
Qus (Vai)+1s -+ Vd(un)+d(us))s Vd(un)+dus)+1s - - > YVau))-

Démonstration. Par récurrence sur |u|. Si v = aa, la relation cherchée s’écrit
$aa(V) = $aa(G1(V)) et résulte de 'égalité V = $1(V). Dans le cas général,
on factorise u en u = (avia) - - - (avpa) avec vy, ..., v, € P.

Premier cas : n = 1. Si wjusz = 1, il vient us = v; et d’apres la pro-
position 3.12, on a $u(Vi, ..., Vaw)) = Caa(Qua(Va, ..., Vay)). Sinon, on a
nécessairement w1 = au}, us = usa d’ou v = ujausauy. La relation cherchée
s’obtient en utilisant & la fois la proposition 3.12 et 'hypothese de récurrence
appliquée a v .

Deuxiéme cas : n > 2. Alors 'un des arbres av;a (1 < @ < n) admet
ausa comme facteur. On pose av;a = v ausau’ et on applique ’hypothese de
récurrence :

<>a’U¢ﬁ,(V17 ce. 7Vd(vi)) = <>’U¢ (V17 ce. 7Vd(vi)) =
Quraau’ (V1,5 V) Cus Vay+15 - -+ Vaw ) +d(us))s - -+ » Vd(w,))-

La relation cherchée s’en déduit puisque
Cu(Viy. o, Vawy) = Qayr (o (Vis oo, Vaw)), - - -
Quw (Vg vn_1)41>---» Vaw))- O
On en déduit a l'aide de la proposition 3.12 :

Corollaire 3.14 Soit u = ujaausaaus un arbre avec ug € P. Alors pour toute
variété V, $u (V) = Ousausaus (V).

Soient u et v deux arbres. On dit que u est un arbre extrait de v si u s’obtient
a partir de uw en supprimant dans v un certain nombre d’occurrences liées de a
et a. De fagon formelle, la relation « est extrait de » est la fermeture réflexive
et transitive de la relation < définie par u < v si et seulement si il existe une
factorisation v = viaveavs telle que vy € P et u = vivo03.
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Par extension, on notera également < la relation « est extrait de ». Il est
clair que < est une relation d’ordre.

Exemple. L’arbre v = aaaaad ( ) est extrait de v = aaaaaaaa

( /C ) puisque v = (1)a(aaaa)a(aa).

Théoréme 3.15 Pour toute variété V, si u est un arbre extrait de l'arbre v,

on a $u(V) C Ou(V).

Démonstration. D’apres la définition de <, on peut se ramener au cas ou
v = v1av2av3 avec vo € P et u = wivavs. La preuve se fait par récurrence sur
[v]. Si v =aa, u=1 et le résultat est évident. Si d(v) =1, on a v = av'a avec
v € P dou $u(V) = O (V) d’apres (2). Si vivg = 1, il vient v3 = v/ = u
et le résultat est établi. Sinon, on a nécessairement v1 = av} et vz = vha d’olt
v = vjaveavy. On en déduit en appliquant hypothese de récurrence & v’ :

<>'U (V) = <>'U’(V) D) <>v'11;2'ué (V) = Oavivgvga(v) = <>u (V)

Sid(v) > 2, v se factorise en v = (aw1a)(awza) - - - (aw, @) avecn = 2, wy, ..., Wy
P et ou 'un des arbres awra admet avea comme facteur. On pose awrpa =
v'avaav” et wj, = = (v'vav”)a!. On obtient alors en appliquant I’hypotheése
de récurrence ¢, (V) D Gur (V)

Ou(V) = Qaay (Qur (V) -+ s Qw, (V) D
<>(ad)" (<>’LU1 (V)7 R <>w;C (V)7 ce <>wn (V)) = <>u(V)
Le corollaire 3.14 montre qu’'on peut se restreindre & ’ensemble P’ des arbres
dont chaque noeud est d’arité différente de 1. Bien entendu, si on part d’une
variété V quelconque, la restriction & P’ de Papplication u — <, (V) n’a ce-
pendant aucune raison d’étre injective. Par exemple si V = A, la variété des

semigroupes apériodiques, on a {,(V) =V pour tout u. En revanche, on peut
avancer la conjecture suivante.

Conjecture Soient u,v € P'. Alors $u(I) est contenu dans . (I) si et seule-
ment st u est extrait de v.

Si cette conjecture est vraie, la restriction & P’ de I’application u — <, (I) est
injective. L’étude de 'application L — <{,(I) parait encore plus problématique.
11 est effet prouvé en [10] que

O laa)(I) = Oaay (J1) = O(ay+ (R)
d’ou 'on déduit
Oa(ad)*é(l) = O(aaéa&é)* (I) = <>(aLE,)* (I)

ou L est le langage {a™(aaa)™ | n > 0}.
Je voudrais signaler une petite subtilité relative a cette derniere égalité. On
en déduit en particulier :

J3 — <>a3(6.a6.)3 (I) C U O(aa&a&&)" (I)

n>0
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Or il est facile de vérifier que Parbre a(aaa)® ( ) n’est extrait d’aucun

des arbres (aaaaaa)™ ( m ).

Cependant la relation ci-dessus ne contredit pas la conjecture car on ne peut
pas en déduire a priori une inclusion du type :

<>a3(éafz)3 (I) - O(aa&ad&)" (I)

4 Problemes de décidabilité

On dit qu'une variété de semigroupes (ou de monoides) V est décidable s’il
existe un algorithme qui permet de tester si un semigroupe fini donné est ou
n’est pas dans V.

Pour les variétés V,, et B,, des hiérarchies de Straubing et Brzozowski, le
probleme de la décidabilité est toujours ouvert puisque seul le cas n = 1 a pu
étre résolu positivement (cf. les théorémes de Simon et de Knast rappelés dans
la section 1). Le résultat qui suit constitue peut-étre une premiere étape vers la
solution générale du probleme.

Théoréme 4.1 Pour tout arbre u, la variété . (I) est décidable.
Le théoreme repose sur une propriété de {,,(I) intéressante pour elle-méme.

Proposition 4.2 Soit u un arbre et soit V,, la variété de langages associée a
Ou(l). Pour tout alphabet A, A*V, est un ensemble fini effectivement descrip-
tible.

Démonstration. Le résultat est évident si v = 1. Si u = auijaausa- - - au,a
avec Uy, ...,un € P, on a $u(V) = $raayn (Ou, (Vi) $u, (V). Par ré-
currence les ensembles A*V,,,, ..., A*V,, sont des ensembles finis effectivement
descriptibles. Le théoréme 3.1 donne alors un algorithme pour construire A*V,,
qui est un ensemble fini puisque c’est ’algebre de Boole engendrée par un nombre
fini de langages. O

Preuve du théoréme 4.1. Soit M un monoide fini et A un alphabet en bijec-
tion avec M. Il existe alors un morphisme surjectif naturel 7 : A* — M. D’apres
[4, p. 188], on a pour tout m € M la double inégalité

Mma=') <M< [[ M(mz™).
meM
On en déduit que M est dans la variété <, (I) si et seulement si, pour tout
m € M, le langage mm~! est dans A*V),. La proposition 4.2 fournit donc un
algorithme pour tester si M € <, (I).
On en déduit en particulier a l'aide du corollaire 3.10 un résultat de pure
théorie des semigroupes.

Corollaire 4.3 Pour tout entiern, la variété J7 = J1 x Jq * - - - x J1 est décidable.
~—_—_——

n fois
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