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� � φ ����� ��������� = �+� ⋅ φ �����,�������������� �
�

y�n
� ~�w�� suk�l�s?y�q�w � sutvn�w φ ñej�kd�dk � � tul ~ wGnz�o��~�pet�T�~�set�n�w
� n
wGl�s�~�w�s�ò��
âIw{��k��4���dn�~
��~zldl�q�����s�ten
w�lo�{svjGk � nzw���tvseten
w�~�p���k�wGlot�s�� � � � � � t�l
sej�k�q�w�tu�zq�k*l�n�pvq�sutrn�w+n
yLsvjGk�y�n�peprn���trw{��l�s�n � j�~
l�s�t � E_G�Ü4� � ~
prpek
�sej�kL|4~��{~�t�k��zq{~�suten
wbI£��c(L

 ¢¡�£
= ¤ ∗ ¡�£� �¥ + ¡�£�¦ ∗ § − ¨  (©�£ ª*«P¬

�Ij{k��dk ∗ t�l�sej�k�se�ª~�w�l���nbl£k+nz��k��ª~�sun
�ª�  tul�svjGk+t�w�y�tgwGtgsuk
lotr��~�p
��k�w�k��ª~�sunz�4~�l�l�n � t�~ªs�k��}��trsvj�sej�k���tryeyuq{l�tenzw����n � k�lol ® � ��t�� k��

¯
= °± ²�³ ´ µ³ ´ µ = ¶

·¸ ¹
• º ∂ »

∂¼ ³∂¼ µ + ½ ³³ = ¶
·¸ ¹

• º ∂ »
∂¼ ³ ª¿¾�¬

��trsej À = Á À�Â Ã ÄÆÅ = σσ ∗ � ÝGn�� ��~zlot � �dk�y�k��dkdw � k�l÷~���n�q�s
w�n�w�petvw�k�~���y�tep�s�k���trw{�}~�w��}svjGkL|�~���~ztGk
��q�~�sutvn�w{��l£k
k IFZ(L��$I���W(L4~ªw{�
I£��Z(Lo�
Ç(ÈÊÉÌË�Í�ÈÏÎ�Ð¢ÑÒË�Ó�ÈÕÔ×ÖÒÓØÈÊÙÛÚ
¢�k?t�w�s��on���q � k3~iq�wGtgy�nz�o� �{~��osut�s�tenzw n
y�sej�kSsutv�mk(tvw�sek�����~�pÜ Ý Þ

+ ∝ß ù à = á â < á ã < ä < á å < ä �¤��trsvj � n
w�l�s�~�w�s*sutg�mk
l�sek�� δ = æ ç + è − æ ç �+¢ k.q�lok.svjGkBl���petrsvsutrw{��¥rq�� ~
pu��n��otvsrj��
l�srq���tek��mtrwni�k��Cpu~�w�� Ié�(L����Cj�t � j � nz�m�btrw�k�l�~ªw+tv����pvt � tvs�Ü�q�pekd�l � jGk��mk*y�n
�}svjGk����dk���t � sutvn�w=l�suk�� ~�wG�U~�àC~o��k
l�yun�����q�p�~©��~�l�k
�nzw lo~�����pek���n
��lok�����~�suten
wGl

ê&ëδ = ì
δ íPî ï − í�î ï − ð[ ]= ì

δ ñ�ò�óIô�õ�ö7÷ + ì
δ ø�î ï − ø�î ï − ð[ ]î ï − ðî ï

ù

y�nz�Ss�j�k � n����dk � sutvn�w l�suk�����ÝGn�pvpen
�atgw�� Ié�NL��_s�j�k � n
w���trs�tenzw�~�p
��k�wGlotrs �ûúEü ý�tul�~������on�¬�tr�©~ªs�kz�����ûþEÿδ ���Cj�k���kPsej�kPse�ª~�w�l�trs�ten�w
yu�on������

− �δ s�n����δ tul���tr��tr��k��*trw�sun�sej�kIyun�pvpen���t�w��¤se��n*l�sek���l
ù
� EG�ok
��t � s�tenzw9l�suk��5ù ��k+lon�pr�bk�sej�k�y�n�pepen
�atgw��PÝGnz����k��d¥ E{pu~�w � �
k��zq�~�sutvn�w{����k�sv��k
k�w�s�tr�mk�l
	��

−  ~�w������

∂��� �
∂ � = � ∗ � � �

��trsej?tvwGt�s�tu~�p � n
wG��trs�ten�w���� �
− �
�

= � � − �δ ~�s�sutg�mk � = �"! − # �ah�j�ky�t�w�~�p ��~zpvq�k;~�s s�t��mk%$ = $'& ��tr�bk�l sej�k ���dten
� k
l�sutg��~�s�k
(*)

− +-,/.δ = (*0 1
) �QhVj�k ÝGn�����k��ª¥FE�pe~�w � � k��zqG~�sut�nzw÷t�l yuq��osrjGkd�

��tul � �dk�sut�T�k
�;���;sej�k Ü�q�pvk�� tr����pvt � t�s l � jGk��mk��i��j�t � j t�l
q�w � n�w���t�sut�nzw�~�pepg�l�s�~���pek
��tu� k�����k�l£n�pr��k

2
− δ3[ ]∗ 4 5

− 6 7 8δ = 4 5 − 6δ

9 ßLnz�o��k � sutenzw l�sek���ù ��kIq�lokIsej�kIwGkd�7n���lok��o��~�sutrn�w�:<;δ ~�w��}sej�k
àY~���k�lIy�n
�o��q�pu~
�Vsenmq�����~�suk}sej�k�����tenz�k
l�setr�©~�s�k>= ?

− @ A Bδ �«t�� k��G��k
� nz����q�suk

C Dδ = E D ΨDδ C D − F G Hδ

�CjGk��dk

ΨIδ JLKNM = OQPSR −
T
U δ VWIδ − X JYKZM [ \

]
 ^
 _
 

`
 a
 b
 

cedgf h i j/klcmdonLp�qrces/jutQcev/j-nLdxwYnYd>k'vyczdWv{czdof|v~}o�ldgn�v�c�v�j~n�d • �f<��dWn�v��Yk�v/}W��dWn�pyq�j~d � ��c�k�k�n�wYj-c�v���f���j~v-}
v-}g��f��z�yjudgjuv-����nQk�j~v-ju�Q�
q{c�vup�ju� � − ��� j�� ���S� � � = � ∗� − � ���
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< d c>=�j~���zd ? @�f j q ��dok�j-nYdocYs p��A=CB�s�czpD=Qp"j-f Ω E ��j~v-} q{�Yk�}F

= G F H I L I F J K � � �LBgk�� v~}o�LB<��� j dof ��judgjuv��xf j~�-�y�zp���dWw��
k�wz} �zq � jud�v-p�n�f�Bgw��YfNMAONP+Bgk"}�do�zpRQ$S�TVUyk���� cLs/k�nWP�B k'}Wdg��p czdofX B���BWj/k+Q.Y,T[ZNv�n{ce�<��p�n���juq{czv���v-}g��� czp�v�j/cLs f�j ���y�zp��zdWv/j�c�sNnL�g�zp czv�nLp\ f �z�yjudg�Yf
judRU$]�Z��,^-d v-}oj/k k�w�}g�zq{� � v-} ����jup k'vNnLp�f<��p�f<��p"ju�gczv�j ���ekcep�� c��<� p"n���juq{cev/�Yf
cYk

_
φ_"`ba c `�d ≅

φ c ` + e agfha d − φ c `�df�a i[jlk a c `�d ≥ m
φ c `hd − φ c ` − e a f a$df�a i[jnk a c `hd < m

o
 p
 

q
 q  
r
 

q
 q
 

� } �zp�� s t f �zd nLv��Yk v-}W�uB dgjuv ����w�v/n�pmj dxv-}W� v @uv-} w�n<nYp�f<judoc�v-�
f<jup���w�v-j/n�dS�xw }W� w���d v/p ces k��Yw�n�dgf nLp�f<��p f �zp�j~��czv�ju�Q��k cep��ce�<�<p�nL�gjuq{czv�� f cYk

∂ y φ
∂z { y | z�} ≅

φ
| z + ~�{ �h{$} − � φ | z�} + φ

| z − ~%{ �h{�}� { y
cedgf�v-}g� q{j �g��f k���wYnYdof nYp�f<��pNf �zp�j~��czv�ju�Q��kNc�k

∂ � φ
∂���∂��� ≅

���� � φ �:� + ��� � � + ��� � �)� − φ �:� + ��� � �g�� � −
φ �:� + ��� � ��� − φ �:���� �

�
 �
 

�
 

+
φ �:��� − φ �:� − ��� � �)�� � −

φ �$� − �)� � �g� − φ �:� − �)� � � − ��� � ���� �
�
 �
 

�
 �� ��� � � � �:��� ≥ ����� � φ �:� + � � � � � − φ �:� + � � � � − � � � � �� � −

φ �0��� − φ �:� − � � � � �� �
�
 �
 

�
 

+
φ �:� + � � � � � − φ �:���� � −

φ �:� − � � � � + � � � � � − φ ��� − � � � � �� �
�
 �
 

�
 �� ��� � � � �:��� < �

�
 

�
 

�
 �
 �
 �
 �
 �
 �
 

�
 

�
 �
 �
 �
 �
 �
 �
 

� k�c p���k[Bgs v � v-}g� judW��j~dWjuv��Yk�j q c�sl= ��do�zp czv�nLp   j�k ce�<��p�n���juq{czv��Yfc�k
¡ φ ¢2£h¤ ≅

¡�¥ φ ¢2£�¤ =
¡�¥ ¢�£h¦$§�¤ φ ¢/§�¤¨ ∈©«ª)¬g2®

¯
� } �zp����ynYp�cYsus ° ∈Ω ± ��²N³µ´�¶�· ⊂ ¸ ³µ´�¶h· f<��dWn�v��Yk v-}g� k���vNnL�
��n<jud v'k jud vu}o��=�p�j-f Ω ¹ ��}oj~w�}{cep"� cLw�wY�Yk�k�jgM�s~� �-p�nYq º � j�� ���

»�¼R½( )=
½

+ ε ¾ ¿�¾ À�¾ + ε Á)¿)Á)ÀÂÁ2Ã"Ä0ÅµÆÈÇ2É.É ε ¾�Ã ε Á ∈ Ê%Ã ± Ë{ }Ã[Ì ≠ Í{ }
cedgfÏÎÏÐ�Ñ�Ò�ÓNf ��donLv��ek v-}g��k���v nY� do�Ycep"��k'v
do��j:=L}�M<n�B<p k nL� º �
judWwYsgBWf<j~dÔ= º j~vyk��Ys � � j�� ���

Õ�ÖØ×( )=
×

+ ε ÙgÚ�Ù ÛCÙ + Ü + ε Ý�ÚÂÝ;Û�Ý�Þ"ß$à�á«â2ã'ã ε Ù�Þ.Ü ε Ý ∈ ä,Þ ± å{ }{ }æ Omj-f<��d v�j~�'O jud�= v-}g� wYn��e�/��j/w�j-�zdWv�k
nL� v-}W� q c v/p�ju� ç è � � �r} c ���
�ynLp cYs-s é ∈Ω ê

ëÔì�í,î[í( )= − ïð�ñ ò ó ñ ô ñ'õ í,ö − ï÷ ð�ñ ð
ø ó ñ ô ø�õ í�öø/ô ø
≠

ñùúûüü ýþ.ÿÿñ
= �
�ù

− ïð�ñ �
ñ'õ í,öñ
= �
�ù

ë ì í,î[í
± � ñ ð�ñ( )= ï÷ ð�ñ ò ó ñ ô ñ í( )− ï÷ ð�ñ ð
ø ó ñ ô ø í( ) + ïð�ñ �
ñ± õ í,öø:ô ø

≠

ñù
ëÔì�í,î[í

+ � ñ ð�ñ ± � ø[ð
ø( )= ï÷ ð�ñ ð
ø ó ñ ô ø± õ í%ö
ë ì í,î[í

− � ñ ð�ñ�� � ø[ð
ø( )= ï÷ ð�ñ ð
ø ó ñ ô ø± õ í%öëÔì õ í,î �«ö
= � î	��
�������������

< d � w�c d k���� Q�S�T��ynLp�v-}W� f �z�yj dojuv/j-nLd n��m��j~dWjuv�� f�ju�-�y�zp���dgw��ce�<�<p�nY�Wj~q{czv�j-nLd n�d v~}o��M<n�B<d f�cep:Oo�%^�d c dµO wYc�k�� � ��� wYced�wz} ��w��v-} cev

∀� ∈Ω
� � � � � ���( )� ∈ "!$#%�&

'
= (

cedgf+B dgf<��p v-}W�*c�f<f juv/j-nYd>c�sScYk�k[B q �<v�j-nLd
∀) ∈ *,+.-,/021 3 4657 598 );: − /< 0 5 021 4657 1 )( ) ≥ => ?�@BA

v-}g� q{cev-p"ju� C D>k�cev/j�k���j-�Yk
∀E ∈Ω F�GIH F EJGKE( )≤ LNMPORQSH F�T EUG VXW ≥ LNYKZ\[B]�M�^P_6V ∈ ` F E( )G V ≠ Ew }o�zp�����n�p"� � B<dof<��p v~}o��c�f f<juv/j-n�d c�s cYk�k[B q �<v�j-nLdLU[Z � v/}W�l�yjudgjuv/�
f<ju������p��zdow � q{czv-p�j � C D n�M�v'cej~do��f MAO v-}gj�k q{�zv-}gn<f w�czd M��jud�v��zp��<p��zv��Lf cYkrv-}g��jud �yjudgjuv/��k�j q{cLsV=���dg��p�cev�nLp{n�� c ��B p"�ba/B<q �c cep��gnL� �<p�n�wY�Yk�k v'c$�gj d«= ��c�s.Bg�Ykmjud�v~}o� f<j�k�w�p���v�j t�czv�j/nLd =Lp�j/f
Ω d �C^'d cLf<f�j v�j-nLd � v-}W��qrcev~p�ju�fe − δ gShij kl j�k�c c @�qrc v/p�j �>� � k
c
wYnLd>k��Rm;B���dWwY� � v~}o� p��Yk/B�suv/jud«= cz� �<p�nY��juq{c�v-j-n�d�v/n v-}W�ononp������p�@q s�c�dWw��{�\m�Bgcev/j-nLd{��j~s-s c2B<v�nLq czv�j~w�ces/sgO MQ�
c�f<j�k�w�p���v����<p�n
Mgc�M�jus-j~vgOf<j�k�vup�j'M�B�v-j-nYd � j�� ����dWnYd«@udo�
=�czv�ju�<�����<��p�O ��}o�zp�� � c d f c�f f<jud�=�B��
v�nnLd ���
rXsutBsIvxwzy"sI{9{�wU|�w�tB}Rw�~�t���}\~R�,�B~U��sIv9wN�J|�s�y
non�p k�j q ��s-j~wYjuv O � ��� w�n�d k�j~f ��pZv~}o� k�juv$Bgc�v-j-n�d ��j~vu}
v/��n�q{�Yk�}g��k��gc�yj d � q ��k'} � = � �6�x� � ������� � czdof�c
w�n�czp k��
q{�Yk�} � = � � �� � c�k�k/B<q � v~}>czv�c w�n�q
��n�k�j~v���=Lp�j-f Ω � j�kh=<j ���zdrc�k

Ω � = Ω � ∪ Ω � �u�� ���� p¡9  Ω� ���� = ¢£�¥¤( )¦ ∈Ω §J¨ © ª�« ¬ �ªI®
¯
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w }oj-k�f<����j~dW��k�c���j~p�k�v �gcep�v/juv�j~n�d�nL�Nv-}o� w�n�q
��n�k�juv�� =Lp�j-f Ω � j dgv�nv-}W� k��ev Ω �  "!# nL� ��j do� =Lp�j-f ��n<j~d vyk � czdof v-}g� k��zv
Ω $ %"&' = Ω (*) Ω $ %"&( nL�>wYn<c�p k���=Qp"j-f��gn�j~d vyk���k��Y� n>j$=�B<p��,+Y�

-/.10�2436587:9<;>=
?�@BAC?ED".GFH5I0�3
.KJ,?�L/F�MN?*OK56PE5
O1D

� �yjudg� =Lp�j-f �gn�j~d vRQ ∈Ω S T"UV j�k k�cYj-f v�n M<� 	W�6XCYEZG�E	 j �
[]\_(̂ )⊂ Ω ` aHb\ ��c<juq j-s�czp�s O � c
wLnQcep�k��Ø=�p�j/f ��n<j dWv Q ∈Ω S T"Ud j/k
kzc�j-f�v�n�M<� 	e�6XCY�ZK�E	 j ��f]g_h( )∩ Ω i j"kg = ∅ �
w }oj-k f<�e��judW��k c k���wYnLdof �gczp�v�j v�j-nLd�n�� v-}W�{wYnLq
�gn<k�j v��W=Lp�j-f Ω ljud v�n�v-}g� k��zv Ω mn nY� p���=;B�s�cep�w n�c p k��V=Lp�j~fr��n�j~dWv�k � v-}g� k���v Ω o n nL�p��
=CB�s�c p ��j~dW� =Lp�j-f �Wn�jud v'k � czdof v-}o� k���v Ω p q = Ω q*r Ω s q nL�t ��uK�
	 ������� ��n<j dWv�k � ��}g��p�� Ω v w = Ω xw ∪ Ω y w ��k��Y� n j:=;B p"��zW�

{/|1}�~4�6���,����}�~��1�����4��|K��� •( ) � Ω ����E��� Ω � ����� ���E�
������/�N�H|K�4��|��C�H�����e� � ���4��|K�E� � ⊕ � � � � Ω p q
non�p c�d�O ��n<jud v � ∈Ω � � � �
do���Yf v/n�k����Lw ju��O v~}o�{k��zv¡  ¢¤£�¥:¦nL� ��n<j dgv�k jud v-}g�mw�n�q
�gn<k�j v�� =Lp�j/f Ω § ��}Wj/we} czp��©¨�ª�ª
«¬W¬¯®�°²±K«�'p"n�q ³ � czdof v/n k����YwLj ��O v-}W� wLnYp�p���k'�gnLdof<jud�= ��j~dWjuv/� f<j~�-�y�zp���dWwY�
wLn����-�yj-w�j-�zdgv�k,´ µR¶�·¹¸( )·º¸ ∈ » µ¤¼�¶�½o�
� v c�p��
=;Bgs�czp ��n<jud�v>¾ ∈Ω ¿ À = Ω Á À ∪ Ω Â ÀÄÃÆÅ�ÇÉÈ¤ÊWÇÌËKÍ4Ç
ÎÏeÐ1Ñ�ÐGÒÔÓÕEÖ"Ð�ÒCÐ Ë�Ç�× Ð�ÖKÖ Ç Ï Ç ÒCØ Ç�Ê Ø ÍCÇ6ÙBÇ�Ú�Û�Ë Ó6ÒBÐGÒ Ë1Ç ÏWÖ�Ó6Ø Ç:Ü Î�ÐÝÒ Ë Ω Þ ßàÃÓ Ê"ÜEÇ Ø6Ð1Ó6Õ ËKÇ Ø Í ÒCÐ1á È¤Ç Ð Ê�È¤ÊWÇ6×/â¤ã ÐKä�å4ÐGÏ Ê�Ë¹Ã Ó Êæ×�Ç6Ü ÐKØ Ë�Ç× ÐçÒèåéÐ�Ñ È Ï ÇêÊë Ó6Ò ×íì�Ã�Å�Ç Ø¯Î�Ò Ê Ð ×�Ç Ï Ë�Í4ÇîÊ"ÇêË¡ï]ðEñeò�ó ÎÖ Ü Î�ÐGÒ Ë¹Ê ÐGÒ ËGÍÔÇ ÑÏeÐ ×

Ω ô Å�Í Ð�Ø Í Ó�Ï Ç Ó6Ø
Ø Ç�ÊWÊ ÐGõöÕ Ç Ö�ÏeÎ Ù ÷ Ã õ�øíÓ ×�× ÐGÒÔÑ Ê Î ÙBÇîÊ Õ�Ó¯ù Ç
Ü Î�ÐGÒ ËHÊèãKú äBÐGÖ,Ò Ç Ø Ç�ÊWÊ Ó�ÏHø Ã Ó�Ò ×íÅ*Ç©×�Ç Ö1ÐGÒ ÇÆËKÍ¤Ç ØÎ
ÏWÏ Ç
Ê"Ü Î�Ò × ÐGÒ�ÑÖHÐçÒÔÐ Ë1Ç©× ÐçÖ1Ö Ç Ï Ç Ò4Ø Ç Ø
Î Ç ÖKÖHÐKØ¯Ð Ç Ò Ë�Êüû ýRþ�ÿ��( )ÿ�� ∈ � ý���þ��4Ã�È4Ê ÐGÒ�Ñ
ËKÍ¤Ç]Ç	��Ü Ï Ç�ÊWÊ ÐGÎ�Ò Ê Ñ²ÐGù Ç Ò Ð�Ò ËKÍ¤Ç©Ê�Ç Ø Ë ÐGÎ�Ò Ó¯õEÎ
ù Ç�Ú ã ÐKÐ�ä�
 Í¤Ç Ò Ã�Å�ÇÏ Ç6× Ð Ê"Ë Ï�ÐGõ ÈEËKÇ Ë�Í4Ç Ö1ÐGÒ¤Ð Ë1Çè× ÐGÖ�Ö Ç Ï Ç Ò¤Ø Ç Ø6Î Ç Ö1ÖHÐGØ
Ð Ç Ò ËHÊ Î�Ö Ç Ó
Ø Í Ê Õ�Ó¯ù ÇÜ Î�ÐGÒ Ë�Ë Î Ü Î�ÐGÒ ËHÊ¡ËKÍ Ó Ë Ó6Ø ËKÈ Ó
ÕGÕÝø Ç�� Ð Ê¹Ë ÐÝÒ ËKÍ¤Ç Ø
Î ÙBÜ Î Ê Ð Ë�Ç ÑÏeÐ ×CÃ õ�øÕKÐÝÒ Ç Ó6Ï ÐGÒ Ë�Ç Ï Ü Î�Õ1Ó Ë Ð�Î�Ò Ú
 Ç Ñ Ç�Ë ÐÝÒ ËKÍ¤Ç�Ç Ò × Ó�Ø6Î Ù,Ü Î Ê Ð Ë1Ç�Ê Ø Í4Ç�Ù<Ç�â

� � φ �( )=
� � �����( )φ �( )� ∈� ���( )

�
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 Ð ËGÍ©ËKÍ Ð ÊæË1Ç Ø Í Ò4Ð1á ÈEÇ�Ã�Å�Ç ØêÓêÒ Ü ÏeÎù ÇNË�Í Ó Ë:Ë�Í4Ç Ï Ç�Ê¹È Õ Ë ÐGÒ4Ñ ÖHÐGÒ¤Ð ËKÇ
× ÐGÖ1Ö Ç Ï Ç Ò4Ø Ç Ù Ó Ë ÏeÐ � �  Î
Ò ËKÍ¤Ç Ø
Î ÙBÜ Î Ê Ð Ë�Ç Ñ�ÏWÐ × Ω ! Ã Ð ÊèÊ"È Ø Í
ËKÍ Ó ËCËKÍ¤Ç:Ù Ó Ë Ï�Ð �#" − δ $ %&' () Ð Ê Ó * + Ù Ó Ë Ï�Ð �4Ú
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-/.�0214365�7�8:9�;=<?>�5@7A9�;CB2>D8:1E9�B�768GFH3JI�7H5�K�1EB�<
å4Î�Ï Ê Ð ÙBÜ ÕKÐ�Ø
Ð Ë ø Ã�Å�Ç�Ü Ï Ç�ÊWÇ Ò Ë Î È Ï�Ó6Õ1Ñ²Î
ÏeÐ Ë�Í�Ù ÐGÒ ËKÍ¤ÇIÊ Ð ÙBÜ Õ Ç Ø
Ó Ê"ÇÎÖ ËGÅ Î ÙBÇ
Ê"ÍCÇ�Ê
â Ó�ÖHÐçÒ Ç�Ù<Ç�Ê¹Í L = LNM:OQP?ORLTS( ) Ã Ó�Ò × ÓNØ¯ÎEÓ¯Ï ÊWÇ
ÙBÇ�Ê¹Í U = V W Ú 
�ÎüÎ
õ Ë Ó
ÐçÒ©Î È Ï8Ó ÜEÜ ÏeÎ � Ð Ù Ó Ë ÐKÎ�ÒAX�Yδ Z [ Ó Ë�Ë Ð ÙBÇ\G] ÃöÅ�ÇæÜ ÏeÎ�Ø Ç6Ç
× ÐGÒ ËGÍ Ï Ç
Ç�Ê"Ë�ÇêÜ¤Ê6Ú
^  Ç Ö"Ð�Ï Ê"Ë Ø6Î�Ò Ê Ð ×�Ç Ï Ë�Í4Ç Ö1Î�Õ�ÕKÎ Å ÐGÒ4Ñ�Õ�ÐGÒ Ç Ó6Ï Ê ø Ê¹Ë1Ç�Ù Î�Ò ËKÍ4ÇØÎöÓêÏ Ê�Ç ÑÏeÐ × Ω _ `

− δ a/bcd ef ∗ g6h
− ikjklδ m b =

g�h
− iδ m b


 Í4Ç Ï�Ð1Ñ ÍCË*Í ÓêÒ ×�Ê Ð ×�Ç ù Ç Ø Ë Î�Ïon�p − qδ r s Ð Ê�t"È¤Ê"Ë*ËKÍCÇ Ï Ç
Ê"Ë ÏeÐ�Ø Ë Ð�Î�Ò Ë Î
Ω u Î
Ö Ë�ÍCÇ ÖHÐGÒ Ç Ñ�ÏWÐ × Ó ÜEÜ ÏeÎ � Ð Ù Ó Ë Ð�Î�Òwv�x − yδ z { Î�õ Ë ÓêÐ�Ò Ç
× Ó Ë8ËKÍCÇ
Ü Ï Ç ùöÐKÎ ÈÔÊ�Ë Ð ÙBÇ2|R} − ~ Ú 
/Î Ê Î�Õ�ù ÇNË�Í Ð Ê ÕGÐGÒ Ç Ó�Ï Ê ø Ê¹Ë�Ç�ÙîÃÔÅ�Ç�ÈÔÊ"Ç*ËKÍCÇ����� ã � Ð � Î�Ò t"È Ñ�Ó Ë1Ç � Ï¯Ó × Ð Ç Ò Ë ä ÙBÇ6ËKÍ Î ×4Ú � Ó ÊWÇ6× Î�Ò ËGÍ Ð Ê ÏWÎ È Ñ Í
Ó Ü�Ü ÏeÎ � Ð Ù Ó Ë Ð�ÎÒ��H� − �k���δ � � ÎÖ Ë�Í4Ç*Ê Î�Õ È�Ë ÐGÎ�ÒJ��� − �k��� Ã²Å�Ç�Í Ó�ù ÇæËKÍ¤Ç ÒË Î ×�Ç Ø6Ð ×�Ç*Å�ÍCÇ Ï Ç*Ë ÎNÏ Ç ÖHÐGÒ Ç�ËKÍCÇ ÑÏeÐ ×�Ú å�Ï�Î Ù Ó ËKÍ4Ç Î�Ï Ç6Ë Ð�Ø�Ó6Õ Ü Î�ÐGÒ ËÎÖBù�Ð ÇeÅIÃæË�Í4Ç ×�Ç6ËKÇ Ï Ù ÐÝÒéÓ Ë ÐKÎ
ÒÌÎ
Ö ËGÍ4Ç Ï Ç Ö1ÐGÒ Ç6ÙBÇ Ò Ë Ï Ç Ñ�ÐGÎ�Ò Ð Ê Ó× ÐGÖ1Ö1ÐKØ È Õ Ë�Ë Ó ÊG�4Ú��*Ç Ï ÇêÃ Å Ç Ü ÏeÎ Ü Î ÊWÇ Ó Å Ð ×�Ç Õ ø ÈÔÊ"Ç
×]Í¤ÇêÈ ÏeÐ Ê¹Ë ÐGØ©Ó
Ü Î Ê�Ë�Ç ÏWÐKÎ
ÏeÐ Ú ØêÏ�Ð Ë�Ç ÏeÐ�Î�Ò Ã õ¤Ó ÊWÇ6× Î�Ò ËKÍ¤ÇüÙ Ó�ÑÒCÐ ËKÈE×�Ç ÎÖ ËKÍ4Ço� Ó � Ó6ÐÇ á È Ó Ë Ð�Î�Ò Ú�� Ê ÐGÒÔÑüÓ Ê Ð Ù,Ü Õ ÇæË�Í Ï Ç�Ê¹Í Î�Õ ×,×�Ç Ø6Ð Ê ÐGÎ�ÒBÏ È Õ ÇêÃ²Å*Ç*×�Ç Ø6Ð ×�ÇÅæÍÔÇ�ËKÍ¤Ç Ï ËKÍ Ð ÊºÜ Î�ÐGÒ Ë Ð Ê Ñ�Î�ÐGÒÔÑ Ë Î*õ Ç Ï Ç Ö"ÐÝÒ Ç6× Î
Ï�Ò4Î ËWÚ�Û�Ê Ó�Ï Ç�Ê"È Õ Ë�ÃÅ�Ç Î�õ Ë ÓÐÝÒ�Ó�Ø6Î Ù,Ü Î Ê Ð Ë1Ç ÑÏeÐ ×

Ω � = Ω � ∪ Ω � �k�� �6�T�
�Q� Ω� ���� = ���� ( )¡ ∈Ω ¢�£ ¤ ¥§¦ ¨ ©�¥«ª
¬

 Î Ë ÐKØ Ç Ë�Í Ó Ë,ËKÍ¤Ç Ò Ç
Ê"ËKÇ
× Ð Ë�Ç Ï�Ó Ë Ð�Î�Ò Î
Ö Ë�ÍCÇ Ù,È Õ Ë Ð1ÑÏeÐ × Ù<ÇêË�Í Î ×ÎÖ1Ö Ç Ï Ê Ó:Ò È�ÙBÇ ÏWÐ�Ø�Ó6ÕKÕ ø�ÒÔÓ Ë�È Ï�ÓÕ Å Ó�ø Ë Î × Î ËGÍ Ð Ê:Ê¹Ë1ÇeÜ/Ú

®°¯ Ò ËKÍ4Ç�Ê"Ç Ø6Î�Ò ×,Ê"Ë1Ç�ÜIÅ*Ç Ø6Î�Ò Ê"Ë Ï È Ø Ë ÓæÒ Ç�Å Õ�ÐGÒ Ç Ó�Ï Ê ø Ê¹Ë1Ç�Ù
± − δ ² ³´µ ¶· ∗ ¸�¹

− ºk»k¼δ ½ ³ =
¸�¹

− ºδ ½ ³
ÎÒ Ë�ÍCÇ Ø
Î Ù,Ü Î Ê Ð Ë�Ç Ñ�ÏWÐ ×CÚ 
 Í¤Ç Ù Ó Ë ÏeÐ � ¾ ¿ Ð Ê ×EÇ ÖHÐGÒ Ç× Ó Ê ÐGÒ
ÊWÇ Ø Ë ÐKÎ
ÒÄÓ�õ�Î�ù Ç�Ú 
 ÍCÇ ÏeÐ�Ñ ÍEË Í Ó6Ò ×îÊ Ð ×�Ç ù Ç Ø Ë Î�ÏÁÀ�Â − Ãδ Ä Å Ð Ê Ó�Ñ�ÓÐÝÒ ËKÍ¤Ç
Ï Ç
Ê"Ë ÏeÐ�Ø Ë ÐKÎ
Ò Ë Î Ω Æ ÎÖ ËKÍ¤Ç ÖHÐGÒ Ç ÑÏeÐ × Ó ÜEÜ ÏeÎ � Ð Ù Ó Ë ÐKÎ�Ò À Â

− Ãδ Ä Å
Îõ Ë ÓêÐ�Ò Ç
× Ó Ë4Ë�Í4Ç:Ü Ï Ç ù�ÐKÎ È4Ê/Ë Ð ÙBÇ2Ç�È − É Ú 
/Î Ê Î�Õçù Ç:ËKÍ Ð Ê:Ê ø Ê�Ë�Ç6Ù�Ã²Å*ÇÈ¤ÊWÇ¡Ë�ÍCÇ å Û � ÙBÇ6Ë�Í Î ×BÚÊ 
 Í¤Ç Õ�Ó Ê¹ËàÊ¹Ë1Ç6Ü Ø¯Î�Ò Ê Ð Ê"ËHÊ ÎÖ ËGÍ4Ç Ø
ÎÏWÏ Ç Ø Ë ÐKÎ
Ò Ê�Ë�Ç6Ü

ËCÌδ Í Î = Ï Ì Ψ Ìδ Ð Î Î ËÑÌ − ÒkÓ«Ôδ Í Î
ÎÒ ËKÍCÇ Ñ�ÕKÎõ²ÓÕNÖHÐÝÒ Ç ÑÏeÐ × Ω Õ Ú���Ç Ï Ç×Ö�Ø Ð Ê Ó]Ò4Î
Ï Ù Ó6ÕKÐ§ÙöÓ Ë ÐKÎ�Ò
Ø
ÎÒ Ê�Ë Ó¯Ò Ë1Ã�Ë Î Ù Ó �EÇíÊ�È Ï Ç©ËGÍ Ó ËIËKÍ¤Ç ù Ç Ø Ë ÎÏÛÚHÜδ Ý Þ Ð Ê Ó × Ð Ê Ø6Ï Ç6Ë�Ç
Ü ÏeÎ�õEÓ�õEÐKÕ�Ð Ë ø × Ð Ê¹Ë ÏeÐçõ È�Ë ÐKÎÒ ã Ð Ú Ç²Ú ÒCÎ�Òß+�Ò Ç Ñ�Ó Ë ÐGù ÇèÇ ù Ç ÏHø Å�Í4Ç Ï Ç
Ã Ó¯Ò ×Ó ×�× Ð�Ò4Ñ È�ÜIË Î*Î�Ò Ç ä Ú
à�áÁâäãæåèç:éëêíì

 Í4Ç å Û � ÙBÇ6ËKÍ Î × ã ÖHÓ Ê¹Ë Ó × Ó Ü�Ë ÐGù Ç Ø6Î Ù,Ü Î Ê Ð Ë1Ç Ù,È Õ Ë Ð1ÑÏeÐ ×
ÙBÇ6Ë�Í Î × ä ÐGÒ Ë ÏeÎ ×²È Ø Ç6× ÐÝÒïî Ø � Î
Ï Ù ÐKØ �ñðGòèó�ô Ð Ê Ó Ò�Ó Ë�È Ï¯ÓêÕÇ	��Ë1Ç Ò Ê Ð�ÎÒ ÎÖ ËKÍ¤Ç Ø6Î�Ò�ù Ç Ò Ë Ð�ÎÒéÓ6Õ Ù,È Õ Ë ÐKÑ�ÏWÐ × ÙBÇeËKÍ Î ×EÊ Ë ÎÜ ÏeÎ�õ�Õ Ç�Ù�Êü× Ð Ê Ø6Ï Ç6Ë Ð§Ù Ç¯× ÎÒ>Ø
Î ÙüÜ Î Ê Ð ËKÇ ÑöÏ�Ð ×¤Ê�Ú åÔÎ�Ï Ê Ð Ù,Ü ÕGÐ�Ø6Ð Ë ø Ã
Å�Ç Ñ²Ð�ù Ç�Í4Ç Ï Ç Ó ËKÅ Î,Õ Ç ù Ç Õ:Ó6Õ1Ñ�Î�Ï�Ð ËKÍEÙ Ö�Î�Ï Ê Î�Õ È�Ë ÐKÎÒ©Î�Ö Ç á È Ó Ë ÐKÎ�ÒÓêõöÎù Ç�Ú Ð Ú Ç�Ú õ ö ÷ ö = ø

ö

Å Ð ËKÍ�ù ú = û − δ ü úýþ ÿ�� ∗ Ó�Ò ×�� � = ��� − �δ 	 � = 
 � � ��� − �δ 	 �
��������
�����
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=
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 Í4Ç Ñ�ÏWÐ × Ë Ï¯Ó�Ò Ê Ö Ç Ï Î ÜCÇ Ï¯Ó Ë Î�Ï Êed f f Ãhg5i i Ã�j k l k Ãnm)oqpp Ãr s t u$v Ó�Ò ×�w�xzy { |>}x Î Ü¤Ç Ï¯Ó Ë Î
Ï Ê Ó�Ï Çè×�Ç Ö"ÐÝÒ Ç6× ÐGÒ Ó�Ò�Î�õ�ùEÐ�Î È¤ÊNÅ ÓWø Ú�ÛÖ È ÕKÕ Ù,È Õ Ë Ð�ÑÏeÐ × Ó6Õ1Ñ�Î�ÏWÐ ËKÍ�Ù ã å�î � ä�Ð ÊºÈ4Ê"Ç
× Ð�Ò Î È ÏæÓ ÜEÜ ÏeÎ�Ó
Ø Í�Ú�Û�ËØ
Î�Ó6Ï ÊWÇ
Ê�Ë Õ Ç ù Ç Õ Å�Ç Ï Ç6Ü Õ1Ó6Ø Ç Ë�Í4Ç ÇT� Ó6Ø Ë>Ê Î�Õ ÈEË ÐKÎÒ õ�ø ���4�
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ÙBÇ6ËGÍ Î ×�Ú ÛIÊÉÅ*Ç Í Ó�ù Ç ÓÕGÏ Ç Ó × ø Ü Î�ÐGÒ Ë1Ç
× Î È�ËHÃ Ë�Í4Ç åTî �
Ó Ü�Ü ÏeÎ�Ó
Ø Í Ñ�ÐGù Ç�Ê/È¤Ê ÓæØ Í4Ç Ó ÜIÅ Ó�ø Ë Î�Ö1ÐGÒ ×*Ë�Í4Ç Ï Ç ÖHÐçÒ Ç¯× Ï Ç Ñ�ÐKÎ
Ò Ê�Ú
åCÏeÎ Ù ËKÍ¤Ç Ü Î�ÐGÒ Ë Î�ÖüùöÐ Ç�Å Î�ÖBÐ ÙBÜ Õ Ç�ÙBÇ Ò Ë Ó Ë ÐKÎÒ Ã*Ê Î�ÕGù�ÐGÒÔÑ�Ó! í+
× Ð ÙBÇ Ò Ê Ð�Î�Ò#"%$�&RÎ�Ò>ÓèØ6Î Ù,Ü Î Ê Ð Ë1Ç ÑÏeÐ × Ò È�Ù<Ç Ï�ÐKØ�Ó6ÕKÕ øíÐ Ê á È Ð ËKÇ
× ÐGÖ1Ö1ÐKØ È Õ Ë('�ÜEÇ Ø¯Ð1ÓÕ × Ó Ë Ó Ê¹Ë Ï È Ø Ë�È Ï Ç Ó�Ò × × ø�ÒéÓ Ù ÐKØ ÙBÇ�Ù Î�ÏHøÓÕ�ÕKÎ�Ø�Ó Ë ÐKÎ
Ò Í Ó�ù Ç,Ë Î õ ÇBÈ¤Ê�Ç6×4Ú åéÎÏ ËKÍ¤Ç Ð Ù8Ü Õ Ç6ÙBÇ Ò Ë Ó Ë Ð�Î�Ò ÎÖ ËKÍCÇ� Ó � Ó
Ð Ç á È Ó Ë ÐKÎ�Ò ÃNÅ�Ç Ø Í Î Ê"Ç Ë�ÍCÇ � úéú Õ1ÓêÒÔÑ È ÓÑ Ç õ Ç Ø
Ó È¤Ê�Ç Ð Ë
Ü ÏeÎ�ù�Ð ×�Ç�Ê ÓêÒ Ç Ö¹ÖHÐ�Ø
Ð Ç Ò Ë Ï Ç Ó
ÕKÐ ÙEÓ Ë ÐKÎ
Ò Î�Ö Î�õ t�Ç Ø Ë ÎÏeÐ Ç Ò Ë1Ç
×Ü ÏeÎEÑÏ¯Ó Ù8Ù ÐGÒÔÑ Ë1Ç Ø Í ÒÔÐ1á ÈEÇ�ÊêÚ 
 Í Ð Ê Ð Ê × Ð Ê Ø È¤ÊeÊ�Ç¯× ÐGÒ ð*)íô ÐÝÒ ËKÍCÇØ�Ó ÊWÇ ÎÖ Ë�Å Î × Ð Ù<Ç Ò Ê ÐKÎ
Ò Ê�Ú 
 ÍCÇ Ð ×EÇ ÓNÐ Ê:ËKÍ¤Ç Ò ÇT��Ë1Ç Ò ×EÇ6× Ö1Î�Ï�ÖHÎ È Ï× Ð ÙBÇ Ò Ê Ð�Î�Ò ÊeÃ Ó6Ò ×*ËKÍ Ð Ê Ð Ê Î È Ï Ù Ó6ÐGÒBØ
Î
Ò Ë ÏeÐÝõ È�Ë ÐKÎ
Ò Ú
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 Í4ÇæÜ ÏeÎ
õEÕ Ç�Ù Î
Ö�õ Ç Ó�ÏeÐçÒ�Ñ Ê +1ÎÒ¤ÕÝø Ë Ï¯Ó6Ø � ÐGÒ4Ñ8ÓêÏWÐ Ê�Ç
Ê ÐGÒîÓæù¤Ó¯ÏeÐ Ç�Ë ø,ÎÖÐ Ù,Ü Î�Ï Ë ÓêÒ ËÉÜ Ï¯Ó6Ø Ë ÐKØ�ÓêÕ_Ó Ü�Ü ÕKÐKØêÓ Ë ÐKÎ�Ò ÊeÃ ÖHÎ�Ï Ç	� Ó Ù8Ü Õ Ç Ë Ï¯Ó
Ø � ÐGÒéÑ
È¤Ê ÐGÒÔÑ Ó Ü Ó ÊWÊ ÐGù ÇÌÊ Î�ÒÔÓêÏ Ú � Ç Ï Ç Ë�Í4Ç�Ë Ó6ÏeÑ Ç�ËÄÊ"Ë Ó Ë1Ç Ð Ê Ó�Ö"Î È ÏR+× Ð ÙBÇ Ò Ê Ð�Î�Ò4Ó
Õ�ù Ç Ø Ë Î�Ï âHG I = J�K IMLON�IQPRL6STI�L�U;I6V=W
ÅæÍÔÇ Ï Ç X Y Z [ \ Ó6Ò × ] ^ _ ` a Ó6Ï Ç ËKÍCÇÌÜ Î Ê Ð Ë ÐKÎÒ Ó�Ò × ù Ç Õ�Î�Ø6Ð Ë øØÎ Ù,Ü ÎÒ Ç Ò ËHÊeÃ Ï Ç�Ê¹Ü¤Ç Ø Ë ÐGù Ç ÕÝø Ú  Ç Ø6Î�Ò Ê Ð ×�Ç ÏRÓ Ø
ÕKÓ ÊWÊ Ð�Ø
ÓÕ �EbÙ Î ×�Ç Õ Ü Ï Ç�Ê"Ç Ò Ë1Ç6× ÐçÒ ðGò
Ã Ü Ó
Ñ Çdc � ôWÃ Å�ÍCÇ Ï Ç Ó�Ö ËKÇ Ï ËKÍCÇ
× Ð Ê ØeÏ Ç�Ë Ð§ÙöÓ Ë ÐKÎ�ÒBÎ
Ö Ç á È Ó Ë ÐKÎ
Ò ã ò ä ÃöÅ Ç¡Í Óêù Ç

egf
+ h = i egf + Γγ f j�kHl

ÅæÍÔÇ Ï Ç γ m Ó Ê ØêÓÕ�ÓêÏ Ù Ç ÏeÎ ÙBÇ ÓêÒ ÅæÍ Ð Ë1Ç Ò4Î�Ð ÊWÇíÊ"Ç á È¤Ç Ò4Ø Ç]Å Ð Ë�Ínpo γ q γ r�s = σ γ t δ q6u rEv�wHx!yRzH{}|=~���v�����v�w�|={g��v�yR�����#~
�8����~�|={��6��H�
= Γγ � ���1x�{=�M��w�{=x����

�
= σ γ� Γ Γ ∗ = σ γ�

δ �� � δ �� �
� δ �� � δ ��

δ �� � δ � �
� δ �� � δ �
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− Ð
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ÔÕ

Ö
×=Ø Ù�Ú�Û

v�w¨x Ü�ÝßÞ�àâá6ã�ä σ å æ=ç ¦E§ z¨{è|=é³v
���O�R|�v=éëê�ì�íî{
ïñð¨v=yR��~©w¾�°ò�ó*ô�õ³ößv���{
yRz¨{=w÷v����¨éR�Q{©x¯yR~øòúù�ö  ¡3zH{���{
v��pyQzH{A�úyMv�w¨x;v���xûìüv=é���v�wø�O��é�y³{��{�ï©ð¨v�y³�Q~�w���v=�6{8v��;�;éR�Q{©x8y³~ßò³ý�ö ¦

þ�ÿ��������	��
�������������������
� w yRz¨�³�¯�F{=|=y��R~©w  ¡�{ ����{��O{�w;y!yRz¨{ w�ð;�/{�����|
v©é£��{��úð%é�y��#~��Av�6|={=wHv=�6�R~ ¦�§ z¨{ yMv=���{�y��R~��;�6{��6�;{��C|©~
w%�³���©ð;��v=y³�Q~�w£�³~���yRz¨�³��|�v
�6{�����Oz%~
¡�w ��w íH���©ð���{�� ¦}§ z%{ yMv�����{=y  ¡�z%~;�O{ ��y�v�y�{ �;{=|=yR~��¯�����w¨��y��³v©éQ�! �{
x ¡���yQz ����v=éRéè{=�M��~©�îò#"$&% ö!�*w �¨~��6�*y³�R~©w v�w¨x w�ð¨é�é��{
éR~�|
��yQ�  �/~©�;{
� ¡C��yRzûv�w#��w¨��y³�³v=é3�;{=éR~�|
��y �â~��'$ ¦ ô£�)(M�  v�w�x!v��w¨��y��³v©é°z¨{�v=x;��w*�û~
� −+ , - .0/ �*yM�py���v21O{
|�y�~��³� ���gx��³�OyQð��M�;{=xû���øv¡3zH�*y³{�w�~��³�O{üv©|=|
{
éQ{��Fv�y��R~�w ~©�E��v3�©wH��yQð%x�{ σγ = 4�5 46437�8:9<;2= ¦�§ z¨{
~©¡�wH�Oz¨���A{��%{�|�ð�y�{
�/v£|=����|©é�{ ��v�wH{�ð;��{=�/x��³�úyRð��6�;{�x ��� v ¡�z¨��y�{w¨~��³�O{ v=|
|={
éR{���v�y³�R~
w ~©� yRz¨{ �6v=�/{ �pv6�ñw¨��yQð%x�{ / �*yM� ��w���y³��v�é�;~;�6��y³��~©w �R�#ò�$  $;öAv�w¨x ��yM�!�;{=éR~�|=�Qy*� �³�?> �@(��¢¡8�*yRz ��w���y³��v�é
z¨{�v=x;��wA� ~�� B C D8v=w%x y�ð;�Ow �Fv�y³{ ~��E$ ¦GF x;{6�H(M� ¦JI {
v=�6��w*��/{�v
��ð���{��/{=w�yM� ¡���y�z v
|=|=ð���v=|�� σ K = LNM v���{ ��{
|©{�����{
x {=��{=�³�
δ = O �O{
|=~�w¨x��M~©�ëv�w/~��;�6{��6��v�y³�Q~�w°�;{=�6�R~�xß~©�P��$�$/�O{
|=~�w¨x;� ¦
Q {û¡��RéQé �;��{
�F{�w%yèy�z�{ûw;ð���{�����|�v=é ��{��úð%é*yM�â��w yRz%{ �M~�éRéR~©¡���w*��M�N��ð���{
� ¦ í¾�<�ñð���{R�!�úzH~
¡8� yQzH{TS1v#U¨v
�ë���Ré�y�{��ü��wây�v�����{�y��³~©�¨�O{=�O�;{���;é³v=w ¦ íH���©ð;�6{WVX������{�� y�zH{ {��úy�����v�y³{
x yMv�����{=yYU;��w¨{���v�y��R|
��M{
v�yQð;�6{��£x�{
x�ð%|�{©x¯�R��~©� yRz%{î��y�v�y�{¢�;{�|�y�~��3Z��6{
é�v�y³�*�;{ x��³�úyúv�w¨|={ò��ñ{=y�¡C{={=w#~�¡3w¾�úzH�*�îv�w¨x yúv�����{=y³ö  zH{
v
x���wA�¢v=w%xâ|
~©ð;���6{ ¦   v�� {{��úy³�*�èv�y³�Q~�w ��� v=é³�6~ |�v�é�|�ð;é�v�y�{=x �
� yRz¨{ ê3ì�í �M�Qé�y³{��÷¡���yRz[ v=�Oy³{��O�³v�w°��{=����{
�6{�w%y�v�y��R~�w�ò��M~©�º�/~©��{3x;{�yMv=�Ré³�  �O{©{ßó<��õOö ¦
íH����ð���{
�Y"$  "�"¯v�w¨x\">]���*�;{ y�z�{¯�O~�é�ð;y³�Q~�wH�!~��èyQzH{?Sºv^U�v��{�ï©ð¨v�y³�Q~�w}v�yº�*w¾�úyMv�w%yM�Eô�$��  "�ý�$è��v=w%xR��$�$p� ¦&_ v©|=zè�³���©ð;�6{ßzHv
��M~©ð;�¯�úð;���;éR~�y�� / v�y}yRz%{¯y³~©�  ¡�{`�����;{ �pv�������wHv
éèx�{=wH�6��y�� ��wa b c d e v�wHx f g h i j �O��{=éRx;��¡���yRz/yRz¨{�yQ�6ð;{ �¨~��6��yR��~©w}�*wHx��R|
v=yR{
x°���
v8|���~;�6�ë��v��kU / v�yTy�z%{8��~�yQy³~©� ¡�{ ����{��F{�w¨y�yRz%{
�*��|©~
�6��{
�O�;~�w%x���w*��©���Rx;�°~���yúv��Qw%{
x!�
�Avp�;�6~16{=|=y��R~©wî~��ßô�l |
~©�°�¨~��6��y�{����6�Rx!~
w%y³~a b c d e v�wHx f g h i j �;é³v�w¾� ¦�m �ß|=~�ð����O{ yRzH�����;�6~16{=|=yR��~©wA�³� x;~©wH{
�M~©� �Ré�éQð¨��yR�Fv�y��R~�w �;ð��6�;~;�O{�� ~�� ~©ð;�÷éR~�|
v
éû��{�����w%{=�/{=w;y`�©����x�/{=yQzH~�x  v=w%x8wH{={
x8w%~�y¨y³~���{�x�~©wH{3��w°����v=|=y³�Q|
{ ¦



�����������
	���������
�����������������

ù

−0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−1.4

−1.2

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

 

 
Ownship
Target
UKF
Zakai

�! #"�$&%('�)+*-,/.�'
0&1/%2 �3/46571�8916 �1�0&:<;�=>�?'�@BAC ED�1FAG'�:
AH%
1�I('�.2A�3�%
 J'F@

0 2 4 6 8 10 12 14
0

0.5

1

1.5

k
m

 Distance 

 

 

Real
UKF
ZAKAI

0 2 4 6 8 10 12 14
90

180

270

360
 Heading 

 

 

Real
UKF
ZAKAI

0 2 4 6 8 10 12 14
0

2

4

k
n
o
ts

 Velocity 

 

 
Real
UKF
ZAKAI

�! #"�$&%('�K+*L=M N0O'
D�1FA� J.F@QP�'�1�AG$&%('�@

500 600 700 800
−1000

−900

−800

−700

−600
marginal density (x, y) instant = 040

−2 −1 0 1 2
−2

−1

0

1

2
marginal density (Vx, Vy) instant = 040

500 600 700 800
−1000

−900

−800

−700

−600
marginal grid (x, y) instant = 040

−2 −1 0 1 2
−2

−1

0

1

2
marginal grid (Vx, Vy) instant = 040

�! �"�$&%('>R
S�*<571�8!1� &@C3�TN$�AC E3�0�1UA�A#V�W�SM@�4�D�1�%
"� N0&1�T
:�'�0&@X YACZM1�0&:>.�3�%�%('�@B[O3�0&:O E09"�.
3�D<[O3/@B JA�'+"�%U �:

§ z%��{©{3éR{��;{=é³�ºv��6{3ð¨�F{�x ��wüyRz%���1{=�¨v��ü�;éR{ ¦;§ z¨{8|=~;v����O{��úy �©���Qx����3v\ ]
×
\ ]

× ^ ^ × ^ ^ ��{6��ð;é³v�� ���6�Rx¯�O~âyRz�v�yßyRz%{}�O�Qw%{
�OyüéR{��;{=é z�v
�èv��{
�6~�é�ð�y��R~©w/~�� _ _ × _ _ × ` a × ` a  wH{
v=�6é*��" $8�/�RéQéR�R~
wR�ñ���Rx �;~���w;yM� ¦� w}|�~��°�¨v����³�F~
w  yQzH{���{üv���{/v��ñ~�ð�y F $�$ yRzH~
ð¨��v=w%x �;~��Qw�yM���Qw!~
ð��|
~©�°�¨~��6�*y³{��ñ���Rx ¦;§ z¨�³� y�{��úyHy�v#U;{�� >&��$8�/��w;ð�y�{��1¡���yRzpv�w�~���y³{=�6~�w> ¦ ôcbEz  [ed ê  |=~�w��Oð��/��wA� V�$�$gf!~ih�v�� ¦®§ ~!|�~��°�¨v���{�yRzH{y³�*��{g�¨{��6�M~©�6��v�wH|�{!~��/~©ð;� � {�yRzH~�x  ¡�{£z�v��ñ{g�6ð�w#yRz¨�³�/|©~�x�{¡���yRz�v3~©wH{3éR{��;{=é j j × j j × k l × k l ��{6��ð;é³v�� �©���Qx0Z
yRz%{ [�d ê#y³�*� {�M~©�/yRz¨�³� �;�6~��ñéR{�� y³~�~6U " F ô ¦ ôâzH~©ð;���  v=w%x!w¨{
{=x�{�x "#�mb ~!~
��/{=�/~
�M�°�O�¨v©|={ ¦

500 600 700 800
−1000

−900

−800

−700

−600
marginal density (x, y) instant = 160

−2 −1 0 1 2
−2

−1

0

1

2
marginal density (Vx, Vy) instant = 160

500 600 700 800
−1000

−900

−800

−700

−600
marginal grid (x, y) instant = 160

−2 −1 0 1 2
−2

−1

0

1

2
marginal grid (Vx, Vy) instant = 160

�! �"�$&%('>R/R�*<571�8!1� &@C3�TN$�AC E3�0�1UA�A#V7R(n/S>@C4�D�1�%�"� N0&1�T
:�'�0&@X YACZM1�0&:>.�3�%�%('�@B[O3�0&:O E09"�.
3�D<[O3/@B JA�'+"�%U �:



�����������
	���������
�����������������

�

500 600 700 800
−1000

−900

−800

−700

−600
marginal density (x, y) instant = 800

−2 −1 0 1 2
−2

−1

0

1

2
marginal density (Vx, Vy) instant = 800

500 600 700 800
−1000

−900

−800

−700

−600
marginal grid (x, y) instant = 800

−2 −1 0 1 2
−2

−1

0

1

2
marginal grid (Vx, Vy) instant = 800

�! #"�$&%('MR���*L5 16891� &@X3�TN$�AC E3�0-1UA�A#VQ)�S�SM@C4�D�1�%�"� N0 16T
:�'�0&@C YACZM160&:>.�3�%�%('F@B[�3�0&:O J09"+.
3�DL[ 3/@B JAC' "�%U #:

�������
	�����������
	

Q {}zHv=��{!���ü�%éQ{=�/{�w%y³{�x �O~
� yRz¨{è�O�Q���Oy8y³��� {!v=wøv�é���~��6��yRz;� y³~�F~�é���{ yRz¨{ S®v^UHv=��{�ï©ð�v�y³�R~
w#~©� v��³~�ð��üx��Q�/{�w¾�O�R~
w¾v=é���y³~�|=zHv��úy³�R|�ú�;�OyR{=� ¡���y�z éR~�|
v©é;��{��M��wH{��/{=w�y ¦ m ð��®v����;�6~;v=|=z��³�1��v��O{
x ð;�;~©w}véR~�|�v=é �6{=�M��w�{��/{=w�y � {�yQzH~�x ¡3z%{=��{ yQzH{ �OyMv�y³{ ���¨v
|={ ���x
��w�v��/�R|�v©éQé*�û��{��M�*wH{=x#¡3zH{�w yRz¨{âx�{�w¾�O��yQ�¯�R�è�6���©w¨���M��|�v�w%y  v�wHxyRz%����v
é�éR~
¡ß�T�M~©�®v�w ���°�;~��Oyúv�w¨y%y³���/{E��{=x�ð¨|�y³��~©w ¦

����������������	��
� �

ó "�õ�! ¦@I v����   z�v©éQ~�� v�w¨x §�¦ _3¦ í¾~©�6yQ�pv�w�w #" § �Fv©|^U¨��w*� v�w�xlüv�yMv�$����O~�|=��v�y��R~©w�%  $C|
v©x�{=�/��| d ��{
���  "�V ���
ó!>�õ S ¦ [ v
�  í ¦�& { b3é³v�w¨x�v�w¨x(' ¦ STz�v�wA� )" $�w*$8x¨v���y³����{ & ~�|�v�é

b �6�Rx<hE{=�³�Qw%{=�/{=w;y�f!{=yRz¨~�x �³~���+8~�w¨éR�*wH{
v���íH�Ré�y�{=�6��w*�,%  h h �>�ý�ù V�h3v=���%~
�6yHx�{ ��{©|�zH{���|�z�-3x�{�é/. � +�h � $ ��h®{�w%w¨{��  "�V V�0 ¦
ó F õ#$ ¦ ' ¦21 v^ �¡���w�� U;� #"   y�~�|�z¾v
�Oy³�Q| d �6~�|={��6�6{
�#v�w¨x íH�Ré�y�{=�6��w*�§ z¨{
~©�M��%  �ñ~�é�ð;�/{#ý�ô ~��43 ��576��98���57:��2;:N�=</�9:J������� ���?>

� �A@�:E���
��	B:��A@ ¦ $8|�v=x�{�� �Q| d �6{����  +8{�¡C! ~��2U  "6V�ù&$

ó*ô�õ   ¦�1
¦�1 ð;éR�R{��üv�w¨x 1
¦ ì ¦ ê z¨é���v�w%w 
" $ +8{�¡ _ ��y³{�w��O�R~©w ~
� yRz¨{ìßv
é��pv�w í¾��é�y�{�� y�~D+8~©w�é���w¨{�v��  �%�úy�{����/% #E 	����9F ��� ����	C�G</����(�9H
576�� I�I9J K ���?5LF <NM�8���F �/�
����	C��E�������BOQP � �F������� </�����:J�9@�R
<?:78TS?UE��57:E�/� ���?>WV ����5N	C�?U  "�V V�ù ¦

ó70�õ 1
¦ ì�ð��úz%w¨{�� X" d ��~©�¨v��;��é���y*�gf {�y�z%~�x;� �M~©�($�������~
�%�Q��v�y³�R~©w����w   y�~�|=zHv��úy³�R| [ ~
w�yR��~�é v�wHx �³~�� _ éQéR����y³��| _ ï©ð¨v�y³�Q~�w��Y% �;~�é�ð���{ "> V ~©�Z3 ��576��,8���57:N�( :J� <O�A:N�����U� ���?>
� �A@�:E���
��	B:��A@[R _ $C|
v©x�{=�/��| d ��{
���  +8{=¡\!�~©�kU  "�V�ù;ù ¦

ó�ý�õ�' ¦ 1
¦ ì�ð��úz%w%{=��v�wHx d ¦ l�ð���ð¨�R� X" +�ð���{����Q|�v=é7f!{�y�z%~�x;���M~
�  yR~�|�z�v©�Oy³�Q| [ ~�w;yR�6~�é d ��~
�;é�{=��� �*w [ ~�w;y³��w;ð;~�ð¨� § ���/{A% �;~�é�ð���{ >�ô ~
� �!����U]:�����57:E�������� 3 ��5L6��A8���5L6�:��2 ¦   �;�6��wA��{��^ {���é�v �  +C{�¡_!�~
�kU  "�V�V�> ¦
ó�ù�õ l ¦`& v�w�{�ð��ñ�RéRéQ{(v�wHxa' ¦ ^ ���©wHv
é b" bE���Rx(�¨v
�F{=x § v�� ��{�y

f!~�y���~�wc$�w�v©é �%�O�³�B%  > $�$;ù � _ _ _ $ß{���~ñ���¨v
|={ [ ~�w��M{���{=w¨|={d �6~�|={
{=x;��wA���  fâv=�6|=z >&$�$�ù ¦

ó ��õ*l ¦2& v�w%{=ð��;�RéQéR{÷v�wHx [ ¦21 v=ð��ú�³��{�y 
" h3{�|�ð����O�Q�;{ I {
v�����wA���k�³~�w%é*� § f`$����vûê3w¾�O|
{�w%y�{©x ìßv=é���v=w í¾�Qé�y³{�� Z[ v=�Oy³{��O�³v�w �;� ¦ f ~�x����M�Q{©x d ~�é³v��[ ~�~
��x���wHv=yR{��B%  >�$ $&� � _ _ _
$8{=��~;�ú�Hv=|
{ [ ~�w��M{���{=w¨|={d ��~�|©{�{©x��Qw ���  f v���|=z >�$&$&� ¦

óNV�õHí ¦G& {>b3é³v�w%x )" § ���/{8x��³�6|���{�y³�  �v=yR��~�w}~©�ºwH~©wHéQ��w¨{�v����³�Ré�y�{=�6��w*�{�ï©ðHv�y³�R~
w¾�/% ¦ E 	������U�9>�:N�A@O-���d576/�?����576-�C�����cV ��������	C�������
���\P �
�,:Je:���� ����> V7����5N	H��U  �¨v ��{���>�ý&$0"#� ��>�ý $�ý ¦ � _ _ _ lß{=|
{��°�;{��'"�V��&V ¦



�����������
	���������
�����������������

V

ó "$;õ   ¦ í ¦ f |
|=~��O�/��|#U (" f}ð;é�y³�QéR{��;{=é2$ßx;v���y³�*�;{ f {�yRz¨~�x;�g�M~©�d v��6y³��v©é l8���³�³{=��{�w;y³�³v=é _ ï©ð�v�y³�Q~�wH�B%  �;~�é�ð�� { ý}~©��� 	C����5 :J��	B:�� ������U7:N�A> 3 �?576��,8���57:N�(   �� $�f  d zH�Qé³v=x�{�é���zH�³v  "6V��&V
ó "�"�õ-b ¦ d v ����� v�w¨x ' ¦ d z�v��  " m �;y³�*��v©é ï©ð�v�w�y³�  �v=yR��~�w��{�y�z%~�x;�(�³~�� w%~
wHé��QwH{
v�� �O��é�y³{=����w � ¡���y�z x����F|���{�y³{6��y�����{~����F{��6�;v�y���~�w�� �� �U	H����S?:7U]U :]R "&"�ò/0�ö  ��v6��{����&V F ��V F >  >�$&$?0
ó ">;õ _3¦ d v=��x�~©ð;�  " í��Ré�yQ��v ��{£w¨~�w éQ��w�-�v©�*��{!{�y4-�ï©ð�v�y³�R~
w¾�èv�ð��x?-������ -
{
�û�¨v��6y��R{=é�éR{
� ��y�~�|=zHv��úy³�³ï©ð;{��¯v©���O~�|=�7-
{
�B% � w d ¦ &®¦

'C{�w%w¨{
ï�ð;��w  {
x���y�~©�  � ����U�� >�� �X5	� >/� E 	C��
���
,: U]:75�2 >��
< ��:N��5	� � UN��S/	�� �� � "6V���V��  �ñ~�é�ð;�/{T"�ô�ý�ô/~©��� �
�95]S/	C������5N�(:�� 3 ��576��98���57:N�(  ��v6��{�� ý�ù ���#"�ý F�¦   �;����w ��{=� ^ {���éRv3� I {���é��Qw  "�V&V*" ¦

ó " F õ I�¦ hë~H �~
�;�2U;�R� "   y³~�|�z�v��úy��R| _ �;~�é�ð�y³�R~
w   �;�OyR{=���B%  �;~�é�ð���{F 0°~©� 3 ��576��,8���57:N�( ����>#: 5J �!�/��U7:N�
�?5]:N���� ò   ~©�;��{�y   {����R{
�6ö ¦ìßé*ð;¡�{���$C|
v©x�{=�/�R| d ð;��é��³�úzH{����  lC~©��x���{
|�z;y  "�V�V�$
ó "�ô;õ h ¦ ^ v=w!x�{=��f!{=�O¡�{  $ ¦ l8~
ð%|�{�yëv�w¨x#+ ¦ x�{ íH��{©�*yMv�� v�wHx_�¦ Q v�w #" § zH{ ê3w��F|�{�w;y³{
x d v��6y���|
éR{ í¾�Qé�y³{��e%  § {=|=z;wH��|�v=é

hë{��%~
�6y [ ê _ l (Qí � � +�í _ + b:( § h F ��$  [ v=�°�����Rx&��{ê�w%�Q��{=���6��y � _ w ����w�{={=�6��wA� l8{��Hv��6yR�/{�w%y  >�$ $�$
ó "�0�õ f ¦ S1v^UHv=� ¦ " m w yRz¨{ ~���y³����v=éâ�O�Qé�y³{�����w �(~
�¯x����³�RðH�O��~�w�;�6~�|�{����O{��/% �� �9:]5E(�A6/	B: �G5 � S/	�� ��6�	B �,6��A:N�?U]:���6����,:75Y�576�����	 :N�S/��>����
	�� �/��>?5J�! ���
,:N�95J�  "&"�ò F ö�Z > F $ ����>�ô F  "�V�ý&V

"2�N��#
�%$%&�'�(

)<$O ETN3�09" 5+*&1�0&"�4 �ñ~��Owø��wE"�V�ý�ô  [ z¨��wHv  ��{=|
{=���ñ{©xâyRz¨{ I�¦   ¦x�{ �©��{
{ ��w v����;éR��{=x ��v�yRz¨{=��v�y³�R|
� �³��~©� +C~��OyRz;¡8{���y�{=�6wd ~�é*��y³{=|=z;wH��|�v=é ê�w%���ñ{=���6��y*�¯ò [ zH�*w¾v=ö��Qw "�V&��ý¯v�wHx¯v d z ¦ l �Qw
$��;�;éR��{
x f v�yRz%{=��v�y³��|
�¢�³��~©� ê�w¨����{=���6��y � x�{ d �6~��ñ{=w%|
{ $8���
fâv=���6{=�RéRéQ{ " ��w "�V�V�> ¦ '�{ ��� v��6�F~�|
�³v�y³{=x ����~
�M{��6�6~©� v�yê w����;{����6�*yQ� I ~���x�{
v=ð���"}�O��w�|={ "#V�V F%¦ '��³� ��{��F{
v=�6|=z¯�*w%y³{���{
�Oy����w%|
é*ð%x�{EwH~
wHéQ��w%{�v=���³�Ré�y³{�����w �ßv�wHxßx
��w�v��/�R|E��{©é��Rv=���RéR�*yQ� ¦

,+1�0O0.- 1�0�'
$0/F NTETN'�4 ��~��Mw �*w "6V�ý�ô  í%��v�wH|={  ��{
|={
����{
x yRz%{x����%é21��/{#x�.Q��w �,-=w¨�R{�ð;�!�³�6~�� _ |©~�éR{   ð;�?-=�6�R{=ð���{#x�. _ é�{=|=y����R|���yQ-ò   ð�� -=éR{
|=öè��w "�V&��ù v�wHx v d z ¦ l ¦ ��w÷v�ð�y�~©��v=yR�R|Av�wHxø�O���©w¾v=é����~�|={��6�F�*w �¢�R��~
� yRz¨{ d v������43 � ê3w%���ñ{=���O��y*�A��w�"�V V�� ¦�I {=�³~���{1F~���w%�Qw � l [ +   ��w > $�$ F  ¡3zH{���{ z¨{â�³� ¡�~���U%�*w �#~©w § v=���{�y
f!~�y��R~©w $�w¾v=é*�;�F��� ����~©�;éQ{=��� v�wHx f}ð;é�y���� d é�v�y��O~
�6� § ��v
|^U;��w �d ��~�|
{��6�  z¨{ z�v��T��{
{�w ¡��*yRz<f I l�$¯�³~����M�*�³y³{={=wü��{�v����1¡3zH{���{3z%{zHv�� x�{��ñ{
é�~��;{
x ��{��O{�v���|=z¨{
�¢��w f}ð;é�y³�   {�w��6~©�mfâv=w%{�ð��ñ{�����w �§ v����{�y § ��v
|^U¨��w �  lüv�yMv í¨ð¨�F�R~
w v�wHx bëð;��x;v�w¨|©{ ¦



�����������
	���������
�����������������

"$


