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TRANSFORMATIONS BROWNIENNES ET
COMPLEMENTS INDEPENDANTS : RESULTATS ET
PROBLEMES OUVERTS

Jean BROSSARD et Christophe LEURIDAN

Résumé

Dans la premiere partie, nous comparons la filtration naturelle d’'un mouvement
brownien B dans R? & celle du mouvement brownien B’ = fo HdB ou H est un
processus prévisible dans la filtration de B & valeurs dans O4(R). Nous montrons
I’existence d’une variable aléatoire U indépendante du mouvement brownien B’ et
de loi uniforme sur [0, 1] ou sur un ensemble fini telle que o(B) = o(B’) Vo (U) dans
deux situations particulieres :

- lorsque la transformation est « assujettie » a une subdivision de R ;

- lorsque la transformation B — B’ commute avec les changements d’échelle.

La variable aléatoire U code 'information perdue par la transformation B — B’.
Nous montrons que tous les types de perte d’information peuvent se produire : le
nombre de valeurs de U peut étre infini ou égal & n’importe quel entier > 1.

Dans la seconde partie, nous étudions une question voisine : nous nous donnons
un mouvement brownien plan (X,Y) et un mouvement brownien linéaire X’ dans
la filtration naturelle de (X,Y’). Peut-on trouver un autre mouvement brownien
linéaire Y’ dans la filtration naturelle de (X,Y"), indépendant de X' et tel que le
mouvement brownien (X’,Y”) ait la méme filtration naturelle que (X,Y’)? Nous
donnons une condition nécessaire pour que le mouvement brownien X’ posseéde un
complément brownien indépendant et nous étudions quelques exemples.

Classification mathématique : 60J65,60H20.
Mots-clés : filtrations, transformations browniennes, compléments indépendants.

1 Transformations intégrales du mouvement brownien

1.1 Introduction

Soient B un mouvement brownien dans R? et F? la filtration naturelle (complétée)
de B. Si H est un processus prévisible dans 2 & valeurs dans O4(R), l'intégrale stochas-
tique B’ = fo HdB définit un nouveau mouvement brownien dans R%, dont la filtration
naturelle est évidemment contenue dans celle de B (au sens ot FZ' C FP pour tout t).
A Taide de la propriété de représentation prévisible, ou bien en utilisant I'indépendance
de FP et des accroissements By, . — Bj, on montre facilement que la filtration naturelle
de B’ est immergée dans celle de B, au sens ou toute martingale dans la filtration F. B’
est encore une martingale dans F? (voir par exemple [1], proposition 1).

L’inclusion FF C FP peut étre stricte comme le montre 'exemple de la transfor-
mation de Lévy : si B un mouvement brownien dans R et B’ = [;sgn(Bs)dBs, il est
bien connu que la filtration naturelle de B’ est celle de |B|. L’information perdue par la



transformation B — [, sgn(B,)dB; est donc la famille des signes des excursions de B.
On peut coder cette information par une suite de signes indépendants et uniformément
distribués, indépendante de B’, ou, en utilisant les développements dyadiques, par une
variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1], indépendante de B’.

Nous allons voir que 'existence d’un complément indépendant et de loi uniforme est
une situation courante, moyennant quelques restrictions sur le processus prévisible H.
Pour se convaincre qu’une filtration brownienne immergée dans une autre ne possede
pas toujours de complément indépendant, posons H; = sgn(B; — By) sit > 1 et By >0
et H; = 1 dans tous les autres cas. Autrement dit, on applique la transformation de
Lévy aux accroissements a partir de 'instant 1 lorsque B1 > 0, et on ne change rien
lorsque B; < 0. Dans ce cas, pour ¢ > 1 fixé, la loi de (Bjg)o<s<; connaissant (B.)o<s<t
est diffuse si B] > 0 et est une masse de Dirac si B} < 0. Il n’existe pas de complément
indépendant a ff/ qui redonne la tribu F72.

Les deux paragraphes suivants présentent deux situations ou une hypothese supplé-
mentaire assure 'existence d’un complément indépendant et de loi uniforme sur [0, 1]
ou sur un ensemble fini, cet ensemble fini étant un singleton lorsque la transformation
B +— B’ ne perd pas d’information.

1.2 Transformations assujetties a une subdivision de R .

Dans ce paragraphe, nous appellerons subdivision de R toute suite (¢, ),z stricte-
ment croissante telle que t,, — 0 quand n — —o0 et t, — 400 quand n — 400. Grosso
modo, nous dirons que la transformation B +— fo H,dB; est assujettie a une subdivision
(tn)nez lorsque le processus H restreint & un intervalle [0,¢,] est une fonction de B
restreint & l'intervalle [0, ¢,,—1]. Enongons le résultat précis.

Théoréme 1 Soit B un mouvement brownien défini sur (Q, A, P) et a valeurs dans R.
Soit (ty)nez une subdivision de Ry. Soit H un processus a valeurs dans Oq(R) tel que,
pour tout n € Z, Uapplication (s,w) — Hg(w) de [0,t,] X Q soit mesurable pour la tribu
B([0,t,]) ® FE_ . Soit B’ le mouvement brownien défini par B' = [ HdB. Alors pour

tout t > 0, il existe une variable aléatoire Uy indépendante de .7:tB/ et de loi uniforme
sur [0,1] ou sur un ensemble fini telle que FF = FF' v o(Uy).

Démonstration. Nous montrons le résultat pour t = +o00, la démonstration s’adaptant
facilement au cas o t € R . L’idée est de se ramener a des processus a temps discret et
d’appliquer les résultats sur les suites récurrentes stochastiques ou « chaines de Markov
constructives » indexées par Z. L’hypothese sur le processus H assure que la transfor-
mation B +— fo HydBg ne peut perdre de 'information qu’a l'instant 0, ce qui permet
d’utiliser des lois du zéro-un.

Pour tout n € Z, notons X, et V41 les portions de trajectoires définies par
Xn = (Bs)o<s<t, €t Vay1 = (B — By )tn<s<tnis-

Les filtrations naturelles des processus (X, )nez, (Va)nez €t ((Xn, Vi))nez sont données

par FEV) = FX=FP et F) = .7-"5. Pour tout n € Z, la variable aléatoire V1 est
indépendante de f,gX’V) = ]:5 et 1’égalité B, — By, = fti Hs_ldB; pour t, <t <t 41
montre que la connaissance de X, et de V;,41 permet de reconstituer (Hg), <s<t, 41 et
donc X411 = (Bs)o<s<t, .- Autrement dit, (X,)nez est une chaine de Markov inho-

mogene gouvernée par une relation de récurrence de la forme X, 11 = fi(Xp, Vot1).



Comme la tribu asymptotique F. i(oo = .7-"63 est triviale, il suffit d’appliquer le théoreme
que nous rappelons ci-dessous (corollaire 1.2 de [4]).

Théoréme 2 Soit X = (X,,)nez une chaine de Markov inhomogéne gouvernée par une
suite de variables V.= (Vy,)nez et une suite d’applications (fp)nez, autrement dit :

X,, est une variable aléatoire a valeurs dans un espace mesurable (E,, &) ;

Vg1 est une wvariable aléatoire a valeurs dans un espace mesurable (Gpiy1,Gni1)
indépendante de la suite ((Xk, Vk))k<n

Xnt1 = fu(Xn, Vag1) ot fr est une application mesurable de (E, X Gpi1,En®@Gn+1)
dans (Eny1,Ent1)-

Si les espaces (Ey, E,) sont lusiniens (isomorphes a un borélien d’un espace polonais)
et st la tribu .7:3(00 est triviale, alors il existe une variable aléatoire U indépendante de
V' et de loi uniforme sur [0,1] ou sur un ensemble fini telle que o(X) = o(V) VvV a(U).

Un exemple simple en dimension 1, étudié dans [1], est celui ou Hy = sgn(By, — By, )
pour t, < s < tpyq ¢ la filtration F B" est alors la filtration de Goswami-Rao. Autrement
dit .EB/ est engendrée par les fonctionnelles paires du mouvement brownien jusqu’a
Iinstant £. On perd exactement un bit d’information en passant de 7 a FF'.

Plus généralement, M. Malric [7, 8] utilise des transformations du méme type pour
construire un mouvement brownien qui engendre la filtration quotient de la filtration
d’un mouvement brownien de dimension d par n’importe quel sous-groupe du groupe or-
thogonal. Par un choix convenable du sous-groupe, on peut donc perdre une information
codée par une variable aléatoire uniforme sur [0, 1] ou sur un ensemble fini fixé.

Déterminer l'information perdue peut étre difficile, méme pour une transforma-
tion donnée par une formule simple en dimension 1. Par exemple, la transformation
B+— B = fo sgn(B,/2)dBs est assujettie a la subdivision (2"),ez et perd au moins un
bit d’information, puisque B’ est une fonction paire de B. Perd-elle seulement un bit
d’information 7

Cette derniere transformation appartient a ’autre classe intéressante que nous allons
voir, constituée des transformations qui commutent avec les changements d’échelle.

1.3 Transformations commutant avec les changements d’échelle

Le résultat s’énonce de la facon suivante :

Théoreme 3 Soit B un mouvement brownien défini sur (2, A, P) et a valeurs dans
R?. Soit B' le mouvement brownien défini par B' = [ HdB, ot H est un processus
prévisible de la forme

H; = h((fl/thu)ogug)

pour une certaine application h de C([0,1], R%) dans O4(R) ne dépendant pas de t, alors
pour toutt > 0, il existe une variable aléatoire U, indépendante de ff/ et de loi uniforme
sur [0,1] ou sur un ensemble fini telle que FF = FF' v o(Uy).

Remarque : on peut montrer — mais ce n’est pas notre propos — que la forme de
H est équivalente au fait que la transformation B — B’ commute avec les dilatations



B — (%th)tzo- Dans la démonstration, nous utiliserons simplement le fait que la loi
du couple (B, B’) est invariante par changement d’échelle, ce qui est encore équivalent.

Démonstration. Cette fois-ci, on ne peut pas appliquer directement les résultats sur les
chaines de Markov constructives, mais on peut adapter la démonstration du théoreme 1.
Pour ¢ > 0, notons (v(w,-))weq la loi conditionnelle de (Bg)o<s<: sachant (B.)o<s<t,
qui est aussi la loi conditionnelle de (Bj)o<s<¢ sachant B’ et posons

Ar(w) = v(w, {(Bs(w))o<s<t})-

Sis < t,laloi vs(w,-) est 'image de de v¢(w, -) par la projection canonique de C([0, t], R%)
dans C([0, s], R?). Cela entraine que le processus (A;);>0 est décroissant.

Mais par hypothese, la loi du couple (B, B’) est invariante par changement d’échelle,
ce qui entraine que la loi de A; ne dépend pas de t. Donc presque sirement A; ne
dépend pas de t. Les variables aléatoires A; sont presque siirement égales & une variable
aléatoire ff—mesurable, donc presque sturement constante. Soit a cette constante. En
conditionnant par rapport & o((B.)o<s<¢) 1’égalité presque stre

i (w {(Bs (@)o<ace D=a] = 1,

on obtient pour presque tout w € €2,

L, (w o) =a Ve (w, db) = 1.
/C (o gy e oD=d at

Donc v¢(w,-) est formée de N = 1/a atomes de masse a si a > 0, et diffuse si a = 0.
Dans les deux cas, la structure atomique de v4(w, ) ne dépend pas de w, ce qui permet
de construire un complément indépendant Us.

Si a > 0, il suffit de numéroter de fagon o(B’)-mesurable les atomes de v4(w,-); on
définit Up(w) comme le numéro de 'atome (Bg(w))o<s<t-

Si a = 0, on choisit une application F(w,-) de C([0,¢],R) dans [0, 1], dépendant de
fagon o(B’)-mesurable de w, qui envoie v¢(w,-) sur la loi uniforme sur [0,1]; on pose
alors Up(w) = F(w, (Bs(w))o<s<t)-

1.4 Perte d’information pour les transformations commutant avec les
changements d’échelle

Voyons quelques exemples en dimension 1, montrant que tous les types de perte
d’information sont possibles.

La transformation de Lévy, définie par H; = sgn(B;) perd une information infinie.

Lorsque H; est le signe de la plus longue excursion achevée avant l'instant ¢, la
transformation B — B’ = fo HdB perd un bit d’information et le mouvement brownien
B’ engendre la filtration de Goswami-Rao (voir [1]).

Pour construire une transformation perdant une information a p valeurs possibles, on
peut se limiter au cas ou p est impair (ou méme premier > 3) et composer les transfor-
mations. La construction dont nous allons donner les étapes s’inspire de la construction
surprenante d’une transformation brownienne d’ordre p et commutant avec les change-
ments d’échelle donnée dans [1].



L’idée est d’inclure dans le mouvement brownien un jeu de pile ou face (c’est-a-
dire une suite i.i.d. indexée par Z de variables aléatoires uniformes sur {—1,1}) qui
soit invariant a translation temporelle pres par changement d’échelle du mouvement
brownien. Un exemple est fourni par les signes des excursions longues du mouvement
brownien, c’est-a-dire des excursions plus longues que toutes les excursions antérieures.

On utilise alors une transformation homogéne (c’est-a-dire qui commute avec les
translations temporelles) du jeu de pile ou face perdant une information a p valeurs.
Comme dans 'article [3], on obtient une telle transformation en observant l'effet sur les
développements dyadiques de la transformation z — pz modulo 1. Plus précisément,
pour tout x € R,

x = Z an(z)2" et pr= Z by, (z)2" modulo 1,

n<—1 n<—1

avec an(r) = Ent(27"x) — 2Ent(27""!z) = Ent(2 ") mod 2 et b,(z) = a,(px). Mais
a, et b, sont des fonctions 2" -périodiques et p est impair donc

b, = Ent(27"p Z ar2¥) mod 2 = a, + Ent(pz an—x27%) mod 2.
k<n k>1

Cette derniére formule fournit une transformation sur les suites de {0,1} N, ou méme
de {0,1}%, qui a les propriétés voulues. Il reste & changer {0,1}% en {—1,1}% pour
obtenir une transformation homogeéne du jeu de pile ou face, c’est-a-dire de la forme
(zn)nez — (@nd((@n—k)k>1))nez avec ¢ mesurable de {—1,1}> dans {—1,1}.

L’homogénéité temporelle de cette transformation du jeu de pile ou face permet de
I'appliquer aux signes des excursions longues sans avoir besoin de numéroter les excur-
sions. De plus, la transformation brownienne obtenue commute avec les changements
d’échelle. Mais si on ne modifie que les signes des excursions longues en conservant telles
quelles les autres excursions, le mouvement brownien obtenu ne peut pas se représenter
par l'intégrale stochastique d’un processus prévisible.

Pour obtenir un intégrande H prévisible, introduisons la suite ordonnée (V,,)necz des
fins d’excursions longues du mouvement brownien B et notons €, le signe de I’excursion
longue finissant & Uinstant V. Il suffit de poser H; = gb((en,k)kzl) sur ’événement
[Vio1 < t < V,]. Cette définition ne dépend pas de la fagon de numéroter les excursions,
pourvu que l'ordre chronologique soit respecté. Bien qu’on ne sache pas énumérer les fins
d’excursions longues par une suite strictement croissante de temps d’arrét indexée par Z,
le processus H est prévisible. En effet, pour € > 0 fixé, on peut choisir la numérotation de
telle sorte que (V,,)nen soit la suite ordonnée des fins d’excursions longues postérieures
a linstant € > 0, ce qui montre que la restriction de H a [e,400[ est prévisible.

Le processus H est constant entre deux fins d’excursions longues consécutives de B,
donc fo HdB = HB. Autrement dit, les mouvements browniens B et B’ = fo HdB ont
les mémes excursions & un signe pres et ce signe ne peut varier qu’aux fins d’excursions
longues. La transformation B — B’ = fo HdB perd donc une information a p valeurs
possibles, tout comme la transformation induite sur les signes des excursions longues.

Comparaison avec la construction de Attal, Burdzy, Emery et Hu

La construction d’une transformation d’ordre p par Attal, Burdzy, Emery et Hu
présente une difficulté supplémentaire du fait que I'application = +— x + % modulo 1 vue
sur les développements dyadiques fournit une transformation inhomogene du jeu de pile
ou face, d’ordre p. L’inhomogénéité pose une difficulté supplémentaire pour inclure la



transformation du jeu de pile ou face dans le mouvement brownien. Mais la période ¢
du développement dyadique de % leur permet de mener a bien la démonstration au prix
d’une étape supplémentaire : la construction d’une partie de {V,,;n € Z} invariante par
changement d’échelle et numérotable cycliquement par Z/qZ de fagon optionnelle. Pour
les problemes de numérotation des records d’un processus de Poisson ponctuel tel que
le processus des longueurs d’excursions, nous renvoyons le lecteur a l'article [3].

La construction de Attal, Burdzy, Emery et Hu, on le voit, est loin d’étre intuitive
et nous amene naturellement a poser trois questions :
1. Existe-t-il des transformations homogenes du jeu de pile ou face d’ordre p impair ?
2. Existe-t-il des transformations homogenes du jeu de pile ou face d’ordre 4,8, ...7
3. Existe-t-il des transformations intégrales du mouvement brownien linéaire, d’ordre
4,8, ... et commutant avec les changements d’échelle ?

Une réponse positive & la question 1 permettrait de simplifier la construction de Attal,
Burdzy, Emery et Hu. Une réponse positive a la question 2 entrainerait une réponse
positive a la question 3.

2 Compléments browniens indépendants

2.1 Mouvements browniens complémentables et maximaux

Définition 4 Soit (X,Y) un mouvement brownien plan et X' un mouvement brownien

linéaire X' dans la filtration naturelle complétée de (X,Y), notée FEY),

On dit que X' est complémentable dans FEY) gl existe un brownien linéaire Y'
dans F&, indépendant de X' et tel que (X',Y") engendre FEY),

On dit que X' est maximal dans FEY) pour tout brownien linéaire X" dans
J’C.(X’Y), Vinclusion FX' < FX" entraine Uégalité FX' = FX.

Commencons par deux remarques immédiates :

- Deux mouvements browniens X’ et Y/ dans ]:.(X’Y)

ment si (X', Y’) = 0.

sont indépendants si et seule-

- Si deux mouvements browniens X’ et X" dans ) vérifient FX' c FX" alors il

existe un processus H a valeurs dans {—1, 1}, prévisible dans FX" (et dans .F(X’Y)), tel
que X' = [, HdX";on adonc (X',Y') = [, Hd(X",Y") pour tout mouvement brownien

Y’ dans FEOV).

De ces remarques, on déduit les résultats suivants.

Lemme 5 Si X', X" etY’ sont des mouvements browniens dans FEY) o pX° FX
alors Y' est indépendant de X' si et seulement si Y’ est indépendant de X".

Corollaire 6 Si X' est un mouvement brownien complémentable dans f.(X’Y), alors
X' est mazimal dans FCOY),

Démonstration. Supposons que X’ posseéde un complément brownien indépendant Y’



dans FXY) . Montrons que X' est maximal dans FEY) Soit X” un mouvement brow-

nien dans la filtration naturelle de (X,Y) vérifiant X' c FX". Pour tout t € R,

f.t(X,Y) _ ft(X’,Y’) c jrt(X”,Y’) c f.t(X,Y)

donc ]:t(X/’Y/) = ]-"t(XN’Y/). Par indépendance de X” et de Y/ (lemme 5), on a donc pour
tout A € FX",

’ X/,Y/ X”,Y/
PIAIFY = PIAIFS ) = PlAIFS Y = 14,

d’ou A € ftX/, ce qui montre l'inclusion réciproque FX" ¢ FX'.
Exemple. Le corollaire 6 montre que le mouvement brownien X’ = fo sgn(Xs)dXs nest

pas complémentable dans FEY) puisque sa filtration naturelle est strictement incluse
dans celle de X. Remarquons cependant qu’il serait complémentable si I’'on acceptait des
compléments non indépendants. En effet, les mouvements browniens X’ et (X +Y)/v/2
engendrent la filtration naturelle de (X,Y’) puisque la connaissance de (X', X +Y) =
fd sgn(Xs)ds permet de reconstituer le signe de X, tandis que la connaissance de X’
détermine la valeur absolue de X.

Question ouverte. La réciproque du corollaire 6 est-elle vraie ?

Savoir si un mouvement brownien est maximal, complémentable ou non est une ques-
tion délicate, a moins de savoir exhiber soit un mouvement brownien dont la filtration
est strictement plus grosse, soit un complément brownien indépendant. L’exemple qui
suit montre qu’il faut se méfier des intuitions simplistes.

Exemple. Les mouvements browniens X’ = [ sgn(Y;)dX, et Y/ = [ sgn(X,)dY; sont
indépendants et complémentables (donc maximaux), mais ils n’engendrent pas la filtra-
tion naturelle de (X,Y’). En effet, I'égalité X = [ sgn(Ys)dX] permet de voir que Y est
un complément brownien indépendant de X’. De méme, X est un complément brownien
indépendant de Y'. Cependant, la filtration naturelle de (X', Y”) est strictement incluse
dans celle (X,Y) car (X',Y”) est inchangé lorsqu’on change (X,Y) en (—X,-Y).

Question ouverte. Dans l'exemple ci-dessus, la filtration F& YY) est-elle égale A la
filtration F&Y) quotientée par {-1,1}7

Nous renvoyons le lecteur a [7, 8] pour la définition des filtrations quotients.

2.2 Mouvements browniens associés a la décomposition polaire d’un
mouvement brownien complexe

Soit Z = X 4 4Y un mouvement brownien complexe issu de 0. Notons S = X2 + Y2
et R = /S le module de Z. Presque stirement, le mouvement brownien Z ne repasse pas
en 0, ce qui permet de poser Ug = g—z pour s > 0 et de définir un nouveau mouvement

brownien complexe Z' par
t R t
Z;:/ —SdZs:/ U.dZ,.
0 Zs 0

Les parties réelle et imaginaire de Z’ sont les mouvements browniens donnés par

- /t XSdXsR+Y;dY; o v /t XdeS}; YidX,
0 S 0 S



Ces mouvements browniens sont indépendants et gouvernent respectivement la partie
radiale et la partie angulaire de Z. En effet, une application de la formule d’It6 montre
que les processus S et U satisfont les équations différentielles stochastiques

’LUtdY/ Ut

dS; = 21/ S d X +2dt et dU, =
t taXy + e t= 7, 2R2

—=dt.

L’étude de ces équations permet de déterminer les filtrations naturelles de plusieurs
processus. Ces résultats classiques, que nous rappelons dans la proposition ci-dessous,
se trouvent déja dans la proposition 3.1 et le théoréme 3.4 de [10]. Le point 2 figure
également dans le théoreme V.2.11 de [9].

Proposition 7 (Comparaison de plusieurs filtrations)
1. La filtration naturelle de U est aussi celle de Z = X +1iY .
2. La filtration naturelle de X' est aussi celle de R.
3. La filtration naturelle de (X',Y") est la filtration de (X,Y") quotientée par SO2(R).
Xy _ Zs
= o((F)o<s<t)
4. La filtration naturelle de (X', Y") est strictement incluse dans celle de (X,Y"). Plus

précisément, pour tout t > 0, la variable U; est indépendante de (X', Y') et de loi
uniforme sur le cercle unité.

Plus précisément pour tout t > 0, F,

Démonstration. Montrons les différents points.

L. La filtration naturelle contient celle de (U,U) = |, RQ,
conséquent celle de Z = RU. L’inclusion réciproque est évidente.

donc celle de R et par

2. Les solutions de 1’équation de Bessel vérifiée par S sont fortes, donc Ff* = F9 ¢

X/ 5 . ;. , 52 iz I _ dSy—2dt 2dt
F= . L’inclusion réciproque découle de I'égalité X' = fo VT

3. Notons G; = U(((Z]—i)ogsgt)- L’inclusion .7:t(X Y < G, vient du fait que Z' est une
fonction de Z invariante par rotation. L’ inclusion réciproque vient de I'inclusion
FEc FX et de Pégalité Uy = Uy exp(i f R ) pour t > s > 0.

4. Soit v un complexe de module 1. On vérifie facilement que changer Z en vZ change
U; en vU; mais ne modifie pas Z’. Comme la loi de Z est invariante par rotation,
cela entraine que la variable U; est indépendante de Z’ et de loi uniforme sur le
cercle unité.

Comme la filtration naturelle de (X', Y”) est strictement incluse dans celle de (X,Y),
il est naturel de se demander si les mouvements browniens X’ et Y’ sont complémentables.
Nous connaissons la réponse pour X’ mais pas pour Y.

Théoréme 8 Le mouvement brownien X' =
mazimal) dans F&Y),

© XedX +Y.dY /
fo Seftg=efos est complémentable (donc

La construction d’un complément brownien indépendant que nous allons présenter
s’inspire de la construction de Emery et Schachermayer dans [6] montrant que la filtra-
tion d’un mouvement brownien circulaire indexé par R est brownienne apres changement

de temps s = €.



Démonstration. Soit (¢,)nez une subdivision de Ry. Pour tout n € Z, notons A,
la médiatrice du segment [|Z;, |, Zy,] et ¥, la symétrie orthogonale par rapport a A,
autrement dit ¥, (z) = U,z pour tout z € C. Introduisons le temps d’arrét

T, = mf{t S [tn,tn+1[ VANS An}7
avec la convention T;, = t,41 si Z; ne rencontre pas A, entre les instants ¢,, et t,41.
Pour ¢ > 0, notons H; = —1 sur [t, <t < T,] et H, = 1sur [T, <t < tp41]. Le
processus H, a valeurs dans {—1, 1}, est prévisible dans F (XY) ce qui permet de définir
un nouveau mouvement brownien dans la filtration F&Y) par Y7 = Jo HdY'. Comme

(X', Y") =0, Y"” est indépendant de X’. Nous allons montrer que Y est un complément
brownien indépendant de X”'.

Pour cela, introduisons le mouvement brownien par morceaux Z défini par Z; =
S Zy) sur [t, <t <T,] et Zy = Z; sur [T), < t < tp41]. La décomposition polaire de Z
gécrit Z = RU, avec U, = Ut Uy, Up sur [t, <t <Tp,] et U, = U, sur [T, <t <tpt].
On vérifie facilement que pour ¢ € [ty,, ty4+1],

t dy/l
oul

U; = exp(i

Mais d’apres la proposition 7, la filtration naturelle de R est aussi celle de X'. Par
conséquent, les processus U et Z sont adaptés & la filtration naturelle du couple (X', Y").
On en déduit que pour ¢ € [t,,, tyy1],

U((Zs)tngsgt) =0(Z,)V U((Zs)tngsgt) Co(Z,)V ]-'(X v )

et une récurrence immédiate montre que cette inclusion reste vraie pour tout ¢t > ¢,,.

Pour n € Z, notons A, I'événement « le mouvement brownien Z fait au moins
deux tours autour de 0 entre les instants t,, et ¢, » et A, Pévénement « le processus
Z fait au moins un tour autour de 0 entre les instants tn et tpy1 ». L’événement A
contient A,,. Mais pour un bon choix de la subdivision (¢, )nez, 'événement A,, est réalisé
presque sturement pour une infinité de n < 0. Le point-clé consiste alors a remarquer
que Z;, = Zt _ sur l'événement A,_1, qui appartient ]:t Pour ¢ > 0 fixé, Z; est donc
une fonction de (X%, Y?))o<s<; sur I'événement presque sir limsup A, ce qui montre

que FZ C .7:t(X ) Linclusion réciproque est évidente.

2.3 Mouvements browniens associés au carré d’un mouvement brow-
nien complexe

Dans ce paragraphe, on modifie la définition du mouvement brownien Z’ en posant

t VA t
Z;:/ —SdZs:/ U,dZ,.
0 RS 0

Les parties réelle et imaginaire de Z’ sont les mouvements browniens donnés par

b X, dX, — Y,dY, ) /t X,dY, + YodX,
et Y, = .
R, R,

Notons M = Z2. Alors |My| = R? et dM; = 2Z;dZ; = 2R;dZ; donc M est solution de
I’équation différentielle stochastique

dM, = 2\/|M,|dZ].




Cette équation est identique & celle qui définit un carré de Bessel de dimension 0 a la
différence prés que M et Z' sont complexes. Pour les équations différentielles stochas-
tiques dans R? & coefficients holdériens, les théoremes d’unicité ne s’appliquent pas.

D’ailleurs M et le processus identiquement nul sont deux solutions issues de 0 pour
cette équation. Plusieurs questions se posent donc naturellement sur les solutions qui
quittent 0 immédiatement :

1. Y a-t-il des solutions fortes ?
2. Y a-t-il unicité trajectorielle ?
3. La solution M est-elle forte ?

Signalons que ce type de question est nouveau a notre connaissance et n’apparait pas
dans l'ouvrage récent [5] spécialisé sur les équations différentielles stochastiques sin-
gulieres, dont le chapitre 1 fait pourtant le point sur les liens entre existence de solutions
fortes, existence de solutions faibles, unicité trajectorielle, unicité en loi.

Une réponse positive aux questions 1 et 2 entrainerait une réponse positive a la
question 3. Une autre fagon de reformuler la question 3 est de demander si la trans-
formation brownienne Z — Z’ perd seulement un bit d’information (elle en perd au
moins un puisque Z’ est une fonction paire de Z). Remarquons que cette transformation
commute avec les changements d’échelle, donc le théoreme 3 s’applique.

La question de savoir si les mouvements browniens X’ et Y’ sont complémentables
ou non, maximaux ou non, semble encore plus délicate. On peut toutefois noter que
les réponses sont les mémes pour les deux browniens. En effet, si 'on change Z en
exp(im/4)Z, on change Z' = X +iY eniZ' = =Y +iX.

2.4 Addendum : une généralisation du théoreme 8 par Michel Emery

Bien que notre but ne soit pas de rechercher la plus grande généralité possible, il
nous semble intéressant de donner la démonstration suggérée par Michel Emery, qui
permet d’étendre le théoréme 8 a toute dimension.

Dans ce qui suit, on note (-,-) le produit scalaire, | - | la norme euclidienne et
(e1,...,em) la base canonique de R™. On suppose que m > 3.

Théoreme 9 Soit Z un mouvement brownien dans R™, issu de 0. Le mouvement

brownien 3 = [ <Z|S’st|zs> est complémentable (donc mazimal) dans FZ.

Démonstration. On commence par démontrer le fait suivant : pour tout ¢ > 0, la
probabilité pour que Z coupe tous les hyperplans vectoriels entre les instants € et ¢ tend
vers 1 quand € — 0. Ce lemme et le lemme de Borel-Cantelli permettent de construire
une subdivision (t,)n,ecz de Ry telle que presque stirement, pour tout n assez proche de
—00, le mouvement brownien Z coupe tous les hyperplans vectoriels entre les instants
tn et tn+1.

Pour tout n € Z, notons H,, 'hyperplan médiateur du segment [|Z;, |e1, Z;,] et Xy,
la réflexion par rapport & H,,. Introduisons le temps d’arrét

T, = mf{t S [tn,tn+1[ HVANS Hn}7

avec la convention T, = ¢n41 si Z; ne rencontre pas Hy, entre les instants ¢, et ¢,41.
Pour ¢t > 0, notons Zy = 3, (Z;) sur [t, <t <T,| et Zy = Z; sur [T, <t < typi1].
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En remarquant que Z;, = Z;,— pour tout n assez proche de —oo, on démontre que
la filtration de Z est aussi celle du mouvement brownien par morceaux Z, qui est encore
celle du mouvement brownien Z obtenu en « recollant les morceaux », défini par

n—1
Zy= " (Zyor — Zu)) + Zs — Zy, pour ty, <t < tosr.

k=—o00

Prenons sur R™ \ R e, un champ @ de matrices orthogonales, de classe C™ et tel
que pour tout z € R™ \ Re,,, la derniére ligne de Q(z) soit la transposée de ﬁ On
peut prendre par exemple la matrice de la réflexion par rapport a ’hyperplan médiateur
du segment [|z|e, z]. Comme m > 3, le mouvement brownien Z évite presque stirement
la demi- dr01te Riep. On peut définir un nouveau mouvement brownien B en posant
B = fo dZ La derniere composante de B est le mouvement brownien 3. En effet,
sur chaque 1ntervalle [tn, tn+1[, on peut écrire

Z, - Zy
dB™ = (2L 4z,) = (=L dz,)
A |Z:]"
puisque 3, est une isométrie.
Pour montrer que (B @, ... 7B(m*I)) est un complément indépendant de B(™ = 3,

il reste a vérifier que B engendre la filtration de Z. Cela se voit en remarquant que 3
engendre la filtration de |Z| (le carré de Bessel |Z|? est une solution forte de 1’équation
différentielle stochastique d Xy = 24/|X¢|dB;+mdt) et que sur chaque intervalle [t [ty trnsil,
Z est solution de Péquation différentielle stochastique dZ;, = Q(Z)~1dB;, avec condition
initiale Ztn = |Z4, |eq déterminée par (3. Les solutions de ces équations sont fortes car @
est de classe C* sur R™ \ Rye,, et car Z évite la demi-droite Rep,.

Références

[1] Attal S., Burdzy K., Emery M., Hu Y., Sur quelques filtrations et transformations
browniennes, Séminaire de Probabilités XXIX, Lecture Notes in Mathematics 1613,
Springer (1995), 56-68.

[2] Brossard J., Leuridan C., Numérotations des records d’un processus de Poisson
ponctuel, Annals of Probability, 27 - 3 (1999), 1304-1323.

[3] Brossard J., Leuridan C., Perte d’information dans les transformations du jeu de
pile ou face, Annals of Probability 34-4, (2006), 1550-1588.

[4] Brossard J., Leuridan C., Chaines de Markov constructives indexées par Z, Annals
of Probability * * —x, (2006 ou 2007), s % % — s * .

[5] Cherny, A.S., Engelbert, H.J., Singular stochastic differential equations, Lecture
Notes in Mathematics 1858, Springer (2005).

[6] Emery M., Schachermayer W., A remark on Tsirelson’s differential equation,
Séminaire de Probabilités XXXIII, Lecture Notes in Mathematics 1709, Springer
(1999), 291-303.

[7] Malric M., Filtrations quotients de la filtration brownienne, Séminaire de Probabi-
lités XXXV, Lecture Notes in Mathematics 1755, Springer (2001), 260-264.

[8] Malric M., Correction au volume XXXVI, Séminaire de Probabilités XXXVI, Lec-
ture Notes in Mathematics 1801, Springer (2002), 492.

11



[9] Revuz D., Yor M., Continuous martingales and Brownian motion, Springer (1991).

[10] Stroock D.W., Yor M., Some remarkable martingales, Séminaire de Probabilités
XV, Lecture Notes in Mathematics 850, Springer (1980), 590-603.

Jean BROSSARD et Christophe LEURIDAN
INSTITUT FOURIER

Laboratoire de Mathématiques

UMR5582 (UJF-CNRS)

BP 74

38402 St MARTIN D’HERES Cedex (France)
Christophe.Leuridan@ujf-grenoble.fr

12



