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PLANS D'INFORMATION DE KULLBACK-LEIBLER
MINIMALE

Astrid Jourdan
Chercheur associé au LMA
Equipe de Probabilités et Statistiques

Introduction

Depuis quelques années, la simulation numérique éhsel des phénomenes
toujours plus complexes. De tels problemes, g&leénent de trés grande
dimension, exigent des codes de simulation sopdusis et tres colteux en temps
de calcul (parfois plusieurs jours).

Dans ce contexte, le recours systématique au simuiadevient illusoire.
L’approche actuellement privilégiée consiste a difiun nombre réduit de
simulations organisées selon un plan d’expériencesériques et d’adapter, a
partir de celui-ci, un métamodeéle pour approchesilaulateur.

Dans le cadre de ces travaux, hous nous sommeseg®#&s a la construction des
plans d’expériences en phase exploratoire i.e.qoesla dépendance entre les
entrées et les sorties eatpriori inconnue. Il est alors difficile de prévoir quel
type de métamodéle va convenir. Les plans élabodiggs de cette phase
exploratoire doivent donc s’affranchir de toute tramnnte par rapport a un type de
métamodeéle (régression linéaire, krigeage, résadineurones) puisque celui-ci
est choisi a I'issue de ces premiéres simulations.

Ainsi, les expériences de ces plans doivent remplir mieux l'espace des
parametres afin d’obtenir des informations danst teudomaine expérimental et
notamment pour détecter les éventuelles irrégudara I'intérieur du domaine de
simulation. On cherche ainsi un plan dont les p®isgraient le plus uniformément
répartis dans I’hypercube unité. Similairement adlacrépance, I'information de
Kullback-Leibler (information KL) permet de mesurkécart entre la distribution

empirique et la loi uniforme. L’'idée est alors denstruire, de facon empirique,
des plans d’information KL minimale a I'aide d’'uimgple algorithme d’échange.

Ce rapport est organisé comme suit. Dans un prert@erps, nous présentons
I'information de Kullback-Leibler ainsi que les graétés qui lui sont associées,
notamment son application dans le cas de la loifarme et son lien avec

I’entropie. Nous proposons ensuite deux méthodescdastruction de plans

d’'information KL minimale basées sur des méthodésstimation de I'entropie

difféerentes. La premiere utilise une estimation pwyaux de la fonction de

densité afin de l'intégrer dans un calcul Monte IBarLa deuxieme évite

I’estimation de la fonction de densité en passaant pne méthode de plus proche
voisin. Enfin, nous terminons par une étude compaeaavec les plans usuels a
I'aide de criteres couramment utilisés dans laéhiature.



1. Information de Kullback-Leibler

1.2. Information de Kullback-Leibler

Supposons que les points du plan sont negéalisations d’'un vecteur aléatoire
X=(X1,...,Xq) de fonction de densité inconndigle support le cube unité E=[0%1]
L'objectif est de construire un plan dont la formotide densité associée est la plus
proche possible de celle de la loi uniforme surP®ur cela, nous avons choisi
d’utiliser I'information de Kullback-Leibler (1951afin de mesurer I’écart entre
les fonctions de densité.

De facon générale, l'information de Kullback-Leiblggermettant de mesurer
I’écart entre les deux fonctions de denditt g est définie par
f(X)j

I(f,g) =| f(X)In] —— [dx

(f.g)=]f(x) (g(x)
L'intégrale ci-dessus n’est pas toujours définieneUcondition nécessaire pour
gue l'intégrale converge est queg, Pa mesure de probabilité sous-jacente a la
fonction de densitéf, est absolument continue par rapport @ | mesure de
probabilité induite parg. Dans notre cas, si on considéfecontinue etg la
fonction de densité de la loi uniforme sur E, ced@ient a supposer que pour tout
AORANE, P(A)=0.

1.1. Quelques propriétés de I'information de Kulltke_eibler

Nous présentons ici les propriéetés de [l'informatiade Kullback-Leibler
nécessaires a la bonne compréhension de nos propos.

Propriétés de distance

Méme si l'information de Kullback-Leibler est utiée pour mesurer un écart
entre deux fonctions de densité, elle n’est pasdistance au sens topologique du
terme. En effet, I'inégalité triangulaire n’est paérifiée ainsi que la propriété de
symétrie. Ceci explique par ailleurs I'importance dhoix entre les fonctionket

g. Par conventionf est choisie comme la fonction de densité assoaiéplan efg
comme la fonction de densité théorique, a savoircielle de la loi uniforme.
Néanmoins, il existe des modifications pour symsdri I'information KL, par
exemple en utilisant,

d(f,g)=1(f,9)+1(g, ),
on parle alors de divergence de Kullback-Leibler.
En revanche, I'information de Kullback-Leibler ed#finie positive
I(f,g)=0

avec égalité si et seulement di=g presque partout. Cette propriété justifie en
partie 'utilisation de I'information de Kullback-dibler pour mesurer I’écart entre
deux fonctions de densité. Ainsi, plus I'informati@st proche de 0, et plisest

« proche » dg.

Formulation sous forme d’espérance

En développant I'intégrale, on obtient



I(f,9) =jf(x)|n(f(x))dx—jf(x)|n(g(x))dx.

Ce qui peut encore s’exprimer sous la forme d'usepégance relativement a la
mesure B,

I(f,9) = E,, [In(f (x))] - E, [In(g(x))]

Propriété d’'additivité

L'information K-L est additive, c’est-a-dire queinformation entre deux lois
conjointes de variables i.i.d. est la somme def6rmation des lois marginales. Si
on suppose que les coordonnées des points du mianhvariables i.i.d. alors la
propriété d’additivité de I'information KL revierd tester la distribution uniforme
des points du plan sur les axes uniguement. Or népartition uniforme sur les
marges n’entraine pas nécessairement une répartitmeforme dans le cube unité.

Changement d’échelle

On note de plus que l'information KL est invarianpar changement d’échelle.
Cette propriété permet de travailler dans le cub&éipour construire des plans
d’expériences génériques.

1.2. Maximisation de I’entropie

Le lien entre [l'information de Kullback-Leibler etl’entropie se fait
immédiatement en appliquant la définition a notes,cc’est-a-dire en considérant
g comme la fonction de densité de la loi uniforme Eu

1(F) = [ £09In(f (0)dx = E,, [In(f (0)] = -H[ f]
ou H[f] est I'entropie. Ainsi, minimiser l'information KlLrevient a maximiser

I'entropie.

On retrouve la définition des plans a entropie maxle couramment utilisés en
planification numérique (Shewry & Wynn, 1987, Currét al, 1988) ou plans
bayésiens optimaux (Chaloner & Verdinelli ,1995h8stiani & Wynn , 2000).

L'originalité de l'idée proposée ici vient du faque nous sommes en phase
exploratoire et que nous n’avons aucun modele gaosnt. La maximisation de
I’entropie n’a donc pas pour objectif d’augmentar quantité d’information (au
sens de Shannon) contenue dans I’échantillon nedatent a des paramétres du
modele. En revanche, il est bien connu que la loifarme maximise I’entropie
des lois a support dans [0,1]. L’entropie du plat éonc négative et faire tendre
cette entropie vers 0O, revient a s’approcher d’dirsribution uniforme. On notera
d’ailleurs que des tests d’uniformité ont été déyglés a partir de I'estimation de
I'entropie (Dudewiczet al. 1981, voir autres réf) mais uniguement dans Ile ca
pour la dimension un et ne peuvent se généralisedimmension supérieure. Afin
de ne pas confondre avec les plans a entropie magintes plans construits dans
ce rapport seront dits d’information KL minimale.

Remarque On note, dans ce cas, que la divergence de lKuKkH_eibler s’écrit

d(f) :j f (x)In(f (x))dx—j f (x)dx = E, [In(f (x))-1]



1.3. Construction des plans

Au vu des propriétés énoncées précédemment, lassant construits suivant un
simple algorithme d’échange visant a maximiser trepie.

Algorithme d’échange

Initialisation : choisir un plan d’'expériences Xxi,...,X, selon une loi de probabilité
donnée

TANT QUE (condition d’arrét n’est pas satisfaite)

Choisir une expérience x; au hasard parmi les points du plan

Remplacerxiparyisimuleruniformémentdans[0,1]d

Sl I’entropie obtenue a I'action précédente est plus grande que celle du

plan d’origine

ALORS accepter le changement x;=y; .
FIN TANT QUE
La condition d’'arrét n’est pas spécifiée. Pratiges) on considere soit un
nombre maximum d’échanges, soit la stabilisationl’datropie qui se traduit par
un nombre arbitraire d’échanges consécutifs testédgfusés. Suite a I'étude de la
convergence de l'algorithme sur plusieurs essasnpndmbre maximal d’échanges
est fixé a 1008d et le nombre d’échanges consécutifs sans amdicra 106d.
Le plan final dépend plus ou moins du plan initchloisi aléatoirement. Afin de
réduire cette dépendance, plusieurs initialisatiesnat testées et le meilleur plan

est sélectionné. Dans les paragraphes suivantsiquus plans sont construits a
partir d’'une seule initialisation de fagcon a étudienfluence du plan initial.

Il est évident que dans l'algorithme ci-dessus k@np essentiel concernant le
calcul de I'entropie d’'un ensemble de points reatdéfinir. Il existe différentes
technigues d’estimation de I’entropie qui, pour teeémes d’entre elles, sont
exposées dans l'article de Beirlamt al. (1997). Nous avons retenu deux
méthodes qui permettront de construire deux typegldns.

2. Estimation de I'entropie par Monte Carlo

2.2. La méthode de Monte Carlo

Notons X,...,Xn, les n réalisations de X constituant les points du planarE
donné que I'entropie s’écrit sous la forme d’'un@é&=snce,

H(X) = —E[In(f (X))] ’

la méthode de Monte Carlo fournit un estimateur ssdoais et convergent de
I'entropie

H(X) :—%im f(X,).

Cette estimation fait intervenir la fonction de d&éf inconnue mais pouvant étre
estimée a partir de .., X,. La solution consistant a remplacérpar une
estimation dans lI'expression ci-dessus, n’assure guae |’estimateur reste sans
biais.



Nous avons choisi ici d’estimer la fonction de diédpar une méthode a noyaux
(Silverman 1986, Scott 1992),

f(x):n_;ji%[x_hxij, 0x0[0,1]°

ou h est la taille de la fenétre &t est le noyau.

Remarque L’estimation de la fonction de densité et I'esttion de I’entropie se
font a partir du méme échantillom.,e les points du plan. Dans le contexte des
plans d’expériences, I’échantillon est de petitéléa Or, il N’y a pas d’exigence a
ce que l'estimation de I'entropie se fasse a padts points du plan. On pourrait
envisager la méthode de Monte Carlo suivante (DientrTarasenko,1973)

A =2 Y@ @),

ol Z sont N réalisations d’'un vecteur aléatoire deuniforme sur [0,1. Dans ce
cas, seule I'estimation de la fonction de densiépehd des points du plan. Il est
alors possible de choisir un échantillon de granmdidle N pour I'estimation de
I'entropie. Cette méthode n’a pas été retenue camme le souligne Joe (1989),
elle nécessite un temps de calcul prohibitif lorsqiz2. De plus les résultats de
tests effectués en dimension un ne s’avéerent palenes.

2.3. Taille de la fenétre

La taille de la fenétre a une grande influence kuqualité de I'’estimation. En
supposant que les variables sont non corréléegstlassez usuel d'estimer la
taille de la fenétre par (Regle de Scott, 1992)

ﬁ_ = n U+ g j=1 d
j j 1ty
ou G, est I'écart-type de la jeme variable aléatoire X

Cependant, Joe (1989) montre que dans le cas odt festimée par noyaux,
I'estimateur de I’entropie par la méthode de Mor@arlo est biaisé. Le biais
dépend naturellement de la taille de I’échantillgnde la dimensiom, mais aussi
de la taille de la fenétrb. Lors de la construction d’'un plan optimal, lalkain et
la dimensiond sont fixées. Il reste donc a fixer la taille defémétre de facon a ce
gue le biais ne varie pas au cours de I'algorithdiéechange.

Pour cela, nous remplagorg par I'écart-type de la loi uniforme sur [0,1], dio

f= 1 1
- \/1—2 nid+a) -

2.4. Choix du noyau

Il est connu que la forme du noyau a peu d’influerstur I'estimation. Cependant
pour des raisons liées a notre contexte et que Begnguons ci-dessous, différents
noyaux ont été testeés.

Novau d’'Epanechnikov

Le noyau d’Epanechnikov multidimensionnel est dépar



o= o) sl =1
0 sinon
aveca la constante de normalisation (annexe 2j|eta norme euclidienne.

Noyau gaussien

Le noyau gaussien centré multidimensionnel estndéfar
_ (22 1, 2
K@) ="=g—en -l |,

ol & est choisi égal a la dimension multipliée par Eiance de la loi uniforme
sur [0,1],

2__
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Fig. 1. Représentation d’'une fonction de densité &smée sur un échantillon de taille 20 en
dimension 2.

On constate sur la figure 1 que la forme du noyaa effectivement que peu
d’influence sur le résultat. Le noyau d’Epanechnikest a support borné et
convient ainsi a notre problématique. On note celaen que cette caractéristique
pose probléme en dimension élevée car la prob&bidine la norme de soit
inférieure a 1 devient tres faible. En effet, sisuppose que la taille de la fenétre
est fixée comme expliqué ci-dessus alors

1 1
@ n2/d+a)

Par exemple poud=3 et n=30, cette probabilité est de 1pet pourd=10 et
n=100, elle vaut 4102 (annexe 1). Cela signifie que le noyau est tougonul et
ainsi la fonction de densité estimée est identiqueel que soit I’échantillon
utilisé, ce qui n'apporte pas d’intérét a l'utilisen de I'algorithme d’échange.
Etant a support infini, le noyau gaussien ne présgras ce type de probleme et
est finalement retenu pour I'’estimation de la faontde densité.

Pl <1)=

Les propriétés établies par Joe (1989) concernaet estimateur sont
asymptotiques. De plus, il montre que la taille Héchantillon augmente
rapidement avec la dimension pour avoir une estiomatorrecte de I'entropie (cf.



figure 2). Dans le contexte des plans d’expérientesiombre de points est faible
et donc le calcul de I'entropie sera entaché d’emesur importante. Cependant,
notre objectif n'est pas d’obtenir une valeur ps&Ecipour I'entropie. Il est
intéressant de voir que, malgré cette imprécisidtalgorithme d’échange
converge assez rapidement (figure 3) et que lesigplainsi construits ont les
propriétés attendues, a savoir un remplissage umi¢o de I'espace des
parameétres, comme nous allons le voir dans le pagdte 5.
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Fig. 2. Evolution de I'entropie (MCGauss) en Fig. 3. Evolution de I'’entropie (MCGauss) au

fonction de la taille de I’échantillon pour des cours de 'algorithme d’échange pour des
tirages aléatoires en dimension 3 plans de taille 30 en dimension 3

3. Estimation de I’entropie par plus proche voisin

Lorsque la dimension d augmente, la méthode d’estiiom par Monte Carlo

devient moins performante lorsque I’échantillon ést petite taille, comme cela
est le cas pour un plan d’expériences numériquéasnttdonnée que la densité doit
étre ré-estimée a chaque échange, cette méthodeierequn temps de calcul
prohibitif. Kozachenko et Leonenko (1987) proposant estimation de I'entropie
directement basée sur la répartition des pointss gaasser par I'’estimation de la
fonction de densité,

12

H(f) :%ilnpi +In{%} +C, +In(n-1)

ou C:=0.5772 est la constante d’Eulel, est la fonction Gamma ep; est la
distance euclidienne entre Xt son plus proche voisin dans I’échantillon,

xi—xjH

P, = min

j#il1<j<n

Ils montrent que cet estimateur est asymptotiquansams biais et converge en
moyenne quadratique pour des conditions faiblesfs@n constate effectivement
sur la figure 4. Cependant les valeurs sont pos#ialors qu’elles devraient étre
négatives en théorie. Ce décalage doit certainenremtanscrire le biais de
I'estimation. L’algorithme d’échange (figure 5) e&ii aussi convergent mais
semble plus lent que pour la méthode précédentetebeps de calcul gagné sur



I'estimation de I’entropie se trouve en partie pergas un nombre d’échanges
plus important.
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Remarque Une généralisation de cette estimation &0°plus proche voisin a été
proposée par Singht al. (2003). Elle permet d’atténuer les grandes flutiueas
de I'entropie engendrées les petites fluctuatioes @etites valeurs dg;. Cette
méthode présente un intérét lorsqu’on travaille das données réelles car alors
les distance®; ne sont pas connues avec précision. Ce qui n'astl@ cas dans le
cadre de ce travail ou les données simulées fosemisdes distances exactes. Il
semble alors préférable de prendre k=1, ce qui pérde discriminer les petites
distances entre les points.

4.Comparaison des plans

Afin de juger de l'intérét de la méthode de constran, nous avons construit des
plans en dimension 2, 3 et 10 pour une taille staddixée an=10xd.

Le plan issu de l'algorithme d’échange dépend pbtus moins du plan initial
choisi aléatoirement. Afin de réduire cette déperdg plusieurs initialisations
sont testées et le meilleur plan est sélectionnandles paragraphes suivants,
plusieurs plans sont construits mais a partir d’seele initialisation de facon a
étudier I'influence du plan initial.

4.1. Amélioration de la distribution initiale

L'objectif de la méthode de construction est un péissage uniforme de I'espace
des parametres. On constate visuellement sur laréi® que cet objectif est
atteint pour les deux méthodes, et ce, quelle quite l&nitialisation du plan. On
remarque que les plans finaux présentent les mécaeactéristiques. Les points
du plan sont disposés au bord du domaine mais aubgitérieur a la facon d’'une
grille réguliere lIégérement perturbée.
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Fig. 6. Résultat de I'algorithme d’échange pour urplan de dimension 2 et de taille 20

Chaque parametre est testé sur un grand nombreiviaux avec toutefois des
repétitions aux extrémités. De méme que le critér@ximin (Koelher & Owen,

1996), le critere proposé ici privilégie les bordis domaine et non l'intérieur (cf.
figure 7).
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4.2. Criteres et plans usuels
Les criteres

Etudier I'uniformité d’'une distribution de pointoidsque &2, ne peut se faire
visuellement. Il est donc utile de se référer a dateres afin de pouvoir décider
si une distribution est uniforme ou non ou/et sieeVérifie également le bon
remplissage de l'espace. Il existe pour cela detemgs intrinsequesaux plans
d’expériences - c’est-a-dire des critéres qui néjypgent en rien de la qualité de
la surface de réponse déterminée par la suite @érpbdg ces plans — qui se prétent
particulierement bien a cet objectif. Nous avon®ish de tester uniquement les
criteres d’uniformité les plus courants.

e La mesure de recouvrement (Cov). Elle permet deurersl’écart entre les
points du plan et ceux d’une grille réguliere (Ghoegeret al., 2004). Ce
critere est nul pour une grille réguliére. L’'objdodst donc de le minimiser
pour se rapprocher d’une grille réguliere, et aiassurer le remplissage de
'espace, sans toutefois [I'atteindre pour respecteme distribution
uniforme.

 La distance maximin (Mindist). Johnsoat al. (1990) ont introduit les
distances maximin et minimax afin de construire gésns répondant a la
guestion de remplissage de l|'espace. Le critere imax consiste a
maximiser la distance minimale entre deux pointsptan.

e La discrépance (DL2, DC2). Contrairement aux detixeces précédents, la
discrépance n’est pas basée sur la distance easr@dints. Elle permet de
mesurer I’écart entre la fonction de répartitionperigue des points du plan
et celle de la loi uniforme. Il existe différentesesures de discrépance
(Niederreiter, 1987, Thiémard, 2000). Nous retendasdiscrépance en
norme L2 et la discrépance en norme L2 centrée.

Les plans usuels

Les plans construits ici sont comparés avec lemplasuellement utilisés en
expériences numériques. Nous conseillons la lectlge travaux de Koehler &
Owen (1996) et Franco (2008) pour un état de l@rhcernant les « space filling




designs ». On notera que certains de ces plans gptimaux pour les critéres
cités ci-dessus.

» Aléatoire : plans construits par tirage aléatoiens le cube unité.

* LH: plans construits a partir d’hypercubes Ilatinésans critére
d’optimisation) (Stein, 1987).

» Discrépance : suites a faible discrépance (SoboddbIrreiter, Hammersley,
Halton) (Niederreiter, 1987, Thiémard, 2000).

* Dmax : plans a entropie maximale (Shewry & Wynn819 Currinet al.,
1988) construits de facon a maximiser le détermindiune matrice de
covariance. Ces plans sont ainsi trés utilisésdoesla surface de réponse
est ajustée par krigeage. Ills supposent cependamiadele sous-jacent.

e Strauss : plans élaborés a partir d'un processuStdauss qui considére de
la répulsion entre les points de maniere a remalirmieux I'espace des
parametres (Franco, 2008)

* Maximin : plans optimaux pour le critere maximirofthsonet al., 1990).

* MCGauss : plans d’'information KL minimale constmiipar la méthode
décrite précédemment

« PPV : plans construits par estimation de I'entropé& plus proche voisin

En dimension 3 (figure 8), les plans d’'informatidd. minimale donnent les
meilleures valeurs exceptées pour le critere decrédpance. Ce résultat est
inattendu, car les criteres d’entropie et de diparice visent tous les deux a
minimiser I’écart entre la distribution empiriqué k& loi uniforme alors que les
criteres de recouvrement et de distance maximin dasés sur la distance entre
les points. Ce résultat peut s’expliquer par lafidiflté a évaluer la discrépance.
En effet, les tests effectués avec différentes méeéls de calcul de la discrépance
(centrée, symétrique, ...), ainsi que les résulansdimension 10, donnent des
résultats paradoxaux.

Bien souvent, les space filling designs perdent ldars qualités en grande
dimension. Les tests en dimension 10 (figure 9) memt que cela n’est pas le cas
des plans d’information KL minimale. Ils semblenbncurrencer les plans
maximin traditionnellement utilisés en phase exploire, et ceci méme pour le
critére de distance maximin.
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Fig. 8. Représentation des critéres usuels calculésir 20 plans a 30 points en dimension 3
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Fig. 9. Représentation des critéres usuels calculésir 20 plans a 100 points en dimension 10



Les plans d’information KL minimale sont inconteBtlament les meilleurs au
regard des criteres usuels. Les plans construitside de la méthode de Monte
Carlo avec noyaux gaussiens sont |égerement pludopeants que ceux
construits par plus proches voisins.

4.3. Critere ALM

Le critere ALM (Arbres de Longueur Minimale) permeton pas de mesurer la
répartition des points d’'un plan dans un espacetisimhensionnel, mais de la
gualifier et ainsi classer les plans selon leuustuare : grille, aléatoire, en amas,

., Suivant la cartographie empirique de la figdfe Ce critere a été proposé par
Francoet al. (2008) suite aux travaux de Wallet al. (1998).
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w aléatoires
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e moyenne
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Fig. 10. Cartographie empirique construite a partirdu critére d’ALM

La cartographie dépend de la moyenne et I'écaretgps longueurs des arétes des
ALM associés aux plans étudiés. Les plans de laezde quasi-périodicité
présentent le meilleur compromis entre grille régud (remplissage de I'espace)
et distribution aléatoire (uniformité). Les plansindormation KL minimale
fournissent ici aussi les meilleurs résultats (figsi 11 et 12) avec une nette
démarcation en dimension 3. Ce résultat confirme Iemarques sur les
caractéristiques des plans de dimension 2 (85.&% jhlans construits a l'aide de
la méthode de Monte Carlo avec noyaux gaussienst danencore, plus
performants que ceux construits par plus prochasins.
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5.Conclusions

L’'objectif du critere présenté dans ce rapport det minimiser I'écart entre la
distribution empirique des points du plan et la laniforme. Minimiser
I'information de Kullback-Leibler pour optimiser ceritere revient a maximiser
I'entropie. Ainsi, toute la techniqgue de constructi des plans repose sur
I'estimation de I'entropie. Celle-ci se fait par we méthodes différentes. La
premiere est une méthode de Monte Carlo dans lagu&Ifonction de densité est
estimée a l'aide de noyaux gaussiens. La deuxiemite él’estimation de la
fonction de densité en utilisant une méthode basée la distance aux plus
proches voisins. Les tests effectués montrent cgee plans d’information KL
minimale répondent a I'objectif principal, a savaine bonne représentation du
domaine de simulation par les points du plan, etraéme en grande dimension.
Quel que soit le critere choisi, ces plans concoecent les space filling desgins
usuels et notamment les plans maximin habituellemenilisés en phase
exploratoire.

Malgré des conditions éloignées de [I'asymptotiquen critere basé sur

I'estimation de I’entropie de Shannon fournit deedrbons résultats, avec une
légere avance pour la méthode de Monte Carlo. Cepetn lorsque la dimension

augmente, la méthode d’estimation par Monte Cardwient moins performante

lorsque I’échantillon est de petite taille. De plé#tant donnée que la densité doit
étre ré-estimée a chaque échange, cette méthodeierequn temps de calcul

prohibitif. En revanche, Leonenket al. soulignent que la méthode des plus
proches voisins se préte particulierement bien gnandes dimensions.

Une perspective consiste a définir le critére atipat’une entropie différente de
celle de Shannon, par exemple, I’entropie de Réujipeut étre estimée a partir
des arbres de longueur minimal (Hegb al., 2002), ou bien I'entropie de Tsallis
qui, a I'ordre deux et dans le cas d’'une méthodestimation de la densité par
noyaux gaussiens, s’écrit de facon analytigue conune somme des noyaux et
évite ainsi I'erreur d’approximation de la méthode Monte Carlo (Bettingeet
al., 2008).
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ANNEXE 1 : calcul de la probabilité d’un noyau non nul dans la
méthode de Monte Carlo par noyaux uniforme ou digxdnikov

Le vecteur z prend les valeurs suivantes

ou X; est un point du plan donc tel que ses coordonmégsj=1,...d suivent une

loi uniforme sur [0,1] et x est le point ou on chke a estimer la fonction de
densité. Le noyau est non nul si

st - [ <1

Dans la méthode de Monte Carlo utilisée, la fonctide densité est estime
uniguement aux points du plan, ce qui signifie das coordonnées’xj=1,...,d
suivent aussi une loi uniforme sur [0,1]. Supposqgus ¥*X; (sinon le noyaux est
non nul et prend la valeur), alors

d
~1sx -X/ <1 0} -x/f 1= 0 (X -xIf <d = o<’ < d/n?
j=1
Donc la norme de z au carré suit une loi uniforrae [®,d/If], d’ou
Pl <1)=h?/d.

1 1
Or h2 :TZW et n=10d

donc

1 1
4 <1)= g

d 1 2 3 4 5

PQ|z||2s1) 3,3E-02| 1,5E-02 1,1E-02 8,3E-03 7,0E-3

d 6 7 8 9 10

Pl <1)| 6,1E-03| 5,5E-03 5,0E-03 4,6E-03 4,3E-03




ANNEXE 2 : calcul de la constante de normalisation dans
I’estimation de le densité par noyaux d’Epanechniko

Prenons le cas ou le noyau est produit de noyatepahechnikov, alors

de K(XprereXg) = IRd lj K(x,) = UR K (X)dx)d = (aj'_lll—”x”zdx)d = (Zaj'oll— xzdx)d = (a gjd

En posant l'intégrale égale a 1, on obtiemt3/4 et ce quelle que soit la
dimension.

Prenons le cas ou le noyaux est sphérique de dimoers alors

”RZ KXy, X, )dx,dx, = O(J'J.{Mﬂ} (1— ||x||2)dx

On passe en coordonnées polaires

= sO _ :
{X rco jJ_(cose rsin@

y =rsin@ ~{sin® rcosej = det=r et1-|x|" =1-r?

d'ou

n

[ K, %, )dxdx, =af [ r@-r?)drde = o ;

Donca=2/m.
Prenons le cas ou le noyaux est sphérique de dimerg alors

IHRS K(X,, X5, X5 )dx,dX,dx, = aIJ-[{Hstl} (1— (8 )dx

On passe en coordonnées sphériques

x =rsin@cosp sinfcosp rcosBcosp -rsinBsing
y =rsinBsing = J=|sinBsind rcosBsing rsinBcosp | = detd=r?sind
7 =rcosd coso -rsin@ 0

[]] o 0 %55 Jx,dxdx, = aj'oznj';f:(l— r*)r? sin@drdéd¢ = 0‘%

Donc a=15/(8m).

Dans le cas ou le noyaux est sphérique de dimensugérieure a 3, il faut faire
une approximation numérique. Par exemple, la méhdd Monte Carlo donne
une approximation de I'intégrale par

V, o
W;Q(Xi)

ol g(x,) :1—||xi||2 , les x sont N points tirer au hasard tels dug<1 et Vg4 est le
volume de la boule unité en dimension d,

d/2
Tt

Va = @I @i2)



™

1 1

Si d est pair, d=2p, alor¥, =

Si d est impair, d=2p+1, alorg, =

or pl-1 p

+1/2
T[p

T[p+1/2 22p pl

2%l

T (UM (p+12)  (p+1/2) @p)Te?

(20)!(p+1/2)

d 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

a 3/4 2/m 15/(8m) | 0.61 0.67 0.77 0.95 1.23 1.66 2.38
d pair d impair

d<-2 d<-3

## volume de la boule unité ## volume de la boule unité

p<-d/2 p<-floor(d/2)

V<-(pi*p)/factorial(p)

estimateur<-array(0,dim=c(1,10))
## Boucle sur estimateur
for (kin 1:10) {
## echantillon
N<-100000
x<-array(runif(N*d,min=0,max=1),dim=c(d,N))
## Estimation
cpt<-0
for (iin 1 :N) {
norme<-0
for (j in 1 :d) {
norme<-norme+x[j,i]*2
}
if (norme<=1) {
estimateur[k]<-estimateur[k]+1-norme

cpt<-cpt+1
}
estimateur[k]<-estimateur[k]*V/cpt
}

estim<-mean(estimateur)
alpha <- 1l/estim

V<-
(pinp)*factorial(p)*(2~(2*p))/(factorial(2*p)*(p+0.5))

estimateur<-array(0,dim=c(1,10))
## Boucle sur estimateur
for (kin 1:10) {
## echantillon
N<-100000
x<-array(runif(N*d,min=0,max=1),dim=c(d,N))
## Estimation
cpt<-0
for (iin 1 :N) {
norme<-0
for (jin 1 :d) {
norme<-norme+x[j,i]"2
}
if (norme<=1) {
estimateur[k]<-estimateur[k]+1-norme
cpt<-cpt+1l

}

estimateur[k]<-estimateur[k]*V/cpt

estim<-mean(estimateur)
alpha <- 1/estim

Programme R



