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MESURES D’INDEPENDANCE LINEAIRE DE LOGARITHMES
DANS UN GROUPE ALGEBRIQUE COMMUTATIF

ERIC GAUDRON

RESUME. This work falls within the theory of linear forms in logarithms over a
connected and commutative algebraic group, defined over the field of algebraic
numbers Q. Let G be such a group. Let W be a hyperplane of the tangent space
at the origin of G, defined over Q, and u be a complex point of this tangent
space, such that the image of w by the exponential map of the Lie group
G(C) is an algebraic point. Then we obtain a lower bound for the distance
between v and W ® C, which improves the results known before and which is,
in particular, the best possible for the height of the hyperplane W. The proof
rests on Baker’s method and Hirata’s reduction as well as a new arithmetic
argument (Chudnovsky’s process of variable change) which enables us to give
a precise estimate of the ultrametric norms of some algebraic numbers built
during the proof.

1. INTRODUCTION

L’objet de cet article est de démontrer deux nouveaux résultats, concernant la
théorie des formes linéaires de logarithmes, que nous avions présentés (sous une
forme trés légerement plus faible) dans [[L].

La problématique est la suivante. Etant donné un groupe algébrique commutatif
G défini sur Q, un hyperplan W de l'espace tangent & l'origine de G, également
défini sur Q, et u un point complexe de cet espace tangent, d’exponentielle (de Lie)
algébrique, il s’agit d’étudier la distance qui sépare u de cet hyperplan W.

Si u appartient & W ® C, un théoreme de Wiistholz [@] assure l'existence d’un
sous-groupe G de G tel que u € ta(C) € W ® C. Nous redémontrons ce théoreme

en apportant une précision supplémentaire sur le groupe G : son degré (relatif a
un plongement fixé de G dans un espace projectif) admet un majorant effectif,
indépendant de la hauteur de ’espace vectoriel W. Notons que le choix de cette
hauteur n’a pas vraiment d’importance ici ; pour fixer les idées, I’on peut considérer
la hauteur de W au sens de W.M. SCHMIDT [@] apres avoir sélectionné une base
(sur Q) de l'espace tangent tg. L’information que 1'on obtient sur le degré de G
permet de quantifier la relation de dépendance algébrique entre les coordonnées de
u. Par exemple, dans le cas particulier ou G est une variété semi-abélienne, une
conséquence du théoreme que nous obtenons est le résultat suivant :

Théoréme 1.1. Soit G une variété semi-abélienne définie sur Q, munie d’un
plongement ® dans un espace projectif. Notons exp l’exponentielle du groupe de
Lie complexe G(C). Soient W un hyperplan de lespace tangent tg, défini sur Q,

etu € W®C tel que p := expu € G(Q). Soient h(p) la hauteur logarithmique
absolue (cf. ([)) du point (projectif) ®(p) et ||.|| une norme hermitienne sur tq @ C.
Soit D un majorant du degré d’un corps de définition de G, W et p. Soit E un
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2 ERIC GAUDRON

nombre réel quelconque > e. Enfin, considérons a € R tel que

loga > maX{L h(p), %} .

Alors il existe une constante ¢ = c1(G, D, ||.]|) (en particulier indépendante des
hauteurs de p et de W) et il existe un sous-groupe algébrique connexe G de G, de
dimension cz vérifiant les conditions suivantes :

Duetg(C)CWeC.

O Le degré degg G de é, relatif au plongement ®, est majoré par

Dloga d D + ( Dloga a1
D 1 1, ——1 .
“ max{ " logE } xmax{ "logE 8 log E
Ce type d’énoncé est rarement mis en relief en dépit de la (relative) simplicité

avec laquelle il se déduit de la démonstration d’'une mesure d’indépendance linéaire
de logarithmes. Dans [@], p- 10, S. DAVID fournit une majoration du degré de

é, dans le cas particulier ot G est un produit de courbes elliptiques, avec une
constante ¢; explicite (mais sa borne dépend de la hauteur de W).

Lorsque u ¢ W ® C, nous obtenons une minoration de la distance d(u, W @ C),
optimale en la hauteur h(WW) de I'espace W :

Théoréme 1.2. Soit G un groupe algébrique commutatif, défini sur Q. Soit W
un hyperplan de l’espace tangent a l'origine tgq, défini sur un corps de nombres de
degré D, et soit u € tg(C) tel que expu € G(Q). Munissons ta(C) d’une distance
hermitienne d. Il existe une constante ca = co(G, d, u, D) (indépendante de la

hauteur de W) telle que, siu ¢ W & C, alors
logd(u, W ® C) > —c2 max {1, h(W)} -

Ce théoréme améliore la dépendance en h(W) du résultat antérieur de N. HIRATA-
Konno [@], qui comportait une puissance de log h(WW) supplémentaire. De ce point
de vue, nous généralisons également les travaux récents de M. ABLY [ﬂ], S. DAvVID
& N. HirATA-KOHNO , qui ne traitaient que le cas particulier (ou un sous-cas)
du produit d’un groupe affine G, par des courbes elliptiques. Pour un historique
détaillé des progres réalisés sur cette question, nous renvoyons le lecteur a [E] Sig-
nalons que ces deux derniers auteurs ont obtenu récemment un résultat de ce type,
toujours dans le cas particulier ci-dessus, lorsque W est de codimension quelconque
> 1 dans tqg.

Comme me 'a fait remarquer le rapporteur, il est important de noter que ces
deux théoremes se completent mutuellement en fournissant une version plus fine
du premier. En effet, il est possible de les lire d’'une maniere légerement différente,
a Dinstar du théoreme 2.1 de S. DavID dans [[J]. Pour aboutir & la conclusion
du théoréeme @ ci-dessus, nous avons supposé que le logarithme de u appartenait
a lespace W ® C. En réalité, il suffit, pour obtenir cette méme conclusion, de
supposer que la distance de u a W ® C est jj petite ;;, la quantification précise

de cette petitesse étant fournie par le théoreme [L.2, puisque, par contraposée, si
logd(u, W®C) < —comax {1, (W)} alors u € W®C et le théoreme[L1] s’applique.
Cette observation vaut également pour le théoreme qui va suivre.

Dans le cadre général d’un groupe algébrique commutatif, toutes les mesures
d’indépendance linéaire de logarithmes, obtenues jusqu’a maintenant, ont leur sché-
ma de démonstration fondé sur 'article original de P. PHILIPPON & M. WALD-
SCHMIDT [@], avec en toile de fond la méthode de Baker. En 1991, N. HIRATA-
KOHNO introduisit une nouvelle idée qui permit d’améliorer considérablement la
dépendance de la mesure en le parametre jj hauteur de 'hyperplan ;;. Cette idée
consiste a modifier 1égerement le groupe algébrique et I’hyperplan de départ, puis a
se servir du facteur G, introduit pour juguler 'influence des dérivations. Le nouvel
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argument qui optimise la mesure pour ce parametre (théoreme E ci-dessus) est in-
spiré des travaux de D.V. & G.V. CHUDNOVSKY [E, E, @], et il a été mis en ceuvre
pour la premiere fois dans ce contexte par S. DAVID & N. HIRATA-KOHNO [B, @] 1l
repose sur un changement de variable qui donne lieu, pour la partie arithmétique de
la preuve, a un raisonnement direct avec les parametres locaux du groupe algébrique
et non, comme auparavant, avec ceux de ’espace tangent du groupe. Cela revient
a utiliser le logarithme (formel) en lieu et place de I'exponentielle (ce qui, au fond,
pour obtenir des formes linéaires de logarithmes peut sembler étre une idée bien
naturelle) pour les estimations des normes ultramétriques des nombres algébriques
qui apparaissent au cours de notre démonstration. C’est donc la méthode générale
de [@], précédée d’un conditionnement des données (groupe algébrique, hyperplan)
et & laquelle s’ajoute le choix pertinent des variables locales (selon la nature des
estimations & effectuer), qui permet d’obtenir les résultats du paragraphe EI et
d’en déduire en particulier les théoremes et L3,

Notations et conventions. Si x est un nombre réel, [z] (resp. zT) désigne la
partie entiere de x (resp. le maximum de z et 0). De méme, card désigne le cardinal
d’un ensemble et Vol le volume d’un objet. Dans ce texte, In = log est le logarithme
népérien (éventuellement étendu & un ouvert simplement connexe de C\ {0}). Et
logt désigne la fonction d’une variable réelle = +— logmax {1, x}.

Soit K un corps de nombres, d’anneau des entiers Ok. Nous désignons par Mgk
Pensemble des places de K. Pour v € Mk, la valeur absolue |- |, sur le complété
K, est normalisée de la maniere suivante :

{|1|v =1 siw est archimédienne,

Iplo = % si v est ultramétrique, au-dessus du nombre premier p.

Six = (xg: - :mzy) € PIK), le réel h(x) est la hauteur de Weil logarithmique
absolue de x (voir par exemple [@], p. 77) :

1
(1) h(x) = > Ko : Q. logmax {[zo|v, ..., [gu} -
K:Q] &
veMk
Lorsque ay, ..., a, € Q sont les coefficients d’un polynéme P, nous noterons h(P)
la hauteur du point projectif (1 : aq : -+ : ap). Si a € Q, Pécriture |@| désigne le

maximum des valeurs absolues des conjugués de a.

Si G est un groupe algébrique complexe, expg : tq — G désigne 'application
exponentielle de G et Qg le noyau de cette application (sous-groupe des périodes).
Nous aurons a considérer I’exponentielle normalisée au sens de [@], ce que nous
détaillerons plus loin au § E

SiV = Vix---xV, est une variété sur un corps K, on désigne par #(V ; X1, ..., X,,)
la partie homogene de plus haut degré du polynéome de Hilbert-Samuel multiho-
mogene de V, multipliée par (dim V)! (voir [23]).

Au cours de la démonstration des théoremes du §@ apparaissent, en nombre fini,
des constantes ¢, indexées par N, qui ne dépendent que du groupe algébrique G, d’un
éventuel plongement de ce groupe dans un espace projectif, d’une base algébrique
de V'espace tangent & G et de la distance choisie sur tg(C). Par convention et
par commodité, ces constantes seront positives et choisies de maniere croissante
en fonction de leur indice (¢; < ¢o < ---). Elles seront toutes plus petites que le
nombre réel Cy introduit lors du choix des parametres, au § @

2. DONNEES

2.1. Le groupe algébrique. Soient n un entier naturel non nul et K un corps de
nombres plongé dans C (nous noterons parfois op : K — C le plongement choisi de
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K dans C). Considérons Gy, ..., G, des groupes algébriques commutatifs, définis
sur K. Notons

Go:IGa, G:IGQXG1><~--><Gn
le groupe algébrique produit, §; la dimension de Gy et d+ 1 :=9dy+ 01 + ...+ 6§,
celle de G. Soit e := (€, )o<m<a une base du K-espace tangent (& l'origine) t telle
que

e;, = (650+...+5i717 ey 650+..4+5i,1)

forme une base de tg, pour i € {0, ..., n} (par convention d’écriture, 6_; := —1).
Nous choisissons un plongement admissible’ ® du groupe G dans un espace multi-
projectif P := PNo x ... x PN»_ défini sur K, et nous noterons pj un majorant
> 1 de Pordre? d’une représentation de 'exponentielle du groupe de Lie G;(C)
dans ce plongement. Dans la pratique, nous prendrons p; = 1 si G; est un groupe
linéaire (commutatif) et p; = 2 si G; a une partie abélienne non triviale. Ces
objets posseédent quelques propriétés supplémentaires (en particulier d’intégralité)
que nous développons au cours de la démonstration du lemme .

2.2. Données arithmétiques. Soient L un corps de nombres contenant K, D
Pentier naturel [L : Q] et p € G(L). Soit & ..., p une base quelconque du Q-
espace vectoriel L. Le réel h(&; : -+ : €p) est la hauteur logarithmique absolue
de (& : -++: €p) € PP=L(L). Nous supposerons que L est plongé dans C via un
prolongement de o (que nous noterons encore o).

Considérons u = ugeg+- - -+ugeq € ta(C) un logarithme de p, i.e. expgc)(u) =
p (en particulier ug € L). Soit p; I'image de p dans G; et u; un logarithme de p;
tel que u = (ug,...,u,). Le réel h(p;) est la hauteur (logarithmique absolue) du

point algébrique ®(p;) dans 'espace projectif Pi. Lorsque n est un entier naturel,
nous notons

Fp(n) = {07 P np} :
Enfin soit W un hyperplan de tg¢ ®k L d’équation

(2) zo = Prz1 + -+ + Bazd

dans la base e, ot 31, ..., Bq sont des éléments de L. Ici la hauteur h(W) de W est
la hauteur logarithmique absolue de (1 : (1 : --- : B4). Ainsi définie, cette hauteur
dépend du choix de la base e. A une fonction bornée pres, c’est la hauteur définie
par W.M. SCHMIDT [@] et aussi celle définie par J.-B. BoST dans [ﬂ], p- 133.

Posons également A := ug — fruy — -+ — Bqugq. Le théoreme porte sur une
minoration de la distance de u a W lorsque cette quantité n’est pas nulle. Pour
énoncer le théoréme du paragraphe suivant, nous fixons une norme hermitienne ||.||
sur ta(C) et nous notons d la distance associée & cette norme. Par exemple, si nous
choisissons la norme qui rend la base e orthonormée, un calcul immédiat (a I’aide
des déterminants de Gram par exemple) fournit 1’égalité

|A] _

(L4181 + - +1Bal?)'/?
Ainsi, il est équivalent de minorer d(u, W) et de minorer le module de la forme
linéaire A, si 'on ne tient pas compte de la dépendance en la distance d. Pour la
démonstration, la norme ||.|| sera 'unique norme qui rend isométrique I'isomorphis-
me tg(C) ~ C¥*!, fixé par la base e (I'espace C4*! étant muni de son produit

(3) d(u, W) =

LAu sens du § H On dit aussi parfois plongement jj a la Serre ;;, en référence a ’appendice
de [@]7 écrit par J.-P. SERRE sur ce sujet.

2Lorsque f(z1, ..., 2z¢) est une fonction analytique & £ variables, ’ordre de f est par définition
loglogt max |f(z1, ..., 2/)|
. lzi|<R
lim sup

R—o0 log R
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hermitien canonique). Mais pour 1’énoncé des résultats au paragraphe suivant, la
distance d et la base e seront dissociées et quelconques.

3. RESULTATS

3.1. Enoncés. Le résultat principal de cet article est le suivant.

Théoréeme 3.1. Il existe une constante effective cs > 0, ne dépendant que du triplet
(G, ?, e, d), ayant la propriété suivante. Soit E un réel > e. Posons

log (1 LD () + (E||uj||)m)>}

=1
¢ + log £

D
log £
et

_ card(Tp(a)
(alog E)4

n 6j
. 1N\ PI
<1 (atow B+ D, max(h(ep:)} + (Ballsl)* )

Jj=1

x (Dh(W) + Dh(uo) + a log E)

e Siu € We, alors il existe un sous-groupe algébrique connexe G de Gy, de
dimension d, tel que

a) L’espace tangent d lorigine te est inclus dans Uhyperplan W.
L’ ¢ t a lorigine tg est inclus dans U'h lan W
(b) Le point u appartient a tg(C).

(c) Sim: G — H?:1 G; désigne la projection canonique, il existe un
entier m > 1 et des entiers distincts 1 < j1 < -+ < jm < n tels que

le degré de w(G) (relatif au plongement choisi de G dans un espace
projectif ) est majoré par

m—1

. card(I'p(a)) o H

6j[
; )P4
(alog )¢ (“logE + D, max {h(spj,)} + (Ea [jus, ) )

/=1
‘2_(511 o, )

D (atog B D s 1h(sp5,0) + (B ) )
<s<cza

Dh(&1:---:¢p) + Dlog(D)}
i .

X max {1,

e Siu¢gWg, alors :
(5) logd(u, W) > —csmax {U, Dh({1:---: €p) + Dlog(D)} .

Dans le cas particulier ou la forme linéaire est non-homogene, nous avons le
résultat suivant plus précis.

Théoréme 3.2. Avec les notations du théoréme , supposons que le nombre
complexe ug est non nul et que le groupe algébrique H?Zl G; est une variété semi-
abélienne. Alors u n’appartient pas a W et il existe une constante ¢4 > 0, ne
dépendant que du triplet (G, ®, e, d), telle que, si

%
v (alog E)4 x (Dh(W) + Dognslgéu{h(suo)} + log E)

n 6]‘
<1 (stog £ D, max {h(s)} + (s ) )
j=
alors
(6) logd(u, W) > —camax {U’, Dh(&1 : ---: €p) + Dlog(D)} .

La différence entre U et U’ réside dans le remplacement de la quantité Dh(ug) +
alog F par la quantité (plus petite) D0<mgx {h(suo)} +log E (qui est de l'ordre
Ss<scaqa

de Dh(up) + Dloga+log E) de U'.
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3.2. Commentaires et conséquences. Ce théoreme contient les mesures
d’indépendance linéaires de logarithmes obtenues par N. HIRATA-KOHNO [E] et
S. DAVID [@], a exception, dans ce dernier cas, de la constante ¢4 qui ici n’est pas
totalement explicite. Il généralise également le résultat de S. DAVID & N. HIRATA-
KOHNO présenté dans [[LJ]. Toutefois, mentionnons que dans le cas particulier du
produit d’une puissance du groupe affine G, par des courbes elliptiques, ces auteurs
ont démontré une version jj simultanée ;; ou ’espace W est de codimension quel-
conque > 1 [@] L’amélioration essentielle qu’apporte le théoreme @ par rapport
& ces résultats est la disparition de termes parasites en log h(W), pour garder un
minorant de logd(u, W) linéaire en h(W) (la quantité Dh(&; : - - €p) pouvant étre
majorée par une fonction linéaire de h(W), voir ci-dessous). Comme annoncée dans
le théoreéme [I.3, la majoration log|A| > —c5 max {1, h(W)} est alors optimale. En
effet, supposons qu’il existe une fonction b : RT — R™T telle que b(z)/z = 0 et

telle que
log|A| > =b(h(L:uog:B1:-:0B4)) -

Alors le passage de (ug, 81, ..., 84) & (%, ﬁ—]\}, e %) (ot N est un entier naturel

> 0, premier a l'idéal fractionnaire (ug) + (1) + -+ + (B4) de Or) ne modifie
pas le degré du corps de nombres L (ni, non plus, aucune des autres données) et
transforme log |A| en log |A| — log N ainsi que h(1 : ug : B1 : -+ : Bq) en h(1 :
ug: B1:---: B4) +log N (pour N > max {|ug], ..., |B4|}). La contradiction arrive
lorsque N — oo. Le majorant (f]) de deg 7(G) est, quant & lui — et ¢’est nouveau
— indépendant de h(W).

Par ailleurs, avec des arguments ad hoc, il est possible de démontrer des majora-
tions plus précises du degré de ﬁ(é) lorsque G est un groupe linéaire commutatif
(voir § @ ci-apres). Cependant, dans le cadre général d'un groupe algébrique com-
mutatif quelcongue, seule la méthode de Baker (que nous employons) permet, &
I'heure actuelle, d’obtenir de tels renseignements. Par ailleurs, si nous nous sommes
contentés de majorer le degré total de m(G), une adaptation triviale de la propo-
sition @ permet de majorer individuellement chaque coefficient de degré maximal
du polynéme de Hilbert-Samuel multihomogene de ﬁ(é) (i.e. le degré des projec-
tions de 7(G) sur ses jj n-faces d’indice (i, ..., i) i de Gy X - - x Gy), & Dinstar
du théoreme 2 de [{].

D’autre part, il existe une constante cg, ne dépendant que de (G, @, e), telle que
le terme Orgsaé(a{h(spj)} soit majoré par

cea” (h(p;) +1).
11 était d’usage de remplacer le maximum par son majorant®. Mais cette majoration
devient tres maladroite lorsque le groupe G; est un tore ou une variété abélienne.
Dans le premier cas, par définition de la hauteur h, on a

qax {h(sp;)} = max {h(pj)} = max {|s|h(p;)} = ah(p;)

et, dans le second cas, la hauteur h est comparable a la hauteur de Néron-Tate h
(relative & une polarisation) de la variété abélienne (i.e. h—h = O(1)) et on a donc

max {h(sp;)} = a’h(p;) + O(1) .

0<s<a

3Ce qui est source d’une erreur extrémement fréquente dans la littérature @, @, @], erreur
déja constatée par G. D1az [[LY], qui consistait & majorer h(p;)+ 1 par une quantité log V;, définie

comme un maj 1 gl : Ny Myl
jorant de max ¢ 5, h(P;), —5 au lieu de max < 1, h(p;), —%5 .
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Dans ces deux cas, nous évitons un terme a”’/ supplémentaire et cette absence peut
se révéler vraiment importante pour la qualité de la mesure lorsque (par exemple)
p; est un point de torsion du groupe G;.

En outre, en 'absence d’informations particulieres sur le point p de G(Q), il
convient de remplacer, dans les inégalités ([]) et ([}), le terme card(I'p(a)) par a+ 1.
Cependant, 13 encore, lorsque p est un point de torsion de G(Q) (ou, encore mieux,
si p = 0, i.e. le logarithme u appartient au sous-groupe des périodes de G(C)),
le cardinal de I'p(a) est, a priori, trés inférieur & a 4 1 et, concurremment avec la
remarque précédente, les inégalités (E) et (ﬂ) deviennent beaucoup plus précises. Si
u € Qg(), il n’est pas exclu qu'une modification de la construction de la fonction
auxiliaire ou qu’un lemme de Schwarz approprié améliore fortement ces inégalités.

Quant au parametre E, nous ne lui imposons aucune majoration, contrairement
a Dusage établi (voir par exemple [1] et [1]). C’est en grande partie une question
de présentation (voir remarque 2.9 de [[L9]), mais nous pensons que cela clarifie le
lien entre les données et les parametres. L’origine du parametre E est analytique.
11 représente un quotient de rayons dans le lemme de Schwarz (approché).

Le calcul ezplicite des constantes qui apparaissent dans les théoremes @ et @
nécessite la connaissance des données suivantes :

a) Pour chaque plongement o : K < C, les constantes c, et ¢}, définies par les
inégalités (@) et (B), qui permettent de mesurer la i tallle analytique jj
du plongement ® par rapport a la norme choisie sur tg, (C).

b) Les constantes liées a 1’écriture explicite des équations définissant le groupe
G au voisinage de l'origine et aux formules d’additions et de dérivations
dans le groupe G (p. [LJ).

¢) La constante de la proposition @ Cette constante peut étre calculée pour
un choix raisonnable des normes sur ’espace tangent et de ® en reprenant
les calculs de @ et en s’appuyant en particulier sur la remarque 3 de cet
article.

d) La hauteur d’un élément primitif o de K (i.e. tel que K = Q(«)).

e) La constante qui apparait dans la majoration du rang du systéme linéaire
(lemme ) Cependant, un plongement jj a la Serre ;;, comme le nétre,
permet de prendre 8¢ pour cette constante (voir le lemme 6.7 de @])

On notera que les constantes les plus difficiles & appréhender sont celles liées au
plongement ®. Le mieux est donc d’éviter de plonger le groupe dans un espace
projectif ! Le lecteur intéressé par cette question pourra consulter [E] (ainsi que
la seconde partie de [[[7) ol l'utilisation de la méthode des pentes de J.-B. BosT
permet de calculer cette constante dans le cas d’une variété abélienne.

Le terme Dh(&; : -+ : €p), qui apparait dans les inégalités ({f), (B) et (), résulte
de la construction du polyndéme auxiliaire avec une variante du lemme de Siegel.
En réalité, ce terme est récurrent dans la littérature (voir, par exemple, le para-
graphe 5 de [ (condition (5 5)), le début de la démonstration de la proposition
3.8 de [BJ] (p. 275), et bien sfir | IE 9. BJ, 3, Bd)) mais il ne représentait pas une
contrainte réelle car, la plupart du temps_(sauf pour certaines mesures d’approxi-
mations simultanées, voir a ce sujet @(]), il était inclus dans un terme général
plus grand. Dans les cas favorables ol la méthode des pentes (ou des déterminants
d’interpolation) s’applique, cette quantité est supprimée. Lorsque le corps de nom-
bres L est choisi jj minimal j; (comme corps de définition de G, W et p), il existe

une base &1, ..., £p de L telle que la quantité Dh(&; : -+ : £p) soit contrélée. En
effet, notons (ﬂée) Dl 61(\2) I'image du point p, par ® dans PV¢(L) (0 < ¢ < n)

et Ky le corps engendré sur K par les éléments 6](-6), 0 <7 < Ny. Soit a un élément
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primitif de K|q. L’ensemble

n Np
{ahﬂil - [T11 (ﬂﬁ“)’”‘“}
£=035=0
ouir+---+iqg < [K(G, ..., Ba) : K], Zjﬁomm <[K¢:K]et h <[K:Q], est un
ensemble de générateurs du Q-espace vectoriel L. En particulier, D étant le degré
[L : Q], on peut choisir une base & = 1, &, ..., {p parmi ces générateurs. Cette
base vérifie :

h(ér:---:€p) <[K(B, ..., Ba) : K] h(1: B1: -+ Ba)

+ i K, : K] h(pe) + [K : Q] k()
(7) =0

< D(R(W) + h(uo) + h(p1) + -+ h(pn))
+ [K : Qlh(a) .

Si cette majoration permet d’avoir une idée de la taille maximale de Dh(&; : - - :
¢p), il serait maladroit de la substituer systématiquement & ce terme (par exem-
ple si L = Q). L’utilisation du lemme de Bombieri-Vaaler [ﬂ] au lieu du lemme
de Thue-Siegel doit permettre de remplacer la quantité Dh(&y : -+ : €p) par le
logarithme de la valeur absolue du discriminant (absolu) de L. Dans le cas par-
ticulier d’un produit de courbes elliptiques, S. DAVID & N. HIRATA-KOHNO ont
montré qu’il était possible d’enlever ce terme si on utilisait pour la construction du
polynoéme auxiliaire un jj lemme de Siegel absolu ;j (voir [@]) Malheureusement,
I'argument est fondé sur 1’équivalence entre deux systemes linéaires, et ce fait n’est
plus nécessairement assuré avec un produit de groupes algébriques de dimension
> 1 lorsque nous sommes dans le jj cas périodique ;; (voir définition @)

Signalons également une légere modification du choix de a dans le théoreme @
comparativement au théoreme 0.1 de [Id]. Cela ne modifie pas la démonstration
mais la conséquence est que 'on n’a plus nécessairement U supérieur & D log(D),
terme qui apparait conjointement avec Dh(&; : ---&p) lors de lestimation de la
hauteur du polynéme auxiliaire (voir inégalité (B7), p. @) C’est pourquoi nous
Iavons rajouté dans les estimations (), () et (H). De plus, on peut montrer que
les théorémes @ et B.2 restent valides en remplagant U (resp. a) par un majorant,
a condition de faire évoluer le majorant de degg m(G) selon I'inégalité {®4d), p. R4,
ce qui permet de retrouver ainsi le théoreme 0.1 de op.cit.

Enfin, il est trés probable que ce résultat correctement adapté (4 Uinstar de [IE,
@]) reste valide lorsque W est un sous-espace vectoriel de codimension > 1 de

ta(Q).

Afin de mieux percevoir la portée de la mesure (ﬂ) du théoreme @, nous allons
mentionner plusieurs conséquences (simples) de ce théoréme, lorsque le groupe G
est réduit & un unique groupe algébrique (n = 1), en isolant chacune des quantités
h(p), D, |lu|. Les données sont celles du § fl, sans hypothese particuliere sur la
nature du groupe algébrique G.

Conséquence (Hauteur du point p). Il existe une constante
C7 = C7(G7 @7 e7 d7 ||uH7 /LLO’ W7 D) )
indépendante de h(p), telle que si u ¢ W alors

max {1, h(p)}*
log max {e, h(p)})?—1!

Conséquence (Degré du corps de nombres L). Il existe une constante

CS = CS(G7 (I)7 e7 d7 ||uH7 u07 W7 h(p)) )

log Jug — frur — - - — Baud| > —cr (



MESURES D’INDEPENDANCE LINEAIRE DE LOGARITHMES 9

indépendante de D, telle que si u & W alors
D2d+2

log max {e, D})d-1 .

log Jug — frur — - - — Baud| > —cs (

Pour la conséquence suivante, nous prendrons ug = 0.

Conséquence (Norme du logarithme u). Il existe une constante
co =co(G, @, e, d, W, D, h(p))

indépendante de ||ul|, telle que si u € W alors

log|Brur + « -+ + Baug| > —co max {1, ||uH}2d (log max {e, Hu||})al+2 .

Les conséquences et améliorent, dans le cas général, les (meilleures) minorations
(que nous avons déduites) de |

max {1, h(p)}d‘H
log max {e, h(p)})?

log |uo —fiug — - — /Bdud| > —ci1o (

et

log |Biur + - - - + Baual > —c11 max {1, |Jul|}**"*(log max {e, [[u|})**" .
Ainsi, outre une mesure optimale en la hauteur de I’hyperplan, nous avons également
amélioré la dépendance en la hauteur du point p et en la norme de son logarithme.
La raison est que, au cours de la démonstration, nous avons remplacé la quantité
TlogT par Tlogmin{Dy, T} (T est un parametre de dérivation et Dy un degré
partiel de polynéme). Comme le parametre T ne dépendait pas exclusivement de
h(W) (je pense, ici, a [id, [, @T), mais était aussi fonction de h(p) et [ju], la
substitution du terme T log T au terme T log Dy apporte des modifications (en l'oc-
currence des améliorations) de la mesure. Ce n’est pas seulement log h(WW) qui a
disparu mais tout loglog B (avec les notations des articles cités auparavant). La
dépendance en le degré du corps de nombres n’évolue pas. Le lecteur qui voudrait
mieux comprendre ces points techniques est invité a se reporter au paragraphe
(ainsi qu'a 'annexe A de [[[7)).

Avant de détailler le cas d’un groupe linéaire, montrons comment les théorémes [L.]]
et D ainsi que les conséquences , et se déduisent du théoreme .

Pour le théoreme m, choisissons n = 1 et G la variété semi-abélienne en ques-
tion. D’apres les hypothéses, nous sommes dans le premier cas du théoréme d, et,
compte tenu du fait que l'on peut remplacer U par un majorant (voir remarque
plus haut), on obtient

degy m(G) <a (1 , Dmax, {h(sp)} + (EIUII)Q)J

log £
y max{L Dh(€y: -+ £D)+Dlog(D)}
U
ou ,
L[ D + h(p) + (E|ul)
a71+{logElog(1+ log B
et ;
2
U = a(Dh(W) + alog E) (1 + Dmax, {h(sp)} + (Flul) ) :
log £
En utilisant la majoration (), on a k(& : -+ : €p) + log(D) < U puis Pestimation
générale maxs<q {h(sp)} < c120%(h(p) + 1), on obtient le théoreme [I.1. Quant au
théoreme D, il vient de ce que U et h(& : -~ : £p) peuvent étre majorés par une

fonction linéaire de la hauteur de W. La conséquence provient de I'inégalité (E)

en choisissant £ = /max {e, h(p)}. De méme la conséquence (resp. ) vient en
choisissant E = /D (resp. E = c13 ol ¢13 est une constante qui ne dépend pas de

[[ul])-
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3.3. Cas d’un groupe linéaire commutatif. Dans ce paragraphe, nous détaillons
le cas (classique) ou G est le produit du groupe additif G, par un tore.

Corollaire 3.3. Pour tout entier k > 1, il existe une constante c(k) > 0 ayant
la propriété suivante. Soient uq, ..., ux des nombres complexes tels que chaque
ay := e appartienne ¢ Q. Soient ug, B1, ..., Br des nombres algébriques non tous
nuls. Soient D le degré du corps de nombres M := Q(a, ..., ag, uo, 1, - -+, Br)
et &1, ..., Ep une base du Q -espace vectoriel M. Soit E un réel > e. Posons A\ :=
ug + frur + - - - + Brug,

log E

a,::1+{ D log(lJrD+h(a1)+"'+h(?kg)E+E|U1|+~~~+E|uk|)):| 7
0]

et
1% ::card(Fp(a')) X (Dh(1:ug:B1:--:Bk) +d logE)

Dh(a;) + E|u;|
X H (1+ log

Premier cas : A = 0.
Alors ug = 0 et il existe une Z-base ey, ..., ey, de ZF, un entier naturel 0 < q < k
et des entiers 1 < j1 < --- < jp—q < k, tels que

a) Lek-uplet (f1, ..., Bx) appartient au M-espace vectoriel engendré pares, ..., eq.
b) Siegn, ..., enr désignent les coordonnées de e; dans la base canonique de
7k, alors, pour tout £ € {1, ..., q}, on a egrus + -+ + eppug = 0.
c) Si M désigne la matrice (er;)1<e<q € Maty ,(Z) alors
154k
)2 < R Dh(cy,) + Eluy|
(det MM) ™% < (k) card(T" { 1;[ 1 —|— og B

Xmax{l V)+Dlog(D)}

ot *M est la matrice transposée de M.

Second cas : A # 0.

Alors on a
(9) log |A] > —c(k) max {V, Dh(& : ---: &{p) + Dlog(D)} .
De plus, si ug # 0 et
V/ — a/ (Dh(l . 51 ca ﬂk) +0<s<¢ X e {Dh(SUQ)} +10g E)

i Dh(a) + Elu|
" E (H log & ) ’
alors
(10) log [A| > —c(k)max {V', Dh(&1 : -+ : €p) + Dlog(D)} .

Démonstration. La démonstration de ce corollaire a partir des théoremes @ et @
repose essentiellement sur la structure des sous-groupes algébriques d’un groupe
linéaire commutatif (voir, par exemple, la proposition 5.6 de B3], p. 157).

e Si A = 0, d’aprées le théoreme @ appliqué & G = G, x GF , il existe un
sous-groupe algébrique connexe G de G vérifiant les points suivants :

m’

a) 1l existe un sous-groupe Z de Z* tel que G = {0} x T 7, ol, si A est un
anneau (commutatif), T;(A) = {z € A% ; 2™ = 1 pour tout m € Z}.
Notons q le rang de Z. Soient e1, ..., ex une base (adaptée a Z) de ZF et
ai, ..., aq des entiers naturels non nuls tels que 7= Z.a1e1 D - DZ.ageq.



MESURES D’INDEPENDANCE LINEAIRE DE LOGARITHMES 11

Comme G est connexe, le Z-module Z est facteur direct dans Z* (Z est un
sous-groupe primitif de Z¥), i.e. Z*/ 7 est sans torsion. Par conséquent, les
entiers a; sont égaux a 1. Notons que la partie additive de G est nulle car
sinon on aurait tg, C {z0 = f121 + - + Brzk}. De plus, espace tangent
te =tr, s’identifie & I’ensemble

75 ={(z1, ..., xx) € M*; mima 4+ zpemp =0, ¥ (ma, ..., mx) € Z}
(voir Lemma 8.13 de [BJ]). L’inclusion de tT, dans 'hyperplan W :=
{B121 4+ -+ + Brzr = 0} se traduit alors par

W-=M.(B1,...,8,) CZOM.

b) L’appartenance de (ug, w1, ..., ux) a tg(C) signifie précisément que ug = 0
et egiur + -+ egpug = 0, pour tout £ € {1, ..., ¢}.

¢) Le degré du groupe m(G) = T, relatif au plongement usuel de G dans
(P1)k+1 est, & une constante pres ne dépendant que de k, égal & la somme
des valeurs absolues des mineurs maximaux de la matrice M et est donc
équivalent & +/det(MM), en vertu de la formule de Cauchy-Binet (pour
plus de détails, on peut se reporter a la démonstration de la proposition 4
de [[]). L’inégalité (§) résulte alors de la majoration (i) de deg 7(G).

e Si A # 0, les minorations de log | A| sont les conséquences directes des inégalités ()
et (B). 0 0

Ce résultat entraine le théoréme célebre de BAKER :

Théoréme . Si ay, ..., ai sont des nombres algébriques dont les logarithmes sont
linéairement indépendants sur Q alors 1, logay, ...,
log g, sont linéairement indépendants sur Q.

La majoration du déterminant de la premiere partie du corollaire @ s’inscrit
dans la lignée des travaux sur les relations de dépendance linéaire entre les log-
arithmes de nombres algébriques. Elle est une conséquence de la démonstration
de la mesure d’indépendance linéaire. Pour obtenir des jj petites ;; relations de
dépendance linéaire, il est parfois plus efficace d’attaquer le probleme directe-
ment (donc sans fonction auxiliaire, extrapolation, ...) & 'aide, par exemple, de
la géométrie des nombres (voir lemme 7.19. de @], p. 222). Ce probleme est lié
aux relations de dépendance multiplicative entre nombres algébriques, étudié par
D. Masser dans [R7], et & ’étude du covolume du sous-groupe de Z* :

{(617..A,bk)eZk; a?l---azkzl} )

Un majorant du covolume est de la forme

k—q
k, L h(aj .
elk, L) x 1§j1<¥?3?kq§k{61:[1 (a“)}

Un théoréme plus précis se trouve p. 205 de [[] (voir également [{]).

Par ailleurs, le corollaire @ ne contient pas les résultats quantitatifs déja connus
pour les sous-groupes linéaires commutatifs (comme, par exemple, le théoréme 9.1
de [), ne serait-ce que parce que, contrairement a nous, les auteurs précisent la
constante c¢(k). Dans le cas non-homogene (ug # 0), le terme

a' x (Dh(1: B1: - By) + max {Dh(suo)} + log E)
devrait plutét étre remplacé par
Dh(1 :ug: B : ~--:ﬁk)+a/+logE

(theorem 9.1 de [@], p. 251). L’explication de cette anomalie provient d’une utili-
sation (encore) trop jj grossiere ¢ du lemme de zéros de P. PHILIPPON, car, con-
trairement a [@], nous n’avons pas supposé que les logarithmes uy, ..., ug étaient
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linéairement indépendants® sur Q. A fortiori, avec la mesure d’indépendance (E),
nous ne retrouvons pas les mesures fines relatives au jj cas rationnel homogene ;;,
qui concerne les minorations de |by logay + - -+ + by log ay| avec b; € Q et o € Q
(le groupe algébrique sous-jacent étant G¥ ou G¥~! x G, selon que I'on utilise
la méthode de Baker ou de Schneider, voir , chapitre 14.4), ces mesures étant
obtenues a partir de méthodes et d’outils spécifiques comme les polynémes de Fel’d-
man.

4. ORGANISATION DU TEXTE

La démonstration des théoremes et @ fait intervenir I’existence de plonge-
ments des groupes G; dans des espaces projectifs, plongements qui possedent des
propriétés supplémentaires jj a la Serre ;;. Ces outils sont détaillés dans le para-
graphe suivant. Ensuite vient la preuve des théoremes @ et @ Tout d’abord
(8 @), nous jj justifions j; le choix des données de départ (en particulier I’hyper-
plan W, transversal aux espaces tangents tg, et tq, ®--- ®tqg, ). Nous choisissons
alors des parametres de maniere & ce que la section® d’un fibré ample sur G, qui sera
construite avec ces parametres, ne puisse s’annuler le long de '’hyperplan avec un or-
dre de multiplicité élevé en les premiers multiples d'un point p (:= expg(c)(u)) sans
étre identiquement nulle (§ @) Le choix de ces parametres est guidé par le souci de
prendre en compte d’emblée le jj sous-groupe obstructeur ;; fourni par le lemme de
zéros de P. PHILIPPON [@] La contrainte liée a ce type de méthode est que, dans le
reste de la démonstration, nous devons garder (jusqu’a l’extrapolation analytique)
un sous-groupe obstructeur particulier qui conditionne le type d’extrapolation ef-
fectué au § , selon qu'un multiple de p appartienne ou non a ce sous-groupe
(distinction entre cas périodique et cas non-périodique, selon la terminologie intro-
duite par P. PHILIPPON & M. WALDSCHMIDT [@], fin du paragraphe @) Dans le
cas périodique, nous donnons quelques informations complémentaires sur le sous-
groupe obstructeur, qui seront & 'origine de la majoration (E) du théoreme @
(8 @) Apres quelques énoncés techniques concernant le choix de bases pour ’hy-
perplan (§ et @) et les modifications des dérivées liées au passage d’une base a
une autre (§ .7), nous entrons dans le vif de la démonstration avec la construction
de la fonction auxiliaire (§ E et @) puis nous extrapolons jj & la Baker j; (dans le
cas non-périodique seulement, le cas périodique subissant un traitement différent).
Un paramétrage local directement lié au groupe algébrique et non plus a son es-
pace tangent nous permet d’apporter une amélioration essentielle dans ’estimation
arithmétique de la premiere dérivée non-nulle de la fonction auxiliaire. Le résultat
du paragraphe est au centre de la démonstration des théoréemes @ et , qui
découle alors d’un raisonnement par ’absurde.

5. PLONGEMENTS DES GROUPES ALGEBRIQUES

Pour effectuer les calculs analytiques, nous aurons besoin d’une représentation
de T’application exponentielle avec des fonctions holomorphes et d'un plongement
de G dans un espace projectif. Nous présentons ici les propriétés que nous pouvons
attendre d’un tel plongement, en particulier vis-a-vis de la représentation de la loi
d’addition du groupe. Ce procédé a 'inconvénient d’introduire des constantes liées
a ce plongement, théoriquement effectives, mais difficile a calculer explicitement

(voir § B.-2).

Résultats généraux. Soit H un groupe algébrique commutatif, défini sur un

4Cette hypothése supplémentaire permet, par exemple, de calculer le_cardinal des quotients
(T'p(S) + G'(L))/G’(L) qui apparaissent si on utilise le lemme de zéros [
Ce vocabulaire géométrique n’est pas repris au cours de la démonstration.
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corps de nombres K, de dimension d. Soit ¢ : H — PE un plongement (quasi-

projectif). Si X, ..., Xx désignent les coordonnées sur I'espace projectif PE, on
note sy = *(X;). Ainsi, pour 2 € G, on a 1(z) = (so(x) : --- : sn(x)). D’apres [,

il est possible de choisir ¢ de telle facon que chacun des groupes de Lie com-
plexes H,(C), pour ¢ : K «— C plongement archimédien de K dans C, admet-
tent une représentation de leur exponentielle exp, par les fonctions holomorphes®
@o : tr, (C) — sg(exp, (2)), avec les propriétés suivantes (cf. B, en particulier les
propriétés 4.4 et 4.6, p. 76) :

Normalisations.

o Les fonctions ¢; sont des fonctions analytiques d’ordre p inférieur ou égal
a 2 et sans zéro commun dans ¢y, (C).

b (500(())’ Tty @N(O)): (17 0,..., 0)

e Soient ey, une base de tgr, (C) et 21, ..., z4 les coordonnées locales liées &
cette base. A lorigine, la matrice jacobienne

(1) (Xelerdo)

est la matrice identité (cette propriété n
groupe G a lorigine).

1<¢<d
1<i<d

INIA

est rien d’autre que la lissité du

Croissance analytique.

e Soit ||.]|» une norme hermitienne sur tg, (C). Il existe deux constantes pos-
itives ¢ et ¢ telles que, pour tout z € tg, (C), on ait

(12) exp {—c; (1 +[|z]lo)"} < max {[po(2)], ..., [en(2)}
et

(13) max {|@o(2)], - -, lon(2)|} < exp{eg (14 ]2]l0)°} -
Lot d’addition.

e Il existe une constante cgl vérifiant : pour tout = € tg, (C), il existe un
voisinage V,, de 0 dans tg1, (C) et N+1 polynoémes Ao, ..., Ay de K[X,Y],
oun X = (Xo, ..., Xn) et Y = (Yp, ..., Yy), bi-homogenes, tous de méme

bidegré, de degré total < cgl, tels que, pour tout z € V.., les éléments

(po(z+x): - on(z+ 7))
et
(Ao(p(2), @(x)) : -+ : An((2), ¢(2)))
soient égaux.
Structure différentielle.

e Il existe une constante cgz vérifiant : pour tout triplet (k, 7, h) avec k €
{1,...,d} et j, h € {0, ..., N}, il existe un polynéme Cj;;, € K[X], de
degré total < cgz, tel que

9 901) (tpo LPN)
14 AN 5 B G A (£ I
(14) Oz, (% R\ on n

(ot les coordonnées z; sont celles considérées plus haut (relativement a la
base em, )).

6Pour ne pas alourdir excessivement les notations, nous omettrons la référence au plongement
o ; dans le contexte, il ne devrait pas y avoir de confusion possible.
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Notations pour la démonstration (§ E) Lorsque H est le groupe produit

Go X -+ X Gy, les résultats précédents s’appliquent a chacun des groupes G.
L’exponentielle complexe de Gy, (C) sera représentée par o = (o, ..., gpg\%)
pour i € {0, ..., n} (chacun des groupes G; se plonge dans un espace projectif

Pg‘). Chacune des fonctions (holomorphes sur tg, (C)) gogf) est d’ordre < p;. Nous
noterons également AE;) (resp. C,i;)h) les polyndémes provenant des lois d’additions

de G; (resp. des propriétés différentielles de G;, relativement & la base e; définie

au § @) Ce sont des polynomes en les variables X; := (Xéi), cee X](\;)) et Y; =
(Yo(i), ce, Y]E,?). Enfin, nous désignerons par 1/),(? ‘tg,,(C) — CNit+1 Papplication
méromorphe
(«pé” Phli | Phia w%ﬁ)
B RO

Nous noterons |.||j, (ou ||.|[; si o est le plongement oy de K dans C choisi au
§ B.1)) 1a norme hermitienne sur ta;,(C) obtenue par transfert de la norme her-
mitienne canonique sur C% wvia l'isomorphisme tg,,(C) ~ C% fixé par la base
o(ej) de tq; ® k) C. La norme ||.|[, sera la norme induite par somme directe or-
thonormale sur tg, (C). Enfin, ® désignera application analytique de tg(C) dans
CWotD++(Nnt+1) qui & z associe

(15) (@@, e 0@, (7@, 98 ED) -
Cette application représente ’exponentielle de G, (C).

Remarque 5.1. Ici Gg := G, est plongé dans P* (Ny = 1) par Papplication usuelle
20 — (1: 2p).

6. DEMONSTRATION DES THEOREMES B.1] ET

6.1. Réductions. N. HIRATA-KOHNO a remarqué [E] que l'ajout d’'un groupe
affine G, au groupe donné naturellement par le probleme (ici H:= G; x---G,,) a
un role modérateur sur les dérivations. L’adjonction jj artificielle §; de ce facteur G,
a G revient & minorer |1.0 — (B1ug + - - - + Bquq)|. La présence de ce facteur G, con-
trebalance 'influence négative des dérivations sur les coefficients §; de la maniere
suivante. Dériver, a 'ordre T, le long de 'hyperplan zg = 8121+ - - - + B4z4, la fonc-
tion P oexp g, «u) (ot P est un polynéme multihomogene), au point 0, équivaut a
dériver Fy (z) :== P(61z1+- - -+ Bazd, exp(z1e1+- - -+ 2z4e4)) (la notation ici se veut
plus suggestive que rigoureuse) dans toutes les directions a%i (t=1,...,d),etcela
fait apparaitre, dans les coefficients de Taylor de Fyy d’ordre T', une dépendance
polynomiale en les 3; de degré majoré par min {degy P, T} (au lieu de T seule-
ment). Dans ce texte, cette astuce a été intégrée dans le choix des données de départ
(voir équation (H)). Ce n’est pas une restriction car il suffit de modifier ug (par ex-
emple, ug = 0 pour une forme homogene) pour recouvrir tous les cas possibles.
Cette transformation de la forme linéaire et du logarithme considérés, qu’il est de
coutume de désigner sous Pappellation jj réduction de N. Hirata-Kohno ¢/ (il en
existe plusieurs variantes), s’avere cruciale dans la suite. Le lecteur intéressé par
plus de détails pourra consulter le chapitre 4 de [@]

C’est pourquoi, sans perte de généralités, nous supposerons que les deux condi-
tions suivantes sont satisfaites.

i) Aucun des espaces tangents tg, n’est inclus dans W (i.e. que la famille des
B; correspondant aux variables de tg, n'est pas réduite a {0}).

ii) Max{|uol, |Bmli<m<a} = 1. En effet, si on note ¢ un élément de {ug} U
{Bm }1<m<d, de valeur absolue maximale, alors

Dh(ug) + Dh(W) > log|t| > —Dh(uo) — Dh(W)
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et il est donc équivalent de minorer log|A] et

d
o _ Brm
; Z(;).um

m=1

log

La premiere hypothese permet d’assurer que les entiers D;, 1 < ¢ < n, construits
au paragraphe suivant, ne sont pas nuls (voir détails p. @) La seconde hypothese
est utile (uniquement) dans le cas périodique pour lextrapolation analytique.

6.2. Choix des parameétres. Soient Cp un réel positif et £ > e. Au cours de
la démonstration, nous dirons souvent qu’'une inégalité est vraie jj pour Cj assez
grand ;. Cela signifie qu’il existe une constante ne dépendant que de (G, P, e, d)
telle que si Cy est supérieur a cette constante alors 'inégalité est vraie. Dans le
contexte, la constante en question sera facile & calculer (voir commentaires du § @)
et, comme la preuve ne fait apparaitre qu'un nombre fini de telles constantes, le
réel Cy peut étre choisi comme le maximum de ces constantes.
Définissons
S:=[Coa] , So:=[Cia] .

On pourra noter que DlogS < SlogFE pour Cy assez grand. Pour définir les
parametres suivants, nous aurons a distinguer le cas général du cas particulier ou
H?Zl G est une variété semi-abélienne et ug # 0. Rappelons que p := expPa,, (C) (u)
et posons :

4d—1 card(T'p(5))

Up :=max {C’O (Slog B)1 (Dh(W) + Dh(uo) + Slog E)

(16)

n 6]’
. )P
<11 (st088+_max | (DhGp)}+ (ESwl))
CoD(

h(§1: -+ :&p) +log(D))} ,
Tesp.

S

Ué = max {ngil W

2
(Dh(W) + ogsrgn(%)ins{Dh(suo)} + Cq log E)

(17) log E D _ E e )
<IT (S0 e (DHGsp)}+ (STl )

CoD(h(&1 : -+ : €p) +log(D)) .

Le réel Uy (resp. Uy) est comparable, & une fonction polynomiale de Cy pres, a la
mesure du théoreme B.1] (resp. théoreme B.9). Pour ne pas alourdir la démonstration,
nous ne traiterons que le cas général avec Uy. Il va de soi que si nous sommes
dans le cas particulier ou ug # 0 et H?Zl G, est une variété abélienne alors Uy
doit étre remplacé par U} (et de méme pour les parametres définis ci-apres). Nous
insistons sur le fait que la légere amélioration de la mesure d’indépendance dans le
cas particulier semi-abélien n’a été rendue possible que grace a la condition (plus
faible) exigée par le lemme de zéros (voir démonstration du corollaire [5.19).
Notons alors

T .= C;)IUO Tes j:' = C;)IU(/)
~ SlogE Pt T Slog E
~ T
To = —
0 COQ 5
- U

DO =

Dh(W) + Dh(ug) + Slog E ’

Us

2
Dh(W) + ogsrgn(?ﬁl)s{Dh(suo)} + C¢log B

resp. 150 =
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et, pour j € {1, ..., n},
D, = Uo
77 Slog E D ; ES|uj|)ri
Slogb+ _max = {Dh(sp;)}+ (ES|usl)"
- Ul
resp. D; := : ARV
Slogk + | max = {Dh(sp)} + (ESuyl)"

Afin de simplifier la présentation de la majoration du degré du sous-groupe ob-

structeur donnée au § @, nous supposerons que les nombres réels Dy, ..., D,
sont rangés en ordre décroissant, i.e.

P1
o 208y st PREPL} (B8l

> P2
(18) > Ogsrsngﬁl)s{Dh(sm)} + (ES]|luzl])

> ...

On notera que les inégalités suivantes (qui nous seront utiles & chaque application
du lemme de zéros) sont vérifiées :

[ ] fo Z CO max{ﬁl, ey En}
° TVO > Cy 50 dans le cas général.
° Tvo > Cy g—(‘)’ dans le cas ot ug # 0 et H?:1 G est une variété semi-abélienne.

Remarque 6.1. Ces parametres ont été choisis de maniere a satisfaire un systeme
de contraintes qui apparait lorsqu’on effectue la démonstration avec des parametres
libres. Une fois ce systéeme établi, il s’agit de résoudre un probléme d’optimisation
sous contraintes (non linéaire). Nous pensons que ce choix est le meilleur possible.
Nous renvoyons le lecteur a ’annexe A de [@] pour une justification précise de cette
affirmation.

Soit # € R*. Notons également D¥ := 2D;, D; := [D¥], T := [T] et Ty := [Tp).
La proposition suivante, qui détermine le choix de z, s’énonce en fonction de la
partie homogene de plus haut degré du polynéme de Hilbert-Samuel d’une sous-
variété V de PNo x ... x PN» polynéme que nous notons J# (voir la fin du § EI)
Nous n’aurons besoin que de propriétés immédiates de 57 (liées & sa structure de
polynéme homogene) sauf au § @, ou l'interprétation géométrique (en terme de
degrés partiels de V') de ses coeflicients nous sera utile. Ce type de proposition, qui
existe sous plusieurs formes légerement différentes, est devenue classique depuis les
travaux de P. PHILIPPON & M. WALDSCHMIDT (voir proposition 5.12 de [23]).

Proposition 6.2. I existe un réel x €]0,1] tel que les conditions suivantes soient
vérifiées.
(i) Pour tout sous-groupe algébrique connexe G’ de G de codimension 1,
dont U'espace tangent a l'origine est inclus dans Uhyperplan W, on a :
I'p(S) + G'(L)
G/(L)
>Co#(G; DY, ..., DY) .

(T)Tl*lxcard( )X%(G';D#7...,Df)

(19)

(ii) 1l existe au moins un sous-groupe algébrique algébrique connexe G qui
réalise Uégalité dans ([L9).

Fixons G et notons d (resp. ) sa dimension (resp. sa codimension dans G).

Démonstration. Bien que la démonstration soit classique depuis [@], nous repro-
duisons la preuve afin de simplifier la vérification des théoremes.
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Soit G’ un sous-groupe algébrique connexe de Gy, ; définissons

nN._ (T et car FP(S) +G/(L) %(G/§ l~)07 ) ﬁ”)
(20) AGY) = (T> d( G'(L) ) Co#(G; Do, ..., Dn)

et B(G') := A(G")Y/"" max {1, A(G’)}%. Comme nous avons

(degy G')  max {5605;"} > #(G'; Do, ..., D)
0<if, <5y
Qg4 tin=d’
et
H(G'; Dy, ..., Dy) > (degy G')  min {f)go ...5;’;}
0<iy, <6y,
ig+-Fin=d’

on en déduit

oo [P e a2
’ T “~TAG@) TS+l T

Ainsi, & degré (de G’) fixé, la quantité A(G’) (et donc aussi B(G')) ne prend qu’un
nombre fini de valeur et lorsque degg G’ s’accroit indéfiniment, il en est de méme de
A(G'). Ces observations justifient Iexistence d'un sous-groupe connexe G de Gy,
tel que B(G) soit minimal parmi tous les G’ d’espace tangent (A I'origine) inclus
dans W. Posons alors z := B (é) (clairement non nul).

Montrons que r < 1.

Le choix des parametres permet de calculer

T)% card I'p(S
A({0}) e ((de)gq) Q) %go (, ,?)ﬁgﬁ
1
:degq) G

et, done, 1 > A({0}), ce qui implique
v= min {B(G)} < B{0}) = A({ONY ) <1

tar CW

Montrons que 'inégalité (1Y) est vérifiée :
Posons

~ / ; ) #
Reo :(T)T_lcard(rp(S)JrG(L)) H(G'; DY, ..., DF)

G'(L) Co#(G; DF, ..., DF)

On aA(G’) :ZL'T/NG/.
. SiA(G’)Zl,onaNG/Z#ZL
e SiA(G') <1,onaB(G)=AG)Y" >z, donc (Ng )" & >z, i.e. Rg > 1.

En remplagant les inégalités par des égalités (x = B(G) et nécessairement A(G) < 1
sinon x = A(G) ce qui contredit 2 < 1), on obtient Rg = 1. O O

Tout au long de la démonstration, nous aurons a tenir compte du sous-groupe
G introduit dans cette proposition. Nous montrerons plus loin (corollaire ) que
le choix de & permet d’assurer qu’aucun des entiers Dy, ..., D, n’est nul.

Définition 6.3. Nous dirons que nous sommes dans le cas périodique s’il existe
s€{l,...,2(d+1)S} tel que su € Qg(c) +t&(C), et dans le cas non-périodique
si un tel entier s n’existe pas.

Le cas non-périodique se prétera a une extrapolation sur les points et nous poserons

(21) T::{@,s)eNde; |§|§2(d+1)Tet()§s<So} .
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Dans le cas périodique, nous extrapolerons sur les dérivées et nous poserons
(22) T.= {(;,s) ENYXN; [t| <2d+ )T, ta<Toet 0< s < 2(d+1)s} .
Le cardinal de T résulte du calcul élémentaire suivant.

Lemme 6.4. Sin, A, B sont des entiers naturels non nuls alors le cardinal de
l’ensemble
{(z1, ..., zn) €EN"; 2, <A et 1+ - +z, <A+ B}

A+5+n) _ (BflJrn) )

est €gal a ( n

Nous en déduisons alors que

cardY = (2(d + 1d)T + d) x So

dans le cas non-périodique et

cordY = (2(d+ )5 — 1) x [(2(d+ Z)Ter) - (2(d+1)TdTo+d+1> H]
dans le cas périodique. En réalité, nous aurons seulement besoin de la majoration

(assez grossiére)
(23) wi=cardY <2(d+1)S(2(d+ 1)T + 1)d < c14ST? < ec15Yo

Les dérivées que nous considérerons seront toutes dans la direction de 'hyperplan
W. Cependant, dans le cas périodique, nous choisirons une direction privilégiée
(transcendante), selon laquelle nous extrapolerons.

6.3. Choix de bases pour I’hyperplan W. Dans ce paragraphe, nous fixons une
base orthonormée de '’hyperplan W, utile pour I'extrapolation jj selon les dérivées j,
dans le cas périodique.

e Par définition, dans la base (e, ..., eq) de tg, 'hyperplan W a pour équation
2o = Piz1+ -+ Bazq. La famille {€; = e; + Bieo}, ;4 constitue donc une base €
de W. o

e L’isomorphisme (21, ..., zqg) — 2161 + -+ + z4€q, entre C? et W @ C (le
produit tensoriel, ici, est relatif au plongement initial oy de L dans C), munit
W ® C d’une (unique) structure hermitienne, héritée du produit scalaire canon-
ique sur C%. Nous noterons |.| la norme ainsi obtenue’ sur W, et nous poserons
e := (e}, ..., ;) une base orthonormée de W pour ce produit scalaire, telle que

(ef, ..., 6:;) soit également une base orthonormée de t&(C). Nous supposerons de
plus que (e§+1’ ..., €})) est ordonnée de telle fagon que si W := ui€y + -+ + uqéq
s’écrit wie] + - - - + wqel; dans la base €', alors

|wal :max{|w,'|; d+1<i< d} .
Comme les bases € et € de W sont orthonormées pour le méme produit hermitien

sur W ® C, les matrices de passages entre elles sont unitaires. On notera également
que u —w = A.eg et donc ||lu—wl = [A].

6.4. Le cas périodique : compléments. Grace au résultat principal de [ﬂ], nous
obtenons la

Proposition 6.5. Il existe une constante ci6, ne dépendant que de (G, ®,e), telle

que, siw € Qg(c) \ QG(C)’ on ait

1
d(w, tg(C)) = m

ou7: G(C) = G1(C) x -+ x G, (C) est la projection canonique.

"Dans le contexte, il ne devrait pas y avoir de confusion avec une jj simple j; valeur absolue.
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Démonstration. Comme Qg, ¢y = {0}, on a w = 7'(w) ol 7" est la projection de
ta(C) sur tg,()x...xG,(c)- Donc d(w, tg(C)) = d(n'(w), tg(C)). De plus, l'in-
clusion G C G, x 7(G) implique tg C te, @t g donc d(7'(w), tg(C)) >
d(7' (w), tw(é)((C)). D’apres le corollaire 2 de [, on a

1

d(n'(w), t_ & (C)) > —————————— |
(7' (@), &) (C)) c16 degg T(G)

ce qui conclut la démonstration. O (I

Des propriétés supplémentaires du groupe é, introduit au § @, seront obtenues
a ’aide de cette proposition. Mais auparavant nous voulons majorer le degré de

m(G).

6.5. Majoration de degg, 7(G).
Proposition 6.6. Soit 5 le polyndme multi-homogéne (de Hilbert-Samuel) de G.
Alors on a

H(G; mo, ..., an) > (degq, ﬂ'(é)) min {z;, -z}

oti d = dim G et le minimum porte sur les J—uplets (i1y « v ey ig) vérifiant 1 < iy <
- <z <n et chaque iy apparaissant au plus 6;, fois.

Remarque 6.7. L’hypothése tg C W implique dim W(é) = d car la surjection
G — 7(G) donne dim7(G) < dim G, et si cette inégalité était stricte, I'inclusion
G C G x 7(G) entrainerait teg = tgyxn(@) = tGo © lyq) et donc tg, S W ce
qui est faux.

Démonstration. C’est immédiat d’apres 'interprétation géométrique des coefficients

du polynéme de Hilbert-Samuel (voir [23, B4)). O O
Lemme 6.8. Soit m le plus grand entier de {1, ..., n} tel que d1++- -+ 0m—1 < d.
Posons ¢!, :=d — 01 — -+ — dyp—1. Alors, le degré degg, w(G) est majoré par
CA2 (dog, G) card(l'p(a)) {17 Dh(& -+~ :€p) + Dlog(D)}
(alog E)d U

m—1 5
x log & Dh E e
(24) 41;[1 (a og v + Ogs;&i)i)cga{ (spe)} + (Ealluel|) )

sl
x | alog E + max {Dh(spm)} + (Ea||um||)pm)

0<s<(d+1)Ca

/N

Remarques :
O Cette inégalité précise la majoration (E) du théoreme en montrant 1’o-
rigine des entiers j1, ..., jm via 'hypothese (B), p.

0 En réalité, pour la démonstration du théoreme @, nous utiliserons plus
couramment la majoration plus faible :

(25) degg m(G)
< C3% (D + Dh(p1) + -+ + Dh(pn) + El[us|| + - - - + E|jun)**

car c’est le logarithme de degg, 7(G) qui apparaitra.
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du lemme [6.8. La proposition .4 et la définition de G entrainent

Co A (G; D¥, ..., D¥)
(f)‘r“—lcard (%‘;‘?(L)) - H#(G; DY, ..., DY)
S degg, 7(G) 1
degy G D#max{D;f “‘Dﬁ,l}
_degg 7(G) 1

degy G D#(D;f)&n (Dfﬂ)ém“(pz#)ém—&;n

ou m est 'entier défini dans I’énoncé du lemme. Il s’ensuit

- ~ Don ... DO
(26) degy, m(G) < Cp (degy G) Do % ,

ce qui, en remplagant les parametres par leur valeur, implique le résultat voulu. La
seconde remarque qui suit le lemme est claire. Le point important (pour I'inégalité (@)
du théoreme mais, aussi, et surtout, pour le théoreme @) est que la majoration

de degg 7(G) soit indépendante de h(W). O O

Corollaire 6.9. Dans le cas périodique, supposonsu & tg(C). Alors, pour Cy assez
grand, la distance d(u, t&(C)) est minorée par :

C ' (D + D(h(p1) + -+ h(pn)) + Bl | + -+ Blfun ) 7.

Et, toujours dans le cas périodique, supposons maintenant que
1

(27) A < Sd(u, 15(©) -
Alors w € t&(C) et t&(C) C W @ C. En particulier wq # 0.
Remarque 6.10. Notons que I’hypothese (@) implique que u ¢ t&(C).
Démonstration. Soit so € {1, ..., 2(d+1)S} minimal tel que sou € Qg (c)+1tg(C).
On a donc s¢ < 2(d+1) card (%) Comme sou & Qg ¢ (sinonu € t&(C)),
la proposition @ et la majoration (E) impliquent 'inégalité voulue.

Par ailleurs, si w appartenait a tg (C), nous aurions |A| = |[u—w/| > d(u, t5(C))
ce qui contredit ’hypothese (7). Comme w € (W®C)\t&(C),onatg(C) C WaC,
et par définition de wy (§ p.3), on a wg # 0. O O

Remarque 6.11. Nous avons supposé u ¢ tg (C) alors qu'il serait plus jj naturel ¢,
de se contenter de u ¢ W ® C. Mais, si ’hypothese du corollaire @ est fausse, nous
disposons d’une précision supplémentaire sur u, qui constitue la premiere partie du
théoréeme @ (autrement dit, le théoréme du sous-groupe analytique de Wiistholz).

6.6. Nouvelle base pour W ® C. Dans le cas périodique, nous posons

f:= (6,17 R 621—17 W)
(¢’ est la base orthonormée définie au § [p.9). C’est une base de W ® C car wy #
0. Pour unifier les notations, nous noterons également f := e’ dans le cas non-

périodique.
Lemme 6.12 (Lemme 4.16 de [[[9]). Pour tout = € W, on a |z| < |z|| <
(Vd+1)|z|.
Démonstration. Soit € W. On écrit
T ==x1€1 + -+ x4€q
= (B1x1 4 -+ Baza)eo +x1€1 + -+ + g9

On aalors [z]? = |21 + - +[zg|? et [|2]|* = [z1]* + - + |zal® + [Brz1 + -+ + Bazal?.
Donc |z| < ||z|| résulte des définitions et ||z|| < (v/d + 1)|z| vient du fait que les 8; sont de module
< 1, et de 'inégalité de Cauchy-Schwarz. O Il
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En procédant comme N. HIRATA-KOHNO dans [E] (pp. 418 — 419), nous en
déduisons alors la

Proposition 6.13 (Variante de la proposition 4.17 de E] . Dans le cas périodique,

)
supposons que le nombre |A| soit strictement inférieur @ $d(u, tg(C)). Alors on a

jwa] > M—indm t&(C)) .

Démonstration. Posons x := wiey + -+ wgel. Clest un élément de t5(C) et w —a =

W€,y -+ waeh. Done [w—x| < (Vd — d)jwa| < (VAF 1)wal car [wa| = max [,

Alors ||w —z|| < (d41)|wq| en vertu du lemme , puis Jlu—z| —|[w—u| < (dji—li)|wd|7

ce qui implique d(u, tg(C)) —|A| < (d+1)|wq|. L’hypothese permet de conclure. [ [
Du corollaire @ et de la proposition , nous déduisons le

Corollaire 6.14. Sous les hypothéses du corollaire @, la valeur absolue de wq est
minorée par

Co ™ (D + D(h(p1) + -+ + h(pn)) + Ellws || + - + Eljua )"
6.7. Changement de bases de dérivations. L’objectif de ce paragraphe est de

comparer les dérivées le long de W d’une fonction analytique, lorsqu’on change la
base de W ® C, et de préciser le résultat dans les cas périodique et non-périodique.

Siv=(v1, ..., v,) est un élément de C™, nous désignons par Dy la dérivation
0 1o}
Dy = 01— 4o 4 vy ——
vl 821 + tv 3zn
Si nous considérons t € N9 et e = {eq, ..., 4} une famille d’éléments de C", nous

notons

DL =D .- D .
Comme dans les articles [[IJ, [L4], nous travaillerons dans la suite avec des dérivées
divisées. Nous aurons besoin de la variante suivante du lemme 3.1 de [@], qui ne
comportait pas de factorielles.

Lemme 6.15 (Variante du lemme 3.1 de [RF]). Soient (a; ;) 1<i<n des nombres
1<5<m

complexes, fi, ..., fm, z des vecteurs de C¥1, et © une fonction analytique com-
.. m
pleze au voisinage de z. Posons e; = > . a;;f; et A= 37, ;|ai;[. Alors, pour

tout entier naturel T', on a

Déi .. -Déz
{\7ﬂ o(2)

max
t|=T

} < AT x max
|h|=T

h hom
{’Dﬁl )
h!

Démonstration. La démonstration consiste & développer %D:! - Dir en utilisant

la formule du multinéme :

1
Dl Dl (z) =

3 11 (2iy)"7 phratetten L phimtttnmgl Ly
(ti;)! i fm

ti 1ttty m =t 4,7
1<i<n

Le lemme se déduit alors des majorations

I s+ -+t ) < O tiy)!
=1 i

et

tij ]
2 {(H |a<i£f|j>! ) - (th')!} < (Z |3¢,j|> .

ti1ttt m=t; )
(I (I
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Grace & ce lemme appliqué aux bases f et € de W construites précédemment,
nous obtenons la

Proposition 6.16. Soit © une fonction analytique au voisinage d’un point z €
CH1, Soit m un entier naturel.
e Dans le cas non-périodique :

1 1 1 - 1
(28) = é?sa?i{ﬂ ’Dé@(z)’} < maX{E ’Dﬁ@(z)’} <dm? max{ﬂ ]Dé@(Z)]}

T tI<m [t]<m

e Dans le cas périodique :

1 m 14 |wi] 4+ + Jwa—1| ™ 1
(29) max{E‘Dé@(z)‘}gd /2 (d+ w1 |wa 1|) maX{E‘D%@(z)‘}

tI<m |wal It|<m

et
(30) max{% ’D%@(z)‘} <d™?(d+ |[ul)™ ‘n‘lgx{t—ll ‘Dé@(z)‘} .
L. t|<m | L:

[t]<m

Remarque 6.17. Dans le cas périodique, on a :

1+ w4+ Jwa—1]
|wal

Va | 1+4d|u]
<2(d+1) (7*@)

< C3* (D + Dh(p1) + -+ + Dh(pn) + Eljws|| + - - - + E|u,|))**

pour Cj assez grand. C’est cette inégalité qui requiert un majorant de degw(G)
indépendant de h(W), sans quoi I'inégalité ?@) réintroduirait un terme en

T x log(d’une fonction de h(W)) .
La derniere inégalité résulte directement du corollaire @ Pour la premiere, on écrit

1+ wi| + -+ Jwar| <14 d"?|w]|

<1+d'7|wl|
< 1+ d"?(ul| +]A])
<

1
1 a7 (ull + a(u. 16(©)
et on utilise la minoration |wgq| > md(u, t&(C)) (proposition [p.13).

6.8. Rang du systéme linéaire. Soit P un polynéme multihomogene de P (=
PNo x ... x PNn), & coefficients dans L, de multidegré D := (Dy, ..., D) (les
entiers D; sont ceux définis au § @) et qui ne s’annule pas identiquement sur G.
L’application ® = (P, ..., ®,), définie p. @, est une application holomorphe de
tg(C) dans CXi=o (Ni+1) - hosons
F:=Pod.

Nous nous intéressons au rang du systeme linéaire — ou les coordonnées des coef-
ficients de P dans la base de L sont, ici, vus comme des inconnues — défini par les
conditions d’annulation suivantes :

(31) V(ts) €Y, DiF(su)=0.

Soit Ec := (C[P]/Z(G))p I'ensemble des polynomes P, comme ci-dessus, a coeffi-
cients complexes (Z(G) est I'idéal annulateur de G(C) dans C[P]). L’ensemble des
classes des monémes X2 de C[P|p (polynémes multihomogenes de multidegrés D &

coefficients complexes) forme une famille génératrice de Ec. Soit B une famille de
tels monomes dont les classes forment une base de E¢. Le polynéome P peut s’écrire

Do axi&iX*
A,
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ot ay; € Q et X* € B. Les inconnues du systéme (BI) seront les ay ;, qui sont
au nombre de v := Ddim E¢. On peut noter que E¢ # {0}, i.e. (Do, ..., Dy) #
(0, ..., 0) comme on le voit aisément & partir de la minoration > A(G) déduite
de la définition de z (p. [L7).

Lemme 6.18. Soit p le rang du systéme @) Il existe une constante ci7, ne
dépendant que de (G, ®,e), telle que
o< CCE%(G; D), ..., D) et v>ciDA(G; Dy, ..., D)
0

ou D} :=max {1, D;}.

Démonstration. Cest le lemme 4.20 de [[L], et aussi la scolie 6.13 de [RJ]. Le choix
de Sy (resp. Tp) joue un role important dans cette preuve pour le cas non-périodique

(resp. périodique). O O
Corollaire 6.19. Les entiers D; sont tous non nuls, i.e. D} = D,.

Démonstration. Supposons que, pour un indice ¢ € {0,...,n}, Uentier D; soit nul.
D’apres le lemme , le nombre d’inconnues v du systéme () est strictement

supérieur au rang de ce systeme. Donc il existe un polynéme P, non identiquement
nul sur G, multihomogeéne de multidegré D, solution de (@) En particulier P
s’annule & lordre Tp en les points su (0 < s < Sy — 1) le long de W. Par ailleurs,
comme tg, € W, considérons z € tg, \ W. L’indépendance de la fonction F vis-a-
vis des variables relatives & tg, (c’est ’hypothése D; = 0) implique que F s’annule
a un ordre infini le long de la droite engendrée par z. Ainsi F' s’annule a ordre Ty
en les points su (0 < s < Sy — 1) le long de (W @ C) @ C.x = tg(C). D’apres le
lemme de zéros de P. PHILIPPON [@], il existe un sous-groupe connexe et propre
G’ de G tel que

) #(G'; Dy, ...,D,)card
(32) A 0 ) G M)

<18 (G; D)y,..., D).
Dans le cas général, nous en déduisons
Ty #(G'; D), ..., D\) < c1s#(G; D), ..., Dh) ,
(Pentier 7 = codimg G’ est non nul car G’ C G) ce qui contredit I'inégalité
To > Comax {1, Do, ..., Dyp} .

Dans le cas particulier ou ug # 0 et H?Zl G est une variété semi-abélienne, nous
pouvons étre plus précis. En effet, dans ce cas, le sous-groupe G’ s’écrit Gj x G”
ot Gj) = {0} ou G,, et ot G” est un sous-groupe algébrique (connexe) de H?Zl G;.
Si G, = {0} alors, comme ug # 0, on a nécessairement

Io(| 52 ]) + G/(L)

card G'(L) -

So—1
d+1

} +1
et #(G'; D)), ..., D) =(G"; D}, ..., D). L’inégalité (BJ) devient alors

[ So—1 "
Ty (d0+1)§619D6max{D§,...,D;} !

ce qui contredit

D
TO 2 C’omax{L S—07 Dl, ey Dn}
0

pour Cy assez grand.
Si G}, = G, alors

H(G'; Djy, ..., Dyy) = Dy #(G"; DS, ..., D)
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et dim G” = dim G’ — 1 = d — ' donc I'inégalité (BJ) implique

15 A#(G"; DS, ..., D) < ca0#([] Gys DL, ..., Dy)

j=1
ce qui contredit Ty > Cp max {1, Dy, ..., D,}. O O

Remarque 6.20. La non-nullité des entiers D; sera utilisée implicitement au début
de la démonstration du lemme - . ). Cependant, P. PHILIPPON et M. WALD-
SCHMIDT ont montré dans [2§] qu'il n’était pas absolument nécessaire de travailler
avec des parametres D; non nuls (un seul doit étre non nul pour que les estimations
du rang p (lemme [p.1§) soient non triviales). Ce n’est véritablement que dans le cas
ou W est de codimension > 1 (jj approximations simultanées j;) que leur remarque
prend toute son importance, puisque, méme sous des hypotheses jj raisonnables ;;
(du type de celles du § @), il n’est pas assuré que tous les D; soient non nuls.
Cependant, méme dans ce cas de figure, la démonstration peut s’adapter et per-
mettre de conclure (voir [E, ] pour une mise en situation jj concrete j; de cette
remarque).

6.9. Construction de la fonction auxiliaire. Nous utiliserons le jj classique j, :

Lemme 6.21 (de Thue-Siegel). Soit (u;;)1<i<v € M, ,(C), de rang < p. Soient
1<j<p

0, m, p des réels positifs vérifiant

2p
20’ P 1) < e § <
< e + <e” et max w5 e”

Alors, il existe (a1, ..., a,) € Z¥ \ {0} tel que
} -’ .

E Ui, 54

La démonstration de ce résultat est effectuée dans [ (pp. 301 — 303). Les
notations v et p (a priori |j muettes ;) ont été choisies de fagon cohérente avec
celles des paragraphes et

Le lemme technique qui suit — majoration d’un coefficient de Taylor — est une

conséquence des formules de Cauchy. Le terme jj remarquable ;; du majorant de ce
min (Do,[t])

<
e {lad < m{

coefficient de Taylor est ¢, ; Vexposant min (Dy, |t|) provient simplement
du fait que la dérivée [[*™¢ d’un mondome de degré Dy est nulle si [t| > D.

Lemme 6.22. Soient H un nombre réel > e, Dgy, ..., D, € N et £ € N*. Soit
X 1= (Xi)ie{1,..0}y € (t(;((C))e ; les coordonnées de x; sont (¥ ;)jeqo,....ay dans la
base e de tg(C). Soient t € N¥ et z = zpeg + -+ + zqeq € tg(C) . Soit P un
polyndme multihomogéne de multidegré (Dy, ..., Dy) dont la somme des modules

des coefficients est < H. Rappelons que F désigne la fonction P o ®. Considérons
S0, S1 vérifiant :

Go > max {1, [z10], ..., |Teo|l} et <1 > 1121?<XZ{1, |51} -

1<5<d

1l existe une constante co1, ne dépendant que de (G, ®,e), telle que :

1 min s
PEF@| <@ (e ) (1 o)™
(59 .
<exp { > D0+ |p;-<z>|>f’f}
j=1

ou p’; désigne la projection ta(C) — ta,(C).
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Démonstration. On développe :
1
ED,%F(z)
e (D gwiys)"
L Een)
i=1 v

(I:TJ,]) d 5 tl,h+"’+tl,hF
a 2 II (ti4)! I (3271) =
ti 0ttty g=t; i »J h=0

1<i<¢

a a 5 \t1,nttten
i t et ) z
z;l’vj « (t1,n + +to,n) % H (a h) F(z) %
2 IIIJ 7 hI:IO tinlten! iz (tin -+ ten)!

ti,0t ot g=t

Dans le membre de droite ci-dessus, nous pouvons restreindre la somme a ¢; 9 +
-+ +1tp0 < Do car F est polynomiale en zg de degré au plus Dy. Nous en déduisons
la majoration :

d
1. min (Do, |t])  _|t| (t1,n + -+ ten)!
PR << a2 T E
= tio oty a=ti h=0 ’ :
1<i<t
x L prr(z)
max —LUg VA .
lzi=iz | |z!°

Comme H'ZZO i+ +tep) < (Z” ti,j)! = (|t])!, on a

Z ﬁ (tl,h+"'+tl,h)! < {e(d_,'_l)}\ﬁ

finl - ton!
b0t Tiga=ts heo LR TR

1<i</
et donc
1 min 1 T
) |3PRr@)| < (eia+ ) x o {| Z02r )|}
D’apres 'inégalité de Cauchy, si nous posons
p g Ys p
Zgo = ei00€0 + -+ ewded s
on a
1, -
—DsF(z)| < sup {|F(z+2)[}
T 6;€[0,2n]
(35) <H x (14 |2])"
+D.(1 # )P
X sup exp { ¢ D;(1+ ||p;(z + z0)ll;)" }
oelo,2x]d+1 | 254

(¢f. inégalité (L3), p. ().

Alors, comme 1+ ||p;(z + z¢)|; < 1+ ||p;(z|; + 1/9;, nous obtenons

1 ., . .
—DZF(2)| < H(1+ |20)” [[ exp {c/ D; (1 + Ips (=), + v/;) | -
T i
Ce qui, via 'inégalité (B4), donne le résultat voulu. O O

Remarque 6.23. Au vu de la démonstration, il apparait clairement que 1’on peut
améliorer substantiellement cette majoration en considérant le vecteur roeowy +
oo rgeiwg au lieu de zg = e%wgy + - - - + e®awy et en ajustant (1o, ..., r4) pour
minimiser le membre de droite de @) De cette maniere, il est possible de faire
apparaitre (dans le majorant de 4|DLF(z)|) un facteur de la forme

(. Do+ D\
min I,T .
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Mais, outre les complications inhérentes a cette optimisation, il est décevant de
constater que, dans le cadre de notre étude, ce raffinement est inexploitable et
dénué d’intérét (sauf si on cherche & optimiser la constante dépendant de G), car
le terme ainsi amélioré sera jj négligeable ;; devant d’autres termes.

Proposition 6.24. Pour Cy assez grand, il existe un polynome multihomogene P
de L[P], de multidegré (Dy, ..., Dy), ne s’annulant pas identiquement sur G, tel
que :

e Les coefficients de P appartiennent a Z.&1 ® - ® Z.Ep .
e La hauteur h(P) du polynéme P est majorée par :

172 Uo
CO/E~

e Fn posant F = P o ® comme précédemment :

max {’lDfF(su)‘} < e~ ColYo

@t oer | |2
Démonstration. On écrit, a priori, P =Y, ,ax ;& X2 ot ay; € Z et X2 € B (cf.
§ b.g). Pour (¢, s) € T, posons

1 A
U, i)(t,5) = &i 5171%(‘1’*)(811) :
On notera py := ), ay, & et p le cardinal de Y. La matrice
(ua i) o € My, u(C)

est de rang p (par définition de p (lemme [p.1§)). Considérons

s = (d+1)"*max {1, |A], ..., |Ba]} = (d+1)"/?
(car |B;] < 1, voir p. [14) et
1 dans le cas non-périodique,
g =
! 1+ |lul] dans le cas périodique.

Appliquons le lemme au monéme X2, & la base x := f, et au vecteur z := su :

1% (32) (o)

i (d+ 1)min{Doy\£\}/2 ~ dﬁ\ x {(d+ 1)(d+2)}\z\

IA

x (14 slluo ) exp{czzZDj (1 +s|uj|>ﬂf}

j=1
cZy x (14 S|Juo|)P° x 23 == Di+Slus )™

< eC24 Uo .

IN

Ainsi, il existe une constante cg5, ne dépendant que de (G, @, e), telle que :

1 A . c25U
@I’I;f)ié(’r XA: ‘EDf (<I> ) (su)‘ < H(G; Do, ..., Dyp)e®™°
< 62025U0
car (G Dy, ..., D,) < (degy G)UST! < e pour Cj assez grand. Comme
D
S I < Dmax {leil,. ., [€nl}
i=1
<Dx 6Dh(511"'1€D)
< et
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nous en déduisons une majoration de :

D
(; |§z|> X (;I,Il?é{r z/\: ’%Dﬁ (@A> (su)’

< 26 Uo

IN

max ¢ Y e o)
(36) (t,s)eT o

Par ailleurs, v > co7r DS (G ; Dy, ..., Dy,) et
Co 1

1
- > X0
P C2s %(G;DQ,HA,Dn)

(lemme et corollaire .19) donc

Pour que la condition (du lemme de Thue-Siegel)
(2M66+m+p + 1)2p S 61/6

soit vérifiée, nous choisissons p := CoUy, m := c30Up et 6 := Cé/ 4 % (voir également
la majoration de p p. B) Ainsi, le lemme de Thue-Siegel permet de construire un
tel polynéme P, de coefficients py = >, ax &, avec ay; € Z non tous nuls et
maxy ; {|ay, |} < e°. Par conséquent :

e Pour une place P ultramétrique :

Ipalp < lglfgﬂﬁﬂm} :

e Pour une place o archimédienne :

[pale < Dmax {lay, |} max {|&]o}

<(De’) max {l&lo} -

Donc
(37) h(P) < log(De’) + h(€1 : -~ : €p) <log D + 03/4 % + % < 03/2 %
pour Cy assez grand. Ce qui clot la démonstration. O O

Tout le travail préparatoire (élimination des éventuels jj mauvais jj sous-groupes
et construction du polynéme auxiliaire) étant effectué, le schéma de démonstration
est le suivant : considérons %D%F(mu) le premier® coefficient de Taylor non nul.
Un tel coefficient existe car, dans le cas contraire, le lemme de zéros de Philippon
entrerait en conflit avec le choix des parametres (voir lemme , p. ) Ce terme
est proportionnel & un élément = € L.

(1) Nous évaluons la norme P-adique de = (§ p.11)).

(2) Nous évaluons la norme o-archimédienne de Z, pour tout plongement o :
L — C (§p.19).

(3) La quantité %D%F(su) est jj petite ;j; pour (j,s) € T (et relativement
a la valeur absolue associée au plongement initial oy de L dans C). Nous

commencons alors un raisonnement par ’absurde et nous supposons que la
distance de u a W est non nulle et plus petite qu’une certaine quantité.

Par extrapolation, nous montrons alors que le terme %D%F(su) reste jj pe-
tit ;¢ pour |j| < (d+ 1)T et s < (d + 1)S. Nous en déduisons alors, par
changement de base, une estimation de t—l!D%F(mu) puis de = (c’est lobjet
du paragraphe suivant). .

8Pour l'ordre lexicographique sur N x N%,
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(4) Nous aurons alors un nombre algébrique = jj petit j;, pour toutes les valeurs
absolues associées aux différentes places de L. La formule du produit impli-
quera la nullité de ce nombre. Ce qui est en contradiction avec la définition
du couple (¢, m). Nous en déduirons alors la minoration idoine de |A|.

6.10. Extrapolation. A partir de maintenant nous commencons un raisonnement
par I’absurde et nous supposons que

(38) |A] < e b0
Voici un lemme préliminaire :

Lemme 6.25. Soit F' la fonction holomorphe associée au polynome construit précédemment.
1l existe une constante cg; > 0, ne dépendant que de (G, ®@,e), telle que, pour tout

couple (t, s) € NI quec |t| < 2(d+ 1)T et s < 2(d+ 1)S, linégalité suivante soit

vérifiée :

1 1 ..
(39) EDI%F(su) - EDI%F(SW) < e~e31CUo

Démonstration. C’est une conséquence de 'inégalité des accroissements finis. Con-
sidérons, pour un couple (¢, s) et un réel z, la fonction

flz) = %DfF(su +xs(w—u)) .

Cette fonction est dérivable sur [0, 1] et donc |f(0) — f(1)| < max |f/(z)]. Or

z€[0,1]
fi(z)= zd: s(w; — u,)aizz (%D%F(su + zs(w — u)))
donc - _
7@ = sl % (PéFGou+asw - w))| -

La majoration (@) découle du lemme appliqué a ¢ := d+ 1, x := (e, f),
t':=(1,1),z:=su+zs(w—u), H:= eCo" Vo ¢ 1= (d+1)Y2 et g := 1+ |[u| (on
a pris 1 dans le cas non-périodique), et de 'inégalité 2(d+ 1)S|A| < 1 (conséquence
de I'hypothese (BJ)). 0 0

La proposition suivante est le ceur de l'extrapolation (analytique) que nous
voulons effectuer. Sa preuve repose sur un lemme de Schwarz approché.

Proposition 6.26. Pour Cy assez grand, pour tout réel E > 1, pour tout (t, s) €
N quec |t| < (d+ 1T et s < (d+1)S, on a linégalité

1
(10) D) < e =000}
Démonstration. Par construction de P, pour tout (¢, s) € T, on a

1
‘ED%F(SW) +

<

1
ED%F (su)

1 1
(41) EDI%F(su) - ED%F(SW)
<e—03200U0

pour une certaine constante cso, ne dépendant que de (G, @, e).
e Dans le cas non-périodique, fixons un d-uplet t = (t1, ..., tq) tel que t;+- - +t4 <
(d+ 1)T et posons

f(z) = %DI%F(ZW) :

e Dans le cas périodique, nous fixons également t = (¢, ..., t4—1, tq) avec |t| <
(d + 1)T mais nous posons
£(z) = 1 D;tl,.“,td,l,o)F(zw) .

ti!-- -tdfl!
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La fonction complexe f ainsi définie est analytique, et les dérivées sont

1 t+7\ j 1 t+j
42 — ™M (z) = =t D; 'F
jeN = =
J1t-Aig=m
ou vy, ..., tog sont les composantes de w dans la base f. Le jj lemme de Schwarz

approché jj, évoqué en préambule de la proposition, qui est au centre du processus

d’extrapolation est le suivant. Notons |f|r = sup {|f(2)|}.
|z|<R

Lemme 6.27 ([B(]). Soient f une fonction analytique dans le disque de centre 0
et de rayon R >4, Sy un entier > 2, r € [S1, R/2] et T1 un entier naturel. Alors

4r 7151 18r 151 1 (m)
[fl2r <2|f|r (E) +5(S—1) X OgiXTl{‘mf (h)’} :

0<h<Sy

O Cas non-périodique
Nous allons appliquer le lemme précédent, pour extrapoler sur les points, avec
ri=(d+1)S/2, R :=2(d+1)SE, Ty := (d+1)T et Sy := Sy. L'égalité [{#2) permet

de majorer
max{’ilf(m)(h)’; 0§m<(d+1)Tet 0§h<30}
m)!

par
1
X max E

)2(d+1)T
(h,s)eY

(d+ 1]+ -+ + |rog|

D%F (sw) ‘

puis, via 'inégalité (1)), par e =330V, De plus, d’apres la proposition (change-
ment de bases de dérivation) et comme 2(d+1)SE|A| < 1 (i.e. R|A| < 1, c’est encore
une conséquence de I'hypothese ()), on a

1 q
|f|R < J3E+DT/2 o max {’mng(zw)‘} < ec34lo
z|=R
\M‘S(‘(HUT =

Le lemme permet alors d’obtenir la majoration annoncée du coefficient de
Taylor ] LDLE(su) ‘ .

O Cas périodique

Dans ce cas, par définition de la base f, qui contient le vecteur w, la formule de
dérivation () se simplifie :

1

(t1, .oy tg—1,m)
ATty i Fzw) .

(43) VmeN, %f“”)(z) =

Par conséquent, la construction de P et le lemme impliquent que le terme

}

est inférieur & e=“3“0%  Nous appliquons le lemme d’interpolation avec R := 4(d +
1)SE, Ty := Ty, r = 51 := (d + 1)S. L’inégalité de Cauchy :

L o(m)
max e S
0<m<Ty {‘m!f (s)
0<s<2(d+1)S

1
’E,f(td)(s) < flarns+1 < | flzearns s

pour s € {0, ..., (d+ 1)S}, et, de nouveau, le lemme permettent d’obtenir la
majoration voulue. (I O

Corollaire 6.28. Pour Cy assez grand, pour tout (t, s) € Nt avec |t| < (d+1)T
et s < (d+1)S, la quantité

%D%F(su)‘ est majorée par exp {—C§/8U0},
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Démonstration. Nous appliquons la proposition de changement de bases de
dérivations. Dans le cas non-périodique, le corollaire est immédiat. Dans le cas
périodique, avec la remarque qui suit la proposition .16, nous avons

log

%DéF(su)’

n 20d
< cssTlog | €237 (D +> (Dh(pi) + E|ui||)>

i=1

1, ¢
log |- DLF
1< ()T Og‘t! of(su)

< Cé/4U0 - Cg/4U0 < ng/SUo pour Co assez grand.
O O

Ce corollaire conclut la partie analytique de la démonstration. Le paragraphe
suivant a trait a la partie arithmétique qui est au centre de ce texte.

6.11. Estimations ultramétriques. Notons My, ¢ I’ensemble des places finies de
L.

Définition 6.29. Soient n et k des entiers naturels non nuls. Nous noterons d(n)
Pentier :
ppem {i1 - -ip; i; €N h<mn, i1+ +ip <k} .

Dans [§], S. BRUILTET a démontré® le
Lemme 6.30. Pour tout n, k € N*, on alogdi(n) < klog(4n).

Lemme 6.31. Parmi les nombres %DéF(mu), avec 0 < [t| < (d+1)T et 0 <m <

(d+1)S, au moins un n’est pas nul.

Démonstration. Si tous ces nombres complexes D%F (mu) étaient nuls, alors (par
définition) P s’annulerait & l'ordre (d 4+ 1)T" le long de W en tous les points su,
s€40,...,(d+1)S} et, d’apres le lemme de zéros de P. PHILIPPON, il existerait
un sous-groupe connexe et propre G’ de G vérifiant I'inégalité

Tp(S) + G/(L)
G'(L)
SCgm}f(G; D()7 ey Dn) .

peodimw (Whtgr) card( ) A(G'; Do, ..., Dy)

La proposition @ exclut le cas ou tgr € W. Le méme argument que celui donné
a la fin de la preuve du corollaire élimine l'autre cas. Donc G’ ne peut pas
exister et le lemme est démontré. (| O

Fixons un couple (m, t) tel que D%F(mu) # 0 et D%F(mu) = 0 pour tout
d-uplet h de longueur < [¢|. Soit (79, ..., ) € {0, ..., No} x --- x {0, ..., Ny}
tel que ‘(p%) (muj)‘ soit non-nul pour 0 < j < n. Si nous regardons F' comme
une section du fibré Og(Dy, ..., Dy), le choix de (19, ..., 7,) correspond au choix
d’une trivialisation de cette section au voisinage de mp.

Lemme 6.32. Le nombre complexe

1 1

(J

ITj=o ((PT]:) (muj)>Dj t!

(44) DLF(mu)

e

est un élément de L.

90n dispose aussi (ibid.) de I'estimation asymptotique % log 0 (n) P 5 %
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Démonstration. En vertu de la formule de Leibniz, le nombre complexe ([i4) est la
dérivée (divisée, le long de W, a 'ordre t, au point mu) de la fonction
F(z)

N ) D;
=0 (‘P%) (Z)>

qui est un polynoéme en ( g)) (voir définition de zbg), p- B) Les formules
7=0,...,n

de dérivations liées aux groupes G; (du type de celle (@), p- B) permettent alors
d’en déduire ce lemme. 0 (|

Le point clef de la démonstration des théoremes @ et @ est le

Lemme 6.33. I existe un ensemble fini 8 de places de L, dont la trace sur K (i.e.
{BNOk ; B € 8}) ne dépend que de (G, P, e), il existe des constantes (¢;)jco,....n}
(co = 1) ne dépendant que de (G, D, e), tels que, pour toute place P & §, l’inégalité
suivante soit vérifiée :

1 1
0 o FD&F(mu)
] J .
[T (5 (muy)) 7 ¢ .
<max {1, |Bilg, ..., |Balp}"° max{[pafy }

(45) y 1 - 1
[61¢ (Do)

) (h h Pn
B % |G @l ), 04 ()|

c;D

) _ I
‘Po_ (muJ)
P (muy)

o) (muy)
. o) (muy)

n
X H max
Jj=0

RY
ot |.|q est la valeur absolue sur Ky définie p. fj.

Démonstration. Nous avons pris le parti de n’utiliser ici que des notions trés élémentaires
de géométrie algébrique. Une preuve plus concise (avec les groupes formels) se
trouve dans [[L6, [17].

Nous allons tout d’abord'? utiliser les formules d’additions sur G- (relatives au
plongement ®) et effectuer une translation pour nous ramener & m = 0. La nullité
des dérivées d’ordre < t de F au point mu implique, en utilisant la formule de
Leibniz,

(46)
1 1

n () By DeF )
Mo (¢ (mu)))
= D4 (Po @) 0z + ) 0)

" AP

- %Dﬁ (Po ((%(sa(h)@), e mun)), - —FE M), " (ﬂwh))> >> (0)

= Th Th h

" 1 1t (0) (n)

- H ><§DE<Q(¢0 s e g ))(O)

h h h Dn !
w0 ALY (967(0), w15 (mun) ) .

0Dans 1a littérature, cette premiere étape porte le nom d’jj astuce d’ANDERSON-BAKER-
COATES (/. Elle vise & dissocier la contribution des dérivations et celle du point mp. Dans un
formalisme géométrique plus adéquat (cf. [@]), elle est implicite et n’apparait plus comme une
ii astuce ;.



32 ERIC GAUDRON

oll, si nous posons Xy, := (Xéh), o X](\;lh)),

Q (Ko, -y Xa) = P (A (X, 35 (muan), -, AL (X, 0 (mun))) onen ) -

Le polynéme @) est homogene en X, de degré c;, D), ot l'on a posé cp, := degx A(()h) (X,Y)
(cela a un sens par définition des polynémes Aéh), p- E) Notons (g») les coefficients

du polynome Q. _

Soit F I’ensemble des coefficients de tous les polynomes A§h) et C,i;)h (ces polyndmes,

définis a la fin du § E, sont en nombre fini). C’est un sous-ensemble fini de K. Pour
toute place ultramétrique P de L, le terme |gx|p est majoré (uniformément en A)
par

n (h) (h) e Dn
(47) max{|pu|p} x H max &(muh) S ﬂ(muh) X |F|Bot+Dn
1 = (h) (h) RY
- h=0 Prh b Th B
ol |F|p := max{1 .
U [Flyp = max{l, [y}
Par ailleurs, pour tout d-uplet h de longueur < [t], le terme D2Qo (1, ..., ¥{)(0)

est nul car cette propriété équivaut, pour tout h de longueur < [¢|, & D%F (mu) =0,
assertion vraie par définition de t. Par conséquent, le terme

775 (@ . vi™) O

(48) 7

est le premier (pour 'ordre lexicographique sur N?*1) coefficient de Taylor a priori
non nul de la fonction holomorphe (au voisinage de 0)

QW ..., i (z1& + - - + za€4)
= Q(1, Bz + -+ + Baza, (), ..., ¥ (2))

ouz=zel+ -+ z4€q.

Nous allons maintenant effectuer un changement de variables (z;); ~ (t;); et
réinterpréter le terme @) comme le coefficient d’une série en les t;. Auparavant,
nous définissons les parametres locaux {g, ..., ty de la maniére suivante. Posons
to:=zpet,pouri € {1,...,n}et he{0,..., 5 —1},

¢ _ SOSJ)A
Sotr b1tk = TGy
®o

(49)

Pour chaque i € {0, ..., n}, au voisinage de la section nulle de G;, le groupe
algébrique G; est une variété affine et, par conséquent, il existe des polynomes
Pl(l), . P](Vl_/), 3 coefficients dans Ok, homogenes en X; tels que Pj(l) (@) =0
(1 < j < NJ). Notons o la Ok-algebre engendrée par I'inverse des coefficients de
tous les polynémes Pj(l) (1 <j<N/0<i<n) Comme G; est non-singulier
(lisse) au voisinage de 0, nous pouvons choisir N} = N; — §; et les polynémes Pj(l)
(1 <j < N/) de telle fagon qu’en appliquant le théoréme des fonctions implicites,
chacune des fonctions @S)/ <p((f), pour h = 0, ..., IN;, soit une série entiere en les

parametres (t50+"'+5i*1+h)0<h<6v 1» & coefficients dans o, i.e.
I x0,—

(50) (¢3”, wg@) € (o[t ..., tg]]) N NnEn
(et, bien sir, (()0) = (1, tp)). En particulier,
(51) QW - ™) = D BatgoHT e

geNd+1

ou 0, est une combinaison linéaire dans o[F] des coefficients gy de Q. De plus 6, =0
si ap > degx, @ = Dy).
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Par ailleurs, on notera que (grace a la normalisation (EI) de la jacobienne, p. [L]),
pour 0 <7 < d, on at; = z; + termes d’ordres > 2 en 21, ..., 24, ce qui implique
que z; = t; + termes d’ordres > 2 en {y, ..., tg. De plus, d’apres I’équation @),
appliquée & chacune des fonctions ¢, on a

dt 1+ % * .. * Aoy
* 14 %
. E ., ) ., ) « X
dta * .. *  14% dza
ou chaque  représente un élément de o[F][ty, ..., t4], qui s’annule en (0, ..., 0)

(0[F] est lalgebre engendrée sur o par les éléments de F). Par conséquent, des
formules d’inversions de Cramer on déduit

d
dz; € h@_ﬂlo[?][[h, ooy tg]ldty .
Ce résultat signifie que, pour i € {1, ..., d}, on a
zZi = Ei(tl, ey td) ou Ei = Z ag)t;” .. -fzd
neNd

est une série formelle (appelée logarithme formel) dont les coefficients ag) sont
une somme de termes de la forme b/m, avec b € o[F] et m est égal & une des
composantes du d-uplet n. Remplagons alors dans ({9) les z; par leur expression
ci-dessus en fonction des t;. Compte tenu de z; = t; + termes d’ordres > 2, on en

déduit que le terme ) est aussi le coefficient de Taylor d’ordre t de la série

(52) N Ba(Bily 4ot Bala)™ € a5

aenNd+1
ap<Dg

Posons v, := Zle ﬂiag ). Alors le coefficient devant th. .. tff de @) est une somme
de termes de la forme :

(53) OaVn, **Tn

Compte tenu de la nature arithmétique des coefficients des ¢;, rappelée ci-dessus,
chacune des quantités (5J) est elle-méme une somme de termes de la forme b’/ (m; ...
ou b’ € o[F] et mq, ..., mq, sont des entiers non nuls, dont la somme est < |n|.
Par conséquent, la quantité

@ °

&EKIDO)QQWﬁl"'Yﬂ

@Q

(pour n; + - -+ +n,, <1, au sens lexicographique) est un polynéme en 31, ..., 34,
a coefficients dans ), gx.0[F], de degré < Dy. Notons 8 l'ensemble des places
ultramétriques P de L telles que o[F] ® OLy # OLg . L'estimation P-adique, pour
B € My, s\ 8, du coefficient de Taylor

1 n
oy SDQM, - ¥5)(0)
est alors immédiate :
1 n
=DEQ, - ¥ ’)(w‘
t! .
1 D
<5y 1, . 0 7
- ‘5\1\(170) . max {1, |51}y |Baly } 7 max{lqalm }

majoration de laquelle se déduit ([iF) via 1'égalité (§) et la majoration (f7]) des
coeflicients g. g g

mag),
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Si P € S, le procédé ci-dessus ne permet pas d’obtenir directement une majora-
tion (méme plus faible) de (@) car on ne connait pas précisément la dépendance
en les éléments de o[F] de ce terme. Dans ce cas, nous disposons cependant d’une
majoration similaire légerement plus faible :

Lemme 6.34. Avec les notations du lemme précédent, il existe une constante csg
ne dépendant que de (G, ®,e), telle que, pour toute place P € 8, on ait :

1 1
n j Dj ¢!
j=0 <<P(rjj) (muj)> - -

< CSTS X maX{L |/61|‘I37 B |/6d|‘13}D0

D%F(mu)

(55)

n
1
X mi’ixﬂpﬂ‘ﬁ} x H (h) ;. (R) (r) o
h=0 ‘Am (%0 (0), ¥r,” (mun)) B
. ¢ Dj
P ) ()

(muy)

Ry

Démonstration. Pour contourner le probleme évoqué en préambule du lemme, nous

allons majorer jj trivialement j, ce coefficient grace a la propriété de différentiabilité

des fonctions <p§-h) / goéh) (cf. § E) Reprenons les notations introduites dans la preuve

précédente. Il existe un polynéme C}; ne dépendant que de G tel que

0 ‘P§h) (0) (n)
(56) D2k <P(()h) = Cj (o "5 -y g ) -

Nous développons

L (H(t> gmi (a )m> (i)’“*"'*’”d
© o<m,<t; \i=1 \"T¥ ' 9z 9zo

Appliquée & Q( (()O), e (()")), la somme se restreint a my + -+ - + mg < Dy car

la fonction Q( (()O), cee wén)) est polynomiale en la variable zg de degré < Dy.
Utilisons récursivement les égalités du type (bd) ; il vient :

DM O <IFET  max{laale}

X max{l, |51|q3, ey |ﬁd|q3}D0 .

1
!
le résultat annoncé, grace au majorant (7). O O

Compte tenu de I’évaluation P-adique de & (une exponentielle de [t]), on obtient

6.12. Estimations archimédiennes.

Lemme 6.35. Avec les notations du lemme , il existe une constante czg ne
dépendant que de (G, ®,e) telle que, pour toute place archimédienne o : L — C,
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on ait
1
- JD F(mu)
[T, (¢4 mu) )
< ez x max {1, [Bilo, .., |Balo}7 x max{|palo}
(57)

n 1
I 2

0 | @(0), 08 ()
(J)( )

X H max
oY) (muy)

Démonstration. C’est exactement la méme démonstration que celle du paragraphe
précédent pour les places P € 8. La constante czg n’est pas tout a fait max, {|F|, }" 2
car, contrairement au cas ultramétrique ou la valeur absolue d’une somme est
majorée par le maximum des termes de la somme, nous devons tenir compte

. c:D
e (muy) | |

J

QO(TJ])( J)

J

g o

de la longueur des polynomes A( et Ck; (notamment dans la majoration de
|aal)- O 0

6.13. Conclusion. Des estimations PB-adiques et archimédiennes du nombre algébrique

(58) ! Lpt SF(mu)

n j J t'
[T, (9 mu)

7 . . . t .
nous allons en déduire une minoration de ‘%DEF (mu)‘. La comparaison avec la

majoration de ce nombre complexe obtenue & la suite de Pextrapolation (corol-
laire 6.28) donnera une contradiction. Nous en déduirons alors les théoremes @
et @
Appliquons la formule du produit au nombre (@) Nous obtenons I'inégalité

suivante :
1

Lot
D log ‘ EDEF(mu)’ >

— <C40T + Doh(W) + h(P) + log 814/ (Do)

(59) D
Liog H A% (@ (0). v ()|
< 1 ) ng)(mu) ‘P%)( u)
=0 v#oq P (mu) » ‘PT, (mu) .

(la derniere somme porte sur toutes les places (finies et infinies) de L, différentes

de 0p). La définition des polynémes A(Tﬁ) implique l’existence d’une constante cq41,
ne dépendant que de (G, ®, e), telle que, pour tout h € {0,...,n},

n™
u) }

Le minorant de I'inégalité (@) se simplifie alors et il peut étre remplacé par

h
o5 (mu)
o (m

Th

(h)

w%’h (mu
w7, (m

|AD (8 (0), % (mup))| < car max{

u)7

(60) —ca {Tlog Do + Doh(W) + h(P) + i Djh(mpj)} :

j=0
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Choisissons un n-uplet (71, ..., 7,) tel que
o @) (mu)| = max {[ ol (mu)| ... |7 (mu)| }
> exp {—¢; (1+mlluyl|) pJ} lorsque j # 0
et
(62) [ (mu)| > 1.

F(mu)‘ est alors minorée par

— a3 {DT log Do + Do (Dh(W) {Dh(sw))})

0<s<(d+1)S

+ Dh(P +ZD( max {Dh(spj)}+(SIUj|)”j)}-

0<s<(d+1)S
En remplagant les parametres par leur valeur, nous obtenons
> 764403/2U0 .

log D~F( u)

Ce qui contredit, pour Cy assez grand, la majoration du corollaire (p. R9).
Ainsi, une des trois hypotheses!! émises lors de la démonstration est fausse. Donc

(1) Ou bien 'inégalité (BY) est fausse et alors
10g|A| 2 —CoUo .

(2) Oubienu € tg(C) (et nécessairement nous sommes dans le cas périodique).
Le théoréme se déduit alors du lemme [.§

(3) Ou bien u ¢ tg(C) et nous sommes dans le cas périodique. Alors
1
|A| 2 §d(u7 té((c)) )

et d’aprés la premiere partie du corollaire @, le logarithme de 2|A| est
minoré par le logarithme de

Co 3D + Dh(p1) + - -+ Dh(pn) + E|wi|| 4 - - - + E|Ju,|]) 2%
et donc par —U.

Pour obtenir le théoreme @ il ne reste plus qu’a remplacer dans UO, lentier S
par a, la comparaison entre [A| et d(u, W) s'effectuant via 'égalité (B). Quant au
théoreme @, les hypotheses de ce théoreme impliquent que nous sommes nécessairement
dans le cas non-périodique. Tous les calculs effectués dans ce cas restent vrais lorsque

Uy est remplacé par U)). La seule modification notable se situe au niveau du lemme

de zéros, en particulier lors du corollaire - E ou nous invitons le lecteur a

se reporter pour de plus amples détails.
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