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Résumé— Cet article traite de l’estimation d’état sous des

contraintes de type inégalité non linéaires sur les variables

d’état. Pour traiter un tel problème, une méthode géné-

rale consiste en l’utilisation de l’approche par projection,

adjointe à une démarche de linéarisation itérée des équations

de contraintes. Le résultat obtenu est alors théoriquement

optimal au sens du minimum de variance, mais la mise en

œuvre d’un tel estimateur peut parfois s’avérer compliquée.

Le but de cet article est de comparer cette approche avec

une technique de projection sous optimale, réservée à une

certaine classe de contraintes non linéaires, mais d’implé-

mentation aisée. La comparaison s’effectue sur une applica-

tion de poursuite de cible dans l’espace, les contraintes non

linéaires portant sur l’accélération de la cible.

Mots-clés— Estimation d’état sous contraintes, filtrage de

Kalman, optimisation sous contraintes.

I. Introduction

Dans la théorie de l’estimation d’état, le filtre de Kalman
est connu comme étant l’outil optimal pour les systèmes li-
néaires perturbés par des bruits d’état et de mesure additifs
et blancs [1]. Son efficacité ainsi que sa facilité de mise en
œuvre ont fait de cet estimateur un outil incontournable
dans des domaines tels que la navigation inertielle [2], la
poursuite de cibles [3], le traitement du signal [4] ou des
images [5], la commande optimale [6] ou le diagnostic [7].

Cependant, lors de l’implémentation d’un filtre de Kal-
man sur calculateur numérique, certaines informations
concernant le processus en question sont souvent ignorées
car elles s’intègrent mal dans la structure de cet estima-
teur [8]. Par exemple, s’il est souhaité estimer l’altitude
d’un avion, nous savons que cette grandeur doit être po-
sitive ; s’il s’agit d’un quaternion, la norme euclidienne de
ce dernier doit être égale à un [9]. Ces types d’informa-
tions peuvent être interprétés comme des contraintes sur
les variables d’état.

Lorsque les variables d’état sont soumises à des
contraintes de type égalité linéaires, il existe différentes
manières de traiter le problème. Par exemple, il est pos-
sible de réduire l’ordre du modèle [10], mais cette ap-
proche a pour conséquence d’éliminer tout sens physique
aux variables d’état [8]. Dans un autre état d’esprit, les
contraintes peuvent être considérées comme des mesures
parfaites [11]. Malheureusement, cela conduit à une ma-

trice de covariance de bruit de mesure singulière, ce qui
risque d’engendrer des problèmes numériques lors du cal-
cul du gain de Kalman [8]. Une troisième approche consiste
à utiliser la technique des multiplicateurs de Lagrange afin
de prendre en compte les contraintes lors du calcul des
équations du filtre de Kalman. Les résultats obtenus sont
alors différents, selon le critère d’optimalité choisi (mini-
mum de variance ou maximum a posteriori [4]). Toute-
fois, ils s’avèrent être des cas particuliers de l’approche par
projection [8], [12]. Cette théorie unificatrice présente des
avantages indéniables. En effet, elle peut être traduite sous
forme géométrique, ce qui la rend facile à comprendre ; elle
peut être utilisée avec n’importe quel type d’estimateur
d’état (linéaire ou non) ; elle est facilement extensible au
cas de contraintes inégalité linéaires [13] grâce à la méthode
d’activation de limite de contrainte [14].

Le cas de contraintes inégalité non linéaires peut être
traité d’une manière générale en utilisant l’approche par
projection précitée et en linéarisant les équations de
contraintes par une approche itérée, de manière analogue
à celle du filtre de Kalman étendu itéré [12].

L’objet de cette communication est de proposer et de
comparer avec l’approche précédente une autre méthode
d’estimation d’état sous contraintes, réservée à une classe
particulière de contraintes inégalité non linéaires sur les
variables d’état. Cette méthode est sous-optimale au sens
du minimum de variance, mais a pour avantage d’être de
mise en œuvre plus aisée et de surcroît moins coûteuse en
temps de calcul.

Dans cet article, la section 2 présente tout d’abord
l’approche par projection pour estimer de manière opti-
male mais sous contraintes l’état d’un système. Les cas
de contraintes linéaires puis non linéaires sous forme éga-
lité et inégalité sont explorés. Cette section expose égale-
ment les différents schémas de couplage entre un estima-
teur d’état et un dispositif d’application de contraintes. La
partie suivante propose une autre approche, sous optimale
mais simple, dédiée aux contraintes dont les équations ma-
térialisent un hypercylindre. Enfin, la section 4 compare
suivant différents aspects les approches optimales et sous-
optimales sur une application de poursuite de cible dans



l’espace.

II. Estimation d’état sous contraintes :

l’approche par projection

Soit le système non linéaire à temps discret suivant :
{

xk+1 = fk (xk,uk,wk)
yk = hk (xk,uk,vk)

(1)

où x ∈ R
nx est le vecteur d’état, u ∈ Rnu le vecteur

d’entrée, y ∈ Rny le vecteur de mesure, w ∈ Rnw le bruit
d’état, v ∈ Rnv le bruit de mesure et k ∈ N le temps
(discret). fk et hk sont des fonctions non linéaires connues,
dont les paramètres peuvent varier avec le temps. x0, wk et
vk sont supposés gaussiens, de covariances respectives P0,
Qk et Rk. Par ailleurs, wk et vk sont supposés blancs1,
décorrélés et indépendants de l’état initial x0. Le système
décrit par (1) est considéré observable.

Dans cette section, nous allons tout d’abord voir com-
ment, à partir de l’approche par projection, estimer l’état
xk tout en faisant en sorte qu’à chaque instant k, xk vérifie
des contraintes égalité linéaires. Ensuite, seront abordés les
cas de contraintes sous forme d’inégalité linéaires, puis non
linéaires. Enfin, les différents schémas de couplage estima-
teur d’état/applicateur de contraintes seront présentés.

A. Contraintes égalité linéaires

Supposons qu’à chaque instant k, xk soit soumis à la
contrainte suivante :

Dkxk = dk (2)

où dk ∈ R
nd est un vecteur connu et Dk une matrice

connue de dimension appropriée. dk et Dk sont des gran-
deurs pouvant potentiellement varier dans le temps. Par
ailleurs, Dk est supposée de rang plein (si ce n’est pas le
cas, cela signifie qu’il existe des contraintes redondantes,
qui peuvent être éliminées), avec nd < nx. Nous ne consi-
dérons pas le cas trivial où nd = nx car (2) résolverait
à elle seule le problème d’estimation, puisque l’on aurait
xk = D−1

k dk.
Nous cherchons à estimer l’état décrit par (1) et que

cette estimée satisfasse (2). Soit x̂nc
k l’état à l’instant k es-

timé par un filtre non contraint (c’est-à-dire ne prenant pas
en compte (2)) et P nc

k la matrice de variance-covariance
de l’erreur d’estimation associée ; un tel estimateur peut
être par exemple un simple filtre de Kalman si f et h

sont linéaires, ou un filtre de Kalman Unscented [16] ou
encore un filtre particulaire [17] si f et/ou h sont non li-
néaires. Appelons respectivement x̂c

k et P c
k l’état et la ma-

trice de variance-covariance d’erreur d’estimation du filtre
contraint (c’est-à-dire prenant en compte (2)). Le prin-
cipe de l’approche par projection est illustré sur la figure
1. Il consiste à résoudre le problème d’optimisation sous
contrainte suivant [8], [12] :

min
x̂c

k
∈Rnx

(
(x̂c

k − x̂nc
k )

T
W−1

k (x̂c
k − x̂nc

k )
)

tel que : Dkx̂c
k = dk

(3)

1A noter que l’hypothèse de blancheur de wk et vk peut être re-
laxée, sous réserve que ces derniers soient modélisables sous forme de
processus auto-régressifs excités par des bruits blancs. Il suffit alors de
considérer le modèle à ordre augmenté perturbé par ces bruits blancs
[15].

Fig. 1. Principe de l’approche par projection pour une contrainte
égalité linéaire

où Wk est une matrice de pondération symétrique et définie
positive et T représente l’opération de transposition. La
solution de (3) est résumée par les équations suivantes [8],
[12] :

x̂c
k = x̂nc

k + Lk (dk − Dkx̂nc
k )

P c
k = (Inx

− LkDk)P nc
k (Inx

− LkDk)T

Lk = W−1
k DT

k

(
DkW−1

k DT
k

)−1
(4)

La ressemblance entre (4) et les équations de correction
d’un filtre de Kalman mérite d’être soulignée. Ceci s’ex-
plique par le fait que (4) peut être interprétée comme une
mise à jour réalisée à partir d’une mesure parfaite (c’est-à-
dire non bruitée), décrite par (2).

L’estimée contrainte présente les propriétés suivantes :
– elle est non biaisée : ∀k ∈ N : E (xk − x̂c

k) = 0nx×1,
– si Wk = P nc

k , alors le filtre contraint est à

variance minimale : E

(
(xk − x̂c

k) (xk − x̂c
k)

T
)

≤

E

(
(xk − z) (xk − z)

T
)
∀z ∈ R

nx

– si Wk = Inx
, alors l’estimée contrainte est plus proche

de l’état réel que l’estimée non contrainte : ‖xk−x̂c
k‖ ≤

‖xk − x̂nc
k ‖.

où I• et 0• sont les matrices identité et nulle de dimen-
sions appropriées, E est l’espérance mathématique et pour
des matrices A et B quelconques mais de mêmes dimen-
sions, A ≤ B signifie que A−B est définie négative. Ainsi,
si Wk = Inx

, le filtre contraint est sous-optimal au sens du
minimum de variance. Cependant, il est aisé de voir qu’à
partir de (3), cette configuration constitue une projection
orthogonale sur l’hyperplan de contrainte (d’une manière
générale, Wk détermine la direction de projection). On en
déduit que contraindre un état en le projetant orthogona-
lement à l’hyperplan de contrainte conduit à une estimée
contrainte non optimale au sens du minimum de variance.

B. Contraintes inégalité linéaires

Supposons qu’à chaque instant k, xk soit soumis à la
contrainte inégalité suivante :

Dkxk ≤ dk (5)

où dk ∈ R
nd (nd < nx) est un vecteur à temps variant

connu et Dk une matrice à temps variant connue, de rang
plein et de dimension appropriée. Nous cherchons à esti-
mer l’état décrit par (1) et que cette estimée satisfasse
(5). Une manière de résoudre ce problème est d’utiliser
une technique que nous appelons d’activation de limite de

contrainte2 [14]. Cela consiste à tester à chaque instant k

2La dénomination anglo-saxone de cette technique est "active set
method", soit "méthode d’ensemble (d’équations) actif", selon une
traduction littérale.



les nd inégalités scalaires de (5). Pour la ième inégalité,
deux scenarii sont alors envisageables :

– l’inégalité est vérifiée et n’a donc pas à être prise en
compte.

– l’inégalité n’est pas vérifiée (c’est-à-dire Di,kxk >

di,k). On applique alors une contrainte égalité à la
borne : Di,kxk = di,k, où, pour une matrice A quel-
conque à l’instant k, Ai,k représente la ième ligne de
Ak.

En conséquent, traiter des inégalités linéaires revient à
appliquer un nombre n(k) (pouvant varier à chaque instant
k) de contraintes égalité linéaires, avec ∀k ∈ N : 0 ≤
n(k) ≤ nd. La solution à un tel problème à été traitée dans
la partie précédente. De ce fait, nous ne considérerons par
la suite que des contraintes égalité.

C. Contraintes non linéaires

Supposons qu’à chaque instant k, xk soit soumis à la
contrainte non linéaire suivante :

gk(xk) = dk (6)

où dk ∈ R
nd (nd < nx) est un vecteur à temps variant

connu et gk une fonction non linéaire connue et continue.
Nous cherchons à estimer l’état décrit par (1) et que cette
estimée satisfasse (6). Comme gk est une fonction non li-
néaire, il n’est pas possible d’appliquer directement l’ap-
proche par projection, car la technique des multiplicateurs
de Lagrange requiert la linéarité des contraintes. Une so-
lution possible serait de linéariser gk autour de l’état es-
timé contraint x̂c

k, via un développement de Taylor à l’ordre
1 [8]. Malheureusement, pour effectuer cette linéarisation,
il est nécessaire de connaître x̂c

k, lequel n’est accessible
qu’une fois le jacobien de gk calculé. Nous sommes ici dans
une situation délicate et nous proposons d’utiliser une ap-
proche itérée pour s’en sortir. L’idée est la même que celle
d’un filtre de Kalman étendu itéré [12], où la linéarisation
de l’équation de mesures s’effectue plusieurs fois, autour
d’un état qui chaque fois est théoriquement plus proche de
l’état estimé a posteriori. Cette démarche est inspirée par
le parallèle entre les équations de mise à jour d’un filtre
de Kalman et celles d’application de contraintes (section
II.A). L’algorithme résultant est le suivant :

1. Initialiser l’opérateur appliquant les contraintes avec

x̂
(0)
k = x̂nc

k , P
(0)
k = P nc

k , où x̂nc
k et P nc

k sont les valeurs
issues du filtre non contraint.

2. Pour i = 1, . . . , N , calculer :

D
(i)
k =

∂gk

∂Xk

∣∣∣∣
Xk=x̂

(i−1)

k

d
(i)
k = dk − gk

(
x̂

(i−1)
k

)
+ D

(i)
k x̂

(i−1)
k

L
(i)
k = W−1

k D
(i)T
k

(
D

(i)
k W−1

k D
(i)T
k

)−1

x̂
(i)
k = x̂nc

k + L
(i)
k

(
d

(i)
k − D

(i)
k x̂nc

k

)

(7)

3. Calculer l’état estimé contraint et sa matrice de
variance-covariance d’erreur d’estimation associée :

x̂c
k = x̂

(N)
k

P c
k =

(
Inx

− L
(N)
k D

(N)
k

)
P nc

k

×
(
Inx

− L
(N)
k D

(N)
k

)T

(8)

Fig. 2. Estimateurs d’état contraints en boucle ouverte, semi-fermée
et fermée

D. Couplage d’un applicateur de contraintes avec un esti-

mateur d’état

Jusqu’ici, nous avons vu comment corriger les estimées
d’un filtre via l’approche par projection, afin qu’elles in-
tègrent les connaissances issues d’équations de contraintes
sur les états. Celles-ci peuvent être linéaires ou non, sous
forme d’égalité ou d’inégalité. Par la suite, nous appellerons
applicateur de contraintes un opérateur utilisant l’approche
par projection afin de contraindre un état. Trois schémas
de couplage entre un estimateur d’état et un applicateur
de contraintes, illustrés par la figure 2, sont envisageables :

– couplage en boucle ouverte,
– couplage en boucle semi-fermée,
– couplage en boucle fermée.

Lorsque l’approche par projection fut proposée par Si-
mon et Chia [8], le filtre de Kalman et l’applicateur de
contraintes étaient couplés en boucle ouverte. A première
vue, ce type de schéma paraît perfectible : en effet, il
semble dommage de ne pas informer l’estimateur d’état
récursif de l’amélioration apportée par l’applicateur de
contraintes. Pour compenser cette relative inefficacité, la
structure de couplage en boucle fermée vient tout naturel-
lement à l’esprit. Toutefois, si ce schéma est viable dans
le cas de contraintes égalité, il n’en est rien dans le cas
de contraintes inégalité. En effet, dans ce cas de figure, la
zone de contraintes n’est plus un hyperplan mais un hy-
pervolume (de taille potentiellement infinie). La méthode
d’activation de limite de contrainte, associée au critère (3),
fait que x̂c

k réside en une projection de x̂nc
k sur la surface

de l’hypervolume de contrainte, selon une direction déter-
minée par Wk (figure 3). Mathématiquement, x̂c

k est ob-
tenu par la mise à jour issue de la mesure fictive et non
bruitée gk(xk) = dk (voir section II.A). Or l’état réel xk



Fig. 3. L’approche par projection dans le cas de contraintes inégalité

est dans l’hypervolume de contraintes et non nécessaire-
ment à sa surface. Dès lors, la mesure fictive permettant de
contraindre l’état ne peut plus être considérée comme par-
faite. De ce fait, corriger la matrice de variance-covariance
d’erreur d’estimation à partir de (8) est une opération illi-
cite, diminuant dangereusement sa valeur et menaçant par
la même la robustesse du filtre. Le concept de boucle semi-
fermée est issu de cette considération.

III. Méthode sous-optimale d’application de

contraintes

Dans la section précédente, une méthode générale d’ap-
plication de contraintes inégalité non linéaires sur des va-
riables d’état à été présentée. L’objet de cette partie est
d’introduire une autre méthode adaptée à une certaine
classe de contraintes inégalité non linéaires. Cette tech-
nique est sous-optimale (au sens du minimum de variance)
mais de mise en œuvre nettement plus simple. Admettons
que le vecteur d’état xk se décompose de la manière sui-
vante :

xk =
[
xT

1,k xT
2,k xT

3,k

]T
(9)

avec x1 ∈ R
n1 , x2 ∈ R

n2 , x3 ∈ R
n3 , n1 + n1 + n3 = nx

et qu’il soit soumis au contraintes suivantes ∀k ∈ N :

‖x2,k‖ ≤ Ak

Bk ≤ x3,k ≤ Ck
(10)

ce qui peut se formaliser par : gk(xk) ≤ dk, avec :

gk(xk) =




‖x2,k‖
x3,k

−x3,k



 et dk =




Ak

Ck

−Bk



 (11)

Il vient alors : nd = 2n3+1. Les valeurs des bornes maté-
rialisées par Ak, Bk et Ck peuvent varier dans le temps. Par
ailleurs, il est à noter que toutes les variables d’état ne sont
pas sujettes aux contraintes : celles qui ne sont pas concer-
nées sont regroupées dans le sous-vecteur x1. Quant aux va-
riables concernées (lesquelles sont incluses dans x2 et x3),
chacune d’entre elles n’est impliquée que dans une seule
contrainte, comme l’atteste (10) 3. Ce découplage entre les
différentes contraintes autorise un traitement séquentiel de
ces dernières. Cette considération est à l’origine de l’algo-
rithme que nous proposons.

3Rigoureusement parlant, (11) montre clairement que x3 appa-
raît dans deux contraintes différentes. Cependant, il est évident que
chaque variable de x3 ne peut à la fois dépasser ses bornes supérieure
et inférieure. Ainsi, et en vertu de la technique d’activation de limite
de contrainte, il est possible de considérer que chaque variable de
x3,k n’est impliquée que dans une seule contrainte et ce quel que soit
l’instant k.

Soit x̂nc
k l’état estimée par un filtre non contraint et P nc

k

sa matrice de variance-covariance d’erreur d’estimation as-
sociée. x̂nc

k est décomposé en 3 sous vecteurs x̂nc
1,k ∈ R

n1 ,
x̂nc

2,k ∈ R
n2 et x̂nc

3,k ∈ R
n3 , de manière analogue à la décom-

position de xk en x1,k, x2,k et x3,k. Par ailleurs, posons :

x̂nc
3,k =

[
ξnc
1,k . . . ξnc

n3,k

]T

Bk = [B1,k . . . Bn3,k]
T

Ck = [C1,k . . . Cn3,k]
T

(12)

L’algorithme proposé est le suivant :

1. Pour i = 1, . . . , n3, effectuer les tests suivants :
– si ξnc

i,k > Bi,k, alors ξc
i,k = Bi,k ;

– sinon, si ξnc
i,k < Ci,k, alors ξc

i,k = Ci,k ;
– sinon ξc

i,k = ξnc
i,k.

2. Former x̂c
3,k : x̂c

3,k =
[
ξc
1,k . . . ξc

n3,k

]T

.

3. Calculer x̂c
2,k : si ‖x̂nc

2,k‖ > Ak, alors x̂c
2,k =

Ak

‖x̂nc
2,k‖

x̂nc
2,k ;

sinon x̂c
2,k = x̂nc

2,k.

4. Calculer le vecteur d’état contraint :

x̂c
k =

[(
x̂nc

1,k

)T (
x̂c

2,k

)T (
x̂c

3,k

)T
]T

(13)

5. Calculer la matrice de variance-covariance associée à
l’erreur d’estimation de l’état par x̂c

k :

P c
k = P nc

k − x̂c
k (x̂c

k)
T

+ x̂nc
k (x̂nc

k )
T

(14)

Preuve de (14) :

Par définition :

P c
k = E

(
(xk − x̂c

k) (xk − x̂c
k)

T
)

= E
(
xkxT

k

)
− x̂c

k (x̂c
k)

T
(15)

Or, il en est de même pour P nc
k :

P nc
k = E

(
xkxT

k

)
− x̂nc

k (x̂nc
k )

T
(16)

En soustrayant l’expression de P c
k à celle de P nc

k , il vient :

P nc
k − P nc

k = −x̂c
k (x̂c

k)
T

+ x̂nc
k (x̂nc

k )
T

(17)

ce qui conduit directement à (14).

Afin d’illustrer cet algorithme, nous allons nous placer
dans le cas où n2 = 2 et n3 = 1. Le volume de contrainte
est alors de dimension 3 et représente un cylindre, comme
l’atteste la figure 4. On peut alors voir que l’algorithme
proposé se résume à une simple projection orthogonale et
est donc sous optimal au sens du minimum de variance
(section II. A). De ce fait, cet algorithme peut donc être
interprété comme un cas particulier de l’approche générale
par projection, mais toutefois de mise en œuvre nettement
plus simple.

L’un des grands avantages de l’algorithme de projection
proposé sur l’approche optimale par linéarisation itérée des
contraintes est qu’il n’exige pas d’inversion de matrice, ce
qui est particulièrement avantageux dans le cas où n2 et/ou
n3 sont grands. Enfin, nous remarquerons que l’indépen-
dance des contraintes sur les variables d’état autorise l’in-
version des étapes 1-2 et 3 de l’algorithme proposé.



Fig. 4. Volume de contrainte dans le cas où n2 = 2 et n3 = 1

IV. application

Dans cette section, nous comparons l’algorithme proposé
dans la section précédente avec l’approche générale par
projection (section II.) sur une application de poursuite
de la trajectoire d’un corps en mouvement. Ce dernier su-
bit des accélérations inconnues à l’avance, mais sujettes à
des contraintes inégalité non linéaires. Le modèle d’état du
corps en mouvement étant linéaire, un filtre de Kalman
classique est utilisé afin de reconstruire les états. Il est à
noter que dans le domaine de la poursuite de cible(s), le
filtre de Kalman est un estimateur largement répandu [18],
mais d’autres outils existent. Nous pouvons par exemple
citer la technique d’estimation d’entrée dans sa forme origi-
nale [19], récursive [20], généralisée [21], incluse dans un en-
vironnement multi-hypothèses [22], ou encore les Modèles
Multiples à Interactions (IMM) [23], [24]. Un état de l’art
complet peut être trouvé dans [3].

A. Modèle considéré

Soit −→r =
−−→
OM le vecteur position d’un corps en mouve-

ment, que l’on appelle particule, dans l’espace (de dimen-
sion 3). Cet objet peut par exemple être un véhicule, lequel
se résume alors à un point4 (son centre de gravité). O est
fixe par rapport à la terre et M matérialise la particule. Si
l’on considère la terre comme inertielle (pas d’accélérations
d’entraînement ou de Coriolis), alors il vient :

−→
V =

d−→r
dt

∣∣∣∣
[T ]

−→γ =
d
−→
V

dt

∣∣∣∣∣
[T ]

(18)

où [T ] est un repère solidaire avec la terre,
−→
V la vitesse de

la particule (relativement à la terre) et −→γ l’accélération de
la particule (relativement à la terre). Pour des raisons de
commodité, le troisième axe de [T ] est pris normal au plan
tangent à la terre au point O.

Dans cette application, la particule est supposée avoir un
comportement "hostile", à savoir une accélération variable,
non mesurée et non prédictible. De ce fait, nous décidons
de la modéliser comme suit :

d−→γ
dt

∣∣∣∣
[T ]

= −→η (19)

où −→η est un bruit blanc, gaussien et centré. Cette modé-
lisation est plutôt pessimiste car elle suggère que le jerk

4Cette hypothèse est valide lorsque les dimensions mises en jeu sont
grandes devant celles du véhicule.

(c’est-à-dire les variations de l’accélération) est complète-
ment aléatoire, ce qui n’est pas très réaliste. En effet, si l’on
émet l’hypothèse que la masse de la particule est non nulle,
cette dernière présentera nécessairement une certaine iner-
tie et son accélération ne pourra pas radicalement changer
entre deux instants infiniment proches. Ainsi, un bruit au-
tocorrélé représenterait de manière plus judicieuse les va-
riations de −→γ par rapport à [T ] [25]. Malheureusement,
pour prendre en compte un tel processus, il est nécessaire
de connaître son temps d’autocorrélation, que nous igno-
rons car nous supposons ne rien connaître de la particule
étudiée. De ce fait, nous préférons utiliser le modèle décrit
par (19) plutôt qu’un bruit markovien avec une mauvaise
autocorrélation : les estimées obtenues risquent d’être légè-
rement plus bruitées mais la capacité de poursuite du filtre
sera préservée.

Projeter les équations (18) et (19) dans [T ] conduit au
modèle d’état suivant :




ṙ

V̇

γ̇



 =




03×3 I3 03×3

03×3 03×3 I3

03×3 03×3 03×3








r

V

γ





+




03×3

03×3

I3



η

(20)

où, pour un vecteur
−→
λ quelconque, λ est la projection de−→

λ sur les axes de [T ]. Posons :

x =
[

rT V T γT
]T

M =




03×3 I3 03×3

03×3 03×3 I3

03×3 03×3 03×3



 G =




03×3

03×3

I3



 (21)

L’équation (20) peut alors être discrétisée, avec une pé-
riode d’échantillonnage T :

xk+1 = Fxk + Gwk (22)

où wk =

∫ (k+1)T

kT

η(t)dt représente une marche au hasard

[2], de covariance
√

TE
(
ηηT

)
et F est obtenu à l’aide d’un

développement de Taylor :

F = exp (MT ) =




I3 TI3 0.5T 2I3

03×3 I3 TI3

03×3 03×3 I3



 (23)

Des mesures de la position, symbolisées par le vecteur y,
sont effectuées à chaque instant discret k. Ainsi :

yk =
[

I3 03×3 03×3

]
xk + vk (24)

où vk est le bruit de mesure, considéré blanc, gaussien et
centré.

Par ailleurs, à partir de considérations physiques, nous
disposons d’informations supplémentaires concernant la ca-
pacité d’accélération de la particule :

– la norme de l’accélération horizontale est inférieure à
une borne Bh

– l’accélération verticale est comprise dans l’intervalle
[Bd ; Bu].



0 10 20 30 40 50 60 70 80

1.6

1.8

2

2.2
Accélération (m/s2)

ac
c.

 h
or

iz
on

ta
le

0 10 20 30 40 50 60 70 80
0.5

1

1.5

2

ac
c.

 a
xe

 X

0 10 20 30 40 50 60 70 80
0.5

1

1.5

2

ac
c.

 a
xe

 Y

accélération
bornes

0 10 20 30 40 50 60 70 80

0.6

0.8

1

1.2

Temps (s)

ac
c.

 v
er

tic
al

e

Fig. 5. Accélération subie par la particule

En notant xk,i la ième composante de xk, cette connais-
sance se traduit par les contraintes suivantes :

x2
7,k + x2

8,k ≤ B2
h

Bd ≤ x9,k ≤ Bu
(25)

L’équation (25) nécessite l’emploi d’une linéarisation ité-
rée pour contraindre l’état via l’approche par projection
optimale. Toutefois, du fait que le volume de contrainte
délimité par (25) représente un cylindre, l’utilisation de la
technique proposée dans la section III. est envisageable.

B. Expérience considérée

A l’instant initial, la particule présente les caractéris-
tiques suivantes :

– position par rapport à O de 15 m selon l’axe X, 20 m
selon l’axe Y et 0 m selon l’axe Z (X, Y et Z sont les
trois axes de [T ], dans cet ordre),

– vitesse nulle.
Les limites d’accélération de la particule sont Bh = 2

m/s2, Bu = 1 m/s2 et Bd = −5 m/s2. Le profil de l’accélé-
ration subie par la particule durant cette expérience est ex-
posé sur la figure 5. Au vu de ces tracés, on constate que les
accélérations horizontale et verticale sont très proches de
leur valeur limite. On peut donc légitimement s’attendre à
ce que les accélérations estimées par un filtre non contraint
outrepassent ces bornes et par conséquent obtenir une réelle
amélioration de la part de filtres contraints.

C. Comparaison entre les filtres contraints

Les équations (22) et (24) ainsi que les caractéristiques
de v et w autorisent l’utilisation d’un filtre de Kalman.
Ce dernier est paramétré comme suit : x̂0 = 09×1, P0 =
diag(302, 302, 302, 302, 302, 302, 22, 22, 22), Qk = 0.22I3 et
Rk = 102I3, où Qk et Rk sont les covariances des bruits
d’état et de mesure et "λ = diag(...)" signifie que λ est une
matrice diagonale remplie dans l’ordre. La période d’échan-
tillonnage du filtre est T = 1 s. Cinq configurations diffé-
rentes sont envisagées pour le filtre de Kalman :

– filtre non contraint,
– filtre contraint en boucle ouverte avec approche par

linéarisation itérée (cf. section II.),

TABLE I

Amélioration apportée par les différents filtres

contraints en fonction de la longueur de simulation L.

L 80 120 150 200 250
FO BO 2.2% 2.4% 2.6% 2.5% 2.5%
FO BSF 2.9% 3.3% 3.3% 3.3% 3.2%
FSO BO 0.01% 0.02% 0.01% 0.01% 0.02%
FSO BSF 0.09% 0.14% 0.11% 0.13% 0.09%

– filtre contraint en boucle semi-fermée avec approche
par linéarisation itérée,

– filtre contraint en boucle ouverte avec approche par
projection orthogonale (cf. section III.),

– filtre contraint en boucle semi-fermée avec approche
par projection orthogonale.

Comme on a affaire à des contraintes de type inégalité,
les schémas de couplage en boucle fermée ne sont pas en-
visagés. Par ailleurs, en ce qui concerne le nombre d’itéra-
tions pour linéariser les contraintes (approche de la section
II.), il est choisi égal à N = 1, ce qui constitue le meilleur
ratio performance/temps de calcul. Pour ce type de filtre
contraint, la matrice de pondération Wk dans (7) est choisi
égale à l’inverse de la matrice de variance-covariance P nc

k

associée à l’erreur d’estimation du filtre non contraint, ce
qui constitue le choix optimal au sens du minimum de va-
riance (section II.A).

Pour évaluer l’amélioration de la qualité d’estimation
d’un filtre contraint donné par rapport à un non contraint,
on calcul le critère suivant :

amélioration = 100



1 −

√√√√
∑L

k=1 ‖xk − x̂c
k‖2

∑L

k=1 ‖xk − x̂nc
k ‖2



 (26)

où L est la longueur de simulation et xk, x̂nc
k et x̂c

k sont res-
pectivement les états vrai, estimé par le filtre non contraint
et estimé par le filtre contraint considéré. Le critère (26) ne
traduit rien d’autre que la diminution en pourcents de l’er-
reur RMS5 d’estimation obtenue grâce à la prise en compte
des contraintes.

Les résultats obtenus, issus d’une moyenne de 200 simu-
lations de Monte Carlo, sont présentés dans la table I. Pour
des longueurs de simulation L supérieures à 80 secondes,
l’accélération subie par la particule reste constante et iden-
tique à celle subie à partir de la 50ème seconde (cf. figure
5). Dans cette table, certains acronymes ont été utilisés :

– FO : Filtre (contraint) Optimal (au sens du minimum
de variance) : il s’agit du filtre utilisant une linéarisa-
tion itérée des contraintes.

– FSO : Filtre (contraint) Sous-Optimal : il s’agit du
filtre réalisant une projection orthogonale sur la sur-
face de contraintes.

– BO : (filtre contraint en) Boucle Ouverte.
– BSF : (filtre contraint en) Boucle Semi-Fermée.
La table I montre clairement que les résultats obte-

nus sont sensiblement meilleurs lorsque l’on utilise un
filtre contraint en boucle semi-fermée plutôt qu’en boucle

5RMS signifie "Root Mean Square", soit racine de la moyenne des
carrés.
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ouverte. Elle met surtout en évidence le fait que l’ap-
proche théoriquement optimale donne effectivement de bien
meilleurs résultats que l’approche sous-optimale propo-
sée. Cela se vérifie sur les figures 6, 7 et 8, lesquelles
présentent les positions, vitesses et accélérations estimées
par le filtre non contraint et des filtres optimal et sous-
optimal contraints en boucles semi-fermée. L’apport des
filtres contraints se situe essentiellement au niveau de l’es-
timation de l’accélération.

Maintenant, nous allons prendre l’aspect calculatoire en
ligne de compte. A l’aide de la fonction tic-toc de Matlab,
laquelle permet de mesurer le temps de calcul exigé par un
algorithme, nous constatons que, dans le cas où aucune des
contraintes de (25) n’est vérifiée, l’approche par linéarisa-
tion itérée des contraintes (avec N = 1 itération) nécessite
2,95 fois plus de temps que l’approche sous-optimale par
projection orthogonale. Ce ratio est très élevé et il nous
pousse à analyser plus en détail ce résultat. En effet, si l’on
effectue le même test, mais en faisant en sorte que seule
la contrainte x2

7,k + x2
8,k ≤ B2

h ne soit pas respectée, le ra-
tio obtenu est alors de 2,67. Si l’on regarde de plus près la
courbe 6, on constate que l’apport de l’approche par linéa-
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Fig. 9. Accélérations vraie et estimée par l’approche mixte

risation itérée sur celle par projection orthogonale réside
essentiellement dans l’estimation de l’accélération horizon-
tale et très peu sur les composantes de l’accélération verti-
cale. L’idée nous vient alors d’utiliser une approche mixte,
laquelle consiste en l’utilisation :

– de l’approche par projection optimale (section II.A)
pour la contrainte Bd ≤ x9,k ≤ Bu, qui est linéaire,

– de la troisième étape de l’algorithme de la section III,
qui consiste majorer par Bh la norme de [x7,k x8,k]T

si la contrainte x2
7,k + x2

8,k ≤ B2
h n’est pas vérifiée.

Cette démarche autorise un certain gain en temps de calcul
et présente de bons résultats, comme l’attestent les estima-
tions d’accélération de la figure 9.

V. Conclusion

Dans ce papier, deux techniques d’estimation d’état sous
contraintes de type inégalité non linéaires sur les variables
d’état on été comparées. La première approche est une
méthode générale dite "approche par projection" et uti-
lise une démarche itérée afin de linéariser les équations de
contraintes. La seconde approche est quant-à-elle réservée à
une classe particulière de contraintes inégalité non linéaires.



Elle consiste en une projection orthogonale de l’état estimé
par un filtre non contraint sur l’hypervolume de contrainte.
Elle peut de ce fait être considérée comme un cas particu-
lier de la première approche, cas sous-optimal au sens du
minimum de variance mais de mise en œuvre nettement
plus aisée. La comparaison entre ces deux techniques a été
effectuée sur une application de poursuite de cible dans l’es-
pace. Elle met en évidence que la première approche donne
effectivement de meilleurs résultats que la seconde (qui est
sous-optimale), mais nécessite quasiment trois fois plus de
temps pour contraindre les états. Une solution mixte à alors
été proposée afin de tenter d’obtenir un meilleur compro-
mis qualité d’estimation/temps de calcul. Le choix de l’ap-
proche à implémenter va lui dépendre du contexte, à savoir
la capacité des calculateurs et le niveau de performance
souhaité. Les techniques proposées sont bien entendu géné-
ralisables à d’autres applications que la poursuite de cible.
Nous pouvons par exemple citer le cas d’un système de
navigation d’un véhicule terrestre. En effet, ce dernier pré-
sente une vitesse bornée et donc sujette à contraintes. En
outre, un véhicule se situant la plupart du temps sur des
routes dont les coordonnées géographiques sont connues,
la position calculée par le système de navigation est éga-
lement soumise à des contraintes. Il est alors envisageable
d’utiliser une des techniques proposée comme alternative à
la méthode de map-matching.
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