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Résumé —La transformée Ridgelet continue a été introduite et développée par E. Candés de I'université de Stanford. Elle permet théoriqueme
de représenter efficacement les ruptures rectilignes dans une image, informations primordiales pour I'analyse de I'image. Le challenge de c
derniéres années est la définition d’'une transformée discrete. Dans ce cadre, nous proposons une Transformée Ridgelet Analytique Disc
(DART), basée sur la construction d’objets analytiques discrets dans le domaine de Fourier pour calculer la transformée de Radon discréte.
DART 3D est obtenue par une transformée en ondelette 1D de toutes les projections de I'image contenues dans la transformée de Radon disci
Une étude applicative a été menée pour le débruitage d’'images 3D et de vidéos. Le débruitage par la DART 3D est perceptuellement correct
le rapport signal sur bruit est meilleur que des méthodes classiques.

Abstract — The continuous Ridgelet Transform was introduced and developed by E. Candés of Stanford’s university. She allows to represer
effectively the rectilinear breaks in an image, essential informations for image analysis. The challenge of these last years is the definition of
discrete transform. We propose Discrete Analytical Ridgelet Transform (DART), based on the construction of discrete analytical objects in the
Fourier domain to calculate the discrete Radon transform. The 3D DART is obtained by a 1D wavelet transform of all the image projections
contained in the discrete Radon transform. Our transform is used for 3D images and videos denoising. The denoising by the 3D DART i
perceptualy correct and the signal on noise rate is better than classic methods.

Introduction signals € L? (R?) est définie par:
7(a,b,0,7) = / Yaboy (2)s(@)dz (1)
R3

Alliant les outils du traitement de I'image a ceux de la géo-
métrie discréte, [5] et [6] proposent une méthode performante 1 W0y —b
de débruitage d’images: la Transformée Ridgelet Analytique Yab0y (@) = a"2¢ (a) )
Discréte 2D (DART 2D). En théorie, la transformée Ridgelet
permet de représenter efficacement les ruptures rectilignes dans
une image. A notre connaissance, trois méthodes de calcul baecz = (21, ¥2, x3) .
sées sur la transformée Ridgelet sont présentées dans la littéral-a fonctions), , ., une fonction ondelette 1D, est orientée
ture pour le traitement 2D : celle de I'Université de Stanford eselon les angled et~. Une stratégie pour calculer les coeffi-
des équipes associées [2] [4] [9], celle de I'Ecole Polytechniquéiems Ridgelet est d’interpréter I'analyse Ridgelet comme une
Fédérale de Lausanne [7] et celle de I'Université de Poitiers [5Analyse ondelette dans le domaine de Radon 3D::
[6]. Des études récentes sur le débruitage d’'images 2D par la
DART ont montré des résultats corrects perceptuellement et en r(a,b,0,7) = /R Yap () Bs (¢,0,7) dt )
t,erm'e, de Rapport.SignaI sur Bruit. I?a'r,copséquent, nous avo §ecRs (t,0, ) transformée de Radon 3D.
étudié une extension de la DART dédiée a des applications SUr'| a5 coefficients en Ridgelet.) de s (.) sont obtenus par

des objets vidéos ou 3D. une transformée en ondelette 1D de toutes les projections de
'image contenues dans la transformée de Radon dont les di-
rectionsf et~ sont constantes.

Wg 9,y = &1 €080 cosy+ x2cosfsiny + xgsind  (3)

1.2 Définition de la transformée de Radon 3D

1 Latransformée Ridgelet Dans un espace euclidien 3D, la transformée de Radan de
est définie par:
1.1 Definition de la transformée Ridgelet Ry (t,0,7) = /// 5(2) 0 (wg,0,, — t) dz (5)
RS - -

La théorie continue de la transformée Ridgelet a été intro- Wa,0,y = L1 080 cosy + x3 cosOsiny + z3sind  (6)

duite et développée dans la thése d’/Emmanuel Candés [3]. Noarec) la distribution en Dirac. Suivant le théoréme de projec-
étendons ici la définition au 3D, la transformée Ridgeldtun  tion de Radon, la transformée de Radon 3D peut étre obtenue



en appliquant une transformée de Fourier 1D inverse sur le di g
maine de Fourier 3D restreint sur les lignes radiales passant ¢
I'origine : )

R (t,0,7) = / 5 (€ cos B cosy, & cos fsiny, £ sin ) /¢t d¢ %. h‘
R
(7 .‘o‘ .Q
Pour le calcul de la transformée de Radon discréte, nous pr ... *.‘
posons d’extraire les coefficients de Fourier le long des droite
3D discrétes. Cette solution va nous permettre d’obtenir un i) @2 0
réversibilité simple de la décomposition. Le calcul de la trans-
formée de Radon discréte est défini par :

i o ) FiG. 1: Droites discretes 3D: (1) pseudo-naive fermée, (2)
— Extraction des coefficients de Fourier 3D le long des droipseydo-pythagoricienne fermée, (3) supercouverture, (4) une

tes discretes, droite supercouverture et ses trois projections [1]
— Application de la transformée de Fourier inverse 1D des
coefficients extraits. 1.4 Couverture du domaine de Fourier 3D par

Notons que l'université de Stanford a proposé dans [2] une des droites analytiques discretes
extension 3D de leur transformée Ridgelet. Toutefois, a notre
connaissance, cette technique n’a pas été étudiée dans un cadre
applicatif (de débruitage).

1.3 Définition des droites analytiques discrétes
3D

Pour calculer la transformée de Radon discrete, les droites
discretes doivent étre symétriques par rapport au centre du do-
maine de Fourier 3D et doivent couvrir I'ensemble des voxels.

Une droite discréte 3D est définie par l'intersection de I'ex-
trusion de ses trois projections orthogonales (figure 1 (4)). Dans
le domaine cartésien, la droite discréte analytiquigzp;jj5”3
reliant les points cartésieri3(0, 0,0) etQ (p, ¢, r) est définie
par:

wi,wW2,wWs

Ly = Toxy(P, 4:7) N Woyz (P, ¢;7) N Toza(p, q;7) (8) FiG. 2: Couverture du spectre par des droites 3D

avec: : : :
Wi Soit une image 3D de tailleV x N x N) avecN = 2k+1

3 . e ..
Touy(D, 4, 7) = {(%yaz) €Z°||gz —py| < 7} (9 etk e N. Le voxel au centre de limage définit l'origine du
_ 3 wa repére cartésien.
Toy=(P, 4, 7) = {(x’y’ 2) € L7 | |ry —gqz| < 7} (10) Afin de couvrir la totalité du domaine de Fourier 3D (figure
w3 2), nous définissons des droites 3D passant par l'origine et re-
= 73 | |pz — ra| < 7} 11y < . . ba
Toza (P, 4:7) {(w’y’z) €Z°|lpz—re| < 2 (11) liant les voxels qui bordent le domaine. Les éléments proches
qr—py = 0 estI'équation de la droite euclidienne 2D reliant de I'origine sont plus couverts par des droites discrétes que
(0,0) a(p, q), résultant de la projection orthogonale@€ sur  ceux du bord du spectre de Fourier. Notons que si le domaine
le planOzy (idem pourr,, . etr,.,). w, estfonctionde etq,  est de grande taille, certains coefficients de Fourier ne sont
wy est fonction de etr etws est fonction dey etr. Ces valeurs  pas couverts avec les droites pseudo-naives fermées et pseudo-
représentent les épaisseurs arithmétiques de la droite 3D dgmghagoriciennes fermées contrairement aux droites supercou-

les direction®z, Oy etOz. vertures. Dans ce cas, la transformée n’est pas strictement in-
Siwy = max (|p|, |q|), w2 = max (|g|, |r|) etws = versible (mais ces coefficients sont proches du bord et corres-

max (|7, [p), anrsL‘E’;)’;”i;““ est une droite pseudo-naive fer- pondent donc a des hautes fréquences). La redondance globale

mée (figure 1 (1)). de la transformée de Radon discréte selon une droite pseudo-

Siw; = V/p?2+¢% w = V@ +r2etws = /r2+p2,  naive fermée est 2.6, selon une droite pseudo-pythagoricienne
alorsL‘“pl"“fj‘“3 est une droite pseudo-pythagoricienne fermédermée= 3.3. La couverture du domaine de Fourier avec des
(figure 1’?’2)). droites supercouvertures est plus redondanté.p) et tous les

Siwy = |p| + |q|, w2 = |q| + |r| etws = |r| + |p|, alors  coefficients de Fourier sont couverts assurant ainsi la recons-
L“’lv’“ji’“’:* est la supercouverture de la droite Euclidiedh@  truction parfaite.

(figure 1 (3)), longuement étudiée en géométrie algorithmique Pour calculer la transformée de Radon discréte inverse, nous
discréte ([1]). calculons la transformée de Fourier 1D de chaque projection,

Notons que les voxels des droites 3D pseudo-naives fermépais nous faisons la moyenne des coefficients de Fourier cou-
et les droites 3D pseudo-pythagoriciennes fermées ne sont pats par un voxel élément des différentes droites discrétes 3D
nécessairement connexes contrairement aux droites 3D supet-enfin, nous appliquons une transformée de Fourier inverse
couvertures, plus épaisses que les deux autres types de droitgb.



2 Débruitage d'objets 3D avec la DART lettes.
3D
2.1 Procédure de débruitage 2.3 Debruitage d'une video

L <dure de débrui 3D formée Ridael Lavidéo composée de 115 images de tdillss x 115) avec
aprocedure de debruitage 3D par transformee Ridgelet CQQ§§tﬁiveaux de gris représente I'ouverture des pétales d’'une

a seuiller les coefficients Ridgelet et & appliquer Iatransformeﬁeur_ Un bruit Gaussien trés important est ajouté sur limage

Ridgelet inverse. s
tel que le SNR soit égal a 0,051 dB.
Pour définir la Transformée Analytique Ridgelet Discrete g g

3D, nous calculons une transformée en ondelette 1D sur chaq,
projection de I'image contenue dans la transformée de Radc
discréte. Nous choisissons une transformée non décimée en ¢
delette Daubechies D20 sur trois échelles. i
Nous avons choisi d'utiliser le seuillage introduit dans le cadre,
des décompositions en ondelettes par Donoho [8] (le seuil e~ %
égal ao\/2log (NV)). Nous estimons la varianeedes coeffi- * ;
cients Ridgelet bruités en utilisant la valeur médiane absolu,}
de la premiere échelle de la décomposition en ondelette por
chaque projection (comme pour une décomposition en ond: (1)

lette).

2.2 Débruitage d’'une image artificielle

Limage 3D est de taill¢63 x 63 x 63) avec 256 niveaux de
gris. Un bruit Gaussien est ajouté sur I'image tel que le Rap’
port Signal sur Bruit (SNR) soit égal & 9.62 dB. Les résultats.

Womo oM o® % & Ut W E

(3)

FiG. 4: Images issues des vidéos : (1) originale, (2) bruitée, (3)
débruitée par une décomposition en ondelette, (4) débruitée par
la DART 3D

(1)

Le SNR de la stratégie ondelette 3D est égal a4 6.17dB et ce-
lui de la stratégie DART supercouverture est égal a 7.47 dB.
En comparant une image issue de la séquence (figure 4), nous
constatons que les bords et les détails de la tige ou de l'arriére
plan sont plus nets avec une stratégie Ridgelet qu’avec une stra-
tégie ondelette. Lors du débruitage par une décomposition en
ondelettes, nous obtenons des artefacts fort bien connus en 2D
appelés phénomene pseudo-Gibbs.

FiG. 3: (1) coupe de I'image originale, vues 3D de: (2) I'image2-4 Débruitage d’'une Image a Résonance Ma-

originale, (3) 'image bruitée, (4) 'image débruitée par une dé- gnetique
goDmposmon en ondelettes, (5) 'image débruitée par la DART Limage 3D est de taillg(123 x 123 x 123) avec 256 ni-

veaux de gris. Un bruit Gaussien est ajouté sur I'image tel que
de débruitage de I'image avec la DART définie avec des droitde SNR soit égal a 8.85 dB.
pseudo-naives ou avec des droites pseudo-pythagoriciennes née SNR de la stratégie ondelette 3D est égal & 10,67 dB et
sont pas concluants. Ces droites 3D ne couvrent pas entiereelui de la stratégie DART supercouverture est égal a 11.49 dB.
ment le spectre de Fourier 3D, la reconstruction de I'imagé€e résultat semble mettre en évidence un meilleur débruitage
3D n’est donc pas parfaite. Par conséquent, nous définissopar la décomposition Ridgelet.
la DART avec des droites 3D supercouvertures. Le SNR de Les coupes horizontales des IRM dans la figure 5 mettent en
image débruitée par la stratégie Ridgelet (18.25 dB) est suévidence une tumeur cérébrale. Les contours des objets com-
périeur de celui de d'image débruitée par une stratégie orposant le cerveau, tumeur et lobe cérébral par exemple, sont
delette (13.45 dB). Perceptuellement (figure 3), les contourglus nets avec le débruitage Ridgelet. L'image débruitée par la
rectilignes de I'image artificielle sont mieux conservés avec I&DART 3D est perceptuellement meilleure que celle débruitée
décomposition Ridgelet qu’avec une décomposition en ondgsar une décomposition en ondelettes.



3 Conclusion

Nous avons proposé un algorithme simple de débruitage d’ob-
jets 3D. Le débruitage avec la DART 3D obtient des résul-
tats trés encourageants: les images 3D et les vidéos recons-
truites sont perceptuellement correctes et contrairement a une
décomposition en ondelette, nous conservons les ruptures des
objets 3D sans faire apparaitre de points parasites. Les résul-
tats peuvent étre encore améliorés avec une décomposition lo-
cale consistant & découper I'image 3D en plusieurs cubes et a
appliquer I'algorithme de débruitage par la DART sur chacun
d’eux.
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FiG. 5: Coupes horizontales des IRM: (1) image originale, (2)
image bruitée, (3) image débruitée par une décomposition en
ondelette, image débruitée par la DART 3D



