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Institut de Recherche Mathématique Avancée (IRMA)
Université Louis Pasteur et CNRS (UMR 7501)

Résumé

Pour les algebres de Lie absolument simples, de dimension finies, de rang au moins
2, définies sur un corps local de caractéristique 0 et admettant une graduation : g =
goDg_1Dgo D g1 D go, donnée par un élément Hy tel que 2H( soit simple, on définit
(& 2 exceptions pres) des sous-groupes paraboliques P, inclus dans le groupe des auto-
morphismes de g et centralisant Hy, dont 'action sur g; et g_; est géométriquement
préhomogene. On étudie la structure de ces espaces préhomogéenes. On montre que les
fonctions Zétas associées aux invariants relatifs fondamentaux de P définis sur g; et g_1
admettent des prolongements méromorphes qui vérifient des équations fonctionnelles ab-
straites et on donne le calcul explicite des coefficients des équations fonctionnelles, des
polynomes de Bernstein associés aux invariants relatifs fondamentaux de P dans le cas
archimédien, par une méthode de descente a des centralisateurs de paires d’algebres de
Lie de type sla qui commutent.

Ceci généralise des résultats bien connus lorsque g2 = {0}.

Introduction
Comme il est dit dans [Sa €], un probleme intéressant en analyse et en théorie des nom-
bres est le suivant : étant donnés 2 polynomes homogenes P et P* en n variables de degré
d & coefficients réels, trouver des conditions afin que la transformée de Fourier de |P(z)|*, s

—S

étant un nombre complexe, vérifie I'égalité |P(z)|* = facteur gamma.|P* ()|~ au sens des

distributions.

Il est bien connu qu’une réponse a cette question est donnée par la théorie des espaces
vectoriels préhomogenes diie & Mikio Sato et introduite dans les années 1960 ([S4], premiere
version publiée en 1970 en Japonais) et dont une classification a été obtenue par M.Sato et
T.Kimura ([a-K]]).

Par la suite cette théorie a connu de grands développements et dans de nombreuses direc-
tions.

Dans ce travail, on s’intéresse aux fonctions zétas locales associées a ’action préhomogene de
certains sous-groupes paraboliques ceci dans le cadre des préhomogenes de type parabolique.



1. Les préhomogenes considérés sont de “type parabolique” ([Ru J,[Ru_J]), plus précisément
soit g une algebre de Lie absolument simple de dimension finie, définie sur un corps local de
caractéristique zéro que 'on note F, on suppose que g est munie d’une graduation :

9 = Diezi
ol les g; sont des sous-espaces vectoriels de g vérifiant la condition :

l9i,9;] C gir; Vi,j € Z.

Les dérivations de g étant intérieures, il existe un unique élément appartenant a gg qui
définit la graduation, on le note Hy et on a :

VieZ g; :{x €g | [Ho,CC] :ZCC}
Soit G le centralisateur de Hy dans le sous-groupe Auty(g) ([Bou 2]) des automorphismes de
g. Ce groupe opere sur chaque espace vectoriel g;,7 € Z, mais on considere I'action de G sur
g1 et la représentation correspondante est notée de maniére infinitésimale : (go, g1, Hp) ou
(90, 91)-
Les sous-espaces vectoriels g; et g_1 sont mis en dualité a I’aide de la forme de Killing de
g d’ou (G, g_1) est la représentation contragrédiente de (G, g1).

D’aprés un résultat de E.B.Vinberg ([V]]), ces représentations sont géométriquement
préhomogenes ce qui signifie que GG posseéde une orbite ouverte dans g; muni de la topologie
de Zariski, ceci lorsqu’on se place sur une cloture algébrique de F, et le nombre d’orbites de
G dans g41 est fini.

Ainsi (go, g1) est une F-forme d’un espace préhomogene, appelé de type parabolique, en ef-
fet la sous-algebre @;>0g; est une sous-algebre parabolique de g dont le radical nilpotent est la
sous-algebre : @;>1g; et la sous-algebre réductive gg est 'algebre de Lie du groupe G ([Ru 2)).
Lorsque la graduation est courte, c’est a dire telle que g = g_1 D go @ g1, le préhomogene est
dit de“type commutatif” (car g; est une algebre commutative).

L’intérét des préhomogenes de type paraboliques réside dans la présence de ’algeébre sim-
ple g qui contient a la fois I'algebre de Lie du groupe G et 'espace g1 de la représentation,
permettant ainsi ’étude et 'expression des résultats en termes de la structure de g (cf. par
exemple les travaux de N. Bopp et H. Rubenthaler dans [B 7).

Ainsi une description possible des orbites de G dans gy est réalisée a ’aide d’une version
<graduée> des slp—triplets. On rappelle qu'un sla—triplet est un triplet non nul (z,h,y)
vérifiant les relations de commutation suivantes :

[z,y] = =h, [h,2] =2z, [hy] =2y ([Boud)).

Par une généralisation du théoreme de Jacobson-Morozov, il est bien connu que pour tout x
non nul de gy, il existe h et y appartenant respectivement a gy et a g1 tels que (x, h,y) soit
un slo—triplet.

Définition Un élément h de g est dit 1-simple si il existe un sly-triplet (z,h,y) tel que x
(resp. y) soit dans g1 (resp. g—1) . Un tel slo—triplet est appelé 1-adapté.



Soit a une sous-algebre abélienne déployée maximale de g contenant Hy, on note A le
systeme de racines correspondant. Ce dernier est également gradué par Hy :

= (A€ A | \H) =il.

On choisit un ordre sur A pour lequel les racines appartenant a U;~o4; soient positives, soit
Y une base de A et X; = XN A, i € Z, on adopte la notation classique (A, ¥ — %) (ou bien
(A, Xo) lorsque ¥ —Xg = {\o}) pour désigner le préhomogene (g, g1) ([Ru_2)), le préhomogene
(g0, g1) sera dit déployé lorsque g est déployée.

Les préhomogenes de type parabolique absolument irréductibles, c’est & dire pour lesquels
g1 est un go—module absolument irréductible, sont réguliers ([Fa-Ki]) si et seulement si 2H)
est 1-simple ([Ru J]). Dans ces conditions, on peut supposer que g; et g_; engendrent g, ce
que lon fera systématiquement ainsi le préhomogene sera de type (A, \g), il existe ([Ru J)
un polynome défini sur g;, relativement invariant par G et de degré minimal, que ’on note
F tel que :

{z € g1 admettant 2H( pour élément 1-simple} = {z € g; | F(x) # 0}.
Il existe un caractere x de G tel que :
Vg e G, Ve eg: Flgr)=x(9)F(x) (1)

et toute fraction rationnelle définie sur g; vérifiant une relation analogue & (1) est (a4 une con-
stante multiplicative prés) une puissance entiere de F. L’invariant relatif F, qui lui aussi est
défini a une constante pres, est dit fondamental et 'ensemble de ses zéros est le lieu singulier
noté S.

On a exactement la méme situation sur le préhomogene “dual”, (G, g—_1), I'invariant relatif
fondamental sera noté F™* et son lieu singulier S*.

Soient :

O1, ..., Oy les orbites de G dans g — S et O7, ..., Oj les orbites de G dans g_; — 5™,
w un caractére unitaire de F*, 7 = w| |*, avec s € C, un caractere de F*,

Pour f appartenant a 8(g;), 'espace de Schwartz de g1 et g appartenant & 8(g_1), on
appelle fonctions zétas locales les expressions :

- / @) (F@))dz , Zos(gim) = / o) (F* (2))dz
0; ;

qui convergent pour partie réelle de s assez grand, elles admettent un prolongement méromorphe
sur C et il existe des fonctions méromorphes (en s), notées ao:,0; (m), telles que pour i = 1,..., ¢
et f appartenant a 8(g1) on ait :

dim(g)

Zox( - 0.(m)Z, 1N N=_——"2>2/_
o (Fim) = > aoz0,(m)Zo(fim | |7N) avee degré de F

Jj=1,...,¢

([Fa-SH, [EL1, [fg9))-




Dans le cas réel, les fonctions ap= o, ont une forme particuliere ([Sh ]). Elles ont été cal-
culées dans un grand nombre de cas (dans le cas commutatif et dans le cadre des algebres de
Jordan [Fa-F4q], cf. les travaux de M.Muro, par exemple [Muro 4] , [Muro 3] , [K=M], par des
techniques de micro-analyse ). Dans le cas p-adique, I’étude fondamentale est die a I.J.Igusa
(cf. les travaux cités et en particulier [lg 11 et [[g 13 pour un panorama) et a ses éleves (par

ex. [Rd).

Rappelons tres brievement que ’étude des fonctions zétas globales qui sont définies :

- soit & partir de la situation décrite ci-dessus mais en prenant comme corps F un corps
de nombres, la fonction zéta est alors celle obtenue par extension sur les adeles de F, son
prolongement méromorphe vérifie également une équation fonctionnelle (cf. par exemple :
appendice de [Mard), [Ra-Sd), (Wi, [izd), oK), M), [Faid), Baid),

- soit & partir de la situation réelle et de séries de Dirichlet associées a des réseaux G-
stable dans g; (cf. par exemple [Ba-SH] , [Sh 1], [Sh 2], [Sa 1, [Sa 2]),
est nettement plus difficile et qu’il est regrettable que toute la bibliographie que nous donnons
a titre indicatif soit non exhaustive.

Dans le cas particulier des préhomogenes commutatifs pour lesquels 'algebre g n’est pas

de rang 1, il existe (au moins) un sous-groupe parabolique P de G dont l'action sur giq
est encore géométriquement préhomogene ([M-R-S|]). Lorsque le sous-groupe parabolique est
minimal parmi ceux-ci, les invariants relatifs fondamentaux correspondants, notés Fi, ..., F},
sur g1 et FY, ..., ) sur g_; donnent a nouveau des fonctions zétas a multi-indice qui vérifient
également des équations fonctionnelles analogue aux précédentes, ces résultats, qui se trouvent
déja dans [Fh 3, sont dis dans le cas réel & N.Bopp et H.Rubenthaler ([Bo-Ru J]) ainsi qu’a
J.Faraut et A.Koranyi lorsque le sous-groupe parabolique est minimal ([Fa-Kd]), et ce dans
le cadre des algebres de Jordan, et & Y.Hironaka dans certains cas p-adiques ([H J]).
Dans cette situation commutative uniquement, chaque orbite ouverte, O;,7 = 1,...,¢, est
la réalisation d’un espace symétrique G/H;. Dans [B J], N.Bopp et H.Rubenthaler ont
généralisés les travaux de R.Godement et H.Jacquet ([[Go-Jd]) en associant des fonctions zétas
locales a des vecteurs distributions H;—invariants associés a la méme représentation sphérique
minimale de G et ont établis les équations fonctionnelles correspondantes.

Lorsque le parabolique est minimal, les fonctions sphériques et les problemes associés ont
été largement étudiés par J.Faraut et A.Koranyi ([Fa-Kd]) dans le cadre des algebres de Jor-
dan et Y.Hironaka dans certains cas p-adiques.

Dans le cas réel, J.L. Clerc a réussi a généraliser certains résultats précédents a une classe
plus large de préhomogenes non commutatifs a 1’aide des représentations d’algebres de Jordan

().

2. Dans ce travail, on se propose de donner une situation analogue au cas commutatif c’est
a dire définir pour chaque préhomogene de type parabolique absolument irréductible régulier
(cf.1.) de graduation au plus 5 c’est & dire

g=9g2Pg-1Dgo D g1 D g2

de rang au moins 2 dont 'invariant relatif fondamental n’est pas une forme quadratique (i.e.



degré(F') > 2) et qui n’est pas de type Gg, (au moins) un sous-groupe parabolique standard,
P, dont I’action est préhomogene au sens précédent.

Désignant par Fy,..,F, = F,Ff,...,Fy = F* les invariants relatifs fondamentaux de
(P, g1) et (P,g_1) rangés dans un “ordre croissant” (essentiellement chaque F; apparait comme
la restriction de Fj;1), on montre classiquement que la fonction zéta locale a multi-indice
associée vérifie une équation fonctionnelle. On définit des normalisations cohérentes avec
cette situation et on montre que les coefficients locaux (ainsi que les polynémes de Bernstein
associés dans le cas archimédien) s’obtiennent par descente sur des préhomogenes construits
a partir de centralisateurs de paires de sls-triplets 1-adaptés qui commutent.

La méthode utilisée convient sur F sans distinction (archimédien ou p-adique), elle est
élémentaire (décomposition des invariants relatifs fondamentaux et des mesures) et généralise
celle du cas commutatif ([Mu 1]))!.

Il se peut qu’il y ait un lien avec certaines décompositions des invariants relatifs fonda-

(]

mentaux considérées par A.L.Mortajine ([Md]) ainsi que par F.Sato ([Ba_{]).

(A, \g) étant le diagramme de Dynkin gradué associé au préhomogene (g, g1), on note
(A, \g) le diagramme de Dynkin gradué associé au préhomogene déployé sur une extension
convenable de F et admettant (go, g1) comme F—forme.

Dans le cas p-adique, les résultats obtenus montrent le lien entre les poles des coefficients
ao=o(| |, ..., |°?) et certaines racines du polynome de Bernstein associé a F' dans le préhomogene
déployé réel de méme type (A, Xg).

Ainsi dans le cas complexe, on obtient le résultat attendu, c’est a dire que si on note :

p p—1
FOYITF) = bap(sts e sp) ([ FFVET™ (s1,.08p) € CF,
i=1 =1

alors (a 2 exceptions pres) on a

p (dp—€+1 _dp—f

bg,p (515, 8p) = H H (8£+---+Sp+)\€7j)>

=1 j=1

et si on définit sur F, archimédien ou p-adique, pour toute application polynomiale B de la
forme :
B(s1,...,8p) = H (@181 + ... + apjsp + q;) avec a; ; € Z,
1<j<r

et pour tout caractere w de (F*)P, 7 = (mq,...,mp) :
T
ai,q Qap 4 .
og(m) = pg(m,...,mp) = Hp'(ﬂll”....wp‘”| |5 +1)
j=1

avec p'(m1) = m(=1)p(m1), p étant le coefficient obtenu par J.Tate ([[[d]) dans I’équation
fonctionnelle associée a la fonction zéta sur F (dans ce cas F'(x) = x et les valeurs explicites
de p sont rappelées dans le §3.6.1) alors pour f dans 8(g1) on a :

(A) Z*(f;7) = pgm (M Z(f;m*| |7V1) avec ©* = (mp_1, ..., 71, ( H m) 1) et 1, = (0,...,0,1).
1<i<p

!Ces résultats ont été partiellement exposés aux Journées Préhomogenes Franco-Japonaises organisées par
F.Sato-P.Kaplan-A.L.Mortajine a Tokyo en 1999



On applique la méthode de descente pour le sous-groupe parabolique Py, minimal parmi
les sous-groupes paraboliques considérés (a ’exception d’un cas qui ne semble pas significatif)
ceci nous conduit & considérer successivement le cas commutatif (cf.tableaux 1 et 2), les cas
classiques symplectiques (n°13 de la classification de [Sa-Kj] avec par exemple Trig(2k) x
Sp(n—2k), avec 6k < 2n, opérant sur les matrices a 2k lignes et 2n — 4k colonnes ainsi que les
différentes F formes) et orthogonaux (n°15 de la classification de [Sa-Ki], avec par exemple
Trig(k) x SO(m), opérant sur les matrices a k lignes et m colonnes ainsi que les différentes
F formes avec quelques hypotheéses techniques supplémentaires) (cf.tableau 2) puis les cas
“exceptionnels” ayant go de dimension 1
(A, ap) de type (Fy, 1) ou (Eg, az) ou (E7,a1) ou (Es, ag) avec les formes EIIT, EVI et EIX
lorsqu’elles existent, cf.les n°14,5,23,29 de la classification de [Sa-Kil),
puis les F—formes de (E7, ag) (n°20 de la classification de [Sa-Ki]), le type déployé (E7, as9)
(n°6 de la classification de [Sa-Ki]) et pour finir les F—formes de (Eg, ;) (n°24 de la classi-
fication de [Sa-Ki]) (cf.tableau 3).

Pour éviter d’avoir a déterminer les orbites de Fy dans le lieu non singulier de g; et g_1, on
a préféré introduire pour u = (uy, ..., u,) € (F*/F*2)P les ouverts (éventuellement vides) :

Ou={zcg | Fi(2). .F@)F?=uy..u ,i=1,..,p}

O ={recg 1| Fl*(x)Fz*(x)IF*z = Up..Up—it1 ,1 = 1,...,p}

ainsi que les fonctions zétas correspondantes, notées simplement Z,, et Z, alors il existe des
fonctions méromorphes (au sens précédent), a, () telles que

(B) Zi(fim) = Y. awu(mZu(f;m | |TV),

ve(F* /F*2)p

elles sont déterminées explicitement puisque la méthode de descente ramene les calculs a des
cas bien connus (rang 1 et on applique [[Td] , [Go-Jd], ou bien au cas d’une forme quadratique
RaSd)).

Cependant la structure particuliere de F*/F*2 dans le cas p—adique nous a conduit & intro-
duire certaines sommes qui ont été calculées uniquement lorsque la caractéristique résiduelle
est différente de 2 ce qui explique cette restriction chaque fois que ’on utilise les résultats de

[RaSd) (c£.§3.6.2).

Ce résultat subsiste dans les cas exceptionnels pour le préhomogene (G,g+1) (ce sont les
définitions ci-dessus avec p = 1), et dans le cas (E7,as) réel ou p-adique de caractéristique
résiduelle différente de 2, on obtient ’équation :

ZXF(f); @l [*) = C(s)B(@w, ) Z(f3 o] [7°7%)  avec:

C(s) = 1210 P )p(] 17) , Bl@n, s) = o' (@] 1) @] 1772)0 (@] [°F7)

@, désignant, pour x € F*/F*2 le caractere de F*/F*? défini par le symbole de Hilbert

(@ (y) = (z,9)).



De plus, lorsque les racines de bg p, (0, .., s) sont entieres, on a également I'unique équation
fonctionnelle :

m=(m,m) 25 (fim) = Cpy L (mom) Z(fi ol [7V1)

avec mg = 7 = Id & l'exception de l'unique cas commutatif (A,Ng) = (Azp_1,0p) et
(A, Ng) = (Cp, ) dans les notations des planches de [B | (cas des matrices hermiti-
o= (1, .1, 050-1),

/

~ - , F[V/4] étant Pextension sur laquelle g se déploie,
o = (Wsy ..., W5, 1),

ennes) pour lequel

et C =1 lorsque g est déployée ou de type exceptionnel, sinon

( p(p—1)

(a(l)a(—=0)) 2z lorsque 7, # 1,

(1)™ dans le cas CII ((A,Xg) = (Cp,azp) et (A, Xg) = (Cp, )

p(p—1)
2

(-1) dans le cas DIII ((A, \g) = (Dap, a2p), (A, Xo) = (Cp, )

(=1)P*=1D) dans le cas ATT (A, Xg) = (Aokp—1,apr) et (A, Ao) = (Agp_1,p)).
(résultat connu partiellement).

3. Indiquons briévement le contenu de chaque partie.

e Dans la section 1 on motive le choix du parabolique particulier que I’on considere et que
I’on introduit de maniére inhabituelle, a partir de certains éléments 1-simples “compatibles ”
avec la graduation de départ.

Dans la situation générale graduée, cf. §1. avec g semi-simple, ou 'on suppose 2H; 1-
simple, a tout élément 1-simple, h, on associe la sous-algebre parabolique : p(h) = @;>0E;(h)
de partie nilpotente n(h) = @;~oF;(h), avec E;(h) = {x € g1|[h,x] = iz} pour i entier. Alors
lorsque h # 2Hy et n(2Hp) C n(h), 2Hp — h est également 1-simple et exp(ad(n(2Hy — h) N
g0)(EL(h)Ng1 @ E2(2Hp —h)Ngy) est un ouvert de Zariski de gy, avec F)(h) = {z € g|(x,h, )
se complete en un sla-triplet } (lemme 1.1.1).

Un tel élément h est dit 1-simple spécial. Lorsque h et 2Hy — h sont 1-simples spéciaux,
on dit que h est 1-simple tres spécial. Ces éléments tres spéciaux sont associés a des grad-
uations courtes et aux situations irréductibles, en effet si le préhomogene de départ est ab-
solument irréductible, alors g; = {0} pour |i| > 3 (lemme 1.2.2) et le préhomogene associé
(Eo(h)Ngo), Ea(h)Ng1, %) est encore absolument irréductible régulier (lemme 1.2.1) ainsi que
le préhomogene obtenu en prenant le centralisateur d’un slo-triplet 1-adapté construit avec h
et muni de la graduation induite par ad(Hy) & quelques exceptions pres (prop.1.2.4).

On vérifie ensuite que sous les hypotheses énoncées dans 2., un tel élément 1-simple tres
spécial existe toujours (§1.3).

Dans le §1.4 on introduit la classe des préhomogenes étudiés, Hy,...H, sont p éléments
1-simples tres spéciaux de a de somme 2Hy, t = EszlFHi, ARg(t) les restrictions non nulles
des racines de A a t muni de lordre :

A>=0 & ANHg) >0 avec k=sup{j, AN(H;) # 0},



alors p(Hi, ..., Hp) = Ep(t) & ng, avec ny = @)\>07>\6Aog)\a est une sous-algebre parabolique de
sous-groupe parabolique associé : Py = G¢.Ny, avec N¢ = exp(ad(ny)), G étant le centralisa-
teur de t dans G; un tel sous-groupe parabolique (que l'on prendra standard) est appelé “trés
spécial”.

La situation est analogue au cas commutatif puisqu’on a les propriétés suivantes.

Pour £ = 1,...,p — 1, soient h, = Zlgjgk H; et Fj l'invariant relatif fondamental du
préhomogene absolument irréductible régulier (Eo(hy) N go, E2(hg) N g1), 2hy) que l'on étend
naturellement & g;; on note F, I'invariant relatif fondamental du préhomogene (go, g1).

On a la situation duale avec pour k = 1,...,p — 1, F;;ik I'invariant relatif fondamental du
préhomogene absolument irréductible régulier (Ey(hx) N go, Eo(hk) N g-1), Hy — %hk) que
I'on étend naturellement & g—i; on note F; 'invariant relatif fondamental du préhomogene
(90, 9-1)-

Alors Fi, ..., Fy, (vesp. FY, ..., ;) sont relativement invariants par P(Hj, ..., H,) de caracteres
associés xp, k = 1,...,p (resp. xp— kXp L'k =1,...,p en posant xo = 1) et sont les invariants
relatifs fondamentaux de l'action de P(Hjy, ..., Hp) sur gq (resp.g—1) (prop.1.4.5, lemme 1.4.7).
Les orbites de P(Hy, ..., H,) dans g”1 = {z € g1 | [[5_; Fi(x) # 0} sont les orbites de Gy dans

={3P x| [z,xj] =0pouri,j=1,...peta; € EL(H;)Ngi}, la situation est similaire
dans g1 (lemme 1.4.4).

Le sous-groupe parabolique trés spécial P(H,, ..., H1)(= 0P(Hy, ..., H,)0 " avec 0 = [[0_, 0, (—

défini dans l'introduction du §1) est associé a I'ordre inverse et donne lieu a la méme situation,
pour k=1,...,p—1:

e P,_j est I'invariant relatif fondamental du préhomogene absolument irréductible régulier
(Eo(hk) Ngo, Eo(hk) Mgy, Hy — %hk)), que l'on étend naturellement & gy,

e P} celui du préhomogene (Eo(hi)Ngo, E—2(hi)Ng—1, %hk), que I'on étend naturellement
ag-1.

Alors pour 1 < k < p—1, 2 € Ey(hx) Ng1 et y € Eo(hg) N g1 qui commutent on a

Fy(x +y) = Fip(x)P,- ( ) (é 2 exceptions pres pour lesquelles il faut rajouter une puis-
sance) (lemme 1.4.7).

e Dans la section 2, étant donné un préhomogene (go,g1) absolument irréductible et
régulier et P; un sous-groupe parabolique standard tres spécial, situation du §1.4 dont on
reprend les notations, on établit essentiellement le :

Théoréme 2.1.1
1. P; a un nombre fini d’orbites dans g1 et g_1.
2. Soient Sp, = {z € g1 | HlSiSp Fi(z) =0} et Sp ={r €g-1 | HlSiSp F*(z) = 0}.
Pour tout élément x de Sp, (resp. Sp, ), il existe i € {1,...,p} tel que xi/(P)e)? # 1
(resp. (X7 (/(P)z)° # 1).
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Ce théoreme établit les conditions suffisantes d’existence des équations fonctionnelles lorsque
F est un corps p-adique (théoreme ky, de [Ba q)).

La démonstration de ce théoreme est faite par descente, en se ramenant a des centralisa-
teurs d’algebres de type sl et est commencée dans le §2.1.
Elle nécessite une forme relativement simple des représentants des orbites de P; dans Sp,
obtenue par des considérations cas par cas. Ainsi on termine la démonstration du théoreme
2.1.1 cas par cas mais ceci nous amene également a obtenir une classification des sous-groupes
paraboliques standards trés spéciaux et ’on retrouve ainsi certains exemples bien connus.

Le §2.2 contient quelques lemmes techniques généraux utiles pour les simplifications finales
des représentants des orbites de Py dans Sp,.

Le cas commutatif (g2 = {0}) est traité dans le §2.3, on y établit également que :

Proposition 2.3.1 Soit N = exp(ad(@aeAg g%)).

Pour tout élément x de g1 (resp. g—1), il existe un ensemble S de racines fortement orthogo-
nales de Ay (resp. A_y) telles que N.x N (Bpuesgh) # 0.

Lemme 2.5.2

1. Il existe un unique ensemble maximal ordonné de racines fortement orthogonales (longues)
de Ay, A, ..., An, telles que le sous-groupe parabolique

Py = P(hy,, ..., hy,) soit standard.

2. Soit P, un sous-groupe parabolique standard alors Py D Py et il existe p, 2 < p < n,
et des entiers : lp = 0 <1 <13 < ... <1y =n tels que P, = P(Hy,...,H,) avec
Hi=3% | 11<j<, by, pouri=1,..p.

Les cas classiques sont traités dans le §2.4.
Introduisons les notations des planches de ILIIT et IV de [Bou 1f|, A est de type B, BCy,Cy,
ouDpet dg=op =€, —€epppalors Ay ={e;+e |1 <i<k<j<n, ¢ 1<i<k}nA.

E Jorsque g est déployée de type Ch,

Soient : pg = ¢ 2 et pouri=1,....pp :
k sinon

I 2(hoey_oisy + P26y _u;.,) lorsque g est déployée de type Cp,
“ | he_,,, sinon.

Lorsque 2k < n, on introduit également Hj = S2% Pei—cop_sn €t Hy = SF o h

i=1 "Y€ €2k —it1-"

Les sous-groupes paraboliques Py = P(Hj, ..., H,,) et P = P(H{, Hj) sont des sous-groupes
paraboliques standards tres spéciaux et si P = P(Hj, ..., H,) est un sous-groupe parabolique
standard tres spécial alors

e soit P = P} et 2k < n,

e soit P D I}, k > 2 et il existe des entiers : [,41 =0 <[, < ... <l <l = k tels que
H;, = Zli+1+1§j§li he; pour i = 1,...,p (prop.2.4.3).



Les cas exceptionnels non commutatifs sont traités dans le §2.5 et dans tous ces cas il y a un
unique sous-groupe parabolique standard tres spécial, P(Hy, Hs) (cf.tableau 3).

Lorsque gs n’est pas de dimension 1, Hy = 2hg, & étant la plus grande racine de A.

P(Hq, Hy) est un sous-groupe parabolique maximal de G a I'exception du cas (Eg, a) pour
lequel g — ¥ = {a1, a4} et dans les autres cas, on a :

{a1,a4} lorsque A = Fy,

{a1,a6} lorsque A = E7 et ¥ C {a1, a6},

{a1,a8} lorsque A = Eg,

{a1,as} dans le cas (FE7,az2).

De plus, lorsque (A, )\g) est de type (Eg, a2), (E7,a1), (Es, ag), pour tout élément z de g; il
existe y dans P(Hy, Hy).z et 4 racines fortement orthogonales 1, ..., 04, tels que le support de
y comprenne au plus 4 racines appartenant a {& — (1, 3;,1 = 1,...,4} et dans le cas (Fy, )
il faut y adjoindre I'ensemble {& — A1, 3(A1 + A3), 3(A2 + A4)}. Ces 4 cas correspondent a go
de dimension 1.

Y- =

e La section 3 est consacrée aux résultats classiques sur les fonctions Zéta associées aux
préhomogenes absolument irréductibles et réguliers (Py = P(Hq, ..., Hp),g+1) ce qui impose
des normalisations :

~ degré deF,
e de la forme de Killing B (§3.1, B = — e

2B(Ho, Ho)
e des mesures de Haar de g; et g_;1(§3.2),
e des invariants relatifs fondamentaux Fy,...,Fy,, FY, ..., [ (83.3).

'B)?

Dans le cas archimédien , on introduit les opérateurs différentiels Fj,(0), Fj¥(0),k =1,...,p
ainsi que les polynomes de Bernstein associés by et by, k=1,...,p :
pour s = (s1,...,5p) € CP et F* = H1<i<p F R = H1<i<p ' ona:

FL(0)(F"™) = by(s) F** ool | Fr(9)(F) = b (s)F> otlox,

avec 19 = (0,...,0) et 1; étant le vecteur de RP dont toutes les coordonnées sont nulles sauf la
jéme qui vaut 1, avec un aménagement pour 2 exceptions (lemme 3.4.2). On pose by p, := bp.
Lorsque k est différent de p, comme dans le cas commutatif ([R-5]), on établit que by (sq, ..., sp)
est proportionnel au polynoéme de Bernstein, by py, ... i) (Sp—k+15 -+ sp), 4k étant le central-
isateur d’une algebre de type sly telle que 4y C Ea(hg) Ng1 et (Lo, L) admet Fy /Uy comme
invariant relatif fondamental (ainsi que la propriété analogue pour bj) (prop.3.4.4).

Le théoreme 2.1.1 ainsi que les propriétés de F(0) et F}¥(9), pour k = 1,...,p, dans le cas
archimédien, permettent d’obtenir le prolongement analytique et l'existence des équations
fonctionnelles des fonctions zétas associées a (P(Hi, ..., Hp),g+1) (th.3.5.2 qui s’appuie sur
[Ba 3,[Bo-Ru 1],[Bo-Ru 2], cf. également le lemme 3.5.3 pour I'indépendance des coefficients).
En application immédiate, pour k strictement inférieur a p, on obtient by p comme produit
des 2 polynoémes de bernstein,

bu,P(Hl,...,Hk)(Sp—k—i—la ey Sp) et bu’7P(Hk+1,...,Hp)(515 ey Sp—k—1, Zp_kgisp 8i +Tk),

4 étant & nouveau le centralisateur d’une algebre de type sl telle que ) C Ey(hy) N g1 et
) étant un nombre rationnel explicitement défini & partir de dimensions (prop.3.7.3).

On rappelle dans le §3.6 les 2 exemples fondamentaux utilisés ultérieurement :
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e lorsque g1 est de dimension 1, résultat di & J.Tate([Td]) faisant intervenir les facteurs
p(m) et o/ (m;x), m € F* et x € F*/F*2,

e lorsque linvariant relatif fondamental de (gg,g1) est une forme quadratique F', les
résultats de [Ra-Sd|) ont été reexprimés (th.3.6.5, notamment le 5)) et font intervenir les
facteurs A% (v, u,8), m et mp € F*, (v,u) € (F*/F*?)?, § = (=1)Ndisc(F) (B du lemme

3.6.4,cf.également lemmes 3.6.7 et 3.6.8).

e Dans _la section 4 on établit une décomposition des mesures sur g; et g_; “adaptée” a
laction du sous-groupe parabolique P(hy,2Hy — hy) et par conséquent aux invariants relatifs
F et F;_k, k étant un entier fixé tel que 1 < k < p — 1, (th.4.3.3) et qui s’exprime & l'aide
des mesures Gy, -invariante a gauche sur
Wi={z+y|zeEx(he) g1, y€Eolhx)Ng1, [x,y]=0,F(x+y)#0} et
Wi={a"+y |2 € Eo(hg) Ng—1, vV € Eo(hi) Ng—1, [z, ] =0,F*(a’ +y') # 0}
(corollaires 4.4.2 et 4.4.3).

Avec cette décomposition, la transformation de Fourier se décompose en 2 transformations
de Fourier partielles (th.4.3.5 dans lequel intervient le résultat de A.Weil, [(Wd], sur la trans-
formation de Fourier d’un caractére quadratique, cf.lemme 4.2.3).

Ces résultats imposent des normalisations précises des mesures sur les sous-espaces vectoriels

e Dans la section 5 on applique les résultats de la section 4 au calcul des coefficients de
I’équation fonctionnelle vérifiée par les fonctions Zétas. On obtient ainsi une relation explicite
les exprimant a partir de ceux associés a des préhomogenes construits avec des centralisateurs
d’algebres de Lie de type sly (prop.5.1.1).

Ceci donne ’équation (A) du cas complexe (th.5.2.2 et remarque 5.2.3).

On établit également, sous certaines conditions vérifiées dans la plupart des cas, une re-
lation permettant le calcul explicite des coefficients a,, (cf.relation (B) de l'introduction)
(prop.5.3.2).

Cette section se termine par ’étude de 2 exemples réels particulierement simples puisque
la descente fait apparaitre 2 formes quadratiques anisotropes dont les résultats sont connus
((Eg,2), Eg étant de type III et (E7, ) avec E7 de type VII, prop.5.3.3).

Les sections suivantes sont les applications des résultats de la section 5. Dans chaque cas on
détermine les polynomes de Bernstein, les coefficients de I’équation fonctionnelle a multi-indice
(c’est & dire associée aux invariants relatifs fondamentaux Fi, ..., Fy,, FY, - Fy ) et de ’'équation
fonctionnelle simple (c’est a dire associée aux aux 2 invariants relatifs fondamentaux F, F™*),
la méthode employée fait apparaitre ces coefficients sous forme de somme de produits de
coefficients d’ équations fonctionnelles associées a des préhomogenes de rang plus petit ce qui
impose :

- la connaissance assez précise de la structure et des résultats pour ces derniers,

- la simplification de ces sommes lorsqu’on passe a I’équation fonctionnelle simple et qui
est obtenue en utilisant les résultats du §3.6.2.

Ceci est illustré dans les :
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e section 6 qui traite du cas commutatif (cf.tableaux 1 et 2) avec le sous-groupe parabolique
Py, ainsi qu'un approfondissement du cas “symplectique” commutatif (i.e. A = C),) dans le
cas p-adique de caractéristique résiduelle différente de 2,

e section 7 qui traite des cas classiques (cf.tableau 2) avec I’action du sous-groupe parabolique
Py. Une attention particuliere a été donnée au cas orthogonal BDI, malheureusement les
résultats sont incomplets dans le cas DIII p-adique,

e section 8 qui traite des cas exceptionnels (cf.tableau 3) dont I’étude est emboitée.

e [’appendice 1 contient un résultat élémentaire sur le rang du centralisateur d’un sls-
triplet. Ce résultat est utilisé dans I’étude de (E7, ag).

e Appendice 2 : Dans le cas commutatif ou bien, lorsque gs est de dimension 1 et g de
rang au moins 4, on exprime les mesures sur S et S*, invariantes par le noyau de y a l'aide
de la fonction Zéta provenant d’un préhomogene inclus dans celui de départ (prop.1). Elles
sont relativement invariantes par un sous-groupe d’indice fini de G et tempérées.

Cette description permet dans le cas commutatif, lorsque d est pair, le calcul explicite de la
transformée de Fourier de ces mesures pour les fonctions de 8(g; — S) en appliquant les §4.3
et 6.2.
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1 Une classe d’espaces préhomogenes de type parabolique faible-
ment sphérique

On introduit les préhomogenes de type paraboliques considérés dans ce travail de maniere
inhabituelle, a partir de I’action de sous-groupes paraboliques associés a des éléments 1-simples
ayant de bonnes propriétés relativement a la graduation de g et qui nous semblent étre une
généralisation du cas commutatif.

Dans ce chapitre, sauf mention du contraire, on suppose que g est une algebre de Lie
définie sur FF, semi-simple, de dimension finie et graduée :

9= ®icz8i ([9i,95] C 9itj),

on note Hy, 'élément appartenant a gg, qui définit la graduation et on suppose que 2H( est
1-simple, par conséquent g; et g_1 engendrent g.
Certains résultats sont vrais sur un corps de caractéristique 0.

Soit a une sous-algebre abélienne déployée maximale de g contenant Hy, on note A le
systeme de racines correspondant qui est également gradué par Hy :

On choisit un ordre sur A compatible avec la graduation, c’est a dire que U;~0d; C AT, ¥
étant un ensemble de racines simples, le préhomogene est de type (A, X =X N Aq).

Introduisons quelques notations supplémentaires :
1. On note B la forme de Killing de g.

2. T est une cloture algébrique de F et les éléments correspondants sont notés avec une
barre, par exemple g = g @z F.
b désigne une sous-algebre de Cartan de g contenant a, A le systéme de racines de (g, b)
muni de I'ordre habituel et, lorsque A est irréductible, on note @ la plus grande racine .
(A,%)) sera le diagramme de Dynkin gradué du préhomogene (g, ;) et par abus
également du préhomogene ((g ®@g F)o, (g ®r F)1), E étant une extension galoisienne
de F pour laquelle 'algebre g ®p F est déployable.

G est le centralisateur de Hy dans le groupe Auty(g) des automorphismes de g qui sont
élémentaires sur F.

3. Lorsque A est irréductible, la plus grande racine du systéme de racines réduit associé a
A est notée a.

4. Si ¢ est une sous-algébre de g, on définit ¢; = cNg;.
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5. Soit ¢ une sous-algebre de g, réductive dans g alors le centralisateur de ¢ dans g, noté

Ey(c), est une algebre réductive dans g ([Bou 2]) dont on note [Ey(c), Ep(c)] sa partie
semi-simple.
Lorsque Hj est un élément de la sous-algebre ¢ + Ey(c), ¢ est graduée : ¢ = Pz,
Ey(c) est également par ad(Hj) et son centre est inclus dans go d’ou l'algebre dérivée
[Eo(c), Ep(c)] est également graduée : [Ey(c), Eo(c)] = @iecz[Eo(c), Eo(c)]; et de plus
pour i non nul on a [Ey(c), Ey(c)]; C Ep(c)s; soit U(c) Ialgébre engendrée par Fo(c)i;
pour i > 1, on a H(¢)1; = Ep(c)x; pour ¢ > 1. U(c) étant un [Ey(c), Eo(c)]—module,
U(c) est un idéal de [Ey(c), Ey(c)] donc LU(c) est une algeébre de Lie semi-simple graduée :
U(c) = Biezih(c); de préhomogene associé : (L(c)g,H(c)1) avec la convention habituelle
lorsque (44(¢)+1) engendre une algebre semi-simple que 4U(c) soit cette algebre engendrée.
Lorsque ¢ = FH, on le note également (Ey(H)o, Eo(H)1).

6. P(g) désigne 'ensemble {u € go | ad(u) est diagonalisable a valeurs propres entieres},
pour i € Z on note E;(u) = {x € g |[u,z] = iz} et pour t € F*, hy(t) est P'élément de G
correspondant (c’est a dire défini pour i € Z par hy(t)/g,w) = tiz'dEi(u)).

7. Lorsque (x,h,y) est un slp—triplet on rappelle que Hy — % € Ey(Fz + Fh + Fy), que

Eo(Fx + Fh + Fy) = Eo(Fz + Fh) et que élément y est determiné de maniére unique

par z et h, y est noté parfois z~!.

02.1(t) (ou bien simplement 6,(t) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité ou 6(t)) désigne I'au-
tomorphisme élémentaire :

t € F* exp(ad(tz))exp(ad(t  y)exp(ad(tz)) (alors hy(t) = Opp(t)0sn(—1)).
Notons que B(2Hy—h,2Hy) = B(2Hy—h,2Hy—h) car B(2Ho—h, h) = B(0,,(t)(2Ho—
h)’ em,h(t)(h)) = _B(2H0 - h’ h)

8. Lorsque o € A, g® est le sous-espace radiciel correspondant et h, la co-racine; on note
simplement he (t) (resp.f,) Pélément hy,_ (t) (resp.fp,,(—1)) et on rappelle que 0, (g°) =
g°>® pour toute racine S de A.

1.1 Elément 1-simple (trés) spécial

On commence par motiver les définitions sur les éléments 1-simples par un lemme.

A un élément h 1-simple, on peut associer les sous-algebres paraboliques de g et gg :
p(h) = @i0Ei(h) = Eo(h) @ n(h) , po(h) =p(h) Ngo

P(h) = Grexp(ad(@;>1E;(h) N go) le sous-groupe parabolique de G d’algebre de Lie po(h),
ainsi que le préhomogene (Eq(h)Ngo, E2(h)Ng1, %) construit avec I'algebre réductive @;cz Fo;(h)
dont le centre est inclus dans Ey(h) N go.

On note 7y, la projection de gq sur Ea(h) N g parallelement a @;20F;(h) N g.
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Lemme 1.1.1 1. Soit h un élément 1-simple distinct de 2Hy tel que n(2Hy) C p(h) alors
la sous-variété

Wy ={z +y € Eyh)Ng1 & Eo(h) Ng1 | [z,y] =0}
rencontre gy c’est a dire que 2Hy — h est aussi 1-simple et Wh Ngj = Wh N WQHO—h-

2. Sin(2Hy) C p(h) Np(2Hy — h) alors P(h) et P(2Hy — h) ont une orbite dense dans g}
etg |

3. L’application W définie sur ng(2Hg — h) x Wy, par U(A,w) = exp(ad(A)w) est un
homéomorphisme (difféomorphisme dans le cas réel) sur un ouvert de Zariski de g1 et
U(ng(2Hy — h) x W3) = ¥(no(2Ho — h) x W) N g} avec Wy, = W, N Wap,—p.

4. Soit x € E4(h) N gy alors m,*(x) rencontre W(ng(2Ho — h) x (m; '(z) N Wy)).

Démonstration:

1. Soit z + y un élément de Wh, s la sous-algebre engendrée par x,h,z~!, z un élément
non singulier du préhomogene (4U(s)o, t(s)1). Il suffit de vérifier que ad(z + z) est une
surjection de gg sur g;.

Soit pg le plus grand entier tel que le sous-espace Ep,(h) N g1 ne soit pas réduit a

{0}, on vérifie alors aisément que pour tout y dans g;, ’équation [X,x + z] = y a au

moins une solution dans E = @jjj 0272E,Z-(h) Ngo, en utilisant les propriétés usuelles des

slo—triplets ainsi que la décomposition : Eg(h) = [z, E_o(h)] & Ey(s).

Complétons z en un sly—triplet 1—adapté, (z,u,v), au sens du préhomogene (84(s)g, t4(s)1),
en raison des relations de commutation le triplet (z 4+ 2,k 4+ u,v + 27!) est encore un
slo—triplet 1—adapté d’ou h +u = 2Hj.

2. Remarquons que les conditions imposées donnent ’égalité :
01 = @i>02-i>0Fi(h) N E2j(2Ho — h) d’ot E Cng(2Ho — h).

11 suffit d’appliquer le résultat démontré en 1) pour montrer que P(2Hy—h) a une orbite
dense dans gj. Comme h et 2Hy — h ont le méme role, P(h) a également une orbite
dense dans g].

3. Pour le dernier point, résolvons I’équation :
V(A + Ay,x+y)=ax24+20+21 avec x+yé€ Wy, , A; € E_i(h)Ngo, i=1,2

et xo + xo + x1 € E5(h) Ng1 ® Eo(h) Ng1 @ E1(h) N g1, par Uhypothese :

(A, y) = o+ [A1,a] 4 (y + gad(Ar) (@) + [42, 7))
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Ainsi il suffit de résoudre les équations :
x=ux9, [A,x] =21, y =120 — %ad(Al)Q(x) — [Ag,z] et [y,z]=0.
Notons que :
(w2, ad(A1)* (22)] = [22, [A1, 21]] = ~[x2, [o1, Ai]] = —[a1, [w2, Au]] = [21,21] = 0,

car ad(z1) et ad(wy) commutent (E_3(h) Ng_1 = {0} et est en bijection par ad(z3)?
avec E3(h) N g2).

On obtient :
. 1

1 1
Ay =[xy, 2], Ay = 5[ S hwol,r =20,y = 560—5(ad(ﬂfl))z(CUEI)+§ad($§1)ad($2)(ﬂfo)-

O

Définition 1.1.2 1. Un élément h, 1-simple, tel que n(2Hy) C p(h) est appelé 1-simple
spécial.

2. Un élément h tel que h et 2Hy — h sont 1-simples spéciaux est appelé trés spécial.

Remarque 1.1.3 1. h est 1-simple spécial < le spectre de ad(h)/g1 est inclus dans N.
2. h est 1-simple trés spécial < {0,2} C le spectre de ad(h)/g1 C {0,1,2}.

3. Lorsque g; = {0} pour i > 3, h est 1-simple spécial < le spectre de ad(h)/gs est inclus
dans 27Z. En particulier, dans les préhomogénes commutatifs (trés réguliers) tous les
éléments 1-simples (distincts de 2Hy) sont (trés) spéciauz.

On montre que les éléments 1-simples tres spéciaux n’apparaissent que dans des graduations
courtes et induisent une “conservation” des propriétés initiales.

1.2 Quelques propriétés

Lemme 1.2.1 Lorsque :
1. (80,81, Ho) est un espace préhomogéne absolument irréductible et régqulier,
2. H € a est un élément 1-simple spécial distinct de 2Hy,

Le préhomogéne (Eo(H)o, Eo(H)1, Ho— %) est également absolument irréductible et régulier
et si xg désigne le caractére associé a linvariant relatif fondamental (de degré dgr) on a pour
u € P(g) et commutant a H :

2B(u, 2Hy — H)

X (hy(t)) avec a H B(2H, — H,2Hy — H)
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Démonstration: Comme l'ensemble : {a € Ag | a(H) > 0} est une partie parabolique de
A, il existe un ordre pour lequel AJ C {a € Ay | a(H) > 0} et AT = Af U;>1 A;. Soit
Y = ¥y U les racines simples correspondantes alors X1 = {fp} et Go(H) = 0 (en effet dans
le cas contraire on a Ep(H) N g1 = {0} ce qui est absurde d’apres le le lemme précédent)
d’ott I'égalité {o € Ayy | a(H) = 0} = Ax1 N (Diaes | a(i)=0yF) ainsi le systeme de racines
associé a (U(FH),UIFH) N a) est donné par la composante connexe (notée Ay ) contenant
Bo du systéeme de racines A N (@{aez | a(i)=0}F) ce qui montre I'irréductibilité ainsi que
'absolue irréductibilité puisque cette démonstration convient également sur F.

Pour le 2éme point, il suffit de le vérifier dans le cas déployé c’est a dire lorsque a est une
sous-algebre de Cartan et pour u € a. Notons ¥o(H) les racines simples de Ay appartenant
aAg.On a:

a=30F2Ho — H) D{aecso(m)} Fhas

3 étant le centre de Ey(H), d’ou la décomposition de u :

H
w=z+b(Ho— )+ > @aha, 2€3, bEF Vo€ Ng(H): aq €F.
CVGEO(H)

Or Va € (Ag)o on a

S on(pa)= Y nlsalw.a)=— 3 n(ua)done Y n(ua)=0

HE(Am ), ne(Am)y ne(Am), ne(Am),

d’ou : Bu, 2Hy — H)
. u, 0—
=0b. Eo(H =2
Z w(u) =b.dim(Ey(H) Ngy) avec b BH, — H,2H, —H)
HE(Am),

car B(z,Hy — &) = 0 (2Hy — H € [Eo(H), Eo(H)] par le lemme 1.1.1); or xu(g)* =
det(g/ gy (yng,)? avec Kk = 2%5{)091) € N* d’ou le résultat. On peut noter que dp.b
est entier. m

Lemme 1.2.2 On suppose que le PV (go, g1, Ho) est 1-irréducible (i.e. il admet un unique
invariant relatif fondamental) et admet un élément 1-simple trés spécial alors g, = {0} pour
Ip| > 3.

Démonstration:  Soit (x, H,y) un sle-triplet 1-adapté tel que H soit 1-simple tres spécial.

1) Soient 1 < j < i, rappelons que les différents sous-espaces E4;(H) N E4j(2Hy — H)
sont en bijection, or H est 1-simple spécial donc E_;(H) N Ej(2Hy — H) = {0} d’ou E;(H) N
E;(2Hy — H) = {0}; comme 2Hy — H est également 1-simple spécial on a E;(H)N E;(2Hy —
H) = {0} pouri #j > 1.

Soit p > 3 alors E,(H) N Ey(2Hy — H) = [z, E,_2(H) N E,(2Hy — H)| = {0} d’ou g, =
Eon(H)Ngp® Eo(H) N gp lorsque H et 2Hy — H sont 1-simples spéciaux, donc Eg(H) N g, et
Ey,(H) N g, sont des go-modules.

Notons que si Eg,(H) N gy # {0} (resp.Eo(H) N g, # {0}) le polynome obtenu en prenant
le déterminant de I'application (ad(mg (z))* @ E_9y(H) N g_p — Fa,(H) N g, identifié avec
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le dual de E_o,(H) Ng_p par B (idem avec ad(mop,—p(2))? @ E_9,(2Hy — H) N g, +—
Ey,(2Hy — H) N gp) est un polynome défini sur g;, relativement invariant par G et qui ne
s’annule pas sur E(H) N gy (resp.Ej(H) Ng1).

2) Rappelons que I'unique invariant relatif fondamental s’annule exactement sur le complémen-
taire de g} car 2Hy est 1-simple d’ol g, = {0} pour p > 3 par 1) ci-dessus. O

Remarque 1.2.3 1. Sous les hypothéses du lemme précédent, g se décompose tres sim-
plement :

g0 = Po<ixoEi(H)Ngo , g1 =@o<i<2Ei(H)Ng1 , g2 = Bo<i<aFoi(H) N go.

Lorsque gy est un go-module irréductible, le sous-espace E1(H) Ngo ® Eo(H) N gy nlest
pas réduit a {0}.

2. Lorsque g; = {0} pour |i| > 3, pour tout élément 1-simple, h, on aura E_;(h)Ng; = {0}
pour v > 2.

Proposition 1.2.4 Soient g une algébre absolument simple telle que (g, 9;) est 1-irréductible,
s la sous-algébre engendrée par un slo—triplet 1-adapté dont I’élément 1-simple est trés spécial
alors le préhomogéne (mmml) est également 1-irréductible a l’exception d’un unique
élément 1-simple trés spécial (a Uaction de G prés) lorsque (gy,81) est de type orthogonal
(Bsn, 2n) 0w (D3pq2, opy1) (n>1).

Démonstration: 0) Lorsque go = {0}, le résultat découle du lemme 1.2.1 puisque (s) =
MW(FH), H désignant I’élément 1-simple du sly-triplet.

1) Lorsque go # {0}, n’ayant pas de démonstration a priori, on se propose de déterminer, &
I’action de G pres, tous les éléments 1-simples tres spéciaux pour chaque systeme de racines
irréductible gradué apparaissant dans cette démonstration, c’est a dire déterminer les dia-
grammes a poids associés a un élément H € a vérifiant 'ensemble des propriétés suivantes :

i) Vaex, a(H)>0;

i) Va €A, a(H)<2:
iti)  Va € Ay, a(H) € {0,2,4};
w) {a€ A, a(H)=2}#0;

v)  (Eo(H)o, Eg(H)1) est un préhomogene tres régulier

(c’est a dire que 2Hy — H est 1- simple), et d’indiquer dans chaque cas 1’élément xy € g; d’'un
slo—triplet 1—adapté correspondant : (zg, H, xal).

Le diagramme de Dynkin de $4(FH) est alors donné par la réunion des composantes connexes
de {a € ¥ | a(H) = 0} contenant au moins une racine de ¥1; on note (Ag, Xp) le diagramme
de Dynkin gradué du PV (Ey(H )o, Eo(H)1).

Comme il suffit de faire la démonstration sur une cloture algébrique de F et que g3 = {0} par le
lemme précédent, la classification des PV 1-irréductibles établie dans nous indique qu’ils
sont tous tres réguliers et qu’ils sont tous irréductibles a 'exception du cas non commutatif de
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systeme de racines gradué de type : (A2ptq—1,{ap, 0piq}) avec ¢ > p > 1; lorsque ¥ contient
une seule racine, la liste des diagrammes gradués associés est donnée par la table 1 de [Ru J],
celle-ci permet également de donner les degrés des invariants relatifs fondamentaux (utilisés
ultérieurement).
s étant I’algebre engendrée par {zo, H, z; 1}, on vérifie dans chaque cas que le préhomogene :
(U(s)o, H(s)1) est 1-irréductible soit :

e en déterminant le diagramme gradué associé en calculant directement le sous-espace
U(s)1,

e soit en vérifiant que le centre de (M(FH)p)gy, avec = Op(—1), est de dimension 1
ce qui implique que le centre de iU(s)y est également de dimension 1 donc le préhomogene
(U(s)0,4(s)1) est absolument irréductible régulier.

En effet on considere I'algebre réductive W(FH)g = {u € UWFH) | §(u) = u}, en utilisant la
décomposition de g en s-modules irréductibles (sachant que g; = {0} pour |i| > 3), on vérifie
que

UWTFH)g =U(s) ®T avec J = ad(y0)2(E4(H) Nge) NWIFH) C go

ainsi U(s)1; = (MIFH )p)+; sont des (U(FH)g)p—modules pour ¢ > 1 or ils engendrent (s)
d’ott U(s) est un idéal de U(FH)y. Comme la restriction de B a WFH)y x U(FH)y et a
(s) x U(s) est non dégénérée et que J est I'orthogonal de U(s) pour B, J est également
un idéal de U(FH )y d’ou [U(s),T] = 0 donc le centre de $U(s)y est inclus dans le centre de
(U(EFH)g)o = (LU(EFH)o)o-

Lorsque la décomposition de U(FH)q en idéaux simples est de la forme :

UW(FH)y = Z @ier (£9 @ 0(£D)), Z étant le centre de $U(FH)o,

£, H(S(i)),i € I, étant les idéaux simples non commutatifs, on vérifie aisément & ’aide de la
commutativité que le centre de (U(FH)g)o est donné par les points fixes de 6 dans Z.

2) Le cas A,, avec comme diagramme gradué : (Aopiq—1, {0y, apiq}) avec ¢ > p > 1.
Apg est soit connexe, soit se compose de deux composantes connexes.

a) Lorsque Ap est connexe on a 31 C Xy donc par v) il existe r avec 1 < r < p —1, tel
que Xg ={aj,p—r+1<j<p+qg+r—1}et op_(H) = aprqr(H) = 2 en raison de iv)
et de #ii), de plus a;(H) = 0 pour j # p —r,p+ g+ r par ii) d’ot :

p—r p—r p+i—1 2p+q—i
xTo = Z(Xﬁz + X’Yi) , H= QZH@.JF% , ﬁl = Z Q; et v = Z Q.
i=1 i=1 j=i j=p+i

Le calcul de 4U(s); donne :

Eo(s)1 = @ag(ar), 8 avec A ={ei—¢j, i,je{p—r+1,.,p.2p—r+1,.,p+qg+r, i #j}},

donc un systéme de racines simples du préhomogene (LU(s)g, $4(s)1) est donné par :
Ye={8, apavec p—r+1<m<p—1 oubien 2p—r+1<m<p+qg+r—1}

avec =3 ico, @) €t g N Ay = {8, apiq}.
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Ainsi le préhomogene (4(s)o, U(s)1) est de type (Agpy(g—prr)—1> L Qg—prar})-

() Dans le second cas, le diagramme de Dynkin de (U(FH ), U(FH);) a deux composantes
connexes.
Par v), on a nécessairement Xy = {aj avec 1 < j<2p—1loubieng+1<j<2p+q—1}
donc 2p < g et :

Opour j#2p, j#q
aj(H): 2 pour j=2p=q
1 pour j = 2p # q ou bien j = q # 2p,

p P p+q—i ptq+i—1
xO:Z(XM—i—XW), H:Z(hm +hy,), i = Z aj et v = Z o
i=1 i=1 j=i j=p+i

(2p racines orthogonales : 0 = [, ., (0,,6.,))-

Soit [V (resp.I(?)) I'algebre (simple) engendrée par Xia,,i = 1,...,p—1 (resp.p+1,...,2p—1),
la décomposition de U(FH )y en idéaux simples est donnée par :

p
UFH)y=Wa @ eV en® ez, Z=FH &FoH), H =Y hq—c, ..
=1

Z étant de dimension 2, Zy est de dimension 1 donc engendré par 2Hy — H.
3) Les cas classiques restants : By, Cy,, D,,.

Rappelons la description du systeme de racines gradué des cas classiques By, BC,, C,, Dy,
avec X1 = {ag} tel que 1 <k <n —1 pour C,, (resp. n — 2 pour D,) :

Aar:{el-—ej, 1<i<j<k,k+1<i<j<n,e¢,g+en, k+1<i<m<n}nNA
Alz{eiiej,1§i§k<j§n,ei,1§i§k}ﬂA
A2:{€i+€j,1§i§j§k‘}ﬂA

(notations des planches ILIIL,IV de [B 1.

Dans le cas déployé et régulier, k est pair pour C),, 3k < 2n dans les cas C), et D, et 3k < 2n+1
dans le cas B,,.

L’invariant relatif fondamental, F, est de degré 2k dans le cas orthogonal (i.e. B, ou D,,) et
de degré k dans le cas C,, de plus :

n—k+ % dans le cas B,
n — k dans le cas D,,,
2(n — k) dan le cas C),.

_ dim (g1 ) _
degré de F

Zj>p a; lorsque p < n,

Soient p= ¢ n—1 dansle cas Cy, .
0 sinon.

n dans le cas B,
et 6 = {
n —2 dansle cas D,
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Pour j =1,...,p =1, % = Y 1q<j 0+ 225 1<<p + 0 = €1 + €j41 est une racine de Ay
(resp.Ag) lorsque j > k (resp.j < k) ainsi les seuls diagrammes & poids possibles sont de deux

types.

a) 11 existe une valeur j comprise entre 1 et k — 1 telle que oj(H) # 0. On peut toujours
supposer que a;(H) = 0 pour 1 <1 < j — 1, en prenant une valeur minimale de j.
En considérant les valeurs +;(H), on vérifie que oy(H) = 0 pour I > j + 1 et que «oj(H) = 2.
Dans ce cas le PV irréductible et régulier : (UW(FH)o,U(FH);) a un diagramme gradué
(Rp—j, op—j) analogue a celui d’origine (i.e. R = B ou D dans le cas orthogonal et R = C
dans le cas C),) d’ou j est pair dans le cas C), ( [Ru 9)).

Soit jo = 4], on a pour j > 2:
H =2( Z h5i+5i)+H1 » L0 = Z (Xﬁi+X5i)+X1
1<i<jo 1<i<jo

avec O; = €2;_1 + €n—it1 €t 0; = €95 — €p—ij+1 pour 1 <7 < jg.

H; = X7 =0sij est pair et sinon

[T hej dans le cas B, ¢ X Xe; dans le cas B,
=1 n + hej+e,_j, dans le cas Dy, © 171 x + Xejte,_;, dans le cas Dy,

€5 —€n—jg €5 —€n—jg

Le cas j = 1 se réduit a : xg = X7 et H = Hj.
Le calcul de 4(s); donne :

U(s)1 = Baeajg” ® B
avec

{feite, j+1<i#qg<n—jo, e, £2¢, j+1<i<n—jo} N A lorsque j est pair,
A=< {tete, j+1<i#q<n—jo}NA;lorsque j est impair et A = B,
{feite, j+1<i#qg<n—jo—1}NA; lorsque j est impair et A = D,

et

B _ {0} lorsque A = B,, ou C,, et lorsque A = D,, avec j = 2jo,
®jri<i<kFX; avec X; = [X5j+en,j0 - X Xe—¢;] lorsque A = Dy, et j = 2jo + 1.

€5 —€n—jg?

Les résultats sont analogues pour {(s)_1 d’ou le systéme de racines du préhomogene (£4(s)g, £(s)1)
est du type suivant :

(Dn—jo—j,up—j) lorsque A = B, et j = 2jo+ 1 oubien A= D, et j=2jy,
(Bn—jo—j,aip—j) lorsque A = By, et j = 2j

(Bn—jo—j—1,0—j) lorsque A = D,, et j = 2jo + 1

(Cr—jo—j» k—j) lorsque A = Gy,

A Texception des 2 cas :
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® (D3nt2,2n41) €t j = 2n donc (Eo(H)o, Eo(H)1) est de type (Dn2, 1),
e (Bsy, ) et j =2n — 1 donc (Ey(H)o, Eo(H)1) est de type (Bpy1,0a1),

pour lesquels on a A1 ® A;.

- degré de l'invariant relatif fondamental -

Dans tous les cas, on a N = N(H)

B) Pour Il = 1,..,k —1 on a o(H) = 0, on note j + 1 le premier indice pour lequel
ajy1(H) # 0, dans ce cas Xy = {aym, 1 <m < j} dou (Ay,Xx) est de type (Aj, ), et en
raison de la régularité (v)) on a j =2k —1 d'ou 2Hy — H = > 1,4 hy, avec p; = €; — €4
or 2Hy = > 1 ;< (hy, + hu,) avec v; = €; + €4 donc -

H = Z hy, , ®o = Z Xy, (ktdsdetype A; : 0= H 0.,).

1<i<k 1<i<k 1<i<k

On procede exactement comme dans 2) ). Soit [ I'algebre (simple) engendrée par X1 =
1,...,k — 1; la décomposition de U(FH ) en idéaux simples est donnée par :

UFH)y=l®0l®Z, Z=F(2Hy— H)
d’ou le résultat.

On peut noter que le degré de l'invariant relatif fondamental du préhomogene commutatif :
(Eo(H)o, Eo(H)1) est de degré k, il en est de méme pour le préhomogene (8(s)o, (LU(s)1) dans
le cas orthogonal par orthogonalité des racines p;,i = 1,...,k. Dans le cas C,,, le calcul de
$(s); permet de vérifier que le préhomogene (LU(s)o, (LU(s)1) est de type (D, o) donc 'invari-

ant relatif fondamental est de degré 5 Notons que H et 2Hy — H sont dans la méme orbite
de G.

c) Les cas exceptionnels : cf.la démonstration du lemme suivant. O

1.3 Existence

Lemme 1.3.1 Un préhomogéne (go,g1) absolument irréductible et régqulier de type excep-
tionnel (i.e. A est de type exceptionnel) tel que gs = {0} admet toujours un élément 1-simple
trés spécial sauf dans les cas suivants :

1. A =Gy
2. (A,Xq) = (Fy, {au}) et g est déployé.

Démonstration: On la fait cas par cas et lorsque As est non vide donc le coefficient de
I'unique racine de ¥; dans la décomposition de & suivant 3 prend la valeur 2, ce qui donne
la liste suivante des préhomogenes concernés par le lemme :
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(Ga,2); (Fy, ), i =10u4; (Eg, ), i # 1,4,6; (E7,5), 1 € {1,2,6}; (Es,;),i=1ou 8.
(notations : planches de [B ).

Lorsque A est de type E;,i € {6,7,8}, 'algebre g est déployée (cf.tables de [Vd] et [Wad]) donc
pour A = Eg on a ¥ = {as} par régularité (cf.table 1 de [Ru 2)).

Les éléments tres spéciaux sont les éléments H # 2H(, 1—simples, dont le spectre de ad(H) /g2
ne comprend que des valeurs paires c’est & dire tels que a(H) € 2N pour tout a € As.

1) Le cas (Er, ag).

Posons : 81 = ag, 2 = az + a3 + 2(as + a5) + as, B3 = a5 + o + ar.
Les représentants des orbites 1-simples sont donnés par :

7
Pour i =1,2,3: Y hg,, 2ha, 2ha+ hg,, hg, + hg,, 2ha + hg, + hg,, 2Ho,
j=1

(par exemple prop.2.6 de [Mu 2))

mais seul H = 2hg convient d’ou le diagramme de Dynkin gradué du PV : (M(FH )o,(FH)1)
est de type (Dg, ag) et on vérifie facilement que 2Hy — H et H sont dans la méme orbite de
G.

On peut noter que l'invariant relatif fondamental de ce préhomogene est de degré 4 comme
celui de départ.

On termine la démonstration de la proposition précédente.
Un slo—triplet 1-adapté, (zo, H,yo), est alors donné par :

zg = X, + X, avec y1 = E o; +oag + a5, 2= E a; + ag + ay.
1<i<7 1<i<6

Le calcul donne :
ﬂ(ﬁ)l = @aE(A’)lga avec A = (@1§i§325i ® Zao B ZO[4) NA, et

01 = a5 + ag, 02 = o+ az, 03 = az + ay + as.

On vérifie aisément que le diagramme de Dynkin gradué associé au préhomogene : (£4(s)g, 4(s)1),
est donné par (A’, X1 = {d1,02}) et que X = {41, ay, s, d3, 02} est un systéme de racines sim-
ples de A’. Le préhomogene (4U(s)o, 4(s)1) est de type (As, {a1,a5}), il n’est pas irréductible
mais est 1-irréductible et son invariant relatif fondamental est de degré 2.

2) Dans tous les autres cas, il existe p racines orthogonales de A : Ay, ..., \p, telles que
ZKKP hy, = 2Hy, et pour tout élément 1-simple, h, il existe un sous-ensemble I de {1, ..., p}
tel que h et Y ici b, soient dans la méme orbite de G ([Mu_2],proposition 6.6 et corollaire
4.6). Les racines Ap, ..., Ap, sont toujours fortement orthogonales et I'invariant relatif fonda-
mental est de degré p a I'exception de 'unique cas ou A = Fy et 1 = {ay}.
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Les valeurs possibles de p sont les suivantes :

a) p =2 alors A = G3 et on a 3 orbites 1-simples de représentants : 2Hy, hy,, hy, avec A} = aq
et A2 = 2a1 + a1 mais @(hy,) = 1 donc il n’existe aucun élément 1-simple tres spécial.

b) p = 4 mais alors w = (3", ;-4 Ai) est une racine de Ao.
Les représentants des orbites 1-simples sont a prendre parmi : H; = >, j<i byt =104
comme w(H;) =i, Ha est le seul élément 1-simple tres spécial (a l'action de G pres) lorsque

(A, 21) 7§ (F4, 044).

Dans le cas (Fy,ay), il convient de distinguer le cas ou g est déployée (seuls H; et Hy sont
1-simples) du cas ou g ne l'est pas.

Dans ce dernier cas la consultation des F-formes des algébres absolument simples ([Vd],[Wd])
donne comme diagramme de Dynkin gradué possibles pour (g, ;) la liste suivante :

e (Eg,a1) (F = R) donc (go,g1) est un PV presque commutatif au sens de [Mu 9] d’ou
Hs est 1-simple (dernieére remarque de [Mu 2]) et c’est 'unique élément 1-simple tres spécial
(a l'action de G pres).

e (E7,06) avec la F-forme EVI (notation des tables de [Wd]).

Il est facile de vérifier que la plus grande racine & de A est une F-racine d’ou 2hg € g donc
est 1-simple treés spécial pour le préhomogene : (go, g1) et on a Hy = 2hg,.

Dorénavant {A1, ..., A, } est la chaine canonique de racines ([Mu 2], la liste explicite de {1, ..., A}
et une description complete de Ag a 'aide des ()\;)i1<i<p sont données dans les tables de

M d).

En regardant les diverses valeurs (H),3 € Ay et H décrivant les représentants des orbites
1-simples, on obtient :

c) p=Talors (A,¥1) = (E7,az2), seuls 2 représentants conviennent : H = hy, +hy, + ha,
et 2Hy — H = hy, + hy, + hy, + hx, = 2hs.

d) p =8 alors (A, %) = (Bs,a1), seul H =3y, 4 hy; = 2h,, est 1-simple tres spécial.

On termine la démonstration de la proposition précédente.
Dans tous ces cas, H est de la forme : H = ;. hy,, un slo-triplet 1-adapté, noté (xq, H, yo),

est alors donné par :
o = ZX,\” Yo = ZXf)\i-
iel el
(UWFH)o, MFH)1) (resp.(UU(s)o,4(s)1)) est un PV quasi commutatif qui admet {\;,i ¢ I}
comme systeme orthogonal maximal (démonstration du lemme 3.2 de [Mu 4)).
Comme (UW(FH)o, U(FH)p) est irréductible (lemme 1.2.1) on a en appliquant la démonstration
de la partie 2) de la prop.5.1.1 de [Mu g (vérification immédiate) :

Vitjgl, dk#ltelsque : (ketlel)ou(ketlglI) et w:%()\i—i—)\j—i—)\k—i—)\l)EAg,
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donc le préhomogene (4U(s)o, $(s)1) est également irréductible (2) de la prop.5.1.1 de [Mu 2] :
lorsque k,l € I on notera que u, = [X_»,, Xo| — [X_»,, Xu] € E1(hi) N Ei(h;) NiU(s)1).

Notons que I’ invariant relatif fondamental du préhomogene (U(IF)g, U(F);1) est de degré p-
cardinal(/) comme celui du préhomogene (£4(s)g, t4(s)1). O

Le lemme précédent se complete par :

Proposition 1.3.2 Soit g soit une algébre absolument simple engendrée par go et g+1, qui
n’est pas de rang 1, ni de type Go et telle que

1. g, = {0} pour p| > 3

2. (89,91) a un unique invariant relatif fondamental de degré plus grand que deuz

alors il existe des éléments 1-simples trés spéciauzr appartenant a a de somme 2Hy et 2Hg est
1-simple.

Démonstration: 1) 2Hj est 1-simple par consultation des tables de [Ru 9.
2) 11 suffit d’exhiber un élément 1-simple tres spécial lorsque Ay est non vide.

a) Lorsque A est de type exceptionnel, cela résulte du lemme précédent puisque Iinvariant
relatif fondamental est une forme quadratique lorsque g est une algebre déployée de type Fjy
munie de la graduation induite par ay4, ce qui est exclu dans 1’énoncé.

b) Dans les différents cas classiques B,,, BCy, C,, (resp. Dy, avec n > 4) et 1 = {ax} (resp.
2 < k < n—2), le résultat est évident pour les cas déployés par la démonstration de la
proposition 1.2.4 et sinon on applique le lemme 2.4.2.

c) A est de type A,, donc X1 = {ay, oy}

Comme A est simplement lacé, & est la somme de deux racines, a et 3 de Ay dont la différence
n’est pas une racine donc 2hg est 1-simple ce qui termine la démonstration lorsque Hy et hg ne
sont pas proportionnels. Sinon >; est composé des racines simples reliées a & dans le graphe
de Dynkin complété donc p=1et g =n.

Par consultation des tables de [Vd], [Wa], on vérifie que A est également de type A,, puis
par la classification de Rubenthaler (prop.3.3.7 de [Ru 2]) on obtient que n > 3; ’élément
H = hgy, + hq,, est 1-simple puisque les racines «; et o, de A; sont fortement orthogonales
et Va € Ay on a a(H) € {0,1,2} et H # 2H,. O

1.4 Une classe de préhomogenes faiblement sphériques

Les résultats des paragraphes précédents nous amenent a considérer les préhomogenes de type
paraboliques ayant les propriétés suivantes :

1. g est une algebre absolument simple engendrée par g41,

2. (90,91, Ho) est un PV absolument irréductible et régulier,
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3. il existe des éléments 1-simples tres spéciaux appartenant a a de somme 2Hj.

Ce sont les préhomogene (go, g1) absolument irréductibles, réguliers qui ne sont pas de rang
1, ni de type G ou (Fy, ay) déployé et pour lesquels g, = {0} pour |p| > 3.

Notons Hy, ..., H}, les éléments 1-simples tres spéciaux appartenant a a de somme 2Hy, t la
sous-algebre qu’is engendrent, Ag(t) les restrictions, qui sont non nulles, des racines de A a
t que 'on munit de l'ordre suivant :

A=0 & AHp) >0 avec k=sup{j, A(H,)#0},

P, le sous-groupe parabolique de G associé a t avec cet ordre : Py = G¢.N¢ avec Ny =
exp(ad(ny)), ng = EBA>07,\€A09)‘ et Gy est le centralisateur de t dans G.

Soit py = Ep(t) @ ny, on rappelle que Eg(t) = t* @ m, t* = Nacaglr/t=oKerA est le centre
de Ey(t) et m(= E}(t)) est I'orthogonal de t° dans Ep(t) pour la forme de Killing, et que
pe =t ® m @ ny est la décomposition de Langlands de la sous-algebre parabolique py.

Dans cette situation, on a une décomposition particulierement simple :
pe= Eo(t) S1<icj<p (B2 © B2 )

avec E;jb ={x € g | [Hgz| =0 pour ¢ # i,j et [H;,z| = ax,[H;,z] = bz} et on notera
Py = P(Hy, ..., Hp) lorsqu’on désire mettre en évidence I'ordre associé.

Remarque 1.4.1 1. t est unique (a Uaction de G prés) et est de dimension 2 dans les
cas exceptionnels non commutatifs (démonstration du lemme 1.3.1).

2. Lorsque t est inclus dans l'algébre de Lie engendrée par gis, G¢ contient le sous-
groupe distingué H, centralisateur de go dans G ainsi Py est un sous-groupe parabolique
provenant du groupe quotient I' = G/H.

3. Puisque tout sous-groupe parabolique est conjugué a un sous groupe parabolique standard,
étant donné 'ordre fixé a priori dans A tel que Ay C A™, il existe des éléments 1-simples
trés spéciauz, Hy, ..., H), tels que X = 0 < X >0 et \/t £ 0, t' étant la sous-algébre
engendrée par Hy, ..., H.

Soit Xy ={a € X | a/t =0} et < Xy > le systéme de racines engendré par Sy, alors
g C g et
e [ M =0}=<Zy> , {AeAg|A=0}=AJ—<Zy >,

0 = ﬁ)\gzu Ker)

et a pour dimension le nombre d’éléments de 31 — Xy.

Définition 1.4.2 Les sous-groupes paraboliques construits a partir d’éléments 1-simples trés
spéciauxr qui commutent et de somme 2Hy sont appelés paraboliques trés spéciau.
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Pour k = 1,...,p — 1, soient hy = Hy + ... + Hy,, Ut (k) = UW(F(2Hy — hy)) et Fy un invariant
relatif fondamental du préhomogene

(U (K)o, 4T (k)1) = (Eo(hx) N go, Ea(hx) N g1)

gradué par ad(%’c), soient U™ (p — k) = U(F(hy)) et I, un invariant relatif fondamental du
préhomogene

(U (p— K)o, " (p — k))-1) = (Eo(hx) N go, Eo(hx) Ng-1)

gradué par ad(Hy— %), ces 2 préhomogenes sont absolument irréductibles par le lemme 1.2.1.

On prolonge Fy, sur g; et F;f & Sur g_1 en conservant la méme notation, grace au choix naturel
des supplémentaires : @; o E;(hi) N g1 dans g1 et @i0L;(hy) Ng—1 dans g_.

On note i (resp.xj) le caractere associé a Fj, (resp.F}’) que 'on étend sur Py par xi(gn) =
Xx(§), g désignant la restriction de g a U(F(2Hy — hy)).

On notera également F' = F, et x = x, (resp. I'* = F) et x* = x},), on pose : xo = X = 1,
ho =0 et hy, = 2H,.

On a alors les inclusions suivantes :
ﬂ+(1)1 C ﬂ+(2)1 C ... C ﬂ+(p)1 =g) et ﬂ_(l)_l - ﬂ_(2)_1 C...C il_(p)_l =g-1-

Ces polynomes généralisent la notion de mineurs principaux pour une matrice carrée et ont
été largement étudiés notamment lorsque le préhomogene est commutatif (cf. 'introduction
ainsi que les travaux de H.Rubenthaler et G.Schiffmann, et Y.Angely etc).

Lemme 1.4.3 Les polynomes Fi,k =1,...,p (resp.F} ) sont relativements invariants par Py
de caractere xy (resp.xj.)-

Démonstration: Pour k = 1,...,p, F} (resp. F}) est relativement invariant par G de
caractere xyj (resp.x;) car Gy centralise hy,.

Il suffit de montrer I'invariance par N¢ pour £ = 1,...,p — 1, ce qui se fait simplement par
récurrence sur p. Vérifions-le sur g;.

Soit B = U(FH)); tout élément = de g se décompose suivant ad(H,) :

T =x9 + a1 + 20, 7 € B;(Hy) Mgy, donc Fy(x) = FP(20), k=1,....,p — 1,
F® désignant l'extension de l'invariant fondamental du préhomogene (U(F(2Hy — Hg))o,
U(F(2Hy — Hg))1) a B

Or N¢ = Ni.Np avec N; = exp(ad(n;)),i = 1,2, ny = @pren, |/\>0,,\(Hp):o}g’\ C Bg et
Ny = Spen, AH,)>018" ([Bell) d'ot :

Fy(nx) = Fk%(nlxo) = Fk%(xo) = Fi(z), n =ning,

en utilisant ’hypothese de récurrence. O
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Les préhomogene duaux, obtenus a l’aide de la forme de Killing, correspondent aux sous-
espaces vectoriels :

Uk = E a(h) Ng1 = Eo(Hp+ ... + Hrp1) Ngo1

U (p—k)—1" = Eo(hg) N g1 = Ex(Hp + ... + Hip1) Ngi

ils sont donc associés a l'indexation H,,..., H; d’ou les invariants relatifs correspondants
prolongés sur g_1 et gi, que l'on note P} pour Ut (k)} et P,_y pour 4~ (k)*,, sont rela-

tivement invariants sous l’action du parabolique opposé a P, : P, = G{N;y avec Ny =
exp(ad(® _x-0xe0,0™))-

Le lemme suivant est une généralisation du lemme de Gauss qui énonce qu’une matrice
symétrique dont tous les mineurs principaux sont non nuls peut étre diagonalisée a ’aide
d’une matrice triangulaire, ces dernieres étant remplacées par P;.

Lemme 1.4.4 Soit Wy = {x1 + ... + 2, , & € ES(H;) Ng1, [wi,z] =0 ,i,5 =1,...,p}
et 971 = {z € g1 | tel que [[,c4<, Fi(z) # 0} alors Gy opére dans Wy avec un nombre fini
d’orbites et les représentants des orbites de Gy dans Wy sont également des représentants des
orbites de Py dans g”1.

On a le méme résultat avec §”_1 et Wi = {y1 + ... +yp , vi € B o(H;) Ng_1, [vi,y;] =
0,i,j=1,...p}

Démonstration: La premiere assertion est évidente puisque G¢ a un nombre fini d’orbites
dans ®1<i<pFa2(h;) N g1 ([V]]) et opere sur Wy

Pour la seconde assertion, on vérifie que Ni.W; = g”1 par récurrence sur p, le cas p = 2
résultant du lemme 1.1.1. On suppose que p > 3 et on reprend les notations de la démonstration
du lemme précédent.

Par récurrence on a :

B ={z € B | tel que H FR(x) #0y=N.W2 (1)
1<k<p—1

avec WP = {z1 + ...+ 2,1, 2, € E5(H)) Mgy, [v,25]=0,4,j=1,...,p— 1}

Par le lemme 1.1.1 appliqué & h = Hy + ... + Hp_1, pour z € g”1, il existe n € No,y € B et
zp € E5(H,) Mgy tels que [y, zp] =0 et . = n(y + ).

Or pour k = 1,...,p— 1 on a F(z) = F;®(y) donc y € B”; et par (1) In; € Ny et z € W»
tels que y = n1z d’ott = n(nyz + x,) = nny(z +ny txy) = nny(z + ) et 2 +x, € Wi
Pour finir, soit z € Wy, il suffit de noter que I'équation nz € Wy, avec n € Ny admet comme
seules solutions le centralisateur de z dans Ng. ]

Proposition 1.4.5 1. L’action de P¢ dans g1 (resp.g—1) est géométriquement préhomogéne
et F1,...,Fy (resp.FY, ..., F)) en sont les invariants relatifs fondamentauz.

2. On suppose que F = C.
Soit M = Ni<p<pKerxy, Uanneau Clg1]™ des polynomes définis sur g1 qui sont M —invariants
est égal a Uanneau C[Fy, ..., Fp).
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Démonstration: On procede comme dans la proposition 7.4 de [Mu 4] . O

Remarque 1.4.6 1. Pourx € g”1, l'orbite G est faiblement sphérique au sens de [Sa_{]
et (G,Gy, Py) est un triplet sphérique (i.e. Py a une orbite Zariski-ouverte dans G.x).

2. Dans le cas réel (i.e. F =R), soit 6 une involution de Cartan de g telle que /a = —Id.
Lorsqu’il existe x € Wy tel que (z,2Hy,0(z)) soit un sh-triplet, soit 0, = 652m,(—1)
ltnvolution associée alors 0, et 0 commutent et la sous-algébre parabolique py est 0,0-
stable minimale au sens de Van den Ban puisqu’on peut prendre un ordre sur Ay pour
lequel :

{AeAy | A=0}CAf.

Rappelons que :

e Une condition suffisante pour que Wyg = {x € Wy | (x,2Hy,0(x) soit 1 sly-triplet
} # 0 est lexistence de racines fortement orthogonales : {A1,..., A} de Ay et d'une
partition In,...,I, de {1,...,n} telles que H; = Zjeli hy; pour i = 1,...p (cflemme
1.17,1 p.18 de [Bo-Ru 3]), cette condition est toujours vérifiée dans le cas commutatif
(cf. lemme 2.3.2).

e Lorsque le préhomogéne est commutatif on a G% = G, (prop.4.4.5 p.146 de [Ru_3]) .
Ce résultat est en général fauzx lorsque le préhomogéne n’est pas commutatif.

Par exemple, lorsque le sous-espace vectoriel U = Ker(adx : g — g3) n’est pas réduit a
{0} (ce qui est toujours notre cas lorsque go # {0} puisque U = ga) le sous-espace vecto-
riel V = ad(z~1)2(U) est inclus dans (go)g, = {z € go | 0(2) = 2} car les éléments non
nuls de U sont primitifs de poids 4 mais lapplication ad(x=")* : go +— g_o est injective.

3. Lorsque t est une sous-algébre de l’algébre de Lie engendrée par gis, ce qui est tou-
jours possible dans les cas “classiques” (i.e. (8y,81) de type (B ou Cy, ou Dy, ay) avec
2 < k < n), le sous-groupe parabolique P{, projection de Py sur I' = G/H (cf.2. de
la remarque 1.4.1), est un sous-groupe parabolique de T'. Les invariants relatifs fonda-
mentaux F, ..., Fp, peuvent étre obtenus a partir des invariants relatifs fondamentaus
associés a un préhomogéne de type commutatif (cf.les travaux de A.Mortajine dans [Md]
notamment le i) du théoréme 4.1.1), également a partir des représentations d’algébres
de Jordan (cf.[C)] et dans ce cas H est compact).

Dans le cas complexe par exemple, T' opére sur Clg; avec multiplicité 1 lorsque t a
pour dimension le rang de I' (ce qui est toujours possible cf.prop.2.4.3), on retrouve
le théoréme 4.2.2 de [Md] en appliquant la méme démonstration que dans le théoréme

5.3.1 de [Ru_3].

]M

Les différents invariants relatifs fondamentaux et les caracteres correspondants vérifient encore
les relations bien connues dans le cas des préhomogene commutatifs :

Lemme 1.4.7 Pourk=1,...,pona: X;—k = Xk-X;Tl en tant que caracteéres de Gy, , et pour
x € Ey(hy)Ngr ety € Eg(hg)Ng1 qui commutent, Fy(z+y) est proportionnel a Fy(x)P,—(y),
a exception

1. du cas (Av 21) - (Cm ak) avec t = F(Zlgigk hEi—Ek-H) + F(21§i§k h5i+5k+i)7
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2. des F—formes du cas exceptionnel (Er, ag)

ot les relations deviennent : x5 = x52.x1 et Fg(x 4+ y) est proportionnel & Fy(x)Pi(y) pour
x € Ey(h1)Ngy ety € Eg(h1) Ng1 qui commutent.

Démonstration: 1) Pour k = 1,...,p — 1, solent dj, le degré de Fy, d}. celui de P,_j et
pi j(hi) la dimension du sous-espace : E; j(hy) = E;(hy) N E;(2Ho — hy,).
Introduisons également les rationnels suivants :

dim(g,) 1 p11(h) , 1 p11(hi)
N =SB = (pa () + PR = —— (poa(hy) + L
q, M= N (p2,0(hi) + 5 ), my, Nd, (Po,2(hx) + 5 )

donc mydy, + midy, = d,.

Par unicité des invariants relatifs fondamentaux , on a pour (4, j) # (0,0) et g € Gy, :

ip;, 5 (hg)

(det(g/Ei’j(hk))2 =xk(9)” % p(g) % , 1 étant le caractére associé i P, i

ips 5 (hg)

donc on obtient :

(det(g/g,)? = x ()™ 2p(9)* V™ = x(9)*N (1)

d’ott pour z € Fy(hy,)Ng1 et y € Fo(hy)Ngy tels que [z, y] = 0, F(z+y)2N et Fi,(x)2N™ P, (y)?N™%
sont proportionnels puisque dans le cas algébriquement clos 'ensemble {z+y | € Ej(hg)Ng1 ,
y € Ej(hg) Ng1 | [z,y] = 0} est inclus dans une seule orbite de Gy,

2) Par dualité (cf. théoréme 1.4.1 p.17 de [Rug)) ona: x}=x,' et ¢ = (X;_k)_l-

3) a) Lorsque my = mj, = 1 la démonstration est terminée. Cela convient dans les cas
classiques non cités dans le lemme (cf. démonstration de la prop.1.2.4 puisque dans ces cas

p11(hi) =0).

b) Dans les cas restants, lorsque dj, + dj, = dp, (2) et que dj, (resp.d),) est le degré de l'in-
variant relatif fondamental du préhomogene absolument irréductible : (4(s)g,Ll(s)1), 5 étant
la tds engendrée par le slo—triplet (y,2Ho — hg,y~ ') (vesp.(z, hg, 271)) ainsi Fy (resp. Pp_y)
est également l'invariant relatif fondamental du préhomogene : (£(s)o,(s)1) par conséquent,
pour (z,y) € {z +y € Ea(hg) N g1 ® Ej(hi) Ng1 | [z,y] = 0}, il existe un entier n et une
fonction, notée ¢, tels que F(x +y) = c(y)F'(xz) d’ott n = my, donc my, € N*, de méme
m}. € N*, d’ou par la relation (2) on a my =mj, = 1 et on applique a) (3).

c) Il reste les cas énumérés dans le lemme et pour lesquels on a do = dy = df, le calcul
donne my = m} = % (cf.démonstration de la prop. 1.2.4 et du lemme 1.3.1). O

Remarque 1.4.8 Les préhomogénes introduits dans ce paragraphe vérifient une propriété de
descente que l’on peut énoncer ainsi.

o Vk=1,...p—1, Ualgébre Ut (k) a les mémes propriétés que g :
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1. elle est absolument simple engendrée par U+ (k)+1,
2. (UT(k)o, Ut (k)1, %) est un PV absolument irréductible et régulier,

3. lorsque k > 2, (Hy, ..., Hy) sont des éléments 1-simples trés spéciaux de la sous-algébre
déployée mazimale, a N UT(k), et de somme hy.

Fy,....Fy sont les invariants relatifs fondamentauz du PV : (PY ) (Hy, .. Hyp), 4% (k)1),
Pw(k)(Hl, ..., Hy) étant le sous-groupe parabolique de G, associé a Hy, ..., Hy, (avec cet or-
dre), il est donné par :

Ut (k) _ Gy pour k =1
P (Hy, ..., Hy) = { Giexp(ad(@i<icj<k(Eij(—1,1) @ E; j(—=2,2)) )) pour k > 2

et on a : PYW(Hy, ... Hy) C P(Hy, ..., Hy)p, .
o Soit (x, Hy,z™ ') un sla-triplet et s Ualgébre qu’il engendre alors :

1. ($4(s)o,U(s)1, Ho — %) est 1-irréductible et absolument irréductible régulier pour p > 3,

lorsqu’on supposera de plus dans le cas orthogonal : (gy,81) de type

(D, ap) que 3k < 2n — 2,
(Bn,ai) que 3k <2n — 1.

Notons que dans ce cas, lorsque (4U(s),,U(s),) est encore de type orthogonal, alors il
vérifie les mémes conditions (cf.démonstration de la prop.1.2.4).

2. Pour p > 3, Ho, ..., H, sont des éléments 1-simples tres spéciaur de somme 2Hy — Hy
appartenant & une sous-algébre abélienne déployée de $(s).

Le sous-groupe parabolique de Gys) associé a Ha, ..., Hp, noté Pu(s)(HQ, ... Hp), vérifie :

Pu(s)(HQ, o Hp) = {(Gt)x pour p =2,

(Go)zexp(ad(S2<icj<p(Eij(—1,1) ® E;;(—2,2)) ) pourp >3
et on a : PY)(Hy, ..., H,) C P(Hy, ..., Hpy)s.

Fy, ..., Fy, sont des invariants relatifs du PV : (P*¥)(Hy, ..., H,),4(s)1), fondamentauz lorsque
p =3

Dans le but de montrer I'existence d’équations fonctionnelles pour les fonctions Zétas as-
sociées a un sous-groupe parabolique tres spécial, P, dans le cas p—adique ceci a 'aide du
théoréme ky, de F.Sato (p.477 de [Ba J]), on commence par établir les propriétés nécessaires
portant sur les orbites singulieres de P.
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2 Un résultat sur les orbites des paraboliques tres spéciaux

2.1 Le résultat

Les notations sont celles du paragraphe 1.4.

Soient Sp = {z € g1 | [i<ic, Fi(x) = O} (resp. Sp = {x € g-1 | [l F7 () = 0}), et
N = caplad(@, 5+ o).

Théoreme 2.1.1 1. P; a un nombre fini d’orbites dans g1 et g_1.
2. Pour tout x € Sp, (resp. Sp ) il existe i € {1,...,p} tel que Xi/((P)2)? # 1 (resp.
OG (/(Pr)a) # 1)

Il a déja été établi pour quelques exemples de préhomogeéne commutatifs (cf.[Fa 3 et [H J]).

Démonstration:  Par récurrence sur la dimension de t mais on remplace le point 2) par :

2.1.2 Pour tout x € Sp, (resp. Sp, ) il existe z € Pe.w et u € P(§), commutant a z et a t, tel
que B(u,.)/t # 0, P. étant le groupe engendré par N et h,(t) pour v € P(§) et t € F*.

qui implique 2), en effet soit ig =inf{i € {1,...,p} | B(u, H;) # 0}, I'élément h,,(t) € (P,)° et
vérifie xi,(hy(t)) = t* avec a # 0 (cf. lemme 1.2.1).

On note Py = P(Hy, ..., Hp).
Lorsque p =1, on a Py = G et le résultat est évident (pour 2.1.2 cf.6. des notations).

Soit & non nul appartenant a g; que 'on décompose suivant ad(Hy) : © = z9 + x1 + z¢ avec
x; € E;(Hy)Ngy pour i =0,1,2.

1) Lorsque zg admet H; comme élément 1-simple (i.e. Fi(z) # 0), il existe g € N tel que
' = g(x) = xo + yo avec yo € U(s)1, s étant l'algébre (réductive dans g) engendrée par le
slo-triplet construit avec xo et H; (lemme 1.1.1).
Le point 1) découle de I’hypotheése de récurrence appliquée au préhomogene : (LU(s)o, 4(s)1)
avec le parabolique associé a (Ha, ..., H,) (cf.remarque 1.4.8).
Lorsque Fj(z) = 0, on a Fl(xg)Fi{(f)(yo) = 0 (lemme 1.4.7 appliqué au préhomogene :
(U (), UT(i)1) et le résultat découle & nouveau de ’hypothese de récurrence appliquée au
préhomogene : (£U(s)o,Ll(s)1) avec le parabolique associé a (Ho, ..., Hp).

Notons que f.P(4(s)) C P(§), f étant I'indice de connexion du systéme de racines de $U(s).

2) Lorsque Fi(x) = 0, on montre le théoréme cas par cas suivant le type de systeme de
racines dans les paragraphes qui suivent en omettant le cas x1 = x9 = 0 puisque le point 1)
découle de 'hypothese de récurrence appliquée au préhomogene : (MUM(FHy)g, (MFH;)1) avec
le parabolique associé & Ho, ..., H, et w = H; convient pour le point 2).
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Notons qu'il suffit de prouver 1) pour tous les paraboliques trés spéciaux et minimaux pour
Iinclusion, a l'action de G pres, ceci dans le cas algébriquement clos car F est un F-corps
(théoréme 5, chapitre III,paragraphe 4.4 de [Serrd)).

Les résultats pour g_; s’obtiennent de maniére analogue et la démonstration est omise. [J

La démonstration restante consiste a construire des représentants plus simples des éléments
de Sp, (cf.2.1.2) et pour ceci on regroupe quelques résultats techniques dans le paragraphe
suivant avant d’effectuer la vérification cas par cas.

2.2 Lemmes techniques (F est de caractéristique 0)

Soit & € g1, on note s(z) = {u | X, # 0}, z =
suivant les sous-espaces radiciels.

pen, Xp désignant la décomposition de x

Lemme 2.2.1 Soit (go,g1) un préhomogéne pour lequel g; = {0} pour |i| > 3.

Soit x non nul dans g1, tel que s(x) contienne une racine py de Ay, longue dans Ay et de
hauteur minimale parmi les racines de s(x) alors il existe au plus une racine p; € Ay telle
que

® n(po, 1) = —1

e Nan (g @g" & Eo(hy)Ng1)#0.

Démonstration:  Soit § une racine longue dans Ay, on rappelle que Ey(hg) N g1 = g% et
que pour « € Agonaa+ €A & n(a,f) <0.

1) Prenons g = exp(ad(A)), avec A = 37 c ) | n(uuo)=1 Xu—po» Xu—po choisi tel que
(X pos X o] = —X,, on vérifie facilement que s(y) C {pp € Ay | n(u,po) <0} U {uo} avec
y=g(z).

2) Soit s_1 = {u € s(y) | n(p, o) = —1} et p € s_1. Comme Az = (), la considération
de la p-chaine définie par pg permet de montrer que toutes les racines de s_; sont également
longues dans Ay; de plus soit p/ € s_q, comme po+p+p' ¢ Aon a0 < n(uy+ p,p) =
n(po, 1) +nlp, 1) dott np, 1) = 1.

Lorsque s_; a au moins 2 éléments, soit p1 la racine de hauteur minimale de s_; et soit
g = exp(ad(B)) avec B =3 . . Xu—py, Xpy—p, choisi tel que X, X, | = —X,, alors
g'(y) € g @ g @ Eo(hy,) N O

Indiquons deux résultats élémentaires lorsque (go, g1) un préhomogene pour lequel g; = {0}
pour |i| > 3.

Dans les 2 lemmes qui suivent, Hy, ..., H, sont simplements des éléments de a et on note
toujours t = @1<;<pFHj.

N(Hjy, ..., Hy) est le sous-groupe engendré par ©qea o018 avec {a = 0 & a(Hj,) < 0} et
Jo =inf{j|a(H;) # 0} et P.(H, ..., H,) désigne le groupe engendré par exp(ad(A)), A élément
nilpotent de go commutant a t ou bien A € ©yaen jas-0}8”-
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Lemme 2.2.2 Soit (z,h,x~1) un slo—triplet tel que :

1. h et t commutent,
2. x € E2(H1) Ngr
pour i € Z soient y; € E;(h) N Eo(Hy)Ngy alors x+y_1+yo € N(Hy, ..., Hy)(x + ) icq ¥i)

et N(Hy,...,Hp)(x+>,c7yi) N(x+y_1+4(s)1) # 0, s étant Ualgébre engendrée par x, h, r!
et Hl.

Démonstration: Comme : E_;(h) Ngy = {0} pouri >2,onay=7> ;¥ =y-1+yo+
> i>1Yi ,or pour i > 1 il existe A; € E;_o(h) N E_o(Hy) Ngo tel que [A;, z2] = —y; dou
exp(ad(}_;>1 Ai)) (@2 +y) = x2 + 3o [Ai  x2] +y =22+ y—1 + y0.

Comme [z, yp] € Ea(h)NEg(H1 —h)Ngs, il existe A € E_o(h)NEy(H1—h)Ngo C E_o(H1)N
go(C EBaeAgga) tel que ad(z)?(A) = [z, 0] et on a exp(ad(A))(z +y—_1+ o) =T+ y_1 + Yy
avec y(, = [A, z] + yo d’ou [z, y(] = 0. O

On continue a simplifier les représentants des orbites :

Lemme 2.2.3 Soient (z,h,z~ %) et (y,h',y~1) 2 slo—triplets tels que
1. h, b’ et t commutent,
2. x € Ey(Hy)Ngy ety € Eg(Hy)NE_1(h) Ngi,
3. ®i>oFE_i(Hy —h) Ngy = {0}.

et soit z € Eo(h)NEo(Hy)Ngy tel que [[z,y7 1, t] = 0 alors P.(Hy, ..., Hy)(x +y+2z+E2(Hp)N
Eg(h) N 91) rencontre x + y + Eo(Hl) N Eo(h) N O(h/) Nng1s+ EQ(Hl) N E3(h) ngr.

Démonstration: Comme [y, E_1(h') N Eyg(h)Ngi] C E_1(h) Nge = {0} et que pour i > 2
on a ad(y Y (E;(W)N Eg(h)Ng1) C E_;()NE;(h) Ng1_; = {0}, z admet la décomposition
suivante relativement a ad(h') : z = 29 + 21 avec z; € E;(h') N Eo(Hy) N Eg(h) N g1 pour
i=0,1.

Soit v € Fa(Hp) N E3(h) N gy et soit A = [z1,y7!], alors [A,t] = 0 d’ou exp(ad(A)) €
P.(Hy,...,Hp) et [A,y] = —2 donc exp(ad(A))(z+y+2+v) = x+y+20+[A4, 20] + 5[A, 21] +
([A, z] + v) par 3).

On termine en appliquant la démonstration du lemme précédent puisque

[A,2] +v € By(Hy) N Es(h) Mgy [A 2] + %[A, 2] € Eo(Hy) N Ey(h) N g
et que [E,Q(Hl) N Efl(h) N go,EQ(Hl) N El(h) Ngr D EQ(Hl) N Eg(h) N 91] = {0} par 3)\:‘

Remarque : L’hypothese 3) du lemme est vérifiée lorsque Hy — h est 1-simple et [[z,y 1], = 0
pour p = 2.

Ce dernier lemme utilise des descriptions faites ultérieurement.

Lemme 2.2.4 Soient P(Hy,...,H,) un sous-groupe parabolique standard trés spécial , S =
{A 1, A¢} ¢(= 1) racines fortement orthogonales de Ay, longues dans Ay, telles que \;j(Hy) =
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2 pour i = 1,..,q et soit A_1(h) = {p € A1 | p(Hy) = 0 et u(h) = =1} # 0 avec h =
Z1§i§q hx # H.

Pour xo de support S ety € Eo(Hy) N g1, il existe (< q) racines fortement orthogonales,
U1y ey fhry de A_q1(h) telles que pour i = 1,....;7 on a n(u;, A\;) = —1 (4 la numérotation des
)\i prés) et Pe(Hl, ...,Hp)(m'g + y) N (@1§j§qg)‘f @1§i§r g“i ) EO(Hl) N Eo(h) M gl) 7é @

(pour p 23 : Pe(Hy, ..., Hp)(x2 +y) N (22 Sr<icr 8 ® Eo(H1) N Eo(h) Ng1) # 0).

Démonstration: D’apres le lemme 2.2.1, on peut supposer que y = y_1 + yo avec y; €
E;(h) N Ey(H1) Ngy pour i = —1,0 et y_1 # 0.

Comme Ey(hy,) NE_1(h) Ng1 C E_a(hy, + ... + hy,) N g1 = {0}(cf.2) de la remarque 1.2.3)
on a:

A_l(h) = Ulgiqu—l(h)\i) avec
Afl(h)\i) = {lu’ €A | M(Hl) =0, n(,u, Al) =-1, n(,u, >‘]) =0pour 1 <j#i< Q},

par conséquent, en procédant comme dans la démonstration du lemme 2.2.1 et en changeant
éventuellement l'indexation des A;,7 > 2, on peut supposer qu'il existe v; € A_j(hy,) tel
que :

y—1 =X, + 20 avec zy € Eg(hy,) N E_1(h) N Ey(H1) Ngi.

Lorsque ¢ = 1, la démonstration est terminée.

Pour ¢ > 2 et zp # 0, on continue la réduction en décomposant zp relativement a ad(hy,) :
20 =1t-1+to, ti € Eg(ha,) N Ei(ha,) N E_1(h) N Eg(H1) Ng1 , i =—1,0,

et on peut supposer que t_1 # 0 en changeant éventuellement I'indexation des \;,7 > 2.

Pour v € s(t_1) on a n(y,7) € {0,1} et soit @ =Min{n(y,v1),v € s(t_1)}, prenons 2 de
hauteur minimale dans A = {y € s(t_1) | n(v,71) = a}.

Pour v € s(t_1) —{mtetae{N,i=1,....,¢,7,7 € s(t-1) — {12}}, v — 72 + a € A puisque
n(y — y2,a) > 0 et que « est longue dans Ap; notons que g7~ 7 normalise les sous-espaces
V= E(](h) N Eo(Hl) Ngr et W= E(](h)\l) N E(](h)\2) N Efl(h) N E(](Hl) ngr.

Ainsi :

e Lorsque p = 2, on fait opérer exp(ad(®,es¢_,)—r,8""?))(C Gi) pour se ramener a
ty =X,

e o Lorsque p > 3, A est de type classique B,,, Cy,, BCy,, D,, avec X1 = {a}. Onak <n—1
dans les cas B,C ou BC et k < n — 2 dans le cas D car A_j(h) # 0.
On reprend les notations du cas classique (§2.4).
Par la proposition 2.4.3, il existe : Iy, ..., 1, tels que l,41 =0 < [, < ... <la <y =k tels que
H; = Zl¢+1+1§j§li he; pour i = 1,...,p. Ainsi, pour j = 1,...,q, il existe p; € {la+1,...k} et
q; €{k+1,...,n} tels que \; = ¢, — ()eg;, et

{)\ €Ay | )\(Hl) = O,A(h)\i) = —1} = {Em + (:E)Eqi, 1<m< lg}.

38



Si A_i(hy,) # 0, on a g;j # g; pour 1 < j # i < g donc par orthogonalité des racines \; on a
p;j # pi (d'ott % ¢ A) pour 1 <j#i<q.

On fait opérer exp(ad(@ca—r,g""7?))(C N) pour se ramener a t_; = X, + u.

Lorsque u # 0,u € ©,epg?, avec B = {vy € s(t_1) | n(y,7) = 1} # 0 et n(y2,m) = 0; il
existe my < [y tel que 71 = €y, + (£)€q, donc B = {6 = €, + (£)€g, } d’ott § — 7 s’annule
sur t.

Prenons B € g®~ " tel que [B,X5,] = —uet C € gtavec p =08—7 + A — A tel que
[C, z9] = —[B, 2] et soit g = exp(ad(C))exp(ad(B))(€ Gy) alors

gxa+y)=w2+ Xy + Xy, +to+yy, o €EW,yy €V

car 95*71 commute a @1§i7&2§qg>\i Pg”? EBg%BW et normalise V, que g# commute a @QSing)‘i@
gt M @ g @ g2 & W et normalise V.
On peut donc toujours supposer que t_1 = X,,. Odeee

On revient au cas général. Lorsque g = 2 la démonstration est finie.

Remarquons que, lorsque n(ys,v1) = 1, on peut supposer que v —7v; € Al (en changeant I'in-

dexation des \;) et en procédant comme ci-dessus, il existe g € exp(ad(g”))exp(ad(g??~"))(C

P.(Hu,...,Hp) avec v = y9 —y1 + A2 — A1, tel que g(xe +y) = xh + X5, +to + 1y, avec to € W,

yh € Vet {Ni,i=1,3,....,q} Cs(xh) C{Ni,i=1,..,q} car Ea(hy,) Ng1 = g*2.

1= A
2

Lorsque o — 1 # on a s(zh) = s(x2).

Lorsque ¢ > 3 :

e Dans les cas classiques, on continue la démonstration par récurrence sur ¢, exactement
comme cela a déja été fait, dans le cas P(Hy, ..., Hp) cité ci-dessus et dans 'unique cas restant
Py (cf.prop.2.4.3).

e o Dans les cas exceptionnels, dont la description est rappelée dans le §2.5, on a toujours
q < 3. De plus, lorsque ¢ = 3, A est simplement lacé, g est déployée et Hy—) ", ;.5 hy, = hy,,
A4 étant une racine de Ay orthogonale aux racines de S.

Dans les notations précédentes, soit v € s(t_1), comme n(y,A\y) = 1 onay+ Ay — Ay € Ay
or v1 + A1 € Ag donc n(y1 + A1,y + A2 — A1) = n(y1,7) — n(y1, A1) = n(y1,7) —1 > 0 d’ou
n(y1,7) = 1. Ainsi dans ce cas on se ramene toujours a t_; = 0 c’est & dire que r = 1. ([l

2.3 Le cas commutatif (g2 = {0})

Dans tout ce paragraphe on suppose que go = {0}.

Proposition 2.3.1 (F de caractéristique 0) Pour tout € gy (resp. g—1), il existe un ensem-
ble S de racines fortement orthogonales de Ay (resp. A_y) telles que N.x N (®uesgh) # 0.
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Démonstration: Par récurrence sur le rang de A, le cas de rang 1 étant évident.

Soit o une racine de hauteur minimale de s(x). Lorsque pg est longue dans Ay, on applique le
lemme 2.2.1 puis '’hypothese de récurrence au préhomogene ((U(IFh,,,)o, (LU(Fhy,)1), lorsqu’on
prend pour sous-algebre déployée maximale : a N U(Fh,,) et pour ordre sur Atro = Lo €
Al(a, o) = 0} qui est le systéme de racines associé, 'ordre de A c’est & dire que (A1+0)+ =
{a € AT|(a, o) = 0}, ce qui termine la démonstration du cas simplement lacé.

Lorsqu'il existe une racine p € Ap telle que s(z) C pt, il suffit également d’appliquer I’hy-
pothese de récurrence au préhomogene ((L(Fh,)o, ((Fhy,)1).

Dans les cas restants, pg est courte et par classification le préhomogene a pour systeme de
racines gradué soit

1. (Cn,ap) alors Ay = {& + €j,4,5 = 1,...,n} d'ou 2¢, ¢ s(x) et s(x) N {e + €,,1 =
1,..,n—1} # 0. Soit ig = sup{i | €, +€, € s(x)}, a Paide d’un élément convenable, g, de
exp(ad(®1<i<io—197~“)), on peut se ramener a s(g(x)) C {€, +en,€i+€5,1 <i < j<
n}; comme ad(Xe;, +e,) est une surjection de ©1<i<n—19“""(C @Z’:_170Ei(h5i0+en)) sur
P1<i<n—18 "%, on peut se ramener au cas ot s(g(x)) C {€;, + €n, € + €5,4,7 # 0,0}
et on applique I’hypothese de récurrence a 'élément y = g(x) — Xeig+en dans le PV :
(U(s)o, th(s)1) avec 5 = Fhoe, & Fhoe,.

2. (Bp,aq) alors Ay = {e1,e1 €5, = 2,...,n} d'olt pg = €1 et s(x) = {e1,e1 +¢€5,) =

2,...,n}.
Comme ad(X,,) est une surjection de Ey(h.,)Ngo sur Es(he, )Ng1, a laide d'un élément
convenable de exp(ad(P2<;<ng)), noté g, on a s(g(z)) = {e1}. O

Précisons la forme des sous-groupes paraboliques dans le cas commutatif :

Lemme 2.3.2 1. 1l existe un unique ensemble maximal ordonné de racines fortement or-
thogonales (longues) de A1, A1, ..., An, telles que le sous-groupe parabolique

Py = P(hy,, ..., hy,) soit standard.

2. Soit Py un sous-groupe parabolique standard alors Py D Py et il existe p, 2 < p < n,
et des entiers : lp = 0 <1 <13 < ... <1y =n tels que P, = P(Hy,...,H,) avec
H, = Zli_1+1§j§li hy; pouri=1,...,p.

Démonstration: On rappelle qu'un sous-groupe parabolique P(Hj, ..., H,), avec
t = ®1<i<pFH; C a, est standard si {A € Ag [A = 0} = {\ € AN/ # 0} (cf.3) de la
remarque 1.4.1).

1) Il est bien connu (par exemple lemme 6.3 de [Mu 3]) qu’un ensemble maximal de racines
fortement orthogonales de A peut étre construit de maniére canonique par orthogonalisations
successives en prenant A; I'unique racine simple de ¥; puis Ay I'unique racine simple de
AWM = I\ € Al n(\, A1) = 0} muni de Pordre A+ = A 1 A+ et qui appartient
Ay, puis A3 Punique racine simple de A® = {X € AM| n(\,Xy) = 0} muni de Pordre
AP+ = A@) N AT et qui appartient & Aj, etc. jusqu’a épuisement des racines. L’ensemble
{A1, ..., Ay} ainsi construit est un ensemble maximal de racines fortement orthogonales de Ay
donc Zlgign hy, = 2H).
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Soit a € AS‘ ne s’annulant pas sur tg = ®1<;<,Fhy, alors par la construction précédente
il existe (i,7) tels que 1 <1i < j <net n(a,\;) = -1 = —n(a, ;) donc Py = P(hy,,....,hy,)
est un sous-groupe parabolique standard.

Soit {p1, ..., in} un ensemble maximal de racines fortement orthogonales de A; tel que
le sous-groupe parabolique Py = P(hy,, ..., hy,) soit standard, Py et P; sont conjugués par
Auto(g, a) g, puisqu'il existe w € Wy, qui est le groupe de Weyl de Ay, tel que pouri=1,....,n
on ait w(u;) = Ap—i+1 (par exemple, prop.4.4,2) de [Mu 9| avec l'irréductibilité de (go, g1))-
Comme Py et P; sont conjugués et standards, ils sont égaux d’ou I’élément g, antécédent
de w dans Auto(g,a)n,, appartient a Py N Auto(g, a)g, donc pour i = 1,...,n il existe u; €
6B{ozeA(ﬂo»-O}ga tels que g(hy,) = hy, +ui = hx, iz, dou 9(hy;) = Ty, = Pxiga

2) Pour i = 1,...,p, le préhomogene (Eo(H;) N go, E2(H;) N g1, 1) est commutatif et
H; est 1-simple; il admet A’ = {a € A | a(H;) = 0 pour 1 < j # i < p} comme
systeme de racines lorsqu’on prend pour sous-algebre déployée maximale a N s, avec s =
®1<jzi<pFH;, on munit A’ (@) de T'ordre induit par A, alors il existe un ensemble maximal

de racines fortement orthogonales de All(i) : {,ugi), e MSZ} }, tel que le sous-groupe parabolique

correspondant P(hu(i) s eees hu(i)) soit standard et on a H; = Zl<]~<n, hu(i).
1 ng ==y

{,ug»i), 1 <1< p,1<j<n;} est alors un ensemble maximal de racines fortement orthogo-
nales de Ay (prop.4.4,1) de [Mu J]).

Soit Iy = 0 et pour ¢ = 1,...,p, l; = n1 + ... + n; (donc [, = n par maximalité), pour
lim1+1 <7 <1; onpose ju; = ugzlli_l alors {1, ..., fin } est un ensemble maximal ordonné de
racines fortement orthogonales de A et il est facile de vérifier que le sous-groupe parabolique

P(hyys -y by, ) est standard pour Af car chaque P(h“(i), ceny hﬂ(i) G(ZH et
1 ng
P(Hy, ..., H,) est standard pour Af. O

) est standard pour A

Remarque 2.3.3 Soient tg = @1<i<nFhy; et (t)? = ﬁ/\eAOLKer)\ avec A& = Ni<i<n{A €

Ao | n(A\,\) = 0} alors tg C (t0)° C a et il est facile de vérifier par des considérations cas
par cas que que tg = (to)° dans tous les cas sauf (Aan_1, ) pour lequel (t9)° = a et tg est de
dimension n.

Le sous-groupe parabolique Py est un sous-groupe parabolique minimal uniquement dans les 3
cas : (Aap—1,n), (B2,aq) et (Cp,ay).

Démonstration de 2.1.2 dans le cas commutatif :

Le point 1) découle de la proposition précédente puisque les racines de S sont linéairement
indépendantes.

On suppose que le sous-groupe parabolique P; est standard et on reprend les notations du
lemme précédent.

Terminons la démonstration du point 2) lorsque la décomposition de = € g; relativement a
ad(Hy) est : © = xo + x1 + x¢ avec Fi(x) = 0.
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Comme le PV : (U(F(2Hy — H1))o, WIF(2Hy — H1))1) est commutatif, on peut supposer que
s(w2) C S1 = {\j,1 <37 <} (prop. 5.2.2, [Mu 2], les éléments de U(F(2Hy — Hi))o utilisés
commutent a t) et lorsque xy # 0, soit h = Z/\Es(m) R

Lorsque xo # 0, la décomposition de x; relativement a ad(h) est de la forme : x1 = yo + y1
avec y; € Ej(h) N Ey_;(H; —h)Ngy,i = 0,1, a l'aide de exp(ad(E_1(h) N Eo(H; — h) N go))
on peut toujours supposer que y; = 0 ainsi yo + o € U(s); avec s = EB)\ES(xQ)Fh)\.

La proposition 2.3.1 appliquée au préhomogene commutatif : (4(s)p,l(s);) permet de sup-
poser que s(z) = {p1, ..., pr }, les racines pq, ..., ux étant fortement orthogonales et telles que
{n € s(x) | p(Hy) =2} C Sy, rappelons que {u € s(x) | p(Hy) = 2} # S1.

Ce résultat est encore vrai lorsque xzo = 0.

Pour toute racine o de Ay, la quantité » ., n(a, ;) € {0, 1,2}, puisqu’elle représente une
valeur propre de adh/gi, h étant I’élément 1-simple h = Y, ., ;. hy,. On rappelle également
que

1 1
B(hOév Hl) - 5 Z n()\j7a)B(h)\j7h)\j) = §B(h>\17h)\1)( Z Tl()\j,a)).
1<i<ly 1<i<ly
Soient A € S1 — s(z) et a = 37 .;p, n(A, pi), examinons les différents cas :

1. Lorsque a = 0, I'élément u = hy € Ni<;<xKerp; et vérifie B(u, Hy) # 0.

2. Lorsque a = 1, n(A, 1) = 1 et n(A, ;) = 0 pour i > 2 (a l'indexation pres), donc
p1(Hy) = 1 et comme la racine A est longue on a n(ui,A) = 1 d’ott uw = 2hy — hy,, €
Mi<i<pKerp; et vérifie B(u, Hy) # 0.

3. Lorsque a = 2, on a soit
o n(A 1) =n(A pu2) =1 et n(A u;) =0 pour i > 3 (a 'indexation pres) donc, comme
précédemment, u = 2hy — hy, — hy, € Ni<i<pKerp; et vérifie B(u, Hy) # 0,
soit
o n(A 1) = 2 et n(\ p;) = 0 pour i > 2 (a l'indexation pres) d’ou pi(Hy) = 1. Or
1 (2Ho) = 321 <j<nn(p1,Aj) = 2 donc il existe un unique j > Il tel que n(u1, A;) =

1 d’ott n(A\j, 1) = 2 car les racines A; et A ont la méme longueur par conséquent
n(Aj, pi) = 0pouri > 2d'ottu = hy—hy, € Ni<i<pKerp; et B(u, H1) = B(hy, H1) # 0.
O

2.4 Les cas classiques

Ce sont les cas (R, o) avec R = B, BC,C ou D.

Les descriptions de Ag, A1 et Ay sont données dans la démonstration de la proposition 1.2.4,
3) b) (dont on reprend les notations) ceci lorsque k < n — 1 dans le cas C,, et k < n — 2 dans
le cas D,,), en particulier :

Alz{eiiEj’1§i§k<j§n, ei,lgigk}ﬁA, AQZ{Gi—i—ej‘lSiSjSk}ﬂA.

Notons que dans le cas A = D, la description ci-dessus pour k = n — 1 correspond a la
graduation donnée par X1 = {a,—1,ap}.

Les préhomogenes commutatifs correspondent aux cas (B, 1), (Cn, o) et (Dy,ar) avec
kEe{l,n—1,n}.
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Proposition 2.4.1 Dans le cas algébriquement clos, soit (go,g1) un préhomogéne de type
(Rn,X1) avec :

1. X1 ={ag} lorsque R = By,
2. ¥ ={ax} avec k <n —1 lorsque R = Cy,
3. X1 = {ax} avec k <n—2 ou bien X1 = {an_1,an} lorsque R = D,
Pour tout x € gy (resp. g—1), il existe un ensemble S de racines linéairement indépendantes

de Ay (resp. A_y) telles que Pe(he,,....;he;).x N (Bpuesg?) # 0 et S contient au plus une
racine courte qui est orthogonale aux autres racines de S.

Démonstration: 1l suffit de la faire lorsque ¥; = {ax} avec k& < n — 1 car le cas
(Dy,, {otn—1,,}) provient du lemme 2.2.1 (S a au plus 3 racines) et le cas (By,a,) étant
évident, il est omis (S a au plus une seule racine).

On procede par récurrence sur le rang de A, les cas (By,a1) et (Dy,aq) découlent de la
prop.2.3.1, les cas (Co, a1) et (Dy, a2) de ce qui suit.

On suppose donc la proposition vérifiée pour les systemes de racines classiques de rang < n—1,
et on notera AW = {a € A | a(he,) = 0} et plus généralement ACJ) = {a € A | alhe,) =
a(he;) = ... = 0}, ce sont des systemes de racines gradués, Al) = U_gejcaABI N A et de
meéme type.

Soit u € g1. Lorsque s(u) C Agk) (donc k > 2), u est dans un PV donné par un systéme de
racines gradué de type (Rp—1,21 = {ax—1} ), sauf dans le cas (D4, ag) ot X1 = {2, a3}, le
résultat découle de I'hypothese de récurrence et pour (Dy, az) du lemme 2.2.1.

Lorsque s(u) n’est pas inclus dans Agk) ,soit A ={epxe€5,j>k+1}Ns(u).

1) Si A est vide alors € € s(u) et A = By, avec k < n, il existe v € exp(ad(B1<i<kr—18"%))u
tel que v = vy + vg avec s(v1) = {ex} et s(v2) C Agk) N D,, et on conclut en appliquant

I’hypothese de récurrence a vo dans Agk) N Dy,.

2) Lorsque A est non vide et en utilisant le groupe de Weyl associé a AN (B, ;Ze;), on peut

1 en appliquant le lemme

supposer que oy € A puis que s(u) C {ex £ exr1, 6+ €xr1}U Agk’k
2.2.1, ainsi u = uj + ug avec s(uy) C {€p £ €xr1,€ + €xr1} et s(ug) C Agk’kﬂ), AL gt
un systeéme de racines gradué de type (R,_2,ar_1) a 'exception de 'unique cas (D, ay,—2)
pour lequel il est de type (Dy—2,{an—2,an_3}).

La démonstration est terminée lorsque k =1 ou k =n — 1 car AEF+1) = ¢,

Examinons les différentes situations lorsque 2 < k <n —2:
a) s(u1) C {ex £ €xs1}, on conclut en appliquant 'hypotheése de récurrence a us.

b) s(u1) = {ex — €x+1, € + €xr1}, alors uyp = x +y avec s(x) = €, — €x1, S(Y) = € + €xy1,
on applique le lemme 2.2.3 avec (x, h = hek,ekﬂ,x_l), (y, W = thrEkH,y_l) et 2z = uo
ainsi toutes les hypotheses du lemme 2.2.3 sont vérifiées et on peut se ramener au cas

- Agl’k’k-i_l) gl,lak-l—l) 7&0)

ou s(z) , puis appliquer 'hypothése de récurrence a z lorsque A
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(Agkvk“) = () dans le cas (Dy, a2)).

c) s(u1) = {ex £ €pt1, €6 + €pt1},

i)R=C

Il existe v € exp(ad(g?*+1))u tel que s(v) C {ex — €py1, €+ €y} U Agk’kﬂ) et on est ramené
ab).

i) R=B

Il existe v € exp(ad(g*+1))u tel que ¢ € s(v) C Agk’k+1)u{€k—€k+1, €k, €ite€ry1, 1 =1,...,k—

1}, puis w € exp(ad(g=*+1))v tel que € € s(w) C {ex, € £ €xy1, i =1,..,k—1} N Agk’kJrl)
et finalement 2 € [[;<,_1 ezp(ad(g®™*))w tel que s(z) C {ex} U Agk) N D,, et on applique
I'hypothese de récurrence & A®) N D,,.

i) R=D

Notons u = X + vy, avec s(X) = {€x — €x+1, €k + €x+1} €t y € Eg(he,) Ng1.

Comme (X, he, ) se complete en un slp-triplet 1-adapté : (X, he,, X ' = X cprer X c—enrr)s
on peut supposer que y € $4(s)1, 5 étant algebre engendrée par {X, h,,, X !} (lemme 2.2.2).
Or

U(s)1 =D _ ki@ Di<i<i—1 FXp, avec
;,LEAI P i

_ €;—€ €;+e
Xn, = [X*€k+€k+1 - X*ék*ékﬂ’XeHrEk] cgr g,

il est facile de vérifier que hNU(s) = D1<i<n,izk k+1Fhe; est une sous-algebre de Cartan de LU(s)
et que (U(s)g,4(s)1) est de type (By_a, ag_1), les racines longues appartiennent a AKF+1) ot
on peut prendre comme racines simples : a1, ..., 9,0 = g1 + Q + Qg 11, V12, -y Op—1 €L
Ay, qui est la restriction de €, a b N LU(s).

Appliquons I’hypothese de récurrence a z : il existe g tel que gz = > ues X, S ensemble de
racines linéairement indépendantes. Si toutes les racines de .S sont longues, la démonstration
est terminée, sinon il existe une seule racine courte A;, les autres étant longues, linéairement
indépendantes et orthogonales a A; d’ou

g X +2)=X1+ Y Xyavec X1=Xe o, + Xepra + XA,
MES—Ai

Il reste a réduire ’élément X a laide de exp(ad(g®~*)).
Ceci termine la démonstration du cas (Dy, a3) et de la proposition. O

Avant de déterminer les sous-groupes paraboliques standards tres spéciaux, notons :

Lemme 2.4.2 Soit (go,g1) un préhomogéne absolument irréductible régulier de type clas-
sique (Rp,ox) (1 <k <n—1 lorsque R=C et 1 < k < n — 2 lorsque R=D) alors h,, est
1-simple a ’exception du cas classique déployé R=C.

44



Démonstration: Comme he, = he,—¢, + he e, he, est 1-simple dans tous les cas sauf
peut-étre R = C. Dans ce dernier cas on a he, = 2hg et il est aisé de vérifier que 2hs n’est pas
1-simple dans le cas déployé (par exemple le préhomogene (U(Fhe,)o, U(Fhe, )1) est de type
(Ch—1,ak_1) qui n’est pas régulier car k — 1 est impair).

Lorsque g n’est pas déployée, on note h, la co-racine associée & la racine a € A.

Par classification des diagrammes ([Vd],[Wd]), les types possibles sont :

i) (A, ag) = (Coy, agi,) de diagramme de Satake :

Dans tous les cas, il existe une racine v € Ay telle que 2hg = ZEW, ~ est la somme de deux
racines, a et 3, de A; dont la différence n’est pas une racine, ainsi (X, + X3,2ha,2(X_ +
X_p3)) est un slp—triplet 1 adapté (tds principale de type As) au sens du préhomogene :
(99, 91) d'out 2hg est également 1-simple au sens du PV : (go, g1).

7 est la plus grande racine de A pour ii) et iii) et 7 = a3 +2(37"5 " o) + ag,, dans le cas i).
]

Dorénavant, dans tout ce §, le préhomogene (go, g1) vérifie les hypotheses du lemme 2.4.2,
ce qui permet de définir :

N}

_ k' dansle cas R=C avec g déployée ,
PO=\ k sinon

et pouri=1,....pg:

I — 2(hae,_gipry + h2ey_siy,) dansle cas R = C avec g déployée ,
Tl h sinon.

€k—i+1

Le sous-groupe parabolique Py = P(Hj, ..., H,,) est alors un sous-groupe parabolique stan-
dard tres spécial.

Lorsque 2k < n, soient H| = 2?21 Pe;—cop_iyy €6 Hy = Zle Peiteoy_iyy» alors Py = P(HY, Hj)
est également un sous-groupe parabolique standard tres spécial.

Soit tg = ®L°FH; (resp t, = FH| ®@ FH}) alors Xy, = {;, i > k+ 1} dans tous les cas sauf le
cas C,, déployé pour lequel Sy, = {a;,i >k + 1, a9j_1,1 < j < &} (T - Yy = {ak, az}) et
(10)° = to (resp ()0 = )

Py est un sous-groupe parabolique minimal dans les cas (R, a,) avec R = B ou BC.
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Proposition 2.4.3 Soit (go,g1) un préhomogéne absolument irréductible régulier de type
classique (R, ar), R=B,C,BC ou D (1 <k <n-—1 lorsque R=C et 1 <k <n—2 lorsque
R=D)et soit P = P(Hu,...,Hy) un sous-groupe parabolique standard trés spécial alors

e soit P = Pj et 2k <n,

e soit P D Ry, k> 2 et il eviste des entiers : lpp1 =0 <[, < ... <ly <l =k tels que
H, = Zli+1+1§j§li he; pouri=1,..,p.

Démonstration: Bien que g ne soit pas déployée en général et de la méme maniere que
dans le 3) de la proposition 1.2.4, la considération du diagramme a poids associé a H, donne
2 cas possibles :

Premier cas : il existe j > k tel que oj(H)p) # 0 et ay(H,) =0 pour 1 <1 <j—1.
Comme (L(FHp)o, UW(FHp)1) est un préhomogene de type (A;_1,ax), il est commutatif et
gradué par 2Hy — H,, qui est 1-simple dans ce préhomogene donc j = 2k d’ou H, = Hj.
Lorsque p > 3, dans ce préhomogene le parabolique associé a Hi, ..., H,_1 est standard donc
par le lemme 2.3.2, il existe ¢ € {1,....,.k — 1} tel que Hy = Zlgjgi Pep_ji1—ens; CE qui est
absurde (€1 + €x41(Hy) = —1) d’'ou p = 2 et Hy = HJ.

Deuxieéme cas : il existe une unique valeur j , 1 < j < k telle que a;(H,) = 2 donc
k>2et H,= Zlgz‘g j he; ce qui termine la démonstration dans le cas p = 2. Lorsque p > 3,
(UWIFHp)o, W(FHp)1) est un préhomogene de méme type : (R,,—;, ;) et dans ce préhomogene
le parabolique associé & Hy, ..., H,—1 est standard mais il n’est pas de type P} qui est associé
a H| = Pejir—eop; oot hey—ep iy (resp.H), = Pejirtenp_; T oo Pepten,,) car H{ et H} ne
sont pas 1-simples spéciaux donc on est a nouveau dans le 2eme cas et on obtient le résultat
par récurrence sur mn. O

Fin de la démonstration du théoréme 2.1.1.

1) Le point 1 découle du §2.5. lorsque A est de type exceptionnel et lorsque A est de type
classique cela résulte de la proposition 2.4.1 pour Py et des résultats de [Hi-Rd] pour P
puisque le parabolique associé aux racines {a;,i # k,2k , 1 < i < n} est de longueur < 4
donc opere avec un nombre fini d’orbites dans son radical unipotent.

2) On omet la vérification pour P et on termine la démonstration de 2.1.2 dans les cas
classiques pour les sous-groupes paraboliques Py D Fy, dont la description figure dans la
proposition 2.4.3.
Soit x € g1, sa décomposition relativement a ad(H;) est de la forme = = x4 + x(, on suppose
donc que z2 est non nul et que Fi(x) = 0.
A Tlaction de P; pres, et a l'aide de la description de Ay et de Ay, on peut supposer que
(z9, H,z5 1) est un slo—triplet avec comme formes possibles de H (prop.2.5 de [Mu J)) :

(D) s H =73 11<icihei + 2 1<j<q hyy avee v = €14 + €45 ou bien v = €45 — €k ce
que 'on note v; = €4 + (e€x4;), ou bien

(2): H=731<j<ghy, avecl =1y et ona:l+q <k, ou bien

(3): H=73", 1<icihe; avec I < k.
On peut toujours supposer que xo = y_1 + Yo avec y; € E;(H) N Ey(Hy) Ng;y ( lemme 2.2.2).

i) Lorsque y_1 = 0, u = H; — H commute a x et vérifie B(u, Hy) # 0.
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ii) Lorsque y_1 # 0, donc H est de la forme (1) ou (2), posons h = 31, hy;, h est 1-simple
car les ¢ racines ; sont fortement orhogonales.
Or: Ey(H)Ngy = E2(H — h)Ngy @ E2(h) Ngp avec :

Ey(H —h) N g1 = (B s1<istjohgr18777 @ 89) Ng1 , Ba(h) N g1 = @1 jggg T Hw)

et de méme pour E_o(H —h)Ng_1, ainsi Ey(H —h)Ng1 & E_o(H — h) Ng_1 commute avec
Es(h)Ngi & E_o(h) Ng_1.

Or le préhomogene : (U((2Ho — h)F)o, UW((2Hy — h)F)1 = E2(h) Ng1), est commutatif, gradué
par 2 et régulier d’ot, & 'action de Aut.(U((2Ho — h)F)o) prés, qui centralise t + Fh +FH
(prop.5.2.2,[Mu_2]), on peut supposer que x5 = X1 + Xo avec X; € Fo(H — h) N gy et
Xo =2 1cjcg Xuye

Soit 5 = @y, 1<i<iFhe, dans le cas (1) (resp.s = {0} dans le cas (2)) on vérifie que :

E_l(H) Ng1 U EQ(H) Ng C 11(5)1

done Xo +y_1 + yo € U(s)1.
Dans le cas (1), le préhomogene : (4(s)o,LU(s)1) est de type classique avec pour systéeme de
racines gradué : A} = Aglﬁl""’l) et le sous-groupe parabolique P(H{,...,H,) avec H] =

> i+1<i<k Pe; est un sous-groupe parabolique standard.

On se place dans le préhomogene : (P(H, ..., H,),4(s)1) (avec H] = H; dans le cas (2)) et
soit ¥ = FH| @f_, FH,.
En appliquant le lemme 2.2.4 & X5 +y_1 +yo on peut supposer que s(y_1) = {p1, ..., iy } avec
1 <r<qetp; =ep, — (Lersi), les p; étant tous distincts et inférieurs ou égaux a Iy, mais
alors

[Eo(H1) N Eo(h) N4U(s)1, Br<i<rg "], ¥]] =0

donc par le lemme 2.2.3 on peut supposer que s(yo) C {€; L€, €, 1 < i <ly, @ # p1,...pr,
l+qg+1<j<n}NA;.

Lélément u = he, + (Fhey,,) — he,, commute & 2 = X1 + 370 Xy + >0 Xp, +yo et
vérifie B(u, Hy) # 0. O

2.5 Les cas exceptionnels non commutatifs
2.5.1 Généralités

La liste des diagrammes de Dynkin gradués correspondants a été établie dans la démonstration
du lemme 1.3.1 et est donnée par :

—

. (Fy, 1), (Eg,2), (E7,0q), (Es, ag) pour lesquels go est de dimension 1,
et g est non déployée (ce qui correspond a des F-formes de 3), 4) et 5)),

AN
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Rappelons que g est déployée dans les cas Fj;, i = 6,7,8 et notons que Hy est proportionnel a
> wen, hw (puisque celui-ci est non nul et est dans le centre de go).

Lemme 2.5.1 [l y a un unique sous-groupe parabolique standard trés spécial, P(Hy, Hs).
Lorsque dim(ge) > 2, Hy = 2hgs et t est une sous-algébre de l'algébre de Lie engendrée par
g+2.

P(Hy, Hy) est un sous-groupe parabolique mazimal de G a l'exception du cas (Eg, ) pour
lequel X9 — Xy = {1, a4}

Remarque 2.5.2 Précisément :

{a1, a4} lorsque A = Fy,

{a1,a6} lorsque A = E7 et ¥y C {a1,04},
{a1,ag} lorsque A = Eg,

{a1,a0} dans le cas (E7,a3).

Iy

Démonstration: L’unicité résulte de la démonstration du lemme 1.3.1 puisqu’il y a tou-
jours un unique sous-groupe parabolique tres spécial (a conjugaison pres) sauf pour (E7, a9)
mais alors I'un des 2 éléments tres spéciaux est donné par 2hg.

Comme 2hg est toujours 1-simple spécial pour E7 et Eg lorsque dim(ge) > 2, il en est de
méme pour leur formes réelles car & est une racine réelle donc Hy = 2hg lorsque dim(gs) > 2.
Comme P(Hj, Hs) est un sous-groupe parabolique standard, 3¢ = {a € ¥g|a(Hs) = 0}
et lorsque Hy = 2hg, on détermine immédiatement ¢ a partir du diagramme de Dynkin
complété (cf.planches V a VIII de [BO 1]).

Lorsque dim(ge) = 1, soit 1 = {A\1}, par orthogonalisations successives avec conservation
de l'ordre de A, on construit {Ae, A3, A4}, ainsi on a 4 racines orthogonales, longues dans A
et de somme 2H (cf.le cas commutatif ainsi que 6.4 & 6.6 de [[Mu 4]); pour o € ¥ on a
soit n(a, A;) = 0 pour ¢ = 1,...,4 soit n(a, \;,) < 0, avec ig =inf{i|n(a, \;) # 0} donc le
sous-groupe parabolique P(hy, + hy,, ha, + hy,) est standard ; par unicité Hy = hy, + h),
dou L¢={a e Xy | n(a,\1) <0et n(a,\g >0} U{a € Xy | n(a, A1) =n(a, s =0} et on le
détermine dans chaque cas a l’aide du tableau II de [Mu 4]. Les résultats sont reportés dans
la remarque ci-dessus. O

Rappelons qu’il existe ¢, valeur rappelée dans chaque cas, racines orthogonales de A et
longues dans A; (longues dans A & 'exception du cas (Fy, ay)), notées Ai, ..., Ag, telles que
Hi = Y <;<¢hy,. Ainsi le préhomogene : (E2(Hi) N go, Eo(H1) N g1) est dans tous les
cas “presque-commutatif’ ([Mu J] prop.6.6 et derniére remarque) d’ot tout élément non nul
x € E9(Hp) N gy est dans la G, -orbite d'un élément de la forme :

T = Z Xy, , 1<q <! avec XAZ.Gg)‘i—O et [XAi,XAj]:Opour1§i<j§q,
1<i<q
2 dans les cas (Fy, 1), (Fs, a2), (E7,a1), (Es, as),
ainsi que (Fy, ay) lorsque g est non déployée,
avec =
3 dans le cas (E7,as),

4 dans les cas (E7,ag) et (Eg, aq).
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2.5.2 Les cas exceptionnels pour lesquels gs est de dimension 1

On reprend les notations du lemme 1.3.1 et on rappelle que : gy = Eo(Hy) Ng1 @ E1(Hy) N
919 Eo(Hy)Ngy et Ag ={a= %(21954 Ai)} avec X1 = {A\1} et que :

Rappel 2.5.3 Soient 8;,1 < i < 4, 4 racines orthogonales de A1, donc longues et de somme
24.

1) Soient & = X, + Xa—g,, alors F(z) # 0 et pour (s,t) € F2.
Il existe A € g®= %2784 tel que [A, X5-p,] =tXgs,, Be g® 2703 tel que (B, Xa-p,| = sXg, et
C € g8 P=P2 el que [C,Xp,] = —[B,tXga,], posons g = exp(ad(C))exp(ad(B))exp(ad(A)),
on a g(x) = Xp, + Xa—p, +tXp, + 5X3,.
g € P.(Hy, Hs) lorsque (B2(Hy) = 2.

2) Soit x € gy tel que : s(x) = {a — (1,01, P2, B3} (resp.s(x) = {a— [, 0,1 <i<4}), il
existe g € exp(ad(g®"275))exp(ad(g® % ~5))exp(ad(g®—P1=12)) tel que :
s(g(x)) ={Bii =1,....,4} (resp. s(g(x)) C {Gi,i =1,2,3,4}).

([Mu 3], démonstration du lemme 2.5.1).
g € P.(Hy, Hs) lorsque 31(Hy) = 2 et B4(H1) = 0 ou bien lorsque 3;(Hy) = 1 pouri =1, ...,4.

Rappel 2.5.4 Vo € Sy il eriste w € Wy tel que w(\;) = A\y(y) pour i =1,....4.
(cf.remarque du §2.2 [Mu_J] car pour tout o € Sy on a Ni=1,2E1(ho(x))Nj=3,4E0(ho(n;)) # {0})

Fin de la démonstration du théoreme 2.1.1.
Soit = € g;.
Premier cas : z a une composante non nulle suivant Eo(Hq) N g;.

A Paction de G ,-prés on peut supposer que A\ € s(z) et que z € gM @ g®~™M @ Eg(hy,) Ng1
(lemme 2.2.1) ; comme le préhomogene (Eg(hy,) N go, Eo(hy,) N g1) est commutatif, lorsque
s(x)/{& — A1, A1} est non vide, on peut supposer que s(z)/{a& — A1, \1} C S, S étant un
ensemble de racines orthogonales entre elles et a Ay telles que Y pes bt A1 = 2a (proposition
2.3.1) donc 3_ e g = A2 + A3 + As. Comme :

E1(H1) N g1 = @oerEo(hon)) N E1(hor)) N E1(horg)) N Eo(ho(n,))

avec I ={1,(1,2),(3,4),(1,2)(3,4)}, ensemble S; = {u € S| n(, A2) = 0} est non vide, en
effet si S; = 0 alors pour u € S on a n(u, A\2) =1 donc S = {p1, 2} d’ott 'une des 2 valeurs :
n(pr, Ai) + nua, Ai),i = 3,4, est différente de 2 ce qui est absurde.

A laide de Gp, N Gp,, on peut se ramener & S; = {A4} ou bien S1 = {A3, A}

e Lorsque Ao € s(z), donc Fi(z) # 0, on a S = {\;,i = 2,3,4} et s(x) C {& — A1, \i,i =
1,...,4}. A Taide du rappel 2.5.3, on peut supposer que s(x) C {A\,& — A1, A2} ou que
s(x) ={\i,i =1,...,4} ou que s(z) C {\;,i =1,2,3}.
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Lorsque s(x) C {\;,i = 1,2,3}, I'élément u = h), centralise x et vérifie B(u, Hs) # 0, dans
les autres cas F'(z) # 0 (cf.rappel 2.5.3,1)).

e Lorsque A2 ¢ s(x), donc Fi(z) = 0, il existe pa et us € S tels que n(uz, A2) = n(ps, A\2) =1
donc St = {A\4} et n(u;, Aj) =1 pour i, j = 2,3.

L’élément u = hy, — hy, centralise = et vérifie B(u, Hy) # 0.

De plus, si on note By = Ay, B2 = u9, O3 = w3, B4 = A4, alors on peut supposer que
s(x) C {B1,& — b1, B4, Bk} ou bien que s(x) C {f;,7 =1,...,4} en appliquant le rappel 2.5.3

Deuxiéme cas : z n’a pas de composante suivant Fo(Hp) N gy.
Lorsque x € E1(Hy) N g1, H — Hy centralise x et vérifie B(Hy — Hy, Hy) # 0.

a) Le cas simplement lacé
En appliquant le lemme 2.2.1 on peut supposer que z € gt @& g% "1 & Ey(hy,) N g1, or le
préhomogene (Eo(hy,) N go, Eo(hy,) N g1) est commutatif , on peut donc supposer comme
précédemment que py € s(z) C {p1,& — p1, p2, p3, pa}, les racines p;,i = 1,...,4, étant
orthogonales de somme 2@, et que V3 € s(x) on a B(H;) < 1.

i) s(x) a cinq racines
Comme 2a(H;) =4 = Y4, pi(Hy), on a p;(Hy) = 1 pour i = 1,...,4 d’ov & € Ey(H;) N g1,
et on applique le 2) du rappel 2.5.3 aux racines 3; = p;,1 = 1,...,4.

ii) s(x) a au plus 4 racines donc elles sont linéairement indépendantes.

Seul le cas ou i tel que p;(Hy) = 2 est a considérer mais alors p; ¢ s(x) et lorsque
{p1,& — p1} C s(zx), par le 1) du rappel 2.5.3 appliqué aux racines ; = u;, 1 < i < 4,1l
existe y € Pz tel que s(y) = {& — p1, 1} dony € Ey(Hy) Ngs.

b) Le cas restant : (Fy, a1).
Rappelons que Ay = {a—\; ,1 <i <4, %()\, +), 1<4,5 <4}

A Taide de Gp, on peut supposer que {\ € s(z) | A(H1) = 0} C {A3, A4} d’ou s(z) C
{)‘37)\47 %()‘Z + )‘j)az € {172} 7j € {374} }

Lorsque s(z) contient des racines courtes, on peut supposer que %()\1 + A3) € s(x) (cf.rappel
2.5.4) et que (A2 + A3) ¢ s(z) (on utilise exp(ad(g%()‘rh) ); de méme on peut supposer que
2(A2 + A1) ou 3(A1 4+ A\4) nest pas dans s(z) (sinon on fait agir exp(ad(g%(hfh)) ). On a
ainsi 2 cas :

iif) ) s(z) C {A3, A1y (A1 + A3), (A1 + Aa)} et hy, convient.

Comme x € Ey(hy,) N g1 et que le préhomogene (Eg(hy, N go, Eo(hy, N g1) est commutatif,
on termine en appliquant la proposition 2.3.1.

iv) 3(A1+ A3), 5(A2 + A1)} C s(x) € {A3, g, 5(A1 + Ag), 3(Aa + Ag)}

L’action de ewp(ad(g%(&’*)‘l))) permet de se ramener & & — A1 € s(z) C {& — A, Ada, (A1 +
A3), %()\2 + M\4)} puis avec un élément approprié de exp(ad(g®~*27*3)) on arrive & s(z) C
{a—X1, 3(A\1+X3), 3(A2+ A1)} (3 racines linéairement indépendantes) et h%(/\g—&;) convient.
]
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On a également établi :

Proposition 2.5.5 Dans les cas (Eg, o), (E7, a1), (Es, ag), soit x € gy il existey € P.(Hy, Hs).x
et un ensemble de 4 racines fortement orthogonales (1, ..., B4, tels que s(y) comprenne au plus

4 racines appartenant a {& — f1, 5,1 = 1,...,4} et dans le cas (Fy, 1) il faut y adjoindre
ensemble {& — A1, 3(A1 + A3), (A2 + Aa) ).

2.5.3 Démonstration du théoréme 2.1.1 dans les cas exceptionnels restants

On rappelle que g1 = Ey(Hy) Ng1 @ Eo(H1) Ng1.

Il reste & considérer les éléments du type x = x9+x(, avec £y non nul appartenant a Ey(Hq)Ng;
et
Ty = Z Xy, avec [Xy,, Xy ]=0pour 1 <i<j<qgetl<g<i-1
1<5<q

Ainsi (z9,h = ZlSqu hy;) se complete en un sl-triplet noté ($2,h,$51) et on peut sup-
poser que la décomposition de zg relativement & adh est de la forme : xyp = y + z avec
Y € Efl(h) N E(](Hl) N E2(H2) et z € E()(h) N E(](Hl) N E2(H2) (lemme 222)

1) Lorsque y = 0
On peut supposer que z € $U(s)1, s étant 1’algebre (réductive dans g) engendrée par xo, h, x;l

et Hy (lemme 2.2.2) et le préhomogene : (44(s)o, 4(s)1) a un nombre fini d’orbites ; ’élément
u = H; —h commute a x et vérifie B(u, H1) # 0 ce qui termine la démonstration dans ce cas.

2) Lorsque y # 0
a) Le cas (F}y, as) non déployé
Les racines de A; sont toutes courtes et il existe 4 racines orthogonales, {\; }1<i<4, telles que :

1
D ha=2Ho, Hi=hy +hy, p=50+d+ds+ M) €Ay

1<i<4
Alz{)\i,,u,—)\i 1§i§4},A2:{)\i+)\j, 1§i<j§4,u}.

Nous avons donc : x2 = X),,y = X,_, et on peut supposer z = 0 en appliquant le lemme
2.2.3 puisque

Eg(h) ngs = {0} et E()(h) N Eo(Hl) M Eo(hu_)\l) = {0}
L’élément u = hy, — hy, centralise = et vérifie B(u, Hy) # 0.

b) Dans tous les autres cas, g est déployée, A est simplement lacé, les racines \;, 1 < ¢ </
sont fortement orthogonales et 1 < g < 3 donc E3(h) N E2(Hy) N g1 = {0} sauf pour ¢ = 3
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mais alors £ = 4 et F3(h) N Fy(Hy) Ngy = g° avec B = %(219'33 Ai — A4).
Par la démonstration du lemme 2.2.4 on peut supposer que soit :

i) y = X, avec 71 € Ay tel que v1(H1) =0, m(h) = n(y1, M) = —1,
soit :

i) g=2ety =X, +X,, avec 71 et 72 € Ay tels que v1(H1) = 72(H1) = n(y,72) =
n(v2, A1) = (71, A2) = 0 et n(y1, A1) = n(72, A2) = —1.

On compléte y en 1 slo-triplet : (y,h’,y~1) (B' = h., dans le cas i) et B = hy, + h., dans le
cas ii)) donc :

iii) On peut supposer que z = zp + v avec zg € Eo(h) N Eg(h') N Eg(H1) Ngy et v €
Es(h) N Ey(Hyp) N g puisque Hy — h est 1-simple et p = 2 (lemme 2.2.3 et sa remarque).

e Lorsque ¢ = 1 ou bien y = X, + X, (donc z3 = X, + X),) on a z3 € E_1(h’) N gy donc
on peut supposer que zg € 4(s)1, (vrai pour zg lorsque ¢ = 1 et pour ¢ = 2 cf. démonstration
du lemme 2.2.2) s étant Palgebre (réductive dans g) engendrée par Hj et les deux sla-triplets
(x2, h, :U2_1) et (y_1,h/, y:%), ce qui donne le nombre fini d’orbites.

Dans les deux cas I'élément u = —3H; + 4h + 2’ commute & x et vérifie B(u, Hy) # 0.

Il reste donc les cas suivants :
e Lorsque ¢ > 2 et y_1 = X,,;, on réduit encore zy + v relativement a ad(hy, ).

Soit 0 € s(zp), comme n(d,\1 +v1) = n(d, A1) > 0 car Az = 0, on a zyp = wy + wy avec
w; € Ei(hy,) N Eg(h) N Ey(h') N Eg(Hy) Ngy pour i = 0,1 donc il existe A € 69665(11;1)96_)\1
(C E_i(hyy) N E_o(h) N EV(K) N E_2(H1) N go) tel que [A, Xy,] = —w; d'on

2 = eaplad(A))(x) = x5+ Xo, +wo + [A,0] + [4, 3 Xy ]+ 0.

2<i<q

On supprime I'élément [A,v] € Ei(h) N Ep(H1) N g1 a laide d’un élément convenable de
exp(ad(E_l(h) N E_Q(Hl) N go)). Comme [A, ZQSiSQ X)\Z.] € El(h/) N EO(Hl) N Eo(h) Ngi, a
I'aide du lemme 2.2.2 on peut supposer que 2’ = zo+X,, +wo+v" avec v’ € Ey(H1)NE3(h)Ng1.
Lorsque v # 0, donc ¢ = 3, on supprime v’ & laide de ewp(ad(gﬁ*)‘l) dont la restriction a
Eo(hx, )N Eo(hy,))NEo(Hi) N gy est lidentité, ce qui donne finalement : 2” = z9 + X, +wo.

Or wg € 4U(s")1, 8’ étant lalgebre (réductive dans g) engendrée par Hy — h, hy,, hy, et h—hy,,
donc on en déduit le nombre fini d’orbites de P; dans g;.

L’élément u = 3(Hy — h) — 2h,, — hy, commute avec x” et vérifie B(u, H1) = (3(l — q) —
1)B(hay, h,) # 0. O
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3 Fonctions Zétas associées

A T'aide des travaux de [Bo-Ru 9, de [Fa ] et du théoreme 2.1.1, il est facile d’établir ’ex-
istence d’une équation fonctionnelle abstraite vérifiée par la fonction Zéta locale associée au
préhomogene (P, g1) définit dans le §1.4 et c’est 'objet de ce paragraphe.

La plupart des démonstrations sont analogues a celles faites dans le cas commutatif réel
(IB 2)).

On reprend toutes les hypotheses du §1.4, c’est a dire :

1. g est une algebre absolument simple engendrée par g41,
2. (g0, 91, Ho) est un préhomogene absolument irréductible et régulier,

3. Pp= P(Hy,...,Hp) est un sous-groupe parabolique trés spécial lorsque p > 2 et pour
p =1 on pose P(2H,) = G.

On commence par préciser quelques normalisations usuelles avant d’établir 'existence de
I’équation fonctionnelle abstraite vérifiée par les fonctions Zétas.

3.1 Normalisation de la forme de Killing

On convient de poser B=cB (avec ¢ réel dans le cas complexe) et on choisira dans les appli-
(degré de F,)
2B(Hy, Hyp)
g indépendante du choix de P;.

cations ¢ = — , ce qui correspond a une normalisation de la forme de Killing de

Soit 7 un caractere de F qui définit la transformation de Fourier des fonctions de 8(IF), espace
de Schwartz de [ :

1. 7 est un caractere d’ordre v lorsque F est un corps B-adique;

2. 7(z) = €™ dans le cas réel

3. 7(2) = €¥7(**%) dans le cas complexe.
La transformation de Fourier ¥ d’une fonction f € 8(g1) est alors la fonction F(f) € 8(g—1)
définie par :

F(f)(y) = / f@)r(Bla,v)dz e g
g

1

La transformation de Fourier inverse d’une fonction g € 8(g—1) est donnée par :
Fo)) = [ 1By o€
g-1

Si 4 est une algebre de Lie semi-simple graduée , on note By la forme de Killing associée ; la
transformation de Fourier est alors définie par le caractere :

Tu:TO(B:l)
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3.2 Normalisation des mesures de g; et g_;

Pour z € F, |z|r (noté également |z|) désigne la valeur absolue de = c’est & dire :
lorsque F=C : |z|c =27 , lorsque F=R : |z|g = max(z, —x).

Lorsque F est un corps P-adique, on note ¢ sa caractéristique résiduelle, O 'anneau des en-
tiers de F, P I'unique idéal maximal de O et m un générateur de P alors x se décompose :

x=7"u, u €O (n =ordre de ) et |z|p = ¢ ™.

On munit une fois pour toute F d’une mesure autoduale pour 7.

On rappelle que lorsque F = C , on considéere les structures d’espaces vectoriels réels de g; et
g-1-

On note ® I'application définie sur g} qui & = associe 27! I'unique élément de g’ ; tel que
(w,2Hg,x71) soit un slo-triplet ([z71, 2] = 2Hy), ® commute a I'action de G et on normalise
les polynomes irréductibles fondamentaux des préhomogenes : (G, g1) et (G,g_1) par :

1

(@) = Frs

(N1).

Pour z € g}, notons 0, = 0,(—1) (cf.définition 7, introduction du §1) et rappelons que 6, est

une involution de g qui vérifie 0, (z) = ®(z) = L.

Comme 6,4, = gob 0 g~ !, det(6,/g1) est une application rationnelle relativement invariante par

G (de caractere associé (det(g/g_1)?) il existe une constante c telle que det (0, /g1) = cF (z) 2V
dim (g1 )

degré de F’

Notons que pour zg € g}, on a Gy, = Gxal et 0, échange 'orbite G.x¢ dans g; avec 'orbite

avec N =

G.xal dans g_; car l'application ©,, définie pour g € G par : ©,,(g9) = Hmo.gﬂ;()l, est un
automorphisme de G.
Pour z € g1, 'application polynomiale F*(6,,(x)) est non identiquement nulle, relativement
F(x)

(3).
F(x0)?

invariante par G donc par la normalisation (N1) on a F*(0,,(z)) =

Lemme 3.2.1 1] existe une unique mesure de Haar, dx, sur g1 et une unique mesure de
Haar, dy, sur g_1 telles que :

(1) FoTF = Idg(g,)-

(2)Wf € LY (g1) et Voo € 6; on a [, f(0se(@))de = |F(x)PN. [, f(y)dy.
Pour g € L'(g_y) et Vg € gy on a [ g(0z,(2))|F(2)[Ndz = [ g(y)|F*(y)| Ndy.

Démonstration: Munissons g; et g1 de deux bases : B et B*, duales pour B, et soient
dyx et dg«y les mesures de Haar correspondantes alors il existe une constante positive A telle
que dz = Adgx donc par la propriété de dualité demandée dans (1) on a dy = %d%*y puisque
F est muni d’'une mesure de Haar autoduale pour 7, et par changement de variable on a :

)\2

[ (bay (2))da =
g1 lc|

IF(:ﬂo)IQN-/ f)dy dot A = /[c](= [det (6, /31) |2 | F (o) V)
g-1
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par (2) et (3). O
On munit g; et g1 des mesures uniques définies dans le lemme 3.2.1.

Pour zg € ¢}, G/G4, est muni de la mesure G—invariante qui vérifie pour f € Co(G.xp) :

@) F(a)| N dz = / flgro)dg (N?2)

g1 G/Gaz

puisque |F(x)|"Ndz est une mesure G-invariante.

Notons que les mesures G—invariantes |F*(y)|"Ndy et |F(x)|"Vdz sont indépendantes du
choix de B et de la normalisation de F' mais la mesure dz dépend de l'invariant relatif choisi
dans P'égalité (2) du lemme précédent, on dira que la mesure est normalisée a I’aide de F et
ceci sera précisé a chaque fois.

Avec la normalisation des mesures imposées par les 4 conditions : (N1), (N2) et (1) et (2) du
lemme 3.2.1, on a les propriétés suivantes :

Lemme 3.2.2 Pour f € 8(g’_) on a les relations suivantes :

1. Si o est une involution de g telle que :
o(Hy) = —Hy et {z € g1|(x,2Hp,0(x)) est un sla-triplet } # 0 alors :

[, foo@P@) Nz = [,  f(y)|F* ()| Ndy.
2. fG/szl f(gxofl)dg = fG.mofl f(y)\F*(y)\dey

5. [, fod@|F@)| Nz = [, Ju)F* () Ndy.
Démonstration: 1) Soit xq tel que (zg,2Ho, 0(z¢)) soit un sle-triplet alors :

foo(@)|F(z)|™Ndx = [ fo(0bz)(0s(2))|F(z)| " da =/ F(00, ()| F* ()|~ dy,
g1 g1 g-1

par le lemme précédent, d’ou le résultat par changement de variable car 06, est une involu-
tion de g_; puisque o et 6, commutent.

2) Soit :

A= femag= [ flaba(eo)dd = [ ot (@u(g)n)ds
G/G G/Gay G /Gy
0
Comme @3,0 est un automorphisme intérieur de G et que G est unimodulaire, on a :

A= [ Foblgmadi = [ 1,5 (6a(@)f 0@ F@)] Vo par (N2)
G/Gyyg g

A= / ) F)|F*(y)|Mdy par le lemme précédent.
Gy
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3) Soit {z1, ..., Zn, } un ensemble de représentants des orbites de G dans g et soit :

B= [ fo®(2)|F(z |Ndm—2/ fo®(z)|F(x |Ndx—2/ gtz )dg,
g1

G/Ge,

donc par le changement de variable : ¢ — ¢~ ! et en appliquant le résultat précédent, on

obtient :

ﬂwWWwWWyz/ F@)|F* ()N dy.0

1 /Gt g-1

3.3 Normalisation des invariants relatifs fondamentaux

On rappelle les différents préhomogenes qui interviennent :

1. (P, g1) avec les invariants relatifs fondamentaux Fi, ..., F, et le préhomogene dual :
Py, g_1) pour lequel les invariants relatifs fondamentaux sont donnés par FYy,..., F>

P
P = P(Hy,...,Hp)),

(
(
2. (P, g1) avec les invariants relatifs fondamentaux P, ..., P, et le préhomogene dual :
(
(

P g 1) pour lequel les invariants relatifs fondamentaux sont donnés par Py, ..., B

P~ = P(H,, .., Hy)).

On normalise tous les invariants associés a ’action du parabolique opposé a partir des invari-
ants associés a P;.

De maniere précise, étant donné Fi, ..., F},, on choisira P, ..., P, normalisés de facon que pour
kE=1,...p, x € Es(h) N g1, y € Eo(hg) N g1 qui commutent on ait :

(Fplz+y) )™ = Fu(@)Pyr(y) (RI)

avec my = 1 a l'exception des F-formes de (E7,ag) et du cas classique (C, ) avec le
parabolique P pour lesquels my = % (cf.lemme 1.4.7).

Ceci détermine la normalisation des invariants relatifs fondamentaux attachés au préhomogene
“dual” en posant pour z € g_1, pour k = 1,....,p — 1 et pour & € Ey(hy—x) Ng—1 (resp.y €
ELy(hp-r) Ng-1) :

1

F'(e)= = Fila) =

F) (resp. Py y(y) = ) (R2),

F,

_ 1 b
Py(z™1) p—k(y™)

qui correspond simplement & la normalisation (N1) pour chaque préhomogene (47 (k)g, U™ (k)1)
avec son “dual” et pour chaque préhomogene (U~ (k)g, ™ (k)1) avec son “dual”.

On aura donc également les relations :
1
(Fy(x+y))m =F(z)P 4(y) (R3)
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lorsque x et y commutent.

Réciproquement, la donnée de FY, ..., F, définit également tous les autres invariants relatifs
fondamentaux a partir des relations imposées (R3) et R(2) qui impliqueront la relation (R1).

Une fagon d’obtenir cette normalisation consiste a choisir un élément Xy = ZKKP X; e Wy,
puis de normaliser tous les polynomes en posant :

k=1,..p: Fu(Xo)=F (®(Xo) =1, k=1,..,p—1: Py(Xo) = P(®(Xp)) = 1.

Dans le cas complexe on fixe un systéme de Chevalley (X, )qca alors g = gr ®r C,
R = Y _gen Rha @aca (RX, ®RX_,) étant I'algebre simple réelle construite avec le systeme
de Chevalley précédent.
On choisira toujours les invariants relatifs fondamentaux, Fi, ..., F},, réels sur gr, ce qui est
toujours possible puisque ceux-ci sont les extensions a g; des invariants relatifs fondamentaux
des préhomogenes irréductibles (47 (k)o, Ut (k)1) et que ces préhomogenes sont définis sur R
puisque hy € gr pour k = 1,....p (lemme 1.1 p.135 de [Fa-SH]).
Ainsi Wig = {x € W | F(z) € R* pour k =1,...,p} # 0.
Soit T la conjugaison sur g associée a gg, on a alors pour = € gy et y € g1, Fr(T) = Fi(x) et
Fi(y) = Fi(y) pour k=1,...,p.

3.4 Le cas archimédien

Dans les cas réels et complexes et pour k = 1, ..., p, on définit les opérateurs différentiels usuels

(cf.par exemple [Sa-SH], [Fa-Kd)) :

1. Fi(0) est I'opérateur différentiel & coefficients constants défini sur gy par Fy, (8)e§(x’y) =
Fr(2)eB@Y) et Ff(9) celui défini sur gq par F}(9)eP@Y) = F(y)eP @) avec z € g et
yeg-1.

2. Lorsque F = C, Fj(0) est 'opérateur différentiel a coefficients constants défini sur

g_1 par Fk(a)eé(w) = Fi(2)eB@Y) et F¥ () celui défini sur g; par Fl:(g)eé(gﬁvy) =
F,;k(y)eB(x’y), avec T € g1 et y € g_1. |
Notons ay, ...ang, les racines de A et F(21§i§Ndp riXa, ) = Zn:(nl7...7nNdp) an HlSiSNdp x?z
I’expression de Fj dans un systeme de Chevalley de g alors :
, 0
F(0) = Zn:(nl,...,nNdp) an H1§i§Ndp sz ngigNdp(%)nl et
7

_ ) 0
Fi(0) = Zn:(nl,...,nNdp) an H1§i§Ndp ¢ H1§i§Ndp(%)n'a
7

¢; étant le nombre réel ¢; = B (Xa,, X_a;), en prenant la base duale dans g_; relative-
ment a B.

¢ désignant la représentation réguliere gauche de Py sur C®(gy1) : Vp € Py l(p)f)(x) =
f(p~'z),onapourk=1,..,p:

Vpe P U(p)oFr(0) = xk(p) " Fr(0) o L(p) et £(p)oF(9) = xi(p) " Fi(0) o l(p) ().
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On rappelle également leur action sur la transformation de Fourier :

Lemme 3.4.1 1.- Soit f € S(g1), pour m >0 etk=1,....,p, on a :

F((Fo)™.f) = (2im) ™% F(0)™(Ff) , F(Fr@)™f ) = (=2im)™ o (F5)™.Ff,
2.- Lorsque F = C on a également :

F(T)".f) = (2im) " F@)™(FS) . FOFL@)™f ) = (=2im)" o= (FF)™ 5.

dy, étant le degré de F}, et d;fk celui de Fy'.

Soit s = (s1, .., 8p) € CP, on pose F* = [[1c;cp B 5 I = [Licicy B [F I = Tlhicicy | FilE
.
et [F*[* = Tli<icp [F7 R

w_1 est le caractere signe défini sur R* par w_q(z) = ‘—z‘, z € R*.

Lemme 3.4.2 1.- Pour k =1,...,p il existe des polynomes by, et b} € R[s| tels que
Fk(a)F*s — bk(S)F*s—lerlp—k et F,;*(&)Fs — bZ(S)stlpHp,k,

a Uexception des formes réelles de (E7, ag) et du cas classique (Cp, ay) avec le parabolique P}
pour lesquels p = 2 et les relations pour k =1 deviennent :

FL(Q)F* = by(s)Fy5' T 22 et Fy(Q)F® = bi(s)FP RS2 2,

2.- Lorsque F = C on a également pour k=1,...,p:

Fk(a)F*S _ bk(s)ﬁs—lp‘i‘lp—k et FJ(B)FS _ bZ(s)FS_1p+1p_k7
FL@)F D) F* | = be(s) [ F [~ or et F(@)FL@)|F|® = b(s)2F| o,

a Uexception des formes réelles de (E7,ag) et du cas classique (Cp, ay) avec le parabolique P}
pour lesquels p = 2 et les relations pour k = 1 deviennent :

Fl (E)ﬁs _ bl (S)E*sl—l—lE*SQ—Q ot Ff(é)?s _ bT(S)ESl—HFQ”_Q,
FL@)F Q)| F** = bi(s)’| il c™ T Falc™* ™2 et FY(O)FT ()| F|° = bi(s)*[Fule™ ' [Fale™ 2.
3.- Lorsque F =R on a également pour k=1,....p:

FuQ)|F*|* = by(s)w-r (Fy Fy_ ) [F |14t et BLO)FI® = bp(s)w—1(Fp. Fpp) [ FI* 1 hrr,

a Uexzception des formes réelles de (E7, ag) et du cas classique (Cp, o) avec le parabolique P}
pour lesquels p = 2 et les relations pour k = 1 deviennent :

Fi)[F** = bi(s)w—1 (F)|Fa[e™ F[Balw™ ™ et F{(9)F° = bi(s)w—1 (F)|Fre™ [ Fale™ 7.

(1; désignant l’élément de NP dont toutes les composantes sont nulles a l'exception de la [-
ieme qui vaut 1 et 1y ayant toutes les composantes nulles).
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Démonstration: 1. Donnons-la dans le cas général pour la premiere égalité. Par la relation
(*) et le lemme 1.4.7, Fy(0)F*S et F**~'»Tlp—k sont relativement invariants par ¢ de méme
caractere donc pour s € ZP ils sont proportionnels d’apres la proposition 1.4.5, ainsi il existe
fr : ZP — C telle que Vs € ZP on ait : Fy(0)F* = fi,(s)F** -k, Soit D le domaine
de définiti p _ (F(9)F™)(x)
e définition de F**; pour € D et s € CP posons by ,(s) = Fro Ttk (7)
C>®(D)[s] et vérifie Vn € ZP : b »(n) = fr(n) donc by, , est indépendant de z, et a coefficients
réels puisque Fj, et F}} sont a coefficients réels pour k = 1,..., p.
2 et 3. découlent de 1. 0

, alors by , €

Remarque 3.4.3 Les polynomes by et by, k =1,...,p, ne dépendent pas de la normalisation
de F, ..., Fy, mais dépendent de B (qui les définit a un facteur multiplicatif prés).
On a by(s1,...,sp—1,0) = 0 puisque Fj,(0)F** est un polynome pour s € NP,

Pour s € C on note bg(s) = b,(0, ..., s) le polynome de Bernstein obtenu a partir de de 'action
de F,(0) sur F,* c’est a dire celui associé au préhomogene : (G, g1) (et appelé usuel) et pour
s € CP soit by p,(s) = bp(s1,...,sp) le polynome de Bernstein obtenu a partir de I'action de
Fp(0) sur [[<;<, Fi™*" dans le préhomogene (P, g1).

Dans le but de montrer que les polynomes by p, sont des produits de polynomes de Bernstein
usuels associés a certains préhomogenes (provenant de centralisateurs d’algebres de type sls),
on relie les polynomes b & certains polynomes de type “bg p” dans la proposition qui suit.
Pour ceci on introduit les notations suivantes :

Soient :
L Xo = 1cicy Xi € Wi, X' = 371, Xi laprojection de X sur UF (k); = Ea(hg)Ngy et
X =3 ki1<i<p Xi la projection de Xo sur U™ (p—k)1 = Eo(hy)Ng1, avec 1 <k < p-—1,

2. Y’ la projection de X&l sur Ut (k)1 = E_o(hy) Ng_1 et Y la projection de X&l sur
U (p—k)-1 = Eo(h) Ng-1,

3. s}, 'algebre engendrée par X’ et Y et s,_j, l'algebre engendrée par X et Y,

4. = U(sp_) CUT (k) et W =U(s}) C U (p— k).

5 A = M et By = E(2H0 — hi, 2Ho — hi) alors E/L[ = Akﬁ;i et E/ﬂ’ =
- By (hg, hy) By(2Hy — hy,2Hy — hy)

By By lorsque U et 41’ sont absolument irréductibles ce qui est toujours vérifié lorsqu’on

suppose que dans le cas orthogonal (g, ;) on a la condition 3k < 2n — 2 pour le type

(A, M) = (Dy, ) et 3k < 2n — 1 pour le type (A, Xg) = (By, ag).
On note le lieu “non singulier” des préhomogenes associés a I’action de sous-groupes paraboliques
par ” par exemple g1” = g1 — Sp et g1" =g-1 — S*p,.

Alors on a :
Proposition 3.4.4
—d
bk(Sl, ceey Sp) = Ak; k'bﬂ,P(Hl,...,Hk)(sp*k+17 ceny Sp)
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d/
k(815 8p) = By "y ppy ) (Sk15 00 5p)

a Uexception des R—formes du cas exceptionnel (E7,cg) et du cas classique (Cy, ay) avec le
parabolique P} pour lesquels les relations deviennent :

bl(Sl, 82) = Al_dlbu(SQ)bu(Sg - 1) 5 bT(Sl, 52) == B;dlb;/(SQ)b;/(SQ - 1),

en ajoutant dans le cas orthogonal la condition : 3k < 2n —2 pour le type (A, Xo) = (Dy, 1)
et 3k < 2n — 1 pour le type (A, o) = (Bn, ag)-

Démonstration:  On adapte une démonstration faite dans le cas commutatif (cf.lemme
5.6 dans [R-g)) : soit V I'espace affine suivant :

V=Y+U (k) =Y +Eh)ng Y= > X,
k+1<i<p

pour f € €®(g_1”), on définit Ry € C®° (Ut (k)_1”) par Ry = f(Y +.), il est facile de vérifier
que :

(Fr(9)f) /v = (F/ By (hy)ng: ) (O) (Ry)

La dérivation étant définie relativement a la restriction de B a T (k); ainsi il suffit de calculer
F*S/V-
Or

V=Y + 4y +[Y, E_2(hg) N go] = exp(ad(E_2(hx) N go)(Y + U_1) C N(V')

avec V' =Y + Uy donc F** /v = F*% /v, d’ou, par orthogonalité des différents sous-espaces
relativement a B, on a

(Fx/ By (hi)na ) (O)(F™ [v) = (Fi /s )(O) (F™ [v),

La dérivation étant définie relativement a la restriction de B & 4l.

En dehors des formes réelles du cas exceptionnel (E7, ag) et du cas classique (C),, ay) avec le
parabolique P}, les invariants relatifs fondamentaux du préhomogene (P(Hy, ..., Hy), ;) sont
donnés pour ¢ = 1, ..., k par la restriction de F; a iy, que 'on note G;.

Comme on a pour u € Ey(h;) N4y et v € Ey(hj) Nih qui commutent (lemme 1.4.7) :

Fy(X +u+v) = Fe(u+ )P i(X) = Fi(w)B (X +v) (X= > Xy,
k+1<i<p

on en déduit tous les invariants relatifs normalisés ce qui donne pour j=1,....k —1:

Bp-j(X +v) dott G* = M

P =25 TR

pour j =1,....,k donc

FX(Y) pour j=1.,p—k,

pour y €41 ona Fj (Y +y) = { G;_(p_k)(y)-F;—k(Y) pour j=p—k+1,..,p.

Ainsi il existe une constante C' (explicite ) telle que : [, ;o F***(Y+y) = C[[1<;<4, G (y)
d’out le résultat en tenant compte du fait que Fy(9)f)/U = A;d’“Gk((?)f.
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Pour les 2 cas restants on a p = 2 et on prend commes invariants relatifs fondamentaux

G =F(X+.)donc G* = Ff(Y +.) dou

*S *S *S *S G2 *
(FY9 By (Y +. ) = By (V)G | By = (%) = F}(Y)G* donc

(F1/1)(0) = AT F{ (Y)G(9)*.

La démonstration est analogue pour b;f i O

3.5 Fonctions Zétas : définition et équations fonctionnelles abstraites

Suivant F.Sato ([Ba_J]) et J.LIgusa ([[g_f,[[g 12)), au préhomogene (P, g1) et & son “dual”

sont associés des fonctions Zétas locales dont on rappelle la définition.

On note Q(IF*P) le groupe des caracteres continus de F*? c’est a dire que 7 = (w, s) € Q(F*P) si
m = (m1,...,Tp), 71, ..., Tp étant des caracteres continus de F*, ils sont définis pour i =1,...,p
par m;(z) = wi(x)|z|r®, s; € C, w; étant un caractére unitaire de {z € F | |z|r = 1} dans le cas
archimédien et w; étant un caractére unitaire de F* dans le cas p—adique, w = (w1, ...,wp) € F*p
et s = (s1,...,sp) € CP.

Pour z = (z1,...2p) € FP on a 7(z) = [[1c;, mi(:), w(z) = [[1c;cpwilzi) et [z|° =
H1§i§p |~"3Z|ISFz

On note () = R(s) = infi<i<pR(s:).

Dans le cas réel (ou dans le cas p—adique), pour a € F* on note &, le caractere (d’ordre 2)
de F* (trivial sur F*2) défini par ©4(z) = (z,a) ((.,.) symbole de Hilbert).

Définition 3.5.1 Soit 7 = (w, s) € QF*P). Pour f € 8(g1) et g € 8(g—1), les fonctions Zétas
locales des préhomogénes (P, g1) et (P, g—1) sont définies pour toute orbite O de Py dans g”1
et toute orbite O* de Py dans g” _1 par :

Zo(fim) = Zo(fiw,s) = /O f@)r(F(@) de | Ze(gim) = Z(gr,5) = / o) (F*()) dy.

*

On pose

Z(f:m) = Z(f;w,5) = /g f@m(F@)de | Z*(gm) = Z*(gw,s) = /g o) (F*(y))dy .

—1

Lorsque F = R, on définit de méme les fonctions Zétas associées auz orbites de (Py)r dans
9’1 et g" 1, avec (Py)r = (Gy)r.-Ny, (Gy)r étant la composante conneze réelle de Gy.

Notons par * 'involution de Q(F*P) et de CP définie par :

T = (71, ey Tp)* = (Tp_1, ooy 71, (T1.07p) 1),
= (51,.s5p)" = (Sp—1, .., S1, — (51 + ... + 5p).
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a 'exception des F-formes du cas exceptionnel (E7,ag) et du cas classique (C), ) avec le
parabolique P pour lesquels les relations deviennent :

(1, )" = (my, (wim2)™Y) L 8" = (s1,82)" = (51, — (251 + s2)).

Théoréeme 3.5.2 Fquation fonctionnelle abstraite

Pour f € S(g1) et w € F*P les intégrales Zo(f;w,s) et Z5.(F(f);w,s) convergent pour
Re(s) > 0, se prolongent en des fonctions méromorphes sur CP.

De plus il existe des fonctions méromorphes ao+o(w, ) et a*ao*(w, ) telles que l'on ait pour
toute orbite O* de Py (resp.(Py)r) dans g”_1 :

Z5 (F(f)w, ) = > ao+0(w, s)Zo(f;w*, s* = N1,)
orbites 0 de P, dans g’1
et pour toute orbite O de Py (resp.(Py)r) dans g”1 :

Zo(fiw,s) = Z ap .0+ (w,8) 25« (F(f);w*, 8" = N1y) ).
orbites 0+ de P, dans g’ _1

_ _dim(g1)
(N - degré de F)
Démonstration: Lorsque p = 1, on a simplement la fonction Zéta du préhomogene :

(80, 91) et les résultats sont dus a [Fa-SH] dans le cas archimédien et & J.I.Igusa [[g §] dans le
cas p—adique.

Lorsque p > 2 :

1. Dans le cas p—adique,on applique le théoreme k, de [Ba_q] et on utilise notamment le
théoreme 2.1.1.

2. Dans le cas complexe, on procede comme dans §3 de [B | ; on utilise notamment
les lemmes 3.4.1 et 3.4.2 qui impliquent pour k =1,...,p:

feS(g) Zo-(F(Frf);w,s) = (—2im) by (8) 25 (F(f);w, 8 — 1p 4+ 1, )

avec 'aménagement convenable lorsque & = 1 pour les deux exceptions.

3. Dans le cas réel, on procede comme dans le §5.2 de [Bo-Ru 7] soit avec le groupe P, soit
avec sa composante connexe, (Py)g, et comme dans le cas complexe on utilise notamment
les lemmes 3.4.1 et 3.4.2.

On peut noter qu’il est inutile d’introduire le caractere @_; lorsqu’on considere les
fonctions zétas associées & (Py)r.

O
Les coefficients des équations fonctionnelles sont indépendants des normalisations.
En effet soient F{ = a1 F1, ..., Fj, = a,Fp, une autre famille d’invariants relatifs fondamentaux

du préhomogene (P, g1), on note les fonctions Zétas associées par Z’' et Z'™*, F la transfor-
mation de Fourier associée et les coefficients de I’équation fonctionnelle par ag,. (.
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Pour u = (uy, ..., up) € (F*/F*?)P on définit les ouverts (éventuellement vides) :

Oun={z€g | F(x)F?=u , Fr2)F? =ujus , ..., Fp(@)F*2 = uy..up},
Op ={zeg_1 | Ff(@)F? =uy, F5(@)F? =uy 1up ..., Fy (2)F*? = up...u1 }.

Ainsi que les analogues pour les invariants F,i = 1,...,p, que l'on note O, et O.F.
On définit également les fonctions Zétas associées, pour f € S(g1) (resp.h € S(g-1)) :
Zu(fiw) = Z(flo,;w) (resp.Z,(hyw) = Z*(hloz;w) ) -
Zy(fiw) = Z'(flo,;w)  (resp.Z; (hyw) = Z™(hlop;w) ) -

Lemme 3.5.3 Soit 7 € (ﬁ*\)l’ alors :

1. ap. o(m) = ao+0(7).
2. On exclut les F—formes du cas exceptionnel (E7,ag) ainsi que le cas classique (C, o)
avec le parabolique Py.

i) On suppose que pour tout u,v € (F*/F**)P il existe un coefficient a, . () tel que pour
tout f € S(g1) on ait l’équation fonctionnelle :

ZyF(im) = Y avu(mZu(fimt| |TV)

ue(F* /F*2)p

alors on a ’équation fonctionnelle :

Zzl)*(grl(f)aﬂ) = Z av/7u,(7r)Z;(f;7T*‘ ‘lep)’

UE(]F* /]F*Q)p

w = (wy,...,wp) € F*/F*? = w' = (w),...,w,) € F*/F** défini par w} = a;—1a;w;.

—

i1) On suppose que pour tout m € (F*)P il existe un coefficient A(w) tel que pour tout
f € S(g1) on ait ’équation fonctionnelle :

ZX(F(f)im) = A(m)Z(f;7*| |TNr)

alors on a les équations fonctionnelles :
a) Z*(F(f);m) = A(m)Z'(fym*| |7 Vr).

b) Zy(F(f)im) = D uem peay Qou(m) Zy(f3 7] |=N1) quec

@y, (70) :% > ( 11 (bzvupvp---up—i+1?)p—z‘+1)> AT (@py 5 -+ Db,))-

(b1,..,bp)€ (IF*/IF‘*Q)F 1<i<p
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Démonstration:  Soient B = (e;)1<i<m une base de g; et B* = (e})1<i<m la base duale
pour B alors pour Re(m) > 0

Z(f;m) =X\ - f( Z Tie;) H i (F( Z xi€;))dxy...dzy,

1<i<m 1<j<p 1<i<m
* 1
avec X = |(det (0z,/91) ) |2 |Fp(wo)|N

Soient B’ = (€})1<i<m une autre base de g1 et B™* = (€/;)1<i<m la base duale pour B alors
pour Re(m) >0

Z'(f;m) :)\I/m f( Z ziey) H 7 (Fj( Z xhel))dx...dx),

F 1<i<m 1<j<p 1<i<m

avec N = |a,|V|(det (0.y/01) )m |2 2 2| Ep(z0)|N = |ap|N|det(P)|), P étant la matrice de passage
de B a B’ donc par prolongement méromorphe :

Z'(fm) = lap™ [T milay) Z2(f5m) s Zo(fsm) = lap™ [T milas) Zo(fim)

1<j<p 1<j<p
Z'u(f; |ap| H mj(a;) fim).
1<5<p
Pour f € S(g1) et z € g_1 on a F(£)(2) = ap N F(f)(2).

Par le choix de la normalisation des invariants relatifs fondamentaux (cf.§3.3) on a pour

ji=1,..p, Fj’* = ¢;F} avec ¢j = azfj, donc par la normalisation des mesures du §3.2 on a
pour g € S(g_1) - ’
z"(gim) = lapl ™ [T mies) Z2°(gim) » Z6-(gsm) = lap|™ [T miles) Zo-(g:m)
1<j<p 1<j<p
Zi(gim) = lap| ™ T miles) Zi(gim),

1<j<p
d’ou le résultat de 1. et 2 i),ii)a).

Pour 2)ii),b) soit f le cardinal de (F*/F*?).
Pour v € (F*/F*?)”, h € 8(g_1) et Re(m) >0 ona:

Z*(h: ) :% 3 ( 11 (bl-,vp...vpiﬂ)) Z* (b .y )

(bl,---,bp)e(lF*/IF*2)p 1<i<p

Par prolongement méromorphe, cette égalité est vraie pour tout caractere m donc, en appli-

quant I’équation fonctionnelle abstraite & Z*(F(f); m.(Dp, , ..., s, )), on obtient :
ZRF(fsm) = > al,(mZ(fmr] [TV
uE(F* [F*2)p

1 - -
avec a, ,(T) = Iz Z < H (bi,up’l)p...up_i_i_l’l)p_i_i_l)) A(m(Dpy s ey Dpy))- O

S\ 2
(b1,..bp)e (Fe/pe2)” T1SISP
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Remarque 3.5.4

1. Plus généralement, soit g’ une algebre de Lie isomorphe & g, notons 7' I'isomorphisme
de g sur g', considérons le préhomogene (P(Hj,..., H,),g}) avec H; = T(H;) pour i =
1,...,p) et By(Ho, Ho) = B’g/(H('),Hé), alors pour toute orbite O de P(Hy, ..., H,) dans
g”1 et toute orbite O* de P(Hy, ..., H,) dans g”_; on a :

a?r(o*),T(O) = ago*,o-

2. Lorsque p > 2, et en excluant les 2 exceptions du lemme 3.5.7, ’équation fonctionnelle
admet une écriture plus simple en utilisant les conventions usuelles (cf.[Fa-Kd], [C]],
[H 1) que l'on rappelle.

On définit pour 7 = (71, ..., m) € QUEF*P), () = (7p, ..., 1) et 7 = (mymy !, ooy 170y L )
ainsi que ’analogue sur CP? :

pour s=(81,....,8p) 8§=0(51—52,..,Sp—1 = Sp;Sp) , i(s) = (Sp,-., 1),

— 1 —

alors (m)* =i(m) , (8)* = —i(s) et 'équation fonctionnelle s’écrit simplement lorsqu’on
pose :

Zo(sm) =2Zo(,7) , Z*(;W):Z*(;TT) alors
Zo (31 i) = > om0 Zo(fi(m) ] [71)

orbites 0 de P, dans g,
Zo(f; ) = > 6,0+ (M) Zo-(F(f);i(m) 1| |~V7)
orbites o+ de P dans g’_;
avec  ap+0(m) = ao+,0(T) et ap o«(7) = ap o«(7).
De plus, par le choix de la normalisation des invariants relatifs fondamentaux, on a la

formule habituelle :

Voeg FE)a@ ) =i(m) (F)).

Dans le cas archimédien, pour s = (s1, ..., sp) € CP on pose comme dans [Fa-Kd] :

Fo=F =F"2 EP " Fr  (F),=(F)° alors Fi(z7') = F_j(x)

et pour m = (my,...,mpy) € NP tel que m; > mg > ... > m, > 0 = mp4q soient
Fn(0) = (F1(9))™ ™ ™2..(Fp(0))™ et F;,(0) = (Fy(9))™~™2...(F;(9))™, alors on a
les relations habituelles :

F(0)Fs = Bin(s)Fs—i(m) et Fn(0)F¢ = By, (s)Fy

s—i(m)

mg—1

avec B, (s) = H [ H bp(s1, -0 8p — ) | et b(s) = bp(3),
{k=1,....plmg>mp41} J=Mkt1

mg—1

avec B (s) = 11 [ T BiGstinsp—d) 1 et Bi(s) =bi(3)

{k=1,...plmp>mp 11} J=Mr41

par application du lemme 3.4.2 et de la proposition 3.4.4.
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3.6 Deux exemples fondamentaux

Le calcul des coefficients apparaissant dans I’équation vérifiée par les fonctions Zétas as-
sociées aux préhomogenes (P, g1) (ou bien (G, g1)) se fera par descente en se ramenant a des
préhomogenes de dimensions plus petites dont les invariants relatifs fondamentaux ont des
degrés plus petits.

Dans ce paragraphe on rappelle 2 exemples utilisés ultérieurement, ils correspondent aux cas
ou l'invariant relatif fondamental de (G, g1) est de degré 1 ou 2.

On rappelle également que pour la fonction Zéta de (G, g1) (resp.(G, g—1) avec un seul invari-
ant relatif fondamental F' (resp. F*) on a simplement lorsque :

weFetsecC,ucF/F2 feSg)etgeSagi):

1 - -
Zu(f;w7 S) = Z(fl{xEGI\F(x)]F*Q:u;W7 S) ’F*/F*2’ Z wa(u)Z(f;wa-W7 S) )
E]F* F*2
* 1 ~ * ~
Zi(g:w.8) = Z(0lgaeq i 0p =) @:5) = Ty > Ga(W)Z* (g 0w, s)
aE]F* F*2

|F* /F*2| = cardinal de F*/F*2.

3.6.1 g; est de dimension 1
C’est I'exemple le plus simple de préhomogene : celui associé a l'action de Gy (F) sur F,
c’est a dire au cas ou g est une algebre déployée de rang 1 :
g=FX,®Fh,dFX_,

(Xa, ha, X—q) étant un slo-triplet, alors Hy = %ha et, ainsi qui’il est dit dans le §3.1, la
normalisation choisie est :

By(Xa, X_0o) = 1(= —2B,4(Hy, Hy)) afin que ¥(z,y) € FxFon ait 7(Bg(2Xa, yX_o)) = 7(2y).

On rappelle que la mesure de Haar choisie sur I est autoduale pour &.

Théoréme 3.6.1 (Tate [Td] p.5319) Soit f € 8(F), Z(f;w,s) = [p f(z)w(z)|z|*dz admet un
prolongement méromorphe a C et satisfait a l’équation fonctwnnelle :

Z(F(f)iw,s) = w(-Dp(w,s + DZ(fw07", =5 — 1).

On rappelle que les coefficients p, plus précisément w(—1)p(w, s) = w(—1)p(w| |*) (appelés
également I'p(w| |*) (cf.[Ba_J]) ou by(s) (cf.[lg ) ou T'(w] |*) dans le cas p-adique (cf.[Sa-T])

sont donnés par :
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1. Dans le cas complexe : pour m € Z 80it w,(t) = (\/ﬁ)m, on a:
C

r Imlr
G (—1)p(@m, 5) = i1 (2m) 1720 (s+757)
P(1 -5+ 15%)
2. Dans le cas réel on a :
INE
p(wr,s) = a5t 532 — 2.(2m) ~*T(s) cos(%2)
I'(5*)
| T(42)
Oa(=Dp(@-1,8) =in oot =2i.(2m)7*T(s)sin(F)
INOE 5)

ce que 'on peut écrire en utilisant la convention v1 =1 et v/—1 =14 :

T @a(—1)—1

Ga(—1)p(@q, ) = 2.(27) " °T(s)\/@a(—1) 005(5(5 + 5 ))-

3. Lorsque FF est un corps B-adique de caractéristique résiduelle ¢, on a
1— s—1
p(&1,s) = q”(sfé)liqis et p(w,s) = 72 CLqm@)(5=1/2) i o est un caractere de

O* ={x € F | |z|p = 1} ramifié de degré m(w) > 1, prolongé sur F* en posant w(mw) = 1;
C,, est une somme de Gauss (C,,-1.C, = w(—1)).

Définition 3.6.2 1. On pose p'(w,s) := w(—1)p(w, s).
2. Pour x € F*/F*2, on définit : :

S. P 1 ~ S
p(w,s;z) = p(w| |°;2) = WyEF%;F*)Q(%y)P(WWM %)

Dans les notations de F.Sato ([Sa J|) ona: p/(w, s) = I'p(w, s) et p(w, s;2) = w(—1)T'r(w, s; —).

Pour b et @ € F*/F*2, on a plwidy, 5i7) = Gp(@)p(w, 552) et X, cn pes (2 0)p(w, 55b) =

p(WJJ(Sa 5)(ba 6)
Dans le cas P—adique, on a : p(w, s;z) = qm(“’)(“%)p(w, 1:2) lorsque m(w) > 1.

Alors du théoreme précédent on déduit que :

Corollaire 3.6.3 Pourv € F*/F*2 et f € 8(F), Z,(f;w,s) admet un prolongement méromorphe
a C et satisfait aux équations fonctionnelles :

ZU(S’(f);w,s) = Z w(—l)p(w,s—i—l;—uv)Zu(f;w_l,—s— 1)7
u€F* /F*2

67



Zy(fiws) = Y plw,s+Luw) Zy(F(f);w, —s — 1).

Pour v,w € F*/F*2, on a ’égalité :

Z p(w,s—i—l;u)p(w_l,—s; —’LL’UU)) =
uE]F*/F*2

{w(—l) stv=w

0 sinon.
3.6.2 L’invariant relatif fondamental est une forme quadratique

La fonction Zéta associée a une forme quadratique non dégénérée a été étudiée par Rallis et
Schiffmann [Ra-Sd)) ; ils ont, entre autre, établi les équations fonctionnelles. On redonne celles
associées a notre situation.

Rappelons que, suivant A.Weil, & un caractére quadratique, 7o ¢, ¢ étant une forme quadra-
tique non dégénérée définie sur un espace vectoriel de dimension m, on associe un nombre
complexe (7 o ¢), de module 1. Avec le choix de 7 on a :

1. F=C:~v(to¢)=1,
2.F=R:vy(ro¢) = e3P0, (p,q) étant la signature de ¢,

3. F P-adique : y(7 0 ¢) = (1) La(D)h, D et h étant respectivement le discriminant et
I'invariant de Hasse de ¢.

On peut noter que la formule (70 ¢) = a(1)™ ta(D)h, est vérifiée également sur C et
sur R.

Pour ¢t € F*, Papplication v,o4(t) = (7 o (t$)) définit une application de F*/F*? dans C*.

1
On note a 'application associée & ¢(z) = 22,2 € F, et oy = /T Z a(b)(t,b) pour
beF* /(F*)2
t € F*/(F*)2.
On rappelle que :
a(a(zy) = a(z)aly)(z,y) =,y e F/F? ([RaSd),

et on regroupe par commodité dans le lemme suivant quelques résultats élémentaires utilisés
partiellement pour simplifier les coefficients de certaines équations fonctionnelles.

Lemme 3.6.4 A) Pour m € F* on pose :

h(r):= Y at)p(m;t) (resp. h(s) = h(] *) , s €C)

tEF* /(F*)2

alors pour u,c,6 € F*/(F*)? on a :

~—

Z ap (t,u)p(moy) = Z a(bu)p(m;b) = %h(mﬁu),

teF* /(F*)2 beF~ /(F~)2 !

~—
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> albubdribe) = (66 hxdn)
beF* /(F*)2

B) Pour a € {0,1}, m1,m € F* et u,v,6 € F*/(F*)2 on pose :

A (w0, 8) = Y (6,8) a(t) p(mistu) p(mast)(= A%, - (v,,0))
teF*/ (F*)2
w € = AZ,Sl,SQ = Ag‘ |51,w\ ‘32 (’LL,’U,(S) s Agl’s2 = A‘a‘sl" |52 (u,?},é).

On a les égalités suivantes pour b € F*/(F*)2 :

1) A?ﬁ(j)[,,ﬂgd‘)[,(“’”’ 5) = (b7uv)A?T1,7T2 (u7 (075) I
2) A?rhm(bu, bv, 0) = (b, 5)A9rl’ﬂ2(u,v,5) ,
3) a(bd)AL, ., (u,v,b0) = a(0)AL, ., (bu,bv,d)

4) ZuE]F*/]F*2 (Db(u)Ag)rl,ﬂg (’LL, v, 5) = (Ua (5b)p(7’('1(:)b)p(7('2&)55) 5

5) ZuelF*/]F*2 @b(U)A}rl,m (u7 v, 5) = (Ua 5b) a(l) p(ﬂ'l(:)b)h(ﬂ'%:)ébv)
_ a(v) 1 . 5
6) AL ., (u,v,0) = (v,4) (1) [T beIF*Z/IF*2(b’ o) p(m1@p) h(Ta@pus )-

Démonstration: A) On utilise les définitions :

A = Zte]F*/([E‘*)2 oy (L, u)p(miy) = Zbep/(m*p a(b)p(m; ub) = Zceu?*/(u?*)? a(uc)p(m; c)

= S ey () C)p(mic) = % S al@p(riuic) = %h(wdzu).
cEF*/(F*)2
B = Z:(be)]F*/(F*)2 Oé(bU)(b, 5)/)(71'; bC) = ZbE]F(*/(I%*))Q Oé(bCU)(bC, 5)/)(71’; b) ( )
a1 o(uc _ o(uc ~
— W(u’ 5) Y. albeud)p(m;b) = W(u, O)h(mues) = (¢, 0)— 0 h(T@yes) -

beF* /(F*)2

B) 1)2)3) sont immédiats.
Pour 4) et 5) on rempace A* par sa valeur d’ot :

Spla) = > wy(w)AL o (u,v,8) = p(mdn) D (t,6b)a(t)"p(me;tv)

UGF*/F*2 tE]F*/]F*Q

= p(m@)(v,60) D alt)p(ma@sm; tv) = p(mi@) (v,60) > al(vt) p(ma@am;t)
teF* /]F*2 teF* /]F*2
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or
p(madsy) sia =0

Z a(vt)? p(mesy; t) =

~ a\v ~ .
tEF* /F*2 a(l ZtE]F*/]F*Q a(t)p(mawsep; t) = agli h(ma@sy) st a = 1.
1
6) se déduit de 5) puisque W&,(l) est le coefficient de la fonction f( ) = AL . (,v,4)
dans la base {&y, b € F*/(F*)?} des fonctions définies sur F*/(F*)2. O

Théoréme 3.6.5 (Rallis-Schiffmann) On suppose que g est simple, que (go, 91) est 1-irréductible,
que 2Hy est 1-simple et que linvariant relatif fondamental, F, est une forme quadratique de
discriminant D.

Soient N = Ldim(g1), C = B(Hy, Hy), Yror = D ek w2 Ba(F)wa €t 6 = (-1)IVD

2 @)
w(O) 2O

plw,s+1) Z Ba(F)(a, —1)p(w@a, s + N)Z(f;Dqw ™!, —s — N).
a€F* /F*2

2) Lorsque N est un entier, on a :
Z*(F(f);w, s)
_ —25s—N
w(C)2|ClE™
3) Lorsque N n’est pas un entier, on a :

ZF(f)ws) _ al-1)
w(C)CR*TY ald)

= p(w, s + 1)y(1 o F)p(ws, s + N)Z(f; wlds, —s — N).

Yo Fp(w,s+1) > a(du)h(wds| [*N) Zu(f; w™!, —s—N).
u€F (g1)*/F*2

4) Lorsque F =R et F est anisotrope, Z*(F(f);s) = An(s)Z(f; —s — N), avec
An(s) = =2|C|g% N (2r) 72 NI (s + 1)T(s + N) sin(7s).
5) Pour v € F(g1)*/F*? on a
Zy(F(fhiws) =w(@) 20N> Y alf)w s)Zu(f; Tl —s = N),

u€F (g1)* /F*2

Zy(f;w.8) =w(@CIF> Y allw9)ZiF(f); @t —s = N) avee
u€F (g1)* /F*2
atfd(w,s) = > ter/pe2 Vrop (t)p(w, s + Litv)p(w, s + N tu)
0 st NeN,
= a(-1)w (ToF)Aws_i_lS_,_N(v,u,(s), a]\/:{1 N ¢N
6) Pour u,v € F(g1)*/F*? on a

S o el —s— V) = b
wEF(g1)* /F*2

Z AZA;JFI s (v, w, 5)AZJX1,—S—N+1,—S(M’ u,0) = a(—1)*"Ny(t o F)25u,v
weF (g1)* /F*2
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Démonstration: 1) Elle consiste simplement & exprimer les résultats de [Ra-Sd] dans nos
notations.
Soit E un espace vectoriel de dimension n, F une forme quadratique définie sur E non
dégénérée,

Blx,y)=Flx+y)-F(x)-Fy) , 2,y E

la forme bilinéaire symétrique associée, induisant un isomorphisme linéaire entre E et E*
défini par :

fes(E) : /f B(x,y))drpy , x € E ,

dpx étant la mesure de Haar de FE autoduale correspondante :

| Fr(=la.m)iry = fa), s e B
Si on pose pour w| |* caractere continu de F* :
FESE) : Zylws) = [ f@p(F@)IP@) ddra
on a le théoréme 2.13 p.521 de [Ra-Sd] :

- - n
Z(w,s) = plw,s — 5 —|— 1) Z Ba(F)oa(—1)p (wwa,s)Z}(waw 1 —s+ 5)
aEIF*/]F*Q

Ici E = g1, dx étant la mesure de Haar de g; normalisée par F' au sens du §3.2 il existe une
constante u telle que dpx = udx.
Comme 2Hj est 1-simple, F' est non dégénérée et on note ¥ 'isomorphisme de g; dans g_;
défini par

v,y €g Bz, ¥(y)=p(=y),

alors pour f € 8(g1) et © € g1 on a

f@) = n(EN(() . @) =n [ EOW) B W) dry.

o
On reprend les notations et les résultats de la démonstration du lemme 3.2.1.
Soit B une base de g1, B* la base duale dans g_1 pour B, comme :

/g(\lf(x))dpx:,u)\2|det(\lf)|F1/ g(y)dy avec dr = Adyz,

o g-1
on a :
_ det(W
f = WX det (W) F(TF) = p2Aldet(w)fF f droi = VLLDE
et pour g € S(g—1) ona [ g(y)dy =p [, 9(¥(z))dpa.
Comme Vx € g1 et g € G on a ¥(gx) = x(g9) g.¥(x), le polynome F* o ¥ est relativement
invariant par G donc il existe une constante non nulle, notée «, telle que F* o ¥ = oF. 1l
est facile de vérifier que a est indépendant de la normalisation de F et par conséquent de la
F-forme g considérée.

71



Soit zy € g}, on a pour tout z € g1, LF*(¥(z)) = F(z) = F*(0y(2)).F(z0)? par (3) du §3.2
donc les 2 formes quadratiques F(xg)2.F* o 0, et éF * o W sont égales d’ou elles ont méme
discriminant donc

1 N
o~ det(0)? = det(0z, /g1)*F (o)™ or X = |det(0s, /1) |3 |F (o)l don  p=lal?.

Il reste & déterminer . Comme [¥(z),z] est dans le centre de go (prop.1.1.10 [Ru 3)), il est
proportionnel & Hy lorsque gy est un gg module absolument simple. On vérifie que ceci est
également vrai dans I'unique cas restant puisqu’on peut supposer que 'algebre g est déployée
et qui est, vu les hypotheses, de type (A,, {a1,a,}) ( [Ru ], propositions 3.3.7 et 3.3.8).

1
Ainsi ¥(z) = —%F(m)@(m) pour z € g} donc F*(¥(zx)) = EF(x) et a = é
On applique le théoréme 2.13 de [Ra-Sd] en notant que pour f € S(g1), on a :

Z4(F(f)iw,5) = w(C) 2|Cl» Zp(w, s+ N) et Zyw,s) =)|CIz™ Z(f; w,s—N).
2) De l’égalité :
(5) Yo (t) =20 F)2s(t) (a(®)a(-1))"  (EaSd),

on déduit que :
Osia#6

lorsque ay =0
Y(T o F)sia=4, auean

ﬂa(F):{

et pour a € F* :

8u(F) = a(=1)1(r o F) ey 3w =al-y(re P pow oy =1

Comme (7 0 F) = vrop(—1) = y(7 0 F)(3,—1)(a(—1))?*¥, on a :

Bu(F) = Osiaso . lorsque ay =0
v(T o F)(6,—1) sia =4,

d’out 2) et lorsque ay =1 :

Ba(F)Za(—l)v(TOF)(a,—l)m S (adaly)

yEF*/(IF*)?

d’ou 3) en utilisant le A) du lemme 3.6.4.

5) On a :
1 — - -
alf)(w, s) = TR o (au)(b,—u) G(F) plwia ) plw@a| V)
a,be(F /F*2)2
1 — (b,—1) . s
or Bo(F) = ey Y (0.)yrer(t) done B(F) = e D0 (b t)yror(t) d'oit la
e e
lere égalité et la seconde résulte de la relation (*) appliquée a la lere égalité. ]
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1
Remarque 3.6.6 1) Lorsque F =R on a by(s) = by(s) = Es(s +N—1).

En effet il suffit de considérer une base B = {¢;,1 < i < 2N} de g1 dans laquelle

F(Y O wme)= Y aal;

1<i<2N 1<i<2N
dans la base de g_1, duale pour B, et notée (e])1<i<2n, on aura :
b oo 1 v
U( E zie;) = 2 E a;xie; dou F*( E yie;) = 102 E -
1<i<2N 1<i<2N 1<i<2N 1<i<2N *

par le calcul précédent. ]

2) Rappelons que le coefficient est indépendant de la normalisation de F' c’est & dire que
pour u et v éléments de F(gy)*/(F*)? et t € F* on a : al'f) = aq(,i).

tv,tu

3) i) Dans le cas réel, on a pour & = +1: p(@41,s;2) = ©+1(2)(27) *T(s)e *2* et pour
u,v==x1:meN:

A% (u, v, (—1)™) = 2.(27) "1 (51)T(s2) i cos E(51u + sov +m — g).

S1,82 ’ 2 2

ii) Dans le cas p—adique, lorsque la caractéristique résiduelle est différente de 2, on note €
un élément de D* — (9*)2, alors {1,¢, 7, er} est un ensemble de représentants dans F* de
Soit Cy la constante définie par :

Co = /m:q 7(x) Xo(x)|:c|7%dx

Xo étant 'unique caractére non trivial de D* tel que m(xo) = 1, on a Cg = (7, —1) = (—1)

q
(symbole de Jacobi) et

L(xol ¥) = Coa® % = xo(~1)p(xo I*) = (m,—)p(xo| I*) ( BaTd).

Soient sy € C défini par |70 = (7, —1) et s; € C défini par |7|** = —1, on a :

- _1 - - _1
p(@x| ) = p(xol |°7%°) = Cog® 2, p(@er| |¥) = p(@x| |°7°1) = —Cog* 2,

1 s—1
p(@l 1) = (1177 = T eta(t) = a(e) = Lar) = Co = —afer) (prop-4-1 p.537 de [RaSH)
d’oll vy = a, = % et o = —Qepr = %CQ(?T, —1).

Pour s € C soit f(s) = q_%(qs —q %), alors :
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Lemme 3.6.7 F est un corps p-adique de caractéristique résiduelle différente de 2 et T est
d’ordre 0 alors :
A) Pour u € F*/F*? et s € C on a :

DO =
[—
|
Q

1+ (I)e(u) s—

a(@h(@u] ) = ——

1_q72s 2 ’ 1_q72s ’
B) Pour a € {0,1} et u,v,d € F*/F*2 on a :

2(1 — ¢ 1) (1 — ¢ 22) A% _ (u,v,0)

51,52

— Z Pg7551762753 (u7 v, 5) l+e @E(u) ) 1+ 62@5(?}) ) 1+ 63&6(5)
1,52 2 2 2
€1,62,e36{—1,1}

1 PYEY (Layy) = (1= a2 + @e(9)f(s1 = $)f (52— )+ Da(—ap) f(51)f (s2),
2. P (Ly) = =(1 =) (F(s2 = 5) + 2x(0)f (1 = B),
5. PR (Lay) = —Con(—y) (F(51)f (52 = 1) + (@) f(2) f 51 — 1)),
Py T (1, y) = Co(1 - Q’l)-<f(82)u7n(9€) + d)w(—y)f(sl)),
P (@,9,1) = (1= g7 = (@) f(51) (52— ) + @x(0)F (51 — 1) F(s2)).
Py M@y, 1) = fs1— 3)f(s2 — 3) + @xl(—ay) f(s1) f (52),
P (1) = (1= a7 (@x(@)f(51) = fls2 - 3)),

8. Py @,y 1) = (1= a7 () f(s2) = Fs1 - B)).

NS v

Démonstration: Elle résulte d’un simple calcul et des résultats de 3.6.4. U
Pour s € C, posons f(s) = c_f%(qS +q7 %) et
A181782 (x’ Y, 1) = 2(1 - q7231)(1 - q7232)P(:c, y)’

Le calcul explicite donne donc :

1. Lorsque z,y € {1,¢} :

(1—qg1)?— 2q_%f+(81 + 59 — %)(W,CE) + (m,2)(1 + ¢ V) fi(s2 — 51) lorsque = = y,
P(z,y) =

(1—q Y2+ (my)(1 — g 1) f(sa — s1) lorsque = # .

2. Lorsque x € {m,en} et y € {1,¢} :

Pley)=(1—q ") ((my)f(SQ) s - 1)).
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3. Lorsque z € {1,¢} et y € {m,en} :
Pley) = (=) () fs0) = Fls2 - 3) ).
4. Lorsque x,y € {m,en} : P(x,y) =

—q_%f_l,_(SQ—Sl) <1+(7r, —xy)) + <1+(7r, —xy)q_1> q_% <(7r, —xy)q81+82_% +q_(81+82_%)> )

Notons également que :

Lemme 3.6.8 Dans le cas réel ou p-adique de caractéristique résiduelle différente de 2 avec
T d’ordre 0, on a :

1

1. AS’S_F%(l,x,l) =0pourxz#1et
Al 1L,1,1) = 20272 () 1) = h(@al [)p(@a] 3 F* /2
sort(LLL) =217 2p(] ) = h(@ul [)p(@ul 1°72) pour u € F*/F*.

- —2s+1 _ o —stl .
2. h(@u] 1) =12l 2@u(=1p(@ul [7T2)p(] ) pour u € F*/F*2.

Démonstration: 1) Résulte d’un simple calcul a laide de la formule explicite dans le
cas réel (et on utilise la formule de duplication de Legendre) et dans le cas p-adique de
caractéristique résiduelle différente de 2 (relation B)5, du lemme 3.6.7).

On vérifie que la fonction définie par :

z e F P2 f(z) = h(@a [*)p(@s] °7F)

est constante, soit en effectuant le calcul directement, soit par la relation 5)B du lemme 3.6.4
puisque

1 -
W Z wx(a)f(x) :Ai_’_%’s(a,l,l) :A; +%(1,a, 1) =0 pour a;é 1
Z‘E]F*/F*2
donc f(z) = f(1).
La derniere égalité s’obtient avec l'identité p(w,| \S+%)p(d)ul ]‘S+%) = wyu(—1). O

Remarques :

1) Au vu du lemme 3.6.8, il semble inutile d’introduire la fonction h(m) (ici quotient de
fonctions p de Tate) mais je ne sais pas si ce résultat subsiste en caractéristique résiduelle
différente de 2 lorsque [F est un corps p—adique.

2) Par le 5) du théoreme 3.6.5, les valeurs prises par Ai o (, ,1) sont les les coefficients
) 2

de I'équation fonctionnelle de la fonction Zéta associée a une forme quadratique isotrope de
discriminant —1, cas traité dans [Da-Wij, malheureusement nos résultats (B) du lemme 3.6.7)
ne sont pas en accord avec les résultats de la proposition 2.5 de [Da-Wij.
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3.7 Application au cas archimédien

L’équation fonctionnelle abstraite permet de déterminer le polynome by p,, et par conséquent
tous les polynomes by, k =1, ..., p, par descente.

O étant une orbite de P dans g”; et O* étant une orbite de Py dans g”_1, les opérateurs
différentiels introduits au §3.4 permettent classiquement de déterminer la forme des coeffi-
cients ap o+. Ce coefficient est noté simplement a(@,,,s) dans le cas complexe puisque g”1
(resp. g”_1) est une seule orbite.

Lemme 3.7.1 On suppose quep>1.Vs€ CP etk=1,...p:

1. Dans le cas compleze, soit a(s) = a(W, s) :

a(s) = (2im) 2 (bk(s)>2a(s — m%clp +1,k)
’ 2
= (2im) e (b(s" — 1y — (V= 1)1)) afs — 1),

2. Dans le cas réel :

- N e 1y o1,
ao=0(@+1;8) = (—2im) dkbk(s ao+ 0(@L10 0" Fis— m%clp + 1, 1)
= (21.”)7%%62(3* —lpk— (N — 1)1p)a0*70(®i1@1_k1§ s — 1)

my =1 a Uexception du cas classique (C,, ay,) avec le parabolique Py et des formes de (E7, o)
pour lesquels le =2 (etk=1).

Démonstration:  Pour établir ce résultat ”classique,” dans le cas réel on calcule de 2
manicres Z5. (F(Fipf);w, s) et Zh. (F(F(9)f);wa'™, s — 11).

Pour Z7. (§(Fy f);w, s), on applique d’une part le théoréeme 3.5.2, d’autre part on applique
d’abord le lemme 3.4.1 & F(F}) f) puis une intégration par partie suivie du lemme 3.4.2 et pour
finir & nouveau le théoreme 3.5.2.

Pour Z§. (§(F3(0)f); wdjlfl, s—1), on applique d’une part le lemme 3.4.1 a §(F;(9)) puis
le théoreme 3.5.2, d’autre part on applique d’abord le théoreme 3.5.2 puis une intégration par
partie suivie du lemme 3.4.2.

Dans le cas complexe, on procede de méme avec Z*(F(|Fx|cf);s) et Z*(F(Fy (0)F;(0)f);s —
1k). O

En prenant k = p puis en appliquant & 2 reprises (avec s “convenable”) le lemme 3.7.1, on en
déduit :

Lemme 3.7.2 1. Dans le cas complexe :
Pour p>1 on a:by(s)* = by (s* — (N — 1)1,)2.
Pourp>2etk=1,.,p—1 on a:by(s)* =bi(s)?b}_,(s* — (N —1)1,)?,
a Uexception des formes de (Er,ag) et du cas classique (Cy, o) avec le parabolique P}

pour lesquels on a : (bg(s)bg(s — 12))2 = <bl(s)b’{(s* — (N — 2)12))2.

76



2. Dans le cas réel :
Pourp>1 ona:by(s)= (—1)db;(s* — (N -1)1,).
Pourp>2etk=1,..,p—1 ona:by(s) = bp(s)(—1)% by (s* — (N —1)1p),
a Uexception des formes de (E7, o) et du cas classique (Cp, o) avec le parabolique P
pour lesquels on a : ba(s)ba(s — 12) = b1(s)bj(s* — (N — 2)12).

Avec les notations de la proposition 3.4.4, on obtient :

Proposition 3.7.3 On suppose que p > 2. Soienl b = by p(m,,.. m,), P1 et P les sous-groupes
paraboliques associés respectivement & Hy, .., Hy, dans Aut(Y) et a Hyy, .., Hy dans Aut(8V).
Ona:

—di »—d,
b(sl, crey Sp) = Ak kBk kbgﬁpl (Sp,kJrl, crey Sp)bu/7p2 (81, vy Sp—k—1, Z S; + Tk)
p—k<i<p
avec Ty, = I%%p? et pour i = 1,2 : p; =dim(E;(hg) N g;),
k
a Uexception du cas classique (Cp,ay) avec le parabolique P} et des formes de (Er,ag) pour
lesquelles on a :

2
b(s1,s0) = £ CF. so(s9 + 3)(251 + 59 +4)(251 + 59 +7) avec C = =——.
B(Ho, Ho)

Démonstration: 1) Dans le cas réel, on applique les lemmes 3.7.2 et 3.4.4.
Soit Ny la constante associée au préhomogene (4, 4] ), dans les notations du lemme 1.4.7 et
avec cette démonstration on a :

N - 2po2 +p1 ( p1 dim(W) +po. 1 Tk

Tk
— — = —+ Ny donc N — Ny = —-.
2d, m], 2d, d. )m; my R
Lorsque dj, + dj, = d,, la relation (3) de la démonstration du lemme 1.4.7 nous donne m) =1
d’ou le résultat.
Sinon on est dans 'un des 2 cas cités dans la proposition et k =1 avec m} = %, dy=d)=d
et on a :

bg(sl, 82)62(81, Sg — 1) = (AlBl)idl bu(SQ)bu(SQ — 1)bu/(281 + 89+ 2r; — 1)[)11/(281 + s9 + 27“1).

Dans le cas des formes réelles de (Er, i), les invariants relatifs fondamentaux des préhomogenes
(o, th1) et (84, 41)) sont des formes quadratiques et on applique la remarque 3.6.3 en notant
que N =4r; =8.

2) Dans le cas complexe, on applique le résultat du cas réel ((gr)o, (gr)1) avec le sous-
groupe parabolique associé¢ a Hi, ..., H, car les 2 préhomogenes ont les mémes polynomes de
Bernstein.

0

Remarque 3.7.4 :
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1. On ne donne pas le résultat lorsque le préhomogene est de type (Cy,ay) avec laction
du sous-groupe parabolique P} car ce résultat ne sera pas utilisé ultérieurement ; lorsque
lalgebre est déployée, donc k est pair, b(s1,s2) est proportionnel a :

ST

-1

I1 ((52 25)(251 + 82+ 2m — 2k — 1 — 2j)).
=0

Dans le cas (E7,a4), avec la normalisation C' = 1, on établira que b(s1, s2) est unitaire
(cf corollaire 8.1.5).

2. A Uexception des cas indiqués dans la proposition 8.7.3, on a immédiatement par récurrence
Pexistence, pour £ = 1,...,p, de nombres rationnels positifs, Ay ;,j = 1,...,dp_g4+1 —dp_y,
avec dy = 0, tels que b(s1, ..., sp) soit proportionnel d :

p <dpl+1dpl

H H (32+--.+8p+)\g7j)>.

=1 j=1

Si on note )\gj ceux associés au préhomogéne (Py, g1) alors on a la formule de récurrence
i
suivante :

; )\gj—i-?“k {=1,...,p—k
Mg =

U —
)\f—p-i-k‘,] g—p_k—i_l’...,p.
b(s1,...,sp) sera donné explicitement dans chaque cas lorsque le sous-groupe parabolique

est mazximal parmi les sous-groupes paraboliques trés spéciaut.
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4 Décomposition des mesures sur g; et g ; et application

Dans le cas archimédien, on a montré que le polynome de Bernstein, by p,, associé au
préhomogene (P, g1+1) est un produit de 2 polynomes de Bernstein associés a 2 préhomogenes
de rang plus petits (cf.prop.3.7.3). Il en est de méme, sous une forme plus élaborée faisant
intervenir les orbites, pour les coefficients de I’équation fonctionnelle vérifiée par la fonction
Zéta (cf.§ 5).

Pour obtenir ce type de résultat, on se propose de décomposer les mesures de Haar sur g1
sous ’action du radical unipotent du sous-groupe parabolique associé a t, = Fhy @ FHy, avec
1 <k <p-—1, de donner la décomposition correspondante sur la transformation de Fourier
ainsi que l'expression de la mesure relativement invariante par G, sur W, (cf.lemme 1.1.1).

Ces résultats généralisent ceux obtenus antérieurement dans le cas commutatif ([Mu 1)
et utilisés dans [B 2 (th.4.28).

4.1 Notations
Pouri,j € Zsoit E; ; = E; j(hy) = E;(hg)NE;(2Ho—hy) et p; ; sa dimension, notée également
pi lorsque i = j (p; :== pi;).

On note : By = {x € Eao | (z,hy) se complete en un slp-triplet 1-adapté } et Ey, = {z €
Eos | (x,2Hy — hy) se complete en un slp-triplet 1-adapté }.

On rappelle que :
Wy =Wy, ={z+y|zcEyyyc Eyy, [z,y] =0}

et on note :

Ng (=ny = E—l,l D E_272 , N := Ntk = emp(ad(nk)).
Lorsque « +y € Wy, soit 0, := 0, 5, (1), 0y := Oy 21,—n, (—1) €t Oppy := Op iy om,(—1) alors
Opty = 05.0, = 0,.0, est une bijection de E; ; sur E_; _; donnée par :

91'/E—1,:|:1 = _ad(x)/E—l,:l:l ) em/El,il = _a’d(x_l)/El,:l:l ) 9923/E” = (_1)i'1d

1 1 _
6$/E72,i2 = §ad(m)2/E72,;t2 ) ax/Ezﬂ = §ad(x 1)2/E2,¢2

avec des relations analogues pour 6,,.

Définition 4.1.1 Pour x +y € Wy, soit Fy., la restriction de B(041y( ), ) d E_11 x E_11,
Qzy la forme quadratique associée, pour A,B € E_11 on a :
1

Lp (A 4) = %B((ad(AP(x),y*l),

Fm,y(A’B) = B([x’ [yilaAH’B) ) Qx,y(A) = 2

et vi(z,y) la constante associée au caractére quadratique T o Qg lorsque Eyy # {0}, et

Yi(z,y) = 1 sinon.
V(. ) est constante sur les orbites de Gy, dans Wy, .
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Définition 4.1.2 V étant un sous-espace vectoriel de g et V* son dual dans g pour B, on
note Fy (resp.Fy ) la transformation de Fourier définie sur V' par la la restriction de 7 o B

(resproB) aV x V*

4.2 Mesures sur les sous espaces E; ; et E_; _; pour (i,7) # (0,0)

Lemme 4.2.1 Pour (i, ) # (0,0) il existe une unique mesure de Haar sur E; ; et une unique
mesure de Haar sur E_; _;, notées dx, telles que :

1. gEﬂ',fj o SFE” = §E7 o SFE” = IdEi,j
2. Pour toutx +y € Wy et f€ LY (E_;_;) ona:

=7

/ F(sy(2)) de = |Fu(@)] % |Pyi(y)] / f(w) du.
Ei, E

—i,—j

Démonstration:  Omise car elle est analogue a celle du lemme 3.2.1 en se rappelant
ip; j ”71/1

que |det(91+y/Ei,j)|%|Fk(:6)|ﬂ|Pp_k(y)| ¥ est une constante (cf.démonstration du lemme

1.4.7) ; dans une base B de E; ; (donc E_; _; est muni de la base B* duale pour B) elle a

pour expression dz = Amdgz avec :

ip; iPi,j

Mg = |det( 0oyt Bij(B) — B 5(B) )|2[Fe@)| 2 | Ppi(y)] **

1
(et Ed%*z sur E_; _j). O

Dorénavant chaque sous-espace E; ; pour (i,7) # (0,0) est muni de cette unique mesure de
Haar et avec cette normalisation on a les lemmes suivants :

Lemme 4.2.2 Soient (i, j) # (0,0) et g € L'(E; ;).
1. Pourx € Eyq ety € Ej,y, ona:

/E g(u) du = |Fyp(z)| % /E 9(0a(2)) dz = |Pyp()] /E 9(0,(2)) d=.

i —i,j i—j

2. Soit o une involution de g telle que o(hx) = —hg, o(Hy) = —Hy et on suppose que
Wiy = {2 € Wy | o(z) = B(a)} £ 0, alors

_ipi,j Jlji,j
/ 9(0(v)) dv = |Fe(@)] % |Pyply)] % / g(u) du  avec 7 +y € Wi,
FE FE,

—i,—j irj

Démonstration: 1) Soit = € Eio, on le complete par un élément z € E6’2 de telle maniere
que x + z € W, et on munit :

e [J;  d’'une base B et E_; _; de la base B, duale de B pour B,

o E_;; dela base B’ = 0,(B) donc 0,(B*) est la base duale de E; _; pour B.
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Par le choix des bases, on a :

|det( Orty 2 Eij(B) = E_i —j(B") )| = |det( Opyy 0 E-i j(0:(B)) — Ei—;(0(B7)) )|,

A g . "y . . s
donc )\—% = |Fj(x)| % d’ou la premiere égalité. On proceéde de méme pour la seconde égalité.
%/

2) Soit  +y € Wy, alors o et 6,4, commutent donc 6 = 06,., est une bijection de E; ;
pour laquelle 62 = (—1)"*/Idg, ; donc :

J

o0 do= [ gw)dv= [ goatbi,) d

¥ E; ; ¥

—ip; j —J'I;i,j
d’olt le résultat. Notons que |Fi(x)| % |P,_k(y)| % est constant sur Wy, et sa valeur
dépend de la normalisation choisie pour les invariants relatifs Fj, et F},. O

Lemme 4.2.3 On suppose que E_11 # {0}. Soit x +y € Wy, pour u € LY (E_11) et
?E—1,1(u) S Ll(El,—l) on a :

/E 1717<Qm,y(A)>3rE171(u) <0x+y(A)>dA = C(z,y) /E mu( A)dA

—11

avec
Pl P1

C(x,y) = (@, y) | Fr(@)| 2% | By (y) | >

Démonstration: C’est le résultat concernant la transformation de Fourier d’un caractére
quadratique, di & A.Weil ([Wq]) traduit dans notre situation. Rappelons-le bri¢vement : E
étant un espace vectoriel de dimension finie sur F et ) une forme quadratique non dégénérée
sur E, on note F(A,B) = Q(A+ B) — Q(A) — Q(B) la forme bilinéaire associée , alors 70 Q)
est un caractere quadratique non dégénéré du groupe additif F et on I’égalité :

/E HQUA)u(A)A =y (ro0Q) | p I} /E P(Q(A))u (p(A))dA

lorsque u et u* sont intégrables , avec

u*<p(A)) - /E u(B)T(F(A,B)>dB

p étant I’ isomorphisme symétrique associé a @ de E sur E* et |p| est définie par

| stwdu=1ol [ go(aaa

les mesures de Haar sur E et E* étant duales.
Dans notre situation £ = FE_j;, E* est identifié a Fy _; a l'aide de B, @ := @, donc
F:=Fgyetp:=0,,/FE 11 doncu* =TFg_,,(u) et par le choix des mesures sur £_1; et

— Pl
d g

—P1
E) _ ainsi que le lemme 4.2.1 on a [p|™! = |F(2)| % |Pp_g(y)| % . O
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Lemme 4.2.4

fgl f(ﬂ?) dx - fffEQ,QXEo’QXELl f(ﬂ? + Yy + Z) dx dy dz )
Joo 90 dy = [ [ o oxm oxp, . 9@+y+z2) dedydz.

Démonstration: Pour f € L!(g;) et g € L'(g_1) on pose

fgl flx)dz = f f ng,oxEo,ngl,l fle+y+2) de dy dz
fg_l g(y) d'y = [ fE—Q,OXEO,—QXE—l,—l gx+y+2)dedydz.
Il suffit de vérifier les 2 hypothéses du lemme 3.2.1, ce qui se fait immédiatement :

e pour la transformation de Fourier avec f(z +y + z) = fi1(x) f2(y) f3(2)
e en prenant x + y € Wy et en appliquant le lemme 4.2.1 ce qui donne le résultat puisque

b1 p1
By Bt
[F @) PV By () PV = [F G+ )P avee Ny = 2220 2 P02
k k

(dém. du lemme 1.4.7). O

Indiquons le dernier choix de mesures nécessaire pour établir le théoreme 4.3.3 :

Définition 4.2.5 Soit x € El(hy) Ng1 (resp.y € EL(2Hy — hi) Ng1) et s la sous-algébre
engendrée par le sly-triplet (x, hy,x~ %) (resp.(y,2Ho — hy, y~ 1), on munit $4(s)+1 des uniques
mesures verifiant :

1. SFM(5)71 o SFM(5)1 = Idu(5)l
2. Pour tout wg € U'(s)1 et f € L' (4(s)_1) on a :

Jun FOe0(2) dz = [Pslao)l % [y, fw) du
(resp. = |Fi(wo)| Juey., () ).

c’est a dire que E;(/S) = B/M(s) et les mesures sont adaptées a la restriction de P,_j (resp.F})
a ﬂ(ﬁ)l.

Ce choix est cohérent avec le lemme 4.2.1 puisque $(s)+1 = (Eo+2), = (Fo+2),-1 = Eo+2
(resp.(E+2,0), = (F+20),-1 = Fo+2) lorsque le préhomogene est commutatif.

Avec ce choix et dans les notations de cette définition on a :

Lemme 4.2.6 1. Soit x € Ey,, pour [ € LY(Eps) et g € LY(Ep,—2) on a :

P2 P2
on,g f2)dz = 2|5 [Fi(x)|% fp!(u,v)€E72,2><(E0,2)z F(lw, u] +v)dudo
P2 P2
fEO,—Q g(z)dz = |2|]F2 |P]:(],‘_1)|dp—k: \/\f(U,U)GEQ,_QX(EO’_Q)x f([x_l,u] + v)dudv.

2. Soity € Ej o, pour [ € L'(Eyg) et g € L'(E_50) on a :

P

)

P2
Jran £V = 12068 1B k@I [ Sy ax ey, /(0] + v)dudo

P2
Jroa0 928z = 1206 IFe™ N J foyempax (s, £ ] + 0)dudv.

wf Hw
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Démonstration: 1) On a:
Eoo=[1,E 23] ® (Eo2)s et FEo_2=[z"" B 2]® (Eo-2)s

Soient (fi)i<i<p, €t (f)i<i<p, 2 bases de E_5 5 et E2 _9, duales pour B, alors ([z, fi])1<i<ps
et (3[z71, f7])1<i<p, sont 2 bases de [z, E_s] et [x71, E» o], duales pour B, on les complete
par 2 bases de (Ep 4+2), duales pour B.

Notons A, Ay et A\, les constantes associées aux mesures définies sur Ego, E_s9 par le
lemme 4.2.1 et sur (Ep2), par la définition 4.2.5, ceci avec les bases duales indiquées , il suffit

de calculer C' = ﬁ c’est a dire (cf. démonstration du lemme 3.2.1 pour (Ep;2),, et du lemme

4.2.1 pour Epo et E_537) :

= |det(0 M/Em)ﬁdet( Opyy/E- 2z>\-%rdetgey/wovz)x)r%rFk<x>\5—i
= |det(B.py [, B p])|2|det(Bry ) B ) |72 | Fi(a)| %
— 1217 [Fi(a)|

d’ou le résultat.
2) Idem O

4.3 Décomposition des mesures sur g; et g_;

Définition 4.3.1 1. Pour f appartenant ¢ L'(g1), = dans Eé,o ety dans Eoy 2, on pose :

Si@+y) = |27 e fnkf el A’(w+y)) dA
Tty = { R B o SO )A s B £ (0)
flz+ y) si E_11=1{0}.
avec m = F = L—sz
T did,
2. Pour g appartenant a L'(g_1), 2’ dans E_9q ety dans Ejy o, soit
po
* 2 * md a
Sg@' +y) = 121F [Fy_p ()™ fnkg M (2! +y)) dA
THa +y) = { |F iy )hg . Jp 0, 9V (@ +y))dA  si E_yg #{0}
g9(@" +y) si E_11={0}.

ng étant muni de la mesure produit.

Remarque 4.3.2 Les normalisations de Sy, Sy, Ty et T sont dies au lemme 4.2.5.

Soient Ay € E_11, Ay € E_99, x € E§70, y € Epo, @’ € E_90, y € E67_2, on a (cf.
démonstration du lemme 1.1.1) :

exp(ad(Ay + Az))(x+y) =z +[A1 + Ag, 2] +y + %ad(Al)z(x) = exp(ad(A;)(x+[Az, x] + 1) ,
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1
exp(ad(A1+42)) (@' +y') = 2'+[A1+ Az, [ +y/+ S ad (A1) () = explad(Ar)(2'+[Az, ¥/ +y) ,

donc :
172

Splz+y) = |2|IE‘ Fe@Is* [, Tr(w +[A2] +y) dA

'igi"e
(V]

S +y) = RIFIF W fp, T + Ay +y) dA.

Théoréme 4.3.3 1. Pour f dans L'(g1) on a :
P11
fgl fla)de = [ fEQ,OxEO , Ti(z + y)|[Fi(2)] > dody
= sz,o | Fy (z Qdk f(EM Se(x +y) dy ) dx
2. Pour g dans L'(g_1) :
r1
fo a@de = [ fo, QT*@' L) | B 1% dafdy
- fEH |Fr (v Qd’ (Je 20) Sg(x' +9/) da' ) dy.

Démonstration: Par le lemme 4.2.4 on a

flx)dz = // < flz+y+2) dz) dxdy = // < fla+y+z) dz) dxdy
<1 E30xEo,2 Eiq EéyOXE()’Q Ei1

Or pour x € E§70 on a par le 1. du lemme 4.2.2 :
fEl’lf(x—i—y—l—z) dz = |Fy(z dk fE fle4+y+6,(A) dA donc
Jo F@ dr = [ fp p., <|Fk Wi [ Flaty+0,(4) dA) ddy
fEé’0 <fE02<]Fk dk fE flz+y+[A 2] dA) dy)dx.

D’olt la premitre égalité du 1. est obtenue en effectuant la translation y — y + 2ad(A)?(z)
et pour autre égalité de 1., on applique le lemme 4.2.6 et la remarque 4.3.2 a la premiere
égalité.

On procede de méme pour 2. O

Remarque 4.3.4 Soit f dans L'(g1) (resp. g € L'(g-1)). Ty (resp.T, ) est défini presque

T o
partout et |Fy(x)|>% Ty(x +y) (resp.F*p p(y)** Ty (2" +y')) est intégrable sur Eao x Foz2
(resp.E_9o x Ey _2) muni de la mesure produit.

Théoréme 4.3.5 Soit f € 8(g1) alors :

1. G, (Tr@+)) 4) = Ty, (Sil@+)) &) lorsque [a,/) = 0.
2. Pourx’ € E_pqg ety € By 4 tels que [2',y'] =0 on a :

S}(f) (x/ + y,) - ?(EQ,O)y/ < Vk(x 7y/_1)'9~E0,2 (Tf(x +. ))(y,) >(.’E,)
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Démonstration: 1. Résulte du lemme 4.2.6 et de la remarque 4.3.2.
2. Soient C en,: C=C) +Cy,avec C; € E_;;, 2/ € E_99, Yy € E6,72 et

(1) = F(f)(ezp(adC(z’ +y'))) N
= [f fl’¢€E¢727i,i:07172 f(zo + 21 + 20)7(B((exp(adC)(x’ + v'), x2 + 21 + x0))drodr1dry

par le lemme 4.2.4, alors par orthogonalité et en utilisant le théoreme de Fubini, on a :

1) = f ‘/\xiEEi,27¢,l’=1,2 SFEO,2 (f(xZ + a1+ ')) (yl)T(B <x2, ' + %ad(01)2(y') + [Cy, y/]>).
(B (xl, [Ch, ']))dxgdacl

= fEl <$1, [C1,y ])) dxq avec :
R AN N A SR B

On applique le lemme 4.2.6 & Fs avec y'~1 d’ou :

(2) = 2% |, \// s oy, T T 0 140 )

avec

(8) = T(B(ly™" ul +v,2’ + §ad(C)*(y) + [Ca,y')
(3) = 7(B(v,a’ + Jad(C1)*(y)m(B(u, ~2Cy + § [ad(C1)*(y'),y'~1])) lovsque [a',y'] = 0

par orthogonalité.

Dong, lorsque [2/,y'] = 0, on a en appliquant le théoréme de Fubini :

(2) = ’2’ ]F* kf(Em T, 2(g(o,v,x1))(_202+% [ad(C)2(y), v/~ 1)).

y

T(B(v,a: + ad(C’l) (y'))dv.
avec g(u,v, 1) = Fpo, ( f([y™" ul +v+a1+0) )(¥).
Comme [ € 8(g1) et que y' est fixé dans Ejy _,, on a g € §(Fa 2 x (Fa)y x F11).

On a a évaluer :

) = S )
= 212 [Fy_y ()" [, ( ng 1) dCy ) dC,
= |2|2| (y’)lmd’“ fE (5) dCy  avec

(5) = Ju,, ( fEl @)7(B(zr. [C1y)) day ) dCs

2% B, ()
Ji o (i, (f(E2,0>y, Ty ol 9(o00,21) )(=2C5 + 1 [ad(C)2 (), ')

T(B(v,2’ + ad(C1)*(y)) dv) 7(B(a1,[C1,y'])) dz1 ) dCs |
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mais cette intégrale converge absolument donc on peut appliquer le théoreme de Fubini d’ou :
(5) = f(Eg,o) 7(B(v,2’ + 3ad(C1)? fE1 . B(x1,[C1,¥'])) dx1 ) dv avec
6) = 2715 )] 4 fE vo TE2o( g(e,0,21) )(=2C2 + 5 [ad(C1)*(y),y'~']) dCo
= 27 |E ’)I % 9(0 v,21)
= 27 E ’)I % S"Eoz(f(v+:v1 +o)(y)
Ainsi I'intégration suivant le sous-espace E_s est "annulée” par "double transformation

de Fourier”. Il reste encore a simplifier I'intégration suivant le sous-espace F_1; a l'aide du
lemme 4.2.3.

Nous avons :

4) = ;(:c+y)
= |2|2|F* RORIKE
T, (i, (B0 4 4O M) ) 4
avec h(Cp,v) = fEl B(z1,[C1,y])) dr

__ b2

!2!*7!F;_ W)l ?E11<?E02(f(v+w1+ .>><y'>)<[cl,y']>,

Comme f € 8(g1) et que y' est fixé dans Efy,, on a h € 8§(E_11 x (Ea9),) donc l'intégrale
double figurant dans (4) converge absolument et on utilise & nouveau le théoréme de Fubini
d’ott :

(4) = ?<E2,O>y/<h1><x'> et pour v € (Bj)y
p1 ~
hl(v) = |F;7k: , ;c fE 117’ Qv '~ 1 Cl fEl 0 v l’l) (B(xl,[C’l,y’])) dxl )dCl
= |F;7 ( /)|2d’ |Fk( dk fE 1 (QU Y- 1 Cl fE 11 U,y/—l (Cl,A))dA)dcl s

avec u(A) = g(0,v,[A,v]), en appliquant le 1. du lemme 4.2.2 & E, ; avec 6,,.
D’ou :

EE

M) = BB G [y Quyr CO) [y, w(A)r(Fyyr (Co, A)AANCy

| F. (v )|d_1|F;7 y’)|ﬂ,fE_l’1 T(Quy-1(C1))FE_; 4 (w)(Oypy—1(C1))dCH
= y(v,y!) k(v) avec :

k(v) = ’Fk(v)\w’“ Sy, T(=Quy-1(C1) Ju(Cr)dCy
par application du lemme 4.2.3.
Or:
k(v) = |Fe(). [p 1 7(=Quy (4)F gy, (f (v + [A,0] + 0))(y)dA

k<] =
A

= [Fi(v)|%

Pl

o (Joun £+ [As0] + )7 (Blyy))r <—@U,y/-1<A>>dy>dA

— 1B fy (f, Feap(add) v+ y)r <B<y,y/>>dy)dA
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et comme il y a convergence absolue, on peut intervertir I’ordre des intégrations d’ou :

b = 1B L, (fie, Seaptadd)o +0)aa ) r(Bo.o )iy
SFEO,2 (Tf(v + ))(y,) ]

Remarque 4.3.6 1. Lorsque E39 = {0}, on a la forme simple du cas commutatif.
2. Le théoréme est encore vrai sans irréductibilité mais avec quelques aménagements.

8. Soit U un ouvert de {z € g1 | Fi(z)F(x) # 0} et f € CF(U) alors poury € Eyy _, firé la
fonction v (,y ) Fpy, (Tr(z+ ))(y) € @%O((Eé,o)y) (cf.lemme 1.1.1 et (Eé,o)y est une
réunion finie de (Gp,),-orbites ouvertes).

Plus généralemnt, si V un ouvert de {zx € g1 | [[1<;<x Fi(z)F(z) # 0} et f € CF(V)
alors pour y € E} _, fizé la fonction i (,y~ ") F gy, (Tr(z+))(y) € (?OCO((EQCO)y) (cf.lemme
1.1.1 et (Eé'p)y est une réunion finie de P(Hy, ..., Hg),-orbites ouvertes).

Les résultats obtenus dans le théorémes 4.3.3 sont reliés a I’action de Gy, sur les sous-variétés :

Wy = {e+yleeBy, ye ko, oyl =0 et Wy= {z€W;|Fi(2)F(2) # 0}
Wip = {2'+y [2' € Eg0,y € By o, [2".y]=0} et Wyi= {zeW;|FE ,(2)F;(2)#0}.

4.4 Expression des mesures Gy, invariantes sur W et W

Wi, et W}© sont des réunions finies de G, —orbites et on a :

Proposition 4.4.1 Soit 1 +y1 € Wy, Uorbite U = Gy, .(x1 +y1) est ouverte dans Wy. Elle
est munie d’une mesure \, Gy, -invariante et Vf € LY (U, \) on a :

P2,0 _Po,2—P2

Jod N = oy ™ gy, gy S0 1Pos 5 dy) da
0,2 _ P2,0-P2

thk'yl |P10—k(y)|_W ( ‘[th,y-(g/~$1) f(a:+y) |Fk($)| dy, dx ) dy

g (resp. ¢') étant un élément de Gy, tel que x = g(x1). (resp. y = ¢'(y1)) -

Les mesures sont choisies suivant le §4.2.
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Démonstration: 1) L’espace tangent en (z,y) & Wy est donné par :
Tiz0)(Wi) = {(u,v) € E20 X Eg2 , tels que [x,v]+ [u,y] =0}

Comme 21 +y1 € Wi C g} on a ad(z; + y1)(go) = g1 et Epo =Ker(adz;)NKer(ady;) N
Eyobad(z1)ad(y1)(E—2,—2) donc dim(gp)— dim(g;) = dim(Ker(ad(z1 + y1)/g0) =

dim(Ker(adz)NKer(ady:)/Eo0)+p1+p2 d’ou dim(Ey o)-dim(Ker(adz )NKer(ady; )N Ep o) =
P20 + Po,2 — pe ainsi I'application de Ep o dans T(,, ,,)(Wi) donnée par A — [A,x1 + y1] est
surjective, donc I'application de G}, dans W, donnée par g — g(z1 + 1) est submersive donc
ouverte d’ou 'orbite U est ouverte dans Wy par conséquent elle est localement fermée dans
I'espace vectoriel topologique Fs o+ Ep 2 et homéomorphe & G, /g, , G1 étant le centralisateur

de z1 + 31 dans Gy, (proposition 6, §5,n°3, chapitre IX de [Bou 4.

2) On utilise les résultats sur les mesures quasi-invariantes sur les espaces homogenes.
Ghy» Ghy, w1 Ghy 1> G1osont des groupes réductifs car ce sont les centralisateurs dans Auto(g)
des sous-algebres suivantes, toutes réductives dans g :

FHQ@Fhk , §1 = Fhk EBF.HQEBF.I‘l EBFI‘II , S92 = FHQEBFthBFyl @Fyfl , 5§ =611+592

ainsi ce sont des groupes unimodulaires 2 d’ou sur Gh, /G, on a une mesure G, invariante
a gauche, unique a une constante multiplicative pres (corollaire 2, §2 n°6 Int, chap.VII de
[Bou J)), ce qui démontre le premier point.

L’expression des deux décompositions qui suivent proviennent des inclusions :

G1 C th’ml C th G1 C thyl C th

et des décompositions correspondantes des mesures.

Soit f € LY(U) alors k(§) = f(g(z1 + 1)) € L (Gh,/G1), Gp,/G1 étant muni de la mesure
invariante a gauche dg, k1(g') = thkﬁCl/Gl f(d g (x14y1))dg” € Ll(th/thml), Gh,./Ghy

étant muni de la mesure invariante & gauche dg’, et on a :

[ owww-[ a6
Gh,/G1 Ghy/Ghy,oq Ghy,,21/G1
(a) du corollaire 1, n°8, §2, chap VII, [Bou J).

Posons = = ¢'x1, alors :

Jon, oy GG @1 +90))dg” = fg, q, fle+ 9979 (g'v1))dg”
= thk’x/g’G’lg’*l f(x+g"(g'v1))dg”

_ P0,2—P2,2

= Jen i @Y Bk % dy,

par unicité (& une constante multiplicative pres) de la mesure invariante sur Gy, ,,/G1, la
derniere égalité est obtenue par considération du préhomogene ((Ep )z, Eo2)s) (cf.(N2) §3.2).

2@ étant un sous-groupe algébrique réductif de G, (F), sa composante connexe algébrique, G, est le produit
d’un groupe commutatif inclus dans le centre et du groupe dérivé, l'intersection des 2 étant un sous-groupe
fini (] ,prop.2.2 p.63), donc G° est unimodulaire ( [,Intégration,chap.?, §2,n°9 prop. 14) d’out G lest
aussi car le groupe quotient de G par G° est fini (b) prop.10, §2, n°7,méme réf. et [@],cha,p.2,§37 n°3, th.2).
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De méme :
P2.0

/ k(§)dg = / k(@) Fu(a)| e da |
Ghy, /Ghy, 21

Ghy 21

7 étant la projection canonique de Gp, sur Gy, /Gh, 4, par unicité (a une constante mul-
tiplicative pres) de la mesure invariante sur Gy, /Gh, », et en considérant du préhomogene
(Eo,0, E2,2). On obtient ainsi la premiere égalité.

On obtient la deuxieme relation en considérant les sous-groupes G et Gy, ., de Gy, .

3) Il reste a donner la valeur de la constante apparaissant dans la deuxiéme formule, ce
qui découle d’un simple calcul d’intégrales.

L'orbite U* = Gy, (27" + y;!) est également munie d'une mesure Gy, -invariante (& une
constante multiplicative preés) que 'on peut définir par

/U*fd)\*:/Ufo@dA'

Lorsque h € Cx(U) et g € Cx(ny), on définit la fonction E(h, g) € Cx({z € g1|Fp(x)Fi(z) #
0}) par :
E(h, g)(¥(A, z,y)) = E(h, g)(exp(ad(A)(z +y)) = h(z + y).9(A).

On a la méme application, notée E* , lorsque k € Cx(U*) et g € Cx(ng) et E*(k,g) €
Cx({z € g-1|Fy (z)F,_;(z) # 0}) (cf. lemme 1.1.1) et on a :

E(ko®,9) = E*(k,g)o®,

P2 /
Semg/U = 1217 C(g)|Fi(x)|™%h avec C(g) = Jo, 9(w)du.
Soient L =DP2,0 — P2, T2 =P0,2 — P2 rappelons que :
B+po B +pos B+ po
2 ’ 2 ’ 2 !
- - _ d:=d, = mu(dy +d
" NG Na, " T Taqd, p = Ml dy)

mg
et que pour &+ € Wi (o + )] = (1RGP )])
Par le 1) du théoreme 4.3.3 et en raison du support de h, on a :

T2

E(h,g)(@)|F(x)] ™% | Fy(a)] " da = [2/% C(g) /U hx .

g1
On suppose C(g) non nul alors pour k € S(U*) on a :
Jyo kdX = [, ko ®dA
— PR (g [, Bk o ®,)() [ F@)] (@) da
= 27O, B (b ) @IF @) Ey | dy

en utilisant le 3) du lemme 3.2.2 ainsi que les relations suivantes pour x € {z € g1|F,(x) # 0}

et y € {z € g1|F; (y)F)_1.(y) # 0} (cf.(R2) §3.3) :

Fro®(x)=F(z)™'  [Fro®  (y)™ = [F*(y)|" I E_x(y)|™.
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Par le 2) du théoréme 4.3.3 et par le choix du support de k, on obtient :

_Pbo,2 T
[ = [ mer (| ke + PR )ay
U* th'yl_l thyy/.(g.l'l_l)

D’ou
fUhd)\ = fU*hOCIfld)\* s
o B i, =L
Jen a5k % U, gty P+ DB 5 da’)dy

Po,2

_ro2 L
fchk o [Pk (thw_(g_m) h(z + y)|Fe (@)% da)dy

par le choix des mesures adaptées a Fj, et P,_j dans la définition 4.2.5 (cf.3) du lemme 3.2.2
ainsi que (R2) du §3.3).

d
On en déduit les résultats suivants :
Corollaire 4.4.2 Wy, et W} sont munis de mesures Gy, -invariantes : d\ et d\*.
1. Pour f € L*(Wy) on a :
7170,27172
fufdr = [y IRl <f flatn) 1Bt & dy ) do
_ P2,0-P2
. T (ieg, S+ A ar) ay
2. Pour g € LY(W}) on a :
p0’27p2
fusodN = fp, |PG (f LoD LG dy ) de
_ P2,0—P2

3. Les résultats sont analogues sur :

ng = {x—i—y ‘.%' S Eé,O » Y € E67—2 ) [.%',y] = 0} ) {x—i_y ‘.%' S E,—270 » Y € E6,2 ) [.%',y] = 0}
Le théoréme 4.3.3 devient :

Corollaire 4.4.3 1. Soit f dans L'(g1), Sy est défini presque partout sur (Wg,d)) et

Po,2 —P2

|Ee()|™k|F()| ™% Sy est intégrable sur (Wy,d\) et on a :

P0,2 P2

Jo f@)dz = [y, [Fr(u)[" % | F(u)] ™% Sp(u)dA(u)

Po,2 —P2

Z(fim) = f, [Fe(@)™ [ F(u)] ™% w(F(u)Sy(u)dA(w) pour R(m) > 0
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Soit O une orbite ouverte de Py dans g1 alors :

Zo(fim = [ IR |F(w) "y (P () Sy (u)d(u) pour R(r) > 0.

, p2,0 —P2
2. Soit g dans L*(g_1), Sy est défini presque partout sur (Wy,d\*) et |[E . ( Y|k | F* ()] e Sg
est intégrable sur (W}, d\*) et on a :

P2,0 P2

Jo 9@z = [y [By () P (w) *;kak S (u)dA* (u)
Z*(g;m) = fW; ’F;—k(u)‘mdk’F*(u)’WW(F*(U))SZ(U)dA*(u) pour R(x) > 0.

Soit O* une orbite ouverte de Py dans g_1 alors :

/ * P2,0"%2 * * *
ZH-(gym) = /O*mW* \F;fk(u)]mdk\F (w)] ™kt m(F™(u)) Sy (u)dA* (u) pour R(m) > 0.

k

Soient :

Nio = exp(ad(ngo))avec iy = Sppi<ici<p(Bij(—1,1) @ B j(=2,2)) ,
Npo = exp(ad(ngp)) avec ngy = ®icicj<i(Bij(—1,1) © B j(=2,2)) ,

comme Ny o et ng o commutent, il en est de méme pour Ny o et Vi o.
Ni,o centralise E4o et N o centralise Eo +o.

x;,ti, 1 = 0 ou 2 sont des éléments de E; 2_; et y;, z;,© = 0 ou —2 sont des éléments de E; _o_;.

Remarque 4.4.4 1. Soit O une orbite ouverte de Py dans g1 et to + tg € O N Wy, alors
on Wk = GtNk,ONkQ-(tQ + to) et

To+ 20 € ONWy & 22 € GilNiaota et xg € (Gt)me,o(gto) , avec To = gto.

2. Soit O* une orbite ouverte de Py dans g_1 et z_o + 29 € O* N W alors O* N W} =
GtNkka,Q.(Z,Q + Zo) et

Y—2+1y € O"NW; & yo € GeNiozo et y—o € (Gt)yONkQ(g'z_g) , avec Yo = ¢ 2.

3. Soit ty + 29 € W} alors xo + xg € G¢NioNg2.(t2 + 20) & w2 € GlNyato et xy €
(Gt)me,o(gzo) avec Ty = gty < x9 € GlNy 020 et 2 € (Gt)zONkQ(g/tZ) avec To = ¢’ 2.

En effet dans le préhomogene faiblement sphérique (G¢Nj 2, E2), l'orbite contenant x5 ren-
contre Wy avec t' = @®1<;<;FH; et soit z, = gn.xg € Wy, avec g € Gyet n € Ni,2. Dans
le préhomogene faiblement sphérique ((Gt)x’QNk,07 (E072)x/2), lorbite contenant gnzg = gxg
rencontre Wy avec 7 = @p41<,<pFH; donc il existe ¢’ € (Gt)gc/2 N tel que ¢'gzg € Wy d’ou
g'gn(za + x¢) € Wi On procede de méme pour to + to : il existe g7 € G¢Ny 0Ng2 tel que
g" (to + t2) € Wy; comme g” (to +t2) et ¢’gn(ze + o) sont dans Wy et dans la méme orbite de
P, ils sont dans la méme orbite de G¢ par le lemme 1.4.4 d’ou 1.

Il en est de méme pour 2.
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5 Application aux fonctions Zétas

5.1 Les coefficients de I’équation fonctionnelle

On utilise les décompositions établies dans le §4 relativement & ad(hy) pour obtenir les
coefficients de I'équation fonctionnelle vérifiée par les fonctions Zétas par application a 2
reprises des équations fonctionnelles associées a des centralisateurs de slo-triplets.

Les notations sont celles du §4.

Soit O* une orbite de P dans g”_1, prenons z € O* N W} et soit 2 = 2_3 + 2 sa
décomposition suivant ad(hg), z; € E;(hg) N g_1.

On désigne par t;,% = 1,...,1 un ensemble de représentants des orbites de (G)., Nk 2 dans
(E”270)z07 et pour chaque t; : {t; ;,7 =1,...,p;} est un ensemble de représentants des orbites
de (Gy)¢; N0 dans (E”072)t1_.

Comme t;+t; ; et t;+1; 1, 7 # k, ne sont pas dans la méme orbite de P, dans g; (cf.remarque
4.4.4), pour chaque orbite O de P, dans g”; et chaque t; il existe au plus une valeur j telle que
Py(t; +t;5) = O, lorsqu’elle existe on notera ¢; oy 1'élément correspondant et Ip o« = {i | 35
tel que t; +t¢; ; € O}, sinon Ip o+ = 0.

Lorsque Ip o+« # 0, {ti,i € Ip o~} est un ensemble de représentants des orbites de
(G¢)2yNg,2 dans I'ouvert non vide (74, (0O)),, (notation du lemme 1.1.1) et on a le schéma
suivant pour les différents représentants :

Pour O* : z_o9+ 2z e W;inor,

Pour O © i+ o) e Wpno,

avec : Z_9 et t; commutant avec le sly — triplet : (zo_l, 2Hy — hg, 20),
et : 20 et tj0) commutant avec le sly — triplet — : (t;, hy, ti_l)

ainsi que N zal € Wig.

La transformation de Fourier étant définie & partir de la restriction de B, les différents coeffi-
cients de I’équation fonctionnelle de la Fonction Zéta sont alors reliés par une relation donnée
la proposition 5.1.1.

Notations préliminaires :

° agzj);ti désigne le coefficient associé aux orbites ((G)z,Ng,2.2—2 et (G¢)zNi,2.t; dans le
préhomogene : (Gy)z, Nk.2, (E20)z,) et le préhomogene dual ((Gy) . N2, (E-20)z)s
(t:)

20,5ti(0)

le préhomogene : ((Gy)t, Nio, (Eo,2)t,) et le préhomogene dual ((G)t, N0, (Eo,—2)¢,)-

°q désigne le coefficient associé aux orbites ((Gy)t, Ni,0-20 €t (Gy)y, Ngo-ti0) dans

Proposition 5.1.1 Lorsque Ip o+ = B on a ao+o(m) =0 et sinon

1

_ t; mr —R
a0 o(m) = 3 0 (Tp k1o Tp) (b 79 )0l o (1m0 ml )

1€lp o* p—k+1<j<p
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P2+ 5
dy,
(Ch, ) avec t =1, dans ce casp =2,k =1 et m; = %)

(rp = et mi, = 1 sauf lorsque (A, o) est une F-forme de (E7,ag) ou bien de type

Démonstration:  Soit f € C°(O) et m un caractere tel que Re(m) > 0.
Comme Re(m) > 0, Z5.(F(f); ) est donné sous forme intégrale donc par application du 2.
du corollaire 4.4.3 on a :

0P

Z5 (TS = forgye 1) P )] 0t 7(F* (1)) S (u)dA* ()

md
= Joeo Enr @ " . I(y')dy' avec

, , , , 17207172 P2,0—P2
Iy") = Jor S s +y)m(F* (" +y")|P; ()] |Fy (2 + )| e da
avec m = g—k, en appliquant le 2 du corollaire 4.4.2, avec O(zp) = GiNi.20 et O =
k

(Ge)y Ni2(92—2) C (E—20)y, g étant un élément de G¢. Ny tel que gzp =y (cf.2.remarque
4.4.4).

1) On suppose que (A, \g) n’est pas une F-forme de (E7, ag) et que t # t, lorsque (A, Ag)
est de type (Cy,ax) c’est & dire qu’on suppose que my = 1.

Le préhomogene faiblement sphérique ((Gt),,-Ni,2, (E2,0),,) est muni des invariants relatifs
fondamentaux G, restrictions de Fj, pour j = 1, ..., k, donc les invariants relatifs fondamen-
taux du préhomogene ((G),-Ni,2, (E-2,),,) sont donnés par :

F;—k-yj(xl +9')
F;_k(y’)

j=L.uk, 2" €(E2), : Gj@a)=

(cf.démonstration de la proposition 3.4.4) donc P} = G} et :

I[[ m@EE@+yn=" I =@EEHC ] =E@) ] 7w (@),

1<i<p 1<i<p—k—1 p—k<i<p 1<j<k

soient C(y') = [T,25 " mi( By (v)) ATZh_ 7 (Fy_(y)) et 7' = (Wp-ps, s mp) alors :

P2,0—P2

I(y) = CONF WOl % Z5(S5p (+y)i7')

Z¢y étant la fonction Zéta associée & I'orbite O" du préhomogene ((G),r-Ni2, (E-2,0),)-

Posons hy(z,y') = Fpy, (Ty(x+))(y'), alors pour y' fixé hy(,y') € CF ((E72,0),,) (cf.3.remarque
4.3.6) et pour i = 1, ..., notons O; = (G), N 2.9(t;), alors par le théoreme 4.3. 5 on a:

Ssn@ +Y) = Fmy), (el "l)hf(,y’) )(z')
= ZKM%(Q,ZO )F (E3,0),, (10, hf( y') )(z') dou
d;c_pO,Q

©IY) = Ytz NCW)|Fr iy )|2d/1( ') avec
Ii(y/) = ZB’( Sr(Ez,o)y/(lorhf( ’y/)) ;W/)’

F ()]
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B +po 5 +poe
dy, N dj,
On applique ’équation fonctionnelle dans le préhomogene faiblement sphérique ((Gt)y/-Nk,27
(E2,0),,) ainsi que 1. de la remarque 3.5.4 puisque les algebres de Lie UW(Fy' ®F(2Hy — hy) @

en utilisant ’égalité : (dém. du lemme 1.4.7).

Fy'~1) et U(Fzo © F(2Hy — hy) @ Fz5t) sont isomorphes, 'isomorphisme étant donné par un
élément de G¢.Ni o qui centralise ®1<;<;FH;, ce qui donne :

Z5( Ty, Q0o hp(y)) i7) = al), (7)) Zo (hy ()™ |7 ).

Comme hy( ,y') € CF((E"2,0),,) on a :

! 1% —P2.07P2 AP P2,0"P2
Zo(hp( )| | e ) = /O by, )7 (C@)|Ga(@)” o da

d’ou :
Zoe(F(im) = S mlte, 2gH)als), (') J;
1<i<l
avec :
2 / A/ e
J—/ | Fy_ g (y')[*% C@)(/ hy(z,y )m™ (G(2))|F(z)] % dfc>dy,
O(z0) 0;
et on a

) 11 m)_lwk(m)).

p—k+1

Soit V' = G¢.Ni0.Ni2(ti + 20), V est ouvert dans W] et x +y' € V & ¢ € O(z) et € O;
& x € Ge.Nia.t; (noté O(t;)) et y' € (Gy),-Nio(9'20) avec = = ¢'t; (cf.remarque 4.4.4) et qui
sera notée O(x). Soit g la fonction mesurable sur W}, définie par :

Il
oS
Il
==

T

3

p
S +p0,2

9@ +y') = hy(z,y )7 (G(2))CW @) % lv(z+y),

alors par le 3. du corollaire 4.4.2 et de la remarque 4.4.4 on a :

P20
| oax= [ Gl ([ b CwIE 6y s
i O(t:) O(z)

Comme f € C¥(0), Ty € CF(W},) donc Ty € §(Wy) et est a support compact dans E”2
donc relativement a la variable x, comme Re(m) > 0 I’ intégrale double ci-dessus converge
absolument d’'ou g € LY(W}) et J; = [y, gdX'.

k

On consideére maintenant les préhomogenes faiblement sphériques : (Gy)y. Ny 0, (Eo,+2)z, Ho —
%’“) (z = ¢'.t;). ((Gt)aNk,0, (Eo,—2)z) est muni des invariants relatifs fondamentaux provenant
du préhomogene : (P, g1) donnés par la restriction de Fy, .., F;—k et notés H, ..., H;—k-

Posons 77 = (71, ..., Tp—r—1, [ [} 7] |mdk) et soit :
D(z) = Jou hf 2,y ) O W) Er_ . ()™ dy/

fo F (Bo2)0 (Sf(@+ ) ()7 (H*(y'))dy’ (1 du th.4.3.5)
O(:v)(g:(Eo,z)z(Sf(x—i_ );m”)
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On applique a nouveau l’équation fonctionnelle dans ce préhomogene faiblement sphérique
en tenant compte du 1. de la remarque 3.5.4 (conjugaison par ¢° € G¢Nj o qui centralise
@§:k+1FHi) donc :

ti ”
D(x) = X;a%) (%) 7 (x) avec
_ Po,z/—m Ly i
Zij(x) = Zo,)(S(z+ );m™ [ | % ) et

O(z,t;;) = (Gi)y-Niolg'ti).

Comme le préhomogene (G¢)z.Ny 0, (Eo,—2)x, Ho — h—2’“) est muni des invariants relatifs fonda-
mentaux H, restriction de F ]’»k, j=1,...,p — k, les invariants relatifs fondamentaux associés
Fiip(x +
dans le préhomogene (Gt).Ny 0, (Eo,2)x, Ho — %’“) sont donnés par H;(y) = w
k(T
j=1,...,p—k (cf.§3.3).
Comme f € CX(0), Sy € CX(W}) donc Z; j(x) est donné par l'intégrale :

Zista) = | oo ST w0 G T mEe) 1 )

pour

1<i<p p—k<i<p k+1<j<p—1
Felo)l \"E
Fyle+y)] Y
d’ou
P,2 —P2

5= Y, ) [ Sy (F(u)) |y () |~ [ () " | Fy ()| 5% dA ()
j WP (ti+ti ;)

BL 4+ po,2

puisque N = 2 7 (dém.du lemme 1.4.7) donc :
k

Ji = Y ag)i,)ti,j(W”)ZPt(tithi,j)(f;7T*| [7¥17) (1. corollaire 4.4.3)
{ ag,zti(o)(W”)Zo(f;w*l [=Ntr)  lorsque i€ I(0,0%)

sinon

par le choix du support de f, d’ou le résultat d’abord pour ®(7) > 0 puis en général par
prolongement méromorphe.
2) Dans les 2 cas restants on a p =2 donc k =1 et my =m} = 1.

Lorsque y' € Ej 5, le préhomogene (G, )y, (E20)y) est munit de l'invariant relatif fon-
damental G(z) = F(x + y'~!) donc G*(2') = F*(2' + ¢'); de méme pour = € By, le
préhomogene (G, )z, (Fo2)s) est muni de l'invariant relatif fondamental H(y) = F'(z + y)
donc H*(y') = F*(z~' +v/).

On reprend les calculs précédents, en prenant garde que les mesures données dans les théoreme
4.3.3,4.3.5 et dans le §4.4 sont données pour Fi restreint a (Eap),s et Py restreint a (Ep2),
ce qui apporte a chaque fois une constante lorsqu’on remplace les fonctions Zéta relatives a
(E2p)y et a (Ep2), par leurs valeurs mais ce qui n’est pas le cas pour celles du dual (com-
pensation avec la transformation de Fourier). O
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Remarque 5.1.2 De la méme maniére on détermine ag, o.(7) en prenant x = z9 + 9 €
Wi N O (v € Ei(hi) N g1) puis un ensemble de représentants des orbites de (Gy),, dans
(E”0,-2),,, noté {u;} et pour chaque u; un ensemble de représentants des orbites de (Gy),,
dans (E” —20),,., noté (uij)i<j<r,- On pose Ity o. = {i | 3j tel que u;;+u; € O*} et lorsque
15 o # 0 soit w0~y lunique représentant tel que u; o=y +u; € Wi NO*.

Alors :

o lorsque 15 - = 0 on a a*ao*(w) =0 et sinon

/
1 mdk

e ap o+(m) = Z a;g"fiz(wkﬂ, ...,Wp)ylzl(m,u;l)a;gﬁz(o*)(m,...,ﬂ'k_l,ﬂ',;"k H ;| | )
i€lp ox k+1<j<p

5.2 Le cas complexe

Dans les notations du paragraphe précédent, lorsque F = C les préhomogenes ont tous
une seule orbite non singuliere et v, = 1 donc la proposition 5.1.1 donne :

Corollaire 5.2.1 F=C

7 —_— Tk
a’(ﬂ-) = au(ﬂ-pfk+17 seey ﬂ-p)a’u (7T17 tey ﬂ-p*kfh ﬂ-ﬁk H Wj‘ ‘mk ) )
p—k+1<j<p

avec 3 := $U(s), s étant Ualgébre engendré par zy et 25 ', W := U(s"), § étant Ualgébre engendré

— /o, . . z .z
par z_g et 27% et a¥, o étant les coefficients correspondant pour les fonctions Zétas associées.

Par conséquent on relie classiquement le polynome de Bernstein au coefficient de I’équation
fonctionnelle, résultat déja établi pour quelques cas (cf. [Bo-Ru 2, [Fa-Kd], [CI]....).

Théoréme 5.2.2 1. On suppose que (A, \g) est une F-forme de (E7,c6) ou bien que
(A, \g) est de type (Cy, ) avec t = t, et soit

bgPt 51,82 CH< 52—1—)\2] (251+82+)\1])>

le polynome de Bernstein du préhomogéne (Py, g1), alors il existe une constante D telle
que :

By
=

a(wa.\ ‘817("}(12" ’82) =D

-

<p (wgpi 82 + A2 + 1) ( (Wap5 281 + 82+ A1j + 1))

<
Il
—
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2. Dans tous les autres cas, soit

p <dp—f+l_dp—€

by, (515, 8p) :CH H (Sg+---+8p+>\£,j)>
/=1

j=1

le polynome de Bernstein du préhomogéne (P, g1), alors il existe une constante D telle
que :

dp—r+1—dp—¢

p
a@@JPH”¢%VH%%:DII< 11 ﬂ@h4%50+m+ﬂp+yd+1ﬁ.
=1 j=1

Démonstration: Par récurrence sur p.

Pour p = 1 cela découle du théoreme 2 de J.I.Igusa [@] et pour p > 2 on applique le
corollaire 5.2.1 ainsi que la remarque 3.7.4 et la proposition 3.7.3.

Pour éviter d’utiliser le théoreme 2 de J.I.Igusa, on aurait pu commencer par montrer le
théoreme pour les paraboliques trés spéciaux minimaux en utilisant les résultats des 2 exem-
ples fondamentaux. O

Remarque 5.2.3 A 'aide des résultats des sections suivantes, on vérifie qu’avec les normal-
isations choisies on a :

C=D=1(1)

c’est a dire que dans la notation suivante :

A toute application polynomiale b : CP — C, b(s1, ..., $p) = [[1<j<,(@1,581 + ... + api8p + aj),
les a, ;, étant entiers lorsque » = 1,...,p et j = 1,...,q et les coefficients a; rationnels pour
j = 17 ) q7 R

et tout caracteére continu 7 = (71, ..., 7p) de (F*)P, on associe la quantité :

pp(m) = [T A mpm| %),
1<5<q

p'(m1) = m(=1)p(m) étant le coefficient de Tate (cf.3.6.1) alors on a :

alm) = iy, ().

Démonstration: En effet, a 'exception de 'unique cas (Cy,, ay), k pair, avec le sous-groupe
parabolique Py, (1) sera vérifié dans les sections qui suivent pour tous les préhomogenes
(P, 9+1) lorsque le sous-groupe parabolique standard trés spécial est maximal parmi ceux-ci
donc (1) est vérifié pour tous les sous-groupes paraboliques standards tres spéciaux (puisque
cela correspond & certaines valeurs nulles de s;,, ...) sauf dans le cas (Cy, ay), k pair, avec le
sous-groupe parabolique Py.

Mais dans ce dernier cas 2Hy = H; + Hy, Hy et Hy étant dans la méme orbite de Aut(g)
(cf.3) B de la démonstration de la prop.1.2.4) donc

degré(Fy)

~H1 H1 1~ 1~
B(—,—)=-B(H{,Hy) = =B(Hy,Hy) = —————=~.
(272) 1 (Hy, Hy) 5 (Ho, Ho) 1
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Or les préhomogenes (L, 1) et (U, Y] ) sont des préhomogenes commutatifs de type (D, o)
, degré(Fy) k

et les invariants relatifs fondamentaux sont de degré —————= = — (méme ref. qu’avant)
ainsi les normalisations sont cohérentes avec la descente et les coefficients de la prop.3.7.3
valent 1 (A; = By = 1) donc C = =£1 et par la proposition 5.1.1 et le th.6.2.1 ii) on a
a(m,m) = p/B(T('l,?TQ) avec bg7pt(81,82) = C.B(Sl,SQ).

Il reste a vérifier que C' = 1. Pour ceci on considére la méme situation sur R c’est a dire le
préhomogene ((gr)o, (gr)+1) pour lequel on a encore a(my,m2) = plz(m,m2), le coefficient p’
étant cette fois-ci le coefficient de Tate réel, mais alors par le 2) du lemme 3.7.1 on a :

(el I*H 1 1%) (—2v~1Im)*

b(s1,s2) = (—2v/—1n)k @l o] =0 = v —Tn)F B(s1,s2) = B(s1, $2).

0

La détermination des orbites pouvant s’avérer difficile notamment dans la proposition
5.1.1 (cf.par exemple §8.2.3 et 8.2.4) et au vu des résultats du corollaire 3.6.3 et du théoreme
3.6.5, on termine ce paragraphe par une situation particulierement simple.

5.3 Un cas particulier

Dans ce paragraphe, on suppose que (A, \g) n’est pas une F-forme de (E7, ag) et que t # t
lorsque (A, \g) est de type (Cy, ax) c’est a dire qu’on suppose que my = 1.

On note par H un sous-groupe particulier de F* contenant F*? :
o soit H := F*2,
e soit H contient chaque x;(Gy) pour i = 1,...,p,
Pour u = (uy, ..., up) € (F*/H)” on définit les ouverts (éventuellement vides) :

Oy={zeg | Fix)H=vu , Fr(x)H =wug ,..., Fp(x)H = uy...up },
(noté également Oy, ... u,)

Oy ={zxecg | Ffla)H=u,, F5(o)H=up_1up ,..., F} (2 )H = up...u; }

p
(noté également O 7...7%)-

On a:
re0, e xeOr

Chaque O, (resp.O;) est invariant par (Ni<;<pKerx;)N.

On définit également les fonctions Zétas associées, pour f € S(g1) (resp.h € S(g_1)) :

Zu(f;w) = Z(flo,;w) (resp.Z,(h;w) = Z*(hlos;w) ) -
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Soit € Wy et © = x9+ ¢ sa décomposition relativement & ad(hy ), on suppose que v (z2, o)
(qui ne dépend que de la Gp, —orbite de x) est indépendant du choix de x € Oy, .. 4, €t on

P
pose : Jg(ur, ug, ..., up) = Jx(u) = (2, o).

Proposition 5.3.1 Soit w € (F*/H)".

Lorsque W N O} # 0, soit z = zp + z_o € W N O, on note s Ualgébre engendrée par zy et

25", 8 celle engendrée par z_g et 275, $h:=$U(s) et U := $U(s).

On suppose que :

1. Pour tout @' € Q((F*)*) et V(u,v) € (F*/H)k X (IF‘*/H)/Lc il existe une constante
bgﬂc“"”’w") (7') telle que dans le préhomogéne faiblement sphérique : ((Gt)zo N2, Ut1)
on a les équations fonctionnelles suivantes pour tout 7 € Q((F*)*) et Vv € (F*/H)k :

* / (W 150y Wp) 1 1% —172’2—172%
ZyF(fpa)y = Y, bl (W) Zu( i7" |5 70) v € 8(sh),
ue (F* /H)k
avec bq(fﬁf“"“’w”) =0 si l'un des deux ouverts est vide.
(u est associé aux valeurs des invariants relatifs fondamentaux Fi, ..., F},)
2. Pour tout 17 € Q((F*)P=F) et ¥(u',0') € (F*/H)pik X (F*/H)pik il existe une constante

(w1, swi)

C
v u/

() telle que dans le préhomogéne faiblement sphérique : ((Gt)s N0, Wiq)

on a les équations fonctionnelles suivantes pour tout 7 € Q((F*)P~F) et Vo' € (F*/H)pik :

_ P0,2—P2

P2y
Zi(F gy = Y. @) Ze (gt | R ) g e s)
p—k
we (F*/H)
avec cq(;,l};’,""w’“) =0 s2 l'un des deux ouverts est vide.

(V' est associé aux valeurs des invariants relatifs fondamentauz Fy, ..., ) )
alors pour m € Q((F*)P) et V(F*/H) € DP et Vh € 8(g1) on a :
ZyF(h)im) = > dya(m) Zu(hiwt| [TN?) avec
ue (F+/m)"

(vk+17---77}p) k)(ﬂ_/) C(U17---7uk) )(71'”)

d”?“(ﬂ.) - Vk(ul’ w0 Why U415 -5 vp)b(vl7~~~7vk)7(u1,---,u (kg1 5ee5Vp)s (Upg 15005 Up

lorsque uw = (uy, ..., up) et v = (v1,...,Vp),
avec ' = (Tp—ky1, -y Tp) € 77 = (M1, ey Tpk—1, [ p<jcp i | ™)
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Démonstration: 1) On reprend brievement la démonstration de la proposition 5.1 mais
relativement aux ouverts O, et Oj.

Prenons u,v € (F*/H)" tels que O, et O} soient non vide, f € €¥(0,) et Re(r) > 0.

7= (up,y . up) et v = (Vgg1, s p), ¥ = (V1,..., k), O0 & :

Posons v’ = (w11, ..., up), u
Zy(F(f);m) = /E ; CW)E_ W) Z3 (F sy, (' Dhp (L) s7)dy
0,—2N07,

par 'hypothese faite sur v on a :

F B, (W ¥ Dhy(y)) = > B (w, v )F (y.),, Lo g (,3) )

we (F*/H)k

donc on a également :

Zi (F o), ko D) sn) = Y0 Aw, )25 (Fmy), (Lo, by (L) 5)

we(F*/H)k

et par I’hypothese 1 :

* —1 / / ~ / / . I vz 27172 1
ZiF o), Ok Gy DR Gy i) = D Aw(w, o )by (1) Zu (R (o)™ [ )
we (F*/H)k
donc :
Zy(Ffm) = Z %(w,v')bq(}},,)w(ﬂl)lw avec

P2,07P2 4

P1 _
o= [ CODIE )P Zuthy i [ )y
E()’,gﬁoz,

_P20
- / Zy(F (B ). (Sp(a+ ) 7). Fr(z)] % «"™(G(2))dx
E2,0N0w

_Po27P24 P20

=Y e[ zuer sl E T R@] S 5 (G
E2,0NOw

)

w’E(]F*/]HI)p_k
en utilisant ’hypothese 2. d’oti :

L= 30 ) (fiml [TN) = e (5 Zu(fim] [N
w’e(F*/H)pik

par choix du support de f, donc :

() () Zu (] V).

U

Z:(Ffim) = A, o )b

)
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Ainsi Vf € C°(0,) et Re(w) > 0, 0n a :
Z3(fim) = dou(m) Zu(fi 27| |TN17)

et dyy = 0 lorsque O, ou O} sont vides (puisque O, =0 < O, = 0 ou Oy = 0 et idem
pour O}).

2) Lorsque H contient chaque x;(P;) pour ¢ = 1,...,p, les ouverts non vides O, (resp. O)
sont réunion de P—orbites dans g} (resp. g”;) donc pour Re(r) > 0 et O C O, on a :
dou(m) = (o~ | O*cO;}aO*,O(W)a par prolongement méromorphe, cette égalité est vraie
pour tout caractere m donc Z{O* | 0*cozx} @0*,0 () est indépendante de I'orbite O C O, d’ou
le résultat.

3) Lorsque H = F*2, pour v € (F*/F*2)", h € §(g_1) et Re(r) >0 on a:

7 (h: ) = W 3 < 11 (al-,vp...vpiﬂ)) 24 (1 1.y s s G)))

» ;
(al,...,ap)E(F*/]F*Q) 1<i<p

Par prolongement méromorphe, cette égalité est vraie pour tout caractere m donc, en appli-
quant I’équation fonctionnelle abstraite a Z*(F(f); 7.(Qq,, ..., @a,)), on montre qu'il existe une
fonction méromorphe en 7 dépendant de 'orbite O, de u et de v, notée ap (u,v), telle que

Vf€eS(g):
Z,(F(f);m)) = > a0 (u,0) Z(flono,;m*.| 7M7),
{ue(F*/F*2)p  orbites O | ONO,#0}

Or, pour f € CF(ONO,) et Re(m) >0, 0on a:

a0 7 (U, v) = dy ()

donc par prolongement méromorphe, cette égalité est vraie pour tout caractéere m donc
ao r(u,v) est indépendant de 'orbite O rencontrant O,, d’ott le résultat. [l

Remarque 5.3.2 1. Lorsque Oy est inclus dans une seule orbite de Py dans g”1, pour u
et v dans DP, on dit que u ~ v < O, et O, sont dans la méme orbite de Py (ce qui est
équivalent a OF et OF sont dans la méme orbite de Py) alors Vf € 8(g1), m € Q((F*)?)
et pour toute orbite O*de Py dans g” _1, on a :

ZH(F(f);m) = > Ao+ o(m)Zo(f;7*| |TN'?)  avec
{0|o orbites de P, dans g’1}

Ao+ o(m) = >
{we (F*/H)p,wNU}

~ (Whg15e-Wp) N (UL ug) 9
ULy eeey Uk, W e, Wy )b mT)c T
’Yk( L » Uk k415 ? p) (UJl,...,'UJk),(Ul,...,Uk)( ) (wk+l7"'7w17)7(uk+17"'7u17) )

u=(u1,....,up), v=(v1,...,0p) choisis tels que O,, C O et O} C O* (mais quelconques).
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2. Lorsque H = F*, on normalise les invariants F1, ..., I, de telle maniére qu’ils représentent
tous 1 alors Vf € 8(g1) on a :

ZNF(f);m) = A(m)Z(f;7*| [TNP)  avec

- 1,1 1,1 ”
A(m) = (1, ..., 1)551,...,13,(1,...,1)(”')CEL...J;,(L...J)(” ) -

Terminons par les 2 exemples réels suivants pour lesquels I'invariant relatif fondamental F
est de degré 4 donc B(Hy, Hy) = —2 :

e (Fg,az) de type III réel c’est a dire que g est une algebre de Lie de rang 2 et de
diagramme de Satake de type EIII, (go,91) est de type (Eg,2), donc (go,g1) est de type
(BCQ, )\1) .

O——0—0—0—O

©
(A1 est la restriction de ag et Ao de ay et également de ag)
e (E7,aq) de type EVII réel c’est a dire que g est une algebre de Lie de rang 3 et de

diagramme de Satake de type EVII, (gg,g1) est de type (E7,aq), donc (go,g1) est de type
(Cs, A1) -

(A1 est la restriction de aq, Ay de as et A3 de ag)

Dans les 2 cas le sous-groupe parabolique standard tres spécial est donné par P = P(Hy, Hs)
avec Hy = hy, et Hy = 2Hy — Hy = hy; Hy et Ha sont dans la méme orbite de G.

Indiquons également les différents sous-espaces qui interviennent ainsi que leurs dimensions :
g2 = Foo = g est de dimension 1, X étant la plus grande racine; Ei1 = gM 2 est de
dimension 4d, g™ de dimension d + 2 d’ot1 g; est de dimension 8 + 6d.

Type réel EIIT EVII
Jz A1+ 2X AL+ 2X 2+ A3
X 2()\1 + )\2) 2()\1 + )\2) + A3
d 2 4
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La restriction de l'invariant relatif fondamental Fy (resp. Py) & Y(RH3); = g™ (resp. &
U(RHy); = g* est donc une forme quadratique anisotrope (chaque U(RH;), ¢ = 1,2, est de
rang 1).

14+d 1+d
Proposition 5.3.3 1. bi(s1,2) = sa(s2 + %) , ba(s1,82) = sa(s2 + %)(sl + 59 +
2d + 1 3d+ 2
(st s+ 2,
2. P a une seule orbite dans g”1.
3. Soient (s1,52) € (62, f € 8(g1) alors :
3

Z*(Ff;(s1,82)) = Cqa(s1, s2) sin(msa) cos(m(sy + $2)) Z(f; (s1,—51 — S2 — §d —2) avec

d
Ca(s1, 89) = 4(2m) 7251745273470 (55 4 1)D(s9 + %)

2d + 3
I(s1 + s2+

3
T(s1+ s2+ 5d +2).

Démonstration: 1) Die & la normalisation de B.

2) Soit z et 2’ 2 éléments de Wy, décomposons = = x9 + x¢ et 2’ = 2}, + z{, avec z; et
z, € E;i(Hy) N g1, alors 2 et x4 sont dans la méme orbite de Int(U(RH;)g) car algebre
U(RH;) est de rang 1 et le préhomogene (U(RH1 ), U(RH7)1) est commutatif (cf.par exemple
démonstration de 6.1.7) donc on peut supposer que x5 = z, ensuite on procede de méme avec
g et xy dans le préhomogene commutatif ((£hy,)o, (Ley)1) avec Uy, = U(Rzy @ RHy @ Ra; ).

3) On applique le 4) du théoréme 3.6.5 ainsi que la proposition 5.3.1 avec H = R*.
Soit x € Wy, x = x9+x¢ avec z; € E;(H1)Ng; alors on a vu que —x2+x¢ et T2 +x0 sont dans
la méme orbite de Gyy,, donc la forme quadratique définie sur E_; 1 par B(ad( )?(x2),z0)
est de type (2d,2d) d’ou v (x2,x¢) = 1. O
Remarques : 1) Cette proposition est bien connue lorsque s; = 0 ([Muro 7).

2) La situation n’est plus aussi simple pour les autres formes qui seront traitées dans la
section 8.2 (prop.8.2.6, cf.également prop. 8.2.11).
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6 Le cas commutatif

Dans cette section, on traite les équations fonctionnelles des préhomogenes de type com-
mutatifs, bien que ces résultats soient connus en grande partie, comme cela a été rappelé dans
I'introduction, afin de les exprimer dans nos notations et normalisations pour une utilisation
ultérieure (cf. §8.3 qui traite du cas exceptionnel (E7, as) et remarque 5.2.3).

Notation : ¢ étant une forme quadratique non dégénérée, on note simplement y(¢) la con-
stante (7 o ¢) (cf.§3.6.2).

6.1 Structure
6.1.1 Rappels

On considere le sous-groupe parabolique tres spécial standard défini dans le lemme 2.3.2,
Py = P(hxy,--s ha,)s {Ans -y A1} étant 'ensemble maximal canonique de racines orthogonales
de Ay (lordre est inversé).

On rappelle que le systéme de racines obtenu a partir des restrictions non nulles de A a
to = Pi<i<nFhy, est de type Cy, qu’il existe une algebre déployée, notée g, admettant tg
comme sous-algebre de Cartan (prop.2.2.1 [Mu J]) et que :

d,B 2d1 B

B = " 2B(Ho, Hy) (= " B(hy, hAi))’

(dy, = ndy lemme 6.1.4) ainsi pour toute racine longue o de A on a B(Xa, X_o) =di.

Pour i # j, soit By, = {z € g | [hxn,®] = uz , [hy;, 7] = vr , [hy,2] = 0 pour

uUN; + v\

1 <k#1i,j7 <n} le sous espace associé¢ a la racine L de R (u,v = +1).

Proposition 6.1.1 1. Pourl <k #r <mn, Eff # {0} et il existe un élément de Aute(go),
gk, dont la restriction a @1§i§ng)\i soit une involution qui se réduise a l’identité sur
Dr<izhr<nd et gpr(g™) = g™

2. 1l existe un systéme de Chevalley , (X, hy, X_)uer, de (8, ) tel que toutes les formes
1
2

fo
B(ad(A)*(Xy,),X_»,) sont

quadratiques fx,—x, définies sur EiLl par fa-x; (A) =
2 2
équivalentes et représentent d;.

3. Dans le cas réel, on peut supposer de plus que ©(Xy,) = X_y,,i=1,...,n, © étant une
involution de Cartan telle que ©/a = —id.

4. Pour toute orbite non réduite a {0} de G dans g1, il existe j € {1,...,n} telle que cette
orbite rencontre ®1<;<;(g — {0}).

Démonstration: 1)-2) C’est la démonstration de la prop.4.1.1 [Mu _J]) qui convient également
lorsque dim(g*) > 1 pour i = 1,...,n (cf.également la démonstration du 1) du lemme 6.1.7).
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3) Lorsque F =R on a [O(X},), X),] = cihy, avec ¢; = B(O(X),), X),) > 0 donc

1 1
(—X)\w h)\iv @(—XM))
v v
est encore un slo-triplet d’ou le résultat (cf.lemme 1.1.7 de [B ).
4) est une conséquence de la prop.5.2.2 de [Mu g et du 1) de cette proposition. O

On normalise les invariants relatifs fondamentaux par :

i=1,..,n : F Z X);) =1 donc F/( Z X y,)=1lpouri=1,..,n.

1<j<n 1<j<n
— 172 p— 1 M Zvj
On note F := E_Ll,f = f)\lg)Q, d est la dimension commune des sous-espaces E}7 4, et

0= (—1)[%].discriminant de f.

On rappelle que :

g = §1DgDm

go1 = Di<icnd N Drcici<n B4
g1 = Bi<i<nd™ B1<i<j<n Eﬂ

90 = E(0) ®1<icj<n (Eijn ® Eijfl)
E(0) = nNi<i<nEo(hy,) -

En raison des relations de commutation :
Wi, = @1<icn (8% —{0})  (resp. Wy = @1<icn (87 — {0}) )
et /Wy, = [li<i<,, Gi (vesp. I /W = [[1<;<,, G7), Gi étant 'invariant relatif fondamental

du préhomogene (Eg(hy,) Ngo, g) normalisé par G;(X),) = 1 donc G}, invariant relatif fon-

7

damental du préhomogene dual, vérifie G} (X_y,) =1 (G1 = F} et Ff = G}).

Définition 6.1.2 Le préhomogéne (go,g1) est dit presque déployé si les sous-espaces radiciels
g, r=1,...,n sont de dimension 1.

Aa—\g . .. NS ) . . . A=A
Lorsque #2571 € A, fo est la restriction de f a g 2 et e est la dimension de g~ 2, on

)
rappelle que :

Lemme 6.1.3 1. f représente dy.
2. g est de rang n < f est anisotrope.
3. Lorsque (go,g1) est presque déployé :
i) f~ fo® f1, fo est anisotrope et fi est hyperbolique.
ii) Lorsque n > 2, Fy ~ — f® la forme hyperbolique & deux variables.

i11) Lorsque e = 0 ou bien e = d, f et af, a € F*, sont équivalentes < a est un élément
de f(E)* a ’exception du cas d = 3 lorsque F est un corps p—adique.

w) f(E)" C Mi<i<n—1Xxi(Fo)-
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Démonstration: 1. résulte du 2. de la prop.6.1.1.
2. résulte de la démonstration du 2) du lemme 4.1.3 de [Mu J].
3.i) Ce résultat, bien connu dans le cas réel (lemme 2-22 p.49, [Bo-Ru 7)), résulte d’un simple
calcul puisque pour p € A_j 1 = {p € A |n(p, A2) = —n(p, A1) =1} onapy’ = —(u+A1—X2) €
A—l,l or :

SH()‘l)(hh) = (>‘1 - n(Al’N):u)(hh) = _n(>‘1nu’) <2

et Dégalité : n(A1, 1) = —2 = s,(\1) = A2 donc p = 22521 est une racine courte, ainsi :

A 11= {//JZ’M;:_(:U’Z_F)‘I_)Q)’ZZLall}SIeZO
o {AQEAI,,U’Z' HUJ; = _(//JZ +)‘1 - )‘2)’i = 15---711} sie> 0’

les racines {p; ,pl,i = 1,...,11} ayant méme longueur que \;.
A=A

Par dualité de la forme de Killing, on a pour Ag € g~ 2 et z;,y; €F,i=1,...,1 :

A I
f(Z(xlXMz + le,u;) + Ao) = f(Ao) + inyiB([vaX)\l]a ([XugvX*AQ])a
i=1 1=1

A=A A1=Xg
Tout A € g7z — {0} se complete en 1 sly-triplet (A, hy, — hy,,B),B € g~ 2 — {0},
donc ad(A)? est une bijection de g sur g*? qui sont de dimension 1 d’ott 3z € F* tel que
ad(A)?(Xy,) = X, et f(A) =% #0.
3.11) Soit z = a1 X\, +as Xy, +y,y € Ell,’ll, ag # 0, alors par le calcul habituel (cf.démonstration
du lemme 1.1.1) :

B(ad(y)2(X*)\1 ) X*AQ)

z = exp(ad(A))(a1 Xy, +bX),) avec b = az — 2 B X o)
2 A2

donc avec les normalisations choisies :

Fy(x) = a1b = araz — f(0x, (1)(v)).

3)iii) Comme f ~ f; ou bien f ~ fy, 3.iii) est évident dans le cas réel puisque fy est définie
positive et dans le cas p—adique car alors d < 4 et f représente 1.

3. iv) résulte de la démonstration du 1) du lemme 4.1.3 de [Mu_J]. O
- di —dn
Lemme 6.1.4 Soit d = QM alors :
(dy — 1)dy,
- di d
d=(d)%d, N = “"d(gl) = S(ndi = 1) +1 et di = kdy pour k=1,...n.

Démonstration: 1) Comme tous les sous-espaces g, j = 1, ...,n, sont conjugués et qu’ils
commutent, la relation sur les degrés des invariants s’établit par récurrence sur n (cf.lemme

1.4.7).

2) Lorsque (go,91) est quasi-déployé, Fj est de degré k pour k = 1,...,n (prop.3.2 de
[Mu 3]) donc d; =1 et d = d.
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3) Lorsque dim(g) > 1, sur une extension algébrique convenable de dimension finie de
F, notée E, g := g ®r E est déployée, on a alors les égalités suivantes :

d, = nd;
dim(gh) = d1+7(d1—21)d13
dim(gy) = dn+wa
dim(gy) = ndim(gh)%—@d d’otu le résultat. O

Pour des raisons de normalisations, on redonne le résultat suivant déja connu ([[Fa-Kd],[[Bo-Ru J)) :

Lemme 6.1.5 F =R : le polynéme de Bernstein associé a (Py,g1) est donné par :

(81,...5n) € C™ = b(s1,...5,) = 1:[ 1:[ Z d(] +dik) ).

n—k<i<n

Démonstration: On applique la proposition 3.7.3 en notant que par le choix de la nor-
malisation de B on a :

k=1,...n B(> hy, Y hy)=-2d,

1<i<k 1<i<k

et on a d; = 1 ou 2 donc pour (sq,...8,) € C" on a :

—dy\n d, .
b(s1,...5n) = (C7) | ( Z sit 5 +dik) )
avec :
o lorsque dy = 1, C = B(X),,X_),) = 1

e lorsque d; =2, C = B(hg1 , hgl) = —1 (remarque 3.6.6). O

Remarque 6.1.6 Rappelons la terminologie utilisée dans [Bo-Ru 3]), on dit que :

e (go,91) est de type I lorsqu’il est presque déployé et f est anisotrope < rang(g) = d,.
On a donc e=d et d <4 dans le cas p—adique.

e (go,91) est de type II lorsqu’il est presque déployé et f est isotrope < rang(g) > d,.

On a donc y(f) =v(fo), e < d et g est déployée < e <1 (démonstration du lemme 6.1.3).

e =0 lorsque n > 3 (cf. tableau 1).

e (go,01) est de type III lorsqu’il n'est pas presque déployé < rang(g) < d

Pour u € (F*/F*2)", O, et O}; ont été définis dans le §3.5.
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6.1.2 Le type III

Par les tables de [W4d] et [Vd] (cf. également le tableau 1 et les tables de [B A p.222-
224), les cas possibles, en dehors du cas ou g est de rang 1, sont :

1) (QQO) = (Aan—laanm) et (A7)\0) = (AZn—laan) avec m > 2
11) (A,Oé(]) == (CQn,OéQn) et (A,)\(]) == (C’n,an).

Les démonstrations sont faites cas par cas ainsi dans le cas ii) lorsque [ est un corps B-
adique, on supposera la caractéristique résiduelle différente de 2, pour des raisons techniques.

Lemme 6.1.7 Soit zq € g, on suppose que Uapplication de E dans g*? définie par ad(A)?(xq)
est surjective alors :

1. Les orbites de G et de Ker(xy) dans g1 — g} sont les mémes et ont pour représentants :
0,2 1<j<i Xt =1,.,n—1.

2. Dans le préhomogeéne (U(Fhy, )o, UW(Fhy, )1), (Auto(U(Fhy, ))n,_, an orbites de représentants :
07213‘9‘ Xy,i=1,.,n—1et P@lgjgn—thAj a une seule orbite dans U(Fhy )1”.

Démonstration: 1) Tout élément A € Eﬁ’lr | pour lequel il existe x € g+ tel que ad(A)?(x) #

0 se complete en un slp-triplet (A4, hy, — hy,, B) avec B € Ei’il(cf. démonstration du lemme
2.2.2 de [Mu J]) par conséquent I’automorphisme élémentaire :

ga = expad(B)expad(A)expad(B).gi,» € Gy,

se réduit a l'identité sur @1<j<p j2p 0, sur g* (resp. g**) & $ad(A)? o gy, (vesp. 3ad(B)? o
gk,r)-

2) Soit x € g1 — g, on peut supposer que T = >, Tj, T; € g — {0} (4 prop.6.1.1).
Soit i € {1,...,5}, par 1) il existe 4; € Ei’il et une involution g4, € Gy, N G¢ réduite a

Videntité sur @1<p<n—1k20" telle que ga,(z) = > 1<k<jkzi Tk + X\, puisque I'application
est surjective d’ou 1. et 2. puisque la restriction des g4, a U(Fhy, ) est dans Auto(U(Fhy,,)).0

Proposition 6.1.8 1. Dans le cas réel ou bien dans le cas P-adique lorsque (A, ap) =
(A2nm—1, Qnm) et (A, Ng) = (A2n—1, ) avec m > 2, Py a une seule orbite dans g1 et
G a n+ 1 orbites dans g1 de représentants : O’Zlgjgi Xyt =1,..,n. Les orbiles de
Ker(xn) dans g1 — g} sont les mémes que celles de G.

2. Lorsque F est un corps B-adique et que (A, ag) = (Con, azy) et (A, Ng) = (Cn,an), G a
trois orbites dans g} lorsque n =1 et pour n > 2 il y a quatre orbites en bijection avec
F*/F*2.

Les orbites de Py dans g”1 (resp.g” —1) sont données par O, (resp.O}) avec u décrivant
(Fi(gh — {0})/F*2)".
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Démonstration: 1) Lorsque g est de rang 1, on montre que Ker(x1) agit transitivement
sur {z € g1|F1(z) = u}, u € F* étant représenté par Fj.

a) Lorsque Fj est une forme quadratique (donc anisotrope), on sait que SO(P) agit
transitivement sur {z € g1/P(z) = t}. Soit U le sous-groupe algébrique connexe de Aut(g),
d’algebre de Lie g), = [go, go], alors U C (Kerx1)®.

On considere I'application de restriction, notée f, de U dans O(P), qui a g de U associe la
restriction de g & g1. f étant continue , f(U) est un sous-groupe connexe de O(P) donc un
sous-groupe de SO(P) , comme le noyau de f est réduit a 'identité , on a :

dim £(U) = dim £(f(U)) = dim g,
11 suffit donc de vérifier que

(1) dim gy = dim (£(SO(P)))
pour avoir f(U) = SO(P), ainsi tout élément de SO(P) se prolonge en un élément de Auto(g)
normalisant g; , donc par dualité , il normalise également g_1, et par engendrement également
g. Ainsi tout élément de SO(P) se prolonge en un élément de Ker(x1).
Notons que lorsque F = R, U est un groupe compact donc f(U) également ainsi f(U) est
un sous-groupe analytique compact de SO(P), donc f(U) est un sous-groupe algébrique de
SO(P) ayant la méme algebre de Lie donc f(U) = SO(P).

Or
_ dim(g,)(dim(g;) — 1)
2

La vérification de (1) est immédiate & 1’aide des tables de [Wa], [Vd] et du tableau 1, en effet les
diagrammes de Satake correspondants aux cas absolument irréductibles, commutatifs, de F-
rang un, tres réguliers, ayant un invariant relatif fondamental de degré deux, sont les suivants :

dim (£(SO(P)))

e (o—e dim 96 =6 , dim g1 = 4,
0@ - - o> dim (gy) = (n —1)(2n —1) , dim(g1) = 2n — 1,
©_._. ...... *—o—0—0 dlm (g/o) - (n - 1)(2n - 3) , dlm(gl) - 2(7”L - 1)7
l
@ > dim (g) =dim (g1) = 3.

b) Lorsque F} n’est pas une forme quadratique , g est isomorphe & slp(D), D étant
une algebre a division et F est un corps p-adique.

Donnons une breve description de (go, g1) lorsque g s’identifie & sla, (D). Ce cas est le méme

que slo, (F). On a
I, O
H — n n
=(o %)
0, Op

On An
g1 = {( 0. 0, > avec A, € Mpyn(D)} g1 = {( B

3
o
3
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U(F(2Ho — hy,_;,,) est I'ensemble des matrices ayant tous ses éléments nuls sauf ceux dont
les indices des lignes et des colonnes appartiennent & l’ensemble {n —i + 1,n + i}. F est
I’ensemble des matrices ayant tous ses éléments nuls sauf celui situé sur la n — 1 ligne et n
colonne ou bien celui situé sur la n + 1 ligne et n 4+ 2 colonne.

Dans le cas n = 1, g1 s’identifie a D, 'invariant est alors donné par la norme de D, notée N,
G s'identifie & D* x D* opérant par * — axb~'. U contient {x € D / N(x) = 1} qui opere
transitivement sur l'ensemble {x € D / N(x) = t},t € F*. Notons qu'ici G a deux orbites
dans g;. 0 du rang 1.

2) Evident dans le cas réel puisque x;(Gy,) = R*" et Fj(z) > 0 pour i = 1,...,n, de
plus Gy, (resp. Ker(x,)) opere transitivement sur 6919-99)‘1' — 0 (resp. lorsquej < n) par 1)
et toute G— orbite non réduite a {0} rencontre ®1<;<;g — 0.

3) Pour le cas sla, (D), D étant une algebre a division.

Vérifions que I'hypothese du lemme 6.1.6 est vérifiée et pour ceci on peut supposer n = 2.

On a:

(«0)
a 0 0
E={A= a,b € D}
0 0 0
b 0
0 0 x 0 0
et pour & = 0 0 on a ad(A)*(%) = 2azb 0 ainsi cette applica-
0 0 0 0

tion est surjective sur g*? lorsque z est non nul. On peut appliquer au préhomogene (g0, 91)
le 1) du lemme 6.1.6.

Comme on peut toujours plonger slo, (D) dans sla,2(D) de la maniére suivante :

0 ... 0
A— A= A .
0 ... 0

On peut appliquer au préhomogene (go, g1) le 2) du lemme 6.1.6.
Notons que dans le cas p-adique, x;(G) = F* pour i = 1, ..., n car la norme est surjective sur F.

4) Le cas (Coy, ag,) non déployé
La démonstration se trouve dans le §6.1.3.

6.1.3 Le cas (Cap,a2n) de type III

Le cas traité correspond au diagramme de Satake suivant : oo @ ...... o<
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Lorsque F est un corps local non archimédien, on suppose la caractéristique résiduelle
différente de 2.

e La description du cas (C}, «;) déployé

A B
C D
ces carrées d’ordre [ telles que D = —*A, B et C sont symétriques.(cf.N.Jacobson,Lie Alge-
bras,Interscience,1962)

g s’identifie a ’ensemble des matrices de la forme : < > ou A, B,C, D sont des matri-

La forme de Killing est donnée par la relation suivante :B(U, V') = (21 + 2)trace(U.V)
I, O
0, —1I,
les coefficients sont nuls et I; la matrice carrée d’ordre [ dont tous les coefficients sont nuls
sauf ceux situés sur la premiere diagonale qui sont égaux a 1

Un calcul facile donne :

2Hy est alors donné par : 2Hy = < ) , O; étant la matrice carrée d’ordre [ dont tous

_ 0, U Lt _ 0, 0O _t
Eh—{(ol 01) U="U¢€c M} 91—{<Ul 01) U="U €M}

On identifie ainsi g; et g_1 a 'espace des matrices symétriques ayant [ lignes.
L’action de Aut(g)pm, = Auto(9)m, ([Bou 2, chapitre 8, n°3, corollaire 2) (resp.G,) s’identifie
a l'action de I’ensemble des matrices :

A
{9 = < 0 Mt?ql—l > avec p € F* A inversible} (resp: p=1et det(A)=1)
l
agissant par la conjugaison usuelle , ce qui donne avec les notations ci-dessus :
g(U) = p~tAU (' A)
on a ainsi, modulo l'action du centre, 'action usuelle de GI;(FF) sur les matrices symétriques.

a peut étre choisi comme l’ensemble des matrices diagonales de g, et Py correspond aux
éléments ¢ pour lesquels la matrice A est triangulaire supérieure.

Pour X € 9M;;, X; désigne la matrice tronquée a ¢, lignes et ¢ colonnes obtenues en conservant
les lignes et les colonnes comprises entre [ — i+ 1 et .

Les invariants relatifs fondamentaux (non normalisés) et les caractéres associés sont alors
donnés par :

Fi(U) =det(U)  x(g9) = p~ ' (det(A:))*.

e La description du cas (Cy,, az,) de type III
Soit E 'extension galoisienne sur laquelle g se déploie , on a E = F(/€), € étant une unité qui

n’est pas un carré ([Vd]).
On note par T la conjugaison de = dans E et (.,.) le symbole de Hilbert défini sur F* x F*.
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Si on identifie g ®r E a l'espace des matrices donné précédemment, g s’identifie alors a

{XecgerE /TXT ' =X} avec

Iy 0 0
_(J O 1o Iz 0 (0 -
T_<01 tJ) = ’ Iﬁ_<1 0> avec  (B,€) = —1.
0 .0 I

On peut remarquer que J2 = 3Id.

En particulier g; (resp.g_;) s’identifie & l'espace des matrices symétriques de Moy, 2n (E)
vérifiant la relation

JU=U"J) (vesp. (YU =UJ)

On note avec un E en indice, tous les groupes précédents provenants de g Qr E.

Comme gy engendrent g, on a

Ge N Aut(g) = {g € Gk /g(g1) C g1}

et son action s’identifie a ’action des matrices

{g= < 64 Mt?ﬁlll > avec p€F*, JA=+AJ A inversible}
!

agissant sur g (resp.g_1) apres identification matricielle par :
g(U) =AU (*A)  (resp. g(U) = ' AT'UAT).

Notons que

~——

Gon(E) ={A € Gou(E) JA=4+AJ} =G UVeG) avec Gy ={AcGo(E) JA= AJ}.

Donnons la description de chaque hy,, 1 < i < n, ils sont représentés par les matrices

—i4+17

h)\n—i+l = (hl(cz,)l)

avec '
hg’)l:o si k#1 ou si k=1¢{2i—1,2i,2(n+14)—1,2(n +1)}

(4) _p@ 1 _ @ _ (@
hyi19i-1 = haj0i = 1= _h2(n+i)7172(n+i)71 - _h2(n+i),2(n+i)'

La sous-algebre U(F(2Hg — hy,_,,,) correspond aux matrices U de g dont tous les éléments
ug, sont nuls , sauf ceux tels que k et [ appartiennent a l'ensemble {2¢ — 1,2i,2(n + i) —
1,2(n+1)}. Les sous-espaces g*—+1 ( resp.g~*»—+1) correspondants sont les matrices U® de
g1 dont tous les éléments uy; sont nuls , sauf ceux tels que k et | appartiennent a I'ensemble
{2i — 1,2i} (resp. {2(n +14) — 1,2(n +4)}). En particulier, ’écriture sous forme de matrices
(2,2) donne

pour g ]D):{Xa,b:<ﬂba Z) avec a€E bel}
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7)\1 . /I _ a b
pour g : ]D—{Y(Lb—(b B5> avec ac€E bel}

On a:
det(X,p) = aaff — v = (2? — ey?)B — b a=x+ ey, z,ycF

ce qui donne lorsque F =R (e = 8= —1) : det(X,p) = — (22 + y* + b?).

La normalisation des invariants relatifs fondamentaux dépend du choix du sls-triplet de base :
(X, s hay, X_», ). Dans cet exemple on convient de prendre :

Xy, correspond a Xg1 alors X_), correspond a Yp _1
ainsi a l'identification matricielle pres :
Fuw@o—hy, ) (Xap) = —det(Xap) et Fiymam,n,,)) (Yap) = —det(Yap)

c’est a dire que I'un des coefficients de la forme quadratique anisotrope a 3 variables et réduite

sous forme de carrés, est un carré alors € = —discriminant(F}).
Ay 0 0
. - 0 Ay O
Gy, correspond aux matrices dont les éléments A sont de la forme : A =
0 0 A,
Al * %
. 1, 0 A2 *
(resp. Py correspond aux matrices dont les éléments A sont de la forme : A =
0 0 A,

les matrices A;,i = 1,...,n, ayant 2 lignes et 2 colonnes.

Tout élément de ég NGy s’étend en un élément de G, NG centralisant ®1§j§n7]¢ig)‘f puisque
toute matrice inversible a 2 lignes et 2 colonnes vérifiant I’égalité I3A = Alg s’étend en un
élément A par :

Ir, 0 ... .. O
A A= 0 A 0
I

Description complete du cas (Cy, ay) :

Ay Az By B3
. Ay As th By
g=1{ C; Cy —tA; —tA, )
ICy Cy —tAg3 —tA,

A, B;,C;, B,C € Myo(E) avec:

B, By, (1, Cy symétriques et :
1<:<4: IﬁZi =Alg, 1<5<3: IBEJ' = Bj(tfﬁ) et (tfﬁ)aj = Cjls }
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g™ ( resp.g~™) correspond au sous-ensemble précédent dont tous les éléments sont nuls sauf
peut-étre By (resp. C2). h(F(hy) (resp. U(F(h2) ) correspond au sous-ensemble précédent dont
tous les éléments sont nuls sauf peut-étre ceux qui portent un indice 1 ( resp. 2). E = Ei%l
correspond & ’ensemble des matrices représenté par As.

L’action de E sur g*t définie par ad( )? est représentée matriciellement par By := A3Bs(*A3)
lorsque 1’élément de E est représenté par As, celui de g* par By et celui de g*? par B;.

Pour z € g™, y € g2, la forme quadratique fz,y est donnée dans la description des matrices
ci-dessus par :

XeD YeD AeH fxy(A) = cste.Trace(AX (*A)Y)

avec Hz{(Z ﬁ_b> a,bEE}:G1U{<8 8)

a

e On rappelle que les orbites du cas de rang 1, (Ca, ), sont en bijection avec Fj(gh —
0)/F*2.

Lorsque I est un corps B-adique, les représentants de Fy (gM —0)/F*2 contiennent {1, 3, ¢}, il
y a égalité lorsque la caractéristique résiduelle est différente de 2 et Xo 1, X1,0, Xo0 (resp.Yp 1,
Y10, Ya,0), avec a@ = ¢, sont des représentants des orbites non réduites a 0 dans D (resp. D).
De plus, comme le produit de deux éléments de Fy (g — 0)/F*2 décrit F*/F*2, F; décrit F*
pour 7 > 2.

Lorsque deux matrices X et X’ de D vérifient I'égalité det(X) = det(X’) (modulo F*2), il

e~

existe A dans Go(E)N Gy tel que gX (*g) = X’ puisque X et €X sont dans la méme G1—orbite
et que X et X’ sont dans la méme G2(E) (cf. le cas de rang 1).

Soit = € O, supposé non vide, alors il existe g € Ny et x; € g*,i = 1,...,n, tels que = =
9> i i) et Gi(z;) = u; (mod(F*2)) pour i = 1,...,n, donc chaque u; € G;(g)*/F*? =
Fy(g)* /F*2 (toutes les formes quadratiques G; sont équivalentes & Fy par construction) d’ou
O, est une seule Py-orbite par le résultat de rang 1 rappelé ci-dessus et parce que chaque
Xi(PO) = F*z.

e Fin de la démonstration du 2. de la proposition 6.1.7

Elle se fait par récurrence sur n, le cas n = 1 étant rappelé ci-dessus.Les orbites de
G et de Gy sont donc les mémes. On peut toujours supposer que = et x’ appartiennent &
P1<i<n(g™ — 0) et on note X; (resp.X| ) les différentes composantes. On a :

(—)"Fu(z) = ] det(Xi) = (-1)"Fu(a) = ] det(X]) (F?)

1<i<n 1<i<n

Notons {e; ,i = 1,2,3} = Image(F1)/F*? et soient n; (resp. n}) le nombre de composantes
X, (resp. X, ) de z (resp. de 2’ ) telles que det(Xy) = —¢; (F*?) (res. det(X}) = —e; (F*2)).
Comme on a supposé que la caractéristique résiduelle est différente de 2, et que n;+ns+nz =
n) + nb + n% = n, on obtient pour tout ¢ : n; = n; (modulo 2) , ainsi on a deux cas :
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a) il existe 7 tel que n; = n} = 1, il suffit alors d’appliquer le résultat du cas n — 1, car on
peut toujours supposer que X7 = X ( cf. 1)prop.6.1.1).

b) Pour tout ¢, on a n; = n; = 0. Il reste alors & montrer que deux éléments de la forme

X 09 ot Y 09

0 X 0 Y
sont dans la méme orbite lorsque det(X') det(Y") n’est pas un carré, ce qui termine la démonstration
du cas n = 2. Il suffit ensuite d’appliquer ’hypothese de récurrence pour le cas n — 2.

Démonstration du cas n =2 :
i) Considérons le polynome du second degré, a coefficient dans IF, défini par

l(u,v) = det(uX —Y) —v?det(X) w,veTF
On peut 'écrire
l(u,v) = det(X)(u? —v?) + 2udet(X)C(X,Y) + det(Y)
= det(X)(u+C(X,Y))? —v?det(X) + det(Y) — det(X)C(X,Y)?

2

Comme la forme quadratique u? — v? est isotrope , elle représente F d’oti il existe un couple

(u,v) tel que I(u,v) = 0.
Soit (u,v) tel que det(uX —Y) = v? det(X), nécessairement uv # 0 car X et Y ne sont pas

dans la méme orbite ainsi il existe un élément B de GL2(E) N G tel que
Y =uX + B(uX)(*B).

ii) Soit A la matrice de My 4(E) définie par :

e Ids B ore
~\ —X(B)X! Idy aors =

uX 02 tA Y 02 /
A( 0y uX>A_<02 Y’) avec Y’ # 09

donc det A # 0 et det(Y) = det(Y') (F*?), on vérifie facilement que A est un élément de
G4 (E) NGy O

e Indiquons également les caractéristiques de f, , :

Lemme 6.1.9 La classe d’équivalence de fxy,X € D—0,Y € D' — 0, ne dépend que de
Uorbite de X dans D et de lorbite de Y dans D' et fxy a pour discriminant un.

Lorsque F =R, f ~ fxy a pour signature (2,2).

Lorsque F est un corps P-adique de caractéristique résiduelle différente de deuz, l'invariant
de Hasse de fxy vaut —(d1,det(X).det(Y) ).(—det(X),—det(Y) ) = v(fxy), avec §; =
—disc(Fy).
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Démonstration: Il suffit de faire la démonstration pour la forme quadratique
fxy(A) = cTrace(AX(*A)Y) c¢#0 AcH

Un calcul immédiat donne fpx:p:cyc(A) = fx,y(CAB) d’ou la premiere assertion.
Le discriminant (noté "disc”) de cette forme quadratique est un polynome en X et Y, rel-
ativement invariant donc & Y ( resp. X) fixé, c’est un invariant relatif de g (resp. g=*2 )
d’out

disc(fx,y) = cste.(det(X))?.(det(Y"))?

Comme
disc(tfxy) = disc(fix.y) = disc(fxsy) = t*disc(fx.y)

on a p=q =2 ainsi fxy a un discriminant constant qu’il reste a calculer.

Rappelons que par normalisation, la forme quadratique anisotrope F est équivalente & X2 +
aY? +bZ? avec disc(Fy) = ab = —e.

Prenons X = X1 et Y =Yp 1, le calcul donne :

(ol

[Xo1.Yo. (A) = 2cste(aa + Bbb) avec A= ( Z ﬁa >

d’oti le discriminant de fxy vaut 1.

1) Lorsque F =R, f ~ fxy a pour signature (2,2).

2) Lorsque F est un corps P-adique de caractéristique résiduelle différente de deux, on a
v(fxy) = hxy, hxy désignant I'invariant de Hasse de fxy, il y a seulement deux classes
d’équivalence de telles formes quadratiques selon qu’elle représente 0 (alors hxy = 1) ou non

(alors hxy = —1) (JO'M]).
Soit W/(X,Y) = —(e,det(X) det(Y) ).(— det(X), —det(Y) ), on vérifie que hxy = h'(X,Y)

dans chaque cas.

On a B B B B
W (X0, Yao) = —(—Bdd, —Bdd) = —(—Bdd, —1) = —(8dd, —1)

et fXd,(hYd,O(A) = Bddfi(a) + f1(Bdb) avec fi(a) = fi(a1 + Veas) = a’+a = 2(a% + ea%)

d’ou fx,,v,, représente 0 si et seulement si il existe a dans E* tel que —Bddfy(a) soit
représenté par fi c’est a dire que

th,Ovyd,O - (—6d3, _6) = —(BdE, —1)

parce que la caractéristique résiduelle est différente de 2 ( rappelons que dans ce cas (—1, —1) =

(e,—1)=1).
On a:

FXaovi0(A) = Bf2(@) + f2(Bb)  (resp. fx,,,va0(A) = Bf2(a) + f2(5D) )

avec fa(a) = aa® +@a*. Aprés réduction de fa, le caleul direct donne hx, oy, = hx1o,va0 =
(ﬁa _1) = h/(XCv,Oa Yi,O) et

Fxa0vor(A) = 28(dab + dab)  (resp. fxq,,v,,(A) =28(adb + adb) )
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s’annule pour @ =d = 1 et b = \/e donc hx, vy, = hx,,,v,, = 1 = ' (Xap, Yo,1)- O

Remarque : La constante 77y sy donnée dans le ii) p.498 de la note aux CRAS Paris
(I.Muller- Décomposition orbitale des espaces préhomogenes réguliers de type parabolique
commutatif et application, t.303, Série I, n°11, 1986, p.495-498) est erronée puisqu’elle est
donnée par v(fx,y) donc dans les notations de cette note on a vy sr) = — (=D, ariyase))(@riy, as@))-

6.1.4 Calcul de ~;

Pour = dans gM — {0}, y dans g—*2

par

— {0}, on considere la forme quadratique définie sur E

B(ad(A)* (), y),

DO | =

f:v,y(A) =

et pour u,v € Fi(g — {0}), soit F(u,v) := Y(fry), avec Fi(z) = u et G3(y) = v, ce qui
est bien défini puisque Gy, opére transitivement sur {x € Wy |F;(z) = up...u; (F*?) i =
1,.n}, (ug,...yuy) € F*" (cf.démonstration de la prop.6.1.7).

Lemme 6.1.10 1. Pour le type I avec d = 0 mod(4), ou bien le type II avec e = 0, ou
bien le type III on a 6 = 1.

2. Dans le cas réel on a :

(f) = 1 pour le type III et le type II avec e =0,
7 (—1)% pour le type I avec d =0 mod(4).

et dans le cas p—adique, v(f) = —1 pour le type III (Cy,) et pour le type I avec d = 4.
3.

() Y(f) pour le type III réel et le type III (A,),

7?} =

v —(01,uv)(u,v) pour le type III (Cy,) p — adique.
Pour les types I et II :

1 pour le type II avec e = 0,

M v) = y(uof) =(wwfo) = y(wwky) = {(5, wv)y(f) pour le type I avec d pair.

4. Soient k,1 <k<n-—1,z=x3+x0 € Oy,,....u,) avec x; € E;(hy) N g1 alors

() =E) pour le type II avec e = 0, le type III réel et le type III (A,),

y(urugfo) pour le type II avec e > 0,

. - Y(uu; f) pour le type I,
%(@,xo) _ nglgk,kJrlS]Sn ( 1) )

(6, Fic(22))") (3, Fi(w2) Fr_y (a5 )¥y(1)E=) pour le type I avee d pair,

n

(=10 (61, F ()" Fy_y (g 1)) (Fio(2), By (2g™))
pour le type III (Cy,) p — adique.
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Démonstration: 1) Pour le type III (C,) on applique le lemme 6.1.9.

2) Lorsque thde Jay Vt € F* onadpairet y(tfe,y) = V(foy) = ((—1)%disc(fm7y), O (fry)
Vt € F*, donc (—1)2disc(fry) =1 =4 (mod(F*?)).

Cette situation se produit :

e Dans le type IIT (A4,,) ou bien le type III réel (cf.démonstration 2)3) de la prop.6.1.8 et
le lemme 6.1.9), de plus f;, ~ f.

e Dans le type IT avec e = 0 (1)3) du lemme 6.1.3) alors v(f) = 1 (cf.remarque 6.1.6) et
fay ~ [

e Dans le cas p—adique de type I avec d = 0 (mod(4)) car alors d = 4 donc f représente
F et tf ~ fVt € F* (3) du lemme 6.1.3) d’ou v(f) = —1 [O’M].

3) Les autres résultats proviennent de la dualité pour la forme de Killing. O

6.2 Equations fonctionnelles

On applique la proposition 5.3.1 dont les hypotheses sont vérifiées par le lemme 6.1.10
puisque g; est commutative.

6.2.1 Le cas transitif

Théoreme 6.2.1 Pour les types :
i) I avec d =4 dans le cas P—adique,
i) II avec e = 0,
iii) III réel,
i) I (Ay,) p—adique

1) Alors Py (resp.G) a une seule orbite dans g”1 et g”_1 (resp.gy et g’ |) et

R** pour le type III réel,
X1(Po) = ... = xn(Ro) = Fi(gM)* = {

F* dans tous les autres cas.

2)Vfe8(gr) et m= (m1,....;mn) € (I@;)" on a:

ZF (i) = a(m)Z(fm] V) avee  a(r) =A(f) T T «®rjmal |2y (n=)+1)
1<j<n
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p'(m) pour i) et ii),

et aV(m)= —2(277)_28_%_2P(s + DI'(s + % + 1)sinms pour le type III réel avec m = | |*,

(—1)h—1 [o<j<d,—1 7' (m1] 1) pour le type III (Ay,) p — adique.

Démonstration: 1) C’est la proposition 6.1.8 dans les cas III réel, alors F;(g1) > 0 pour
i=1,..,n, et III (A,) p—adique pour lequel F;(g;) = F pour ¢ = 1,...,n, puisque la norme
d’une algebre a division est surjective sur F.

Dans les autres cas, les préhomogene sont presque déployés et on a f(E)* = F* = x;(Gy,)
pour:=1,...,n.

En effet, (go,g1) apparait dans le tableau 3 de [Mu J], & ’exception du cas ou (go, g1) est de
type (Dn,aq) avec g déployée (type IT avec e = 0 et n = 2).

Lorsque (go,g1) est de type (D, 1) avec g déployée, soit t € F* et ¢ ’homomorphisme de
A dans F* défini par ¢(a1) = ¢(an)™! = ¢, ¢(a;) = 1 pour 2 < i < n — 1, il se prolonge en
I'élément g4 € Gy, défini par g4/g" = ¢(p)Id/g".

Dans les autres cas il existe un préhomogene commutatif : (&],ﬂ,ﬁ),% = ®1§i§n+1FhX.)a

— hx
tel que g = U(Fhx +1) et Hy= Hy+ A;H (cf.prop 4.2.1 de [Mu 3]) et on applique le 2.du

lemme 6.1.7 ainsi que le lemme 6.1.3,iv.

2) Par récurrence sur n, le cas n = 1 étant connu puisqu’il est soit donné par I'équation
fonctionnelle de Tate dans les cas I et II (avec B(X),,X_x,) = 1), dans le cas III réel c’est
I’équation fonctionnelle vérifiée par une forme quadratique définie positive (avec B(

et dans le cas I11 (4,,) p—adique, elle est diie & Jaquet-Godement [[Go-Jd] ; on applique ensuite
la proposition 5.3.1 avec H = F* et v, = y(f)*"*) (lemme 6.1.10). O

—1 dans le cas i, i .
(démonstration du lemme

Remarque : v(f) = £1, 7(f) = {

6.1.10), on n’a pas cherché sa valeur dans le cas iv).

1 dans les cas ii) et iii)

6.2.2 Le cas non transitif

Pour u = (ug, ..., un) € (F*/F*2)" on note :

p(u); ::{”’0“” -0 L p(w) = p(we et hw) = ] (uiruy):

uy...u; pour j =1,...,n 1<i<j<n
Théoréeme 6.2.2 Pour les types :

i) I réel et I p — adique avec d <3 (alors di = 1),
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i) II avec e >0 (alors dy =1 et n =2),

iii) III (Cap, aap) p—adique de caractéristique résiduelle différente de 2 (alors d = 2d; =
4),

On aVf € 8(g1) et ™= (m1,..,mn) € (F) (7 = (mimy b,y Tn)) -

1. (v1, .y vn) € (Fy(gM)* /T2
Zy(F(f);m) = > al)(m) Zu(f; @ TV avee:

w=(ur,...,un)€(Fy (gM)* [F*2)n
d i
61()72(7(') — An(v,0) ngign C(mn_is1] |24 (i 1)+1; vy, ui) avec Aq(v,u) =1 et pour n > 2

(ngiqgnfy(uivjf) dans les cas i) et ii),

Ap(v,u) =
n(n—1)
(=1)" 2 ~y(F)" (ngiqén(&l,uwj).(ui,vj) ) dans le cas i),
(7(=1)p(m; —uv) dans les cas i) et ii),
C(myv,u) =
Al " (v,u,d1) dans le cas iii).
\ m,7| |2

2. Dans les cas i) et ii) avec d est pair :

Z(F(f);m) = BmZ(f; (tntyrmr, ( [] ) @0 7Y) avee:

1<i<n
n(n=1) o ag
B(m) =~(f) 2 H P (Tp— g1 Tn .0} 1] ‘2(3 1)+1)_
1<j<n

3. Dans les cas i) avec d =1, on a :

2@ =Co [ w1 D0 elw) B (m) Zu(s @[T avee:

1<i<n u€ (F* /F*2)n
- L 1
b () =plmal ) T plrn—il PO 1yipye,) [T Prn—zistl P28 1yip0)s,)
1<j<[ast 1<<[3]

et :

) ) 1 st n est pair ,
e lorsque F est un corps p— adique, soit p, = ,
0 sinon

alors :

(n—1)n

Co = (=1, =1)Bla()BEFS77070% eu) = (p(u), 1)1 ()" a(p(u))P»

e lorsque F =R, soit q(u) le nombre de composantes négatives de u, alors :

Cpp = e TEFEHED | () = g Daw) (1%
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. Dans le cas iii) avec m; = @04, | |°1,i=1,...,m on a :
(3 )

Z*(F(f);7) = Dn > (01, p(w)" -ap(w) & () Zu(f; (®)*] |72 avee:

u€(Fy(gh1)* /F*2)n
n n(n—1)
D, = AF)(-1)"7
n i~ i+1~
&) = Tlhicien Pn—ia] [@pie )T i [F20p60m,) et

1si 9=0

51’u1...ui St 1 Z 1.

p(o1u); = {

5. Dans les cas i) et ii) avec n = 2 et d impair, les orbites de Py dans g”1 (resp.g”_1) sont
en bijection avec F*/(F*)? et données par :

w e F*/(F*)Q : Oiu = Uue]F*/(]F*)Q O(u,wu) (resp. OZ: = Uuep*/(p*yo* )

(u,wu)
etVf e 8(g1) et m=(m,m) € e (7= (mmyt,m)) :

Zgil(ff(f);%) - Z ag},u(ﬂ'h@) ZO;(f; (7)"] |_N1”) avec :
u€(F*/F*2)

@y o (11, m2) = a—1)y(F)(m1.ma)(—1) Al (v,1,82) , 65 = (=12 disc(F).

d
2| |m| 27

Démonstration: 1) On procede par récurrence sur n en appliquant la proposition 5.3.1
avec H = F*? et 7;, donné dans le lemme 6.1.10; le cas n = 1 est rappelé dans le corollaire
3.6.3 et le théoreme 3.6.5.

2) Lorsque d est pair, le résultat provient du calcul de ZUE(F*/]F*2)W, Z¥(F(f);m) en appliquant
1) ainsi que la relation v(tf) = (6,¢)y(f).

3) On a pour j > 2:

[T atwv) =v(wi(@1cicj 1w X)) = (251, v5) ((v)a(=1))P 551 (u)
1<i<j—1

avec

1sij=0
() = v(@r<icuiX?) = [[ alw), 2= { 1] ‘ ;
15i<; (=1)'2luy..uj pour j =1,...,n,

1 si j est pair,
pj = . . .
0 si 7 est impair

donc
anm= I =0 J] w@ ] Ciuv))
1<j<n 1<j<n—1 1<j<n
avec .
Cj(uyv5) = (21, v7) (@(vg)a(=1)P plrn—ja| |7 s —ujvy)
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or
Jjt1 .. . .
P(Tn—j11] \ P wzj ,) si j est impair,

Y Ciluvy) = (zj-1, —uy)(al—uz)a(=1)*)". {

v, €F* [F*2 h(mp—j41] ! @) si j est pair,

(cf.3.6.2 et 3.6.4) d’oi

Zve(w/w*?)nagfg(ﬂ) = ngjgnﬂ.j(_l)ngjgnflfyj(u)ngjgn(ZvjeF*/]F*QCj(u7vj))
= Tcjen ™ (DB (0) Tacjcn i1 () (251, =) ((—u;)a( = 1))
= ngjgnwj(_l)ggtn)(ﬂ) [locjcn v(—uj(@r1<icj1u X7 )a(=1)Ps.

Or:

Yy (@r<icjwX?) =[] elwuy) = (=17 ol ug,pu);—1) [ e,

1<i<j—1 1<i<j—1

donc

afilm) = B0 ma) " " T w1,

Ve (F* [F*2)n 1<j<n
Il ne reste plus qu’a exprimer =, (u) suivant le corps F (cf.3.6.2).
4) On a Fy(gM)* = F* — §;F*2 et

a(6;) A S%(él,u,él) = (a,uél)A;H%(l,uél, 1) =0 pour ud #1

@al [%, @al |

(lemme 3.6.4,B)1 et 3) et 1) du lemme 3.6.8) donc on applique 1) en sommant sur {v €
(F*/F*2)"} comme précédemment or :

Ap(v,u) = C(u) H (vj,p(61u)j—1) , avec C(u) n-(01, H ul™"y,
1<j<n 1<i<n
donc
Z az(j,lu H Cja
ve (F* /F*2)n 1<j<n
avec

Ci = Yerepe(v,p(d10)j-1) A" 1 (v, uy,61)

Tnji1l Pmn_jya| P2 L1

= (uy, 01p(S1u)j-1) () p(mn—ji1| P@pis,uy,_ )(Tn—ji1l P20y,

(B)5),lemme 3.6.4).
On termine en notant que :

H a(u;) = v(@1<i<pwiX?) = a(1)" Ta(p(u)h(u) [Ra-Sd].

1<i<n
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5) On a x2(Py) = F*? (prop.3.2,ii)[Mu J)) et x1(Py) = F* d’out les Py-orbites dans g” 1.
Le reste découle des égalités suivantes : do = —0,y(f) = v(F2) (ii) du lemme 6.1.3) et

~ ~(2
a;)ﬂt (ﬂ-l’ 7T2) - Z agvi ,ov1),(u1,uu) (7‘(‘1, 7T2)' 0
vy EF* /F*2

Remarque :

1) Ce théoreme donne les coefficients des équations fonctionnelles vérifiées par la fonction
Zéta associée a l'action de Py puisque chaque O, (resp. O}) avec u € (Fy(gM)*/F*2)", est
une seule Py— orbite dans le cas iii).

Dans le cas non transitif avec n > 3 (donnés dans i), les orbites dépendent de la parité de n.
Pour éviter cette distinction, on considére le sous-groupe Pj = G{.Ny de Py avec G, := {g €
Gy lxilg) € f(E)*,i = 1,...,n} , alors, a 'exception du cas d = 2 lorsque F est un corps
PB—adique, chaque O, (resp. O}) avec u € (F*/F*?)", est une seule Pj—orbite.
Lorsque F est un corps P—adique et d = 2, les Pj-orbites sont données par :
O = Uue(e)Ou  (resp.Of = Uue(e)OZ) avec

€= (et n) €{=L1}" et (6) = {u e (F*/F2)" (6,u) = €51 = 1, ..},

et Vf € 8(g1) et m= (m1,...,m) € (@)" (7 = (mmyty .y mp)) on a

Zg*/, (Sf(f);%) - Z 521,1(77) ZOe(f§ (%)*‘ \_Nl") avec :

ee{-1,1}"
~(n) n(n—1) ’ n i
be/,e(ﬂ-) = (Oé((;)) 2 5(6 ’6) HC(S(W”*H*” | ;Eiei) )
i=1
L , , 1
s(€e) = H(eé)lil(ei)"ﬂ e {-1,1} et Cs(m;t) = 5(/)/(71') +tp/ (n@s)),t € C
i=1
lorsque €= (€1,...,€n) , € = (€],...,€)

et la caractéristique résiduelle de F est différente de 2.

2) On retrouve également les coefficients des équations fonctionnelles vérifiées par la fonc-
tion Zéta associée a 'action de G.

e Dans le cas p-adique, lorsque d = 2 et f est anisotrope, G a une seule orbite dans g}
lorsque n est impair et pour n pair , les orbites sont séparées par les valeurs de (4, F),(x))
pour z € g).

Pour e = £1et f € 8(g1) (resp. g € 8(g-1) posons Z(f;7) = Z(fIuer+/p+2 | (5u)=e} (Fn()); )
(vesp. ZX(f;7m) = Z * (9l{uer /72 | (5,0)=e}(Fyr (2)); ) alors il est immédiat que pour € = +1
ona:

6n—l

Z5(F(f);m) = Z aer (M) Ze(f;77 Y o |7 N) avec au (7)) = 5 (B(r) + €€’ B(ms))
e==*1
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et B(m) =~(f )nn . [licj<nr (71'(,()5 Y1) (2) théoreme 6.2.2).
On peut remarquer que ag (Wsm) = €.€ .ac (7).

Revenant au cas général, soient O et O* deux orbites de G dans g} et g’ ; alors O et O*
contiennent des orbites O, et O} de Py dans g”; et pour tout h € §(g_1) et 7 € F* on a

ZY(hym) = ZU|O*CO* *(h; (id, ..., m)).

e Une premiere solution CODSlste a calculer
n
E av,u( 77)
v|0FCO*

et & vérifier que cette quantité est indépendante du choix de u tel que O, C O, ce qui prouve
a nouveau l'existence de ’équation fonctionnelle.
Ceci s’avere difficile & vérifier et a été fait dans le cas réel (cf.lemme 5.40 de [Bo-Ru 9]).

e Une seconde solution consiste & considérer une orbite O,, de Py dans g’ telle que O,, C O
et a prendref € 8§(0,) telle que Z(f;w| |*) = Zu(f; (id,...,w| |*)) ne soit pas identiquement
nulle et de comparer les 2 équations fonctionnelles, ce qui donne :

Z6(Ffim) = ao-o(mZ(fim | |7N)
= zv\OﬁCO* Z;(SFf7 (Zd, couy 7T))
= (Cuoscor @va(m,m) Z(f;m 1 [7V) don
60-0(m) = Y050 AT, i)

donc cette somme est indépendante du choix de u tel que O, C O.

On indique uniquement les résultats dans le cas p-adique (C,a,) de type I (i.e.g est déployé)
ou III (i.e.(go, g1) n’est pas presque déployé).

e Dans le cas déployé, donc d =1, avec n > 3, n = 2¢ ou n = 2¢ + 1, soient :

X1 = Yicicna X+ (DX, Y=g, Xoa + (D)X,
X1 = 219‘9%3 Xy, twXy, , tww'Xy , + (—1)311}')()%7
Yo = YicienaXn T wXoae T e Xna + D 5 X,

w et w' étant 2 éléments fixés dans F* tels que (w', w(—1)1) = —(w, —1).

a)n =20

Pour u € F*/F*2, soient
O, ={z € qi|F() € (1) F?}, O ={w € g1 |F"(x) € (-1)'u F?},
i,e = G(XE) s Ifte = G(Ye) , € ==1,
alors 0371 U O’L_1 =0} et 3*1 U Oﬁ—l = o,
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Les orbites de G dans g} (resp.g’ ;) sont données par :

/ / * *2 *2 1%
11,011, Oug,up € F* —F*/F*< (resp. 117 17170

ug?

ugp € F* — F*Q/F*2)
et
Une = /F=2) p(u)=(~1)tuo Ou C Org (1€8D. Uy /F=2)m |p(u)=(~1)tug O C Ouy) lorsque ug # 1,

UuE(F*/F*Q)ﬂp(u) (=1),h(u)= O - 01 P (resp Uue(]}r*/]}bd) ‘p(u):(,l)gh(u):eO;ﬁ C Ofe) avec € = *1.

b)n=20+1
G a 2 orbites dans g} (resp.g’ ;) : O. = G(X,) (resp.O = G(Y.)) avec e = +1 et

Uue(IE‘*/IE‘*Q)”|(p(u),(—1)‘)h(u):eou - Oé (resp. Uue(IE‘*/IE‘*Q)”|(p(u),(—1)‘)h(u):eoz - Oé*) avec € = +1.

Dans les deux cas (pair et impair), on a :

a/*70/71' ﬂ =1 J+1
00 a8 Y T aloP (1) )y, vp)pl] 15 o),

ngz‘gnq o(u;) vES(07%) 1<j<n

avec

S(05) = {v e (F*/F*)"|(p(v), (=1)")h(v) = €'} lorsque n est impair,

et lorsque n est pair :
S(01) {v e (F*/F2)"p(v) = (1), h(v) = €},

S(05) = {ve (F/F?)p(v) = (=1)vo} v #1 ,

Dans les deux cas (pair et impair), O, C O" quelconque.

Dans le cas impair, on peut choisir u = (1, ..., (—1)*) pour O} et u = (1...,w,ww’,w'(—1)*)
pour O’ ;.

Dans le cas pair, on peut choisir v = (1...,w, ww’, w'(—1)%) pour 03,717 uw=(1,...,ug(—1)%)
pour Oy, et O lorsque ug = 1.

On n’a pas cherché a simplifier ces sommes.

Lorsque la caractéristique résiduelle est différente de 2, on donne aoll*7ol(s) + aoljl’ol(s) dans

le cas n impair et ap; o/(s) lorsque v # 1 ainsi que apr or(s) +apy or(s) dans le cas n pair.

Dans le cas n impair, on introduit les ouverts de g1, O, . = O. N {z € g1|F(z) € uF*?},
(resp.de g_1, O . = O N{zx € g_1|F*(z) € ugF*?}), ¢ = £1 ainsi que les fonctions Zéta

u0,€
associées : Zy, (f; )=Z(flor

uQ, e. )

On a U{ue(IE‘*/IE‘*2)"|p(u):uo,h(u)f(uo,—l)ze}Ou C O;m €
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e Dans le cas symplectique commutatif de type non déployé, i.e. (gy,g;) est de type
(Ch, ap) avec n pair et (go, g1) est de type (C%,a%) avec n > 4, F étant un corps p—adique
de caractéristique résiduelle différente de 2.

Les orbites de G dans g (resp.g’ ;) sont données par :
O, = {z € g1|F(z) € uF**} (resp.O = {x € g_1|F*(x) € uF*?*}), u € F*/F*?
et
/ * %
Uwem(rry /528 pauy=aOu © Ou (168D Uure(tm(ryy/522) gnlp(u)=u Ow € Oy)-

Définition 6.2.3 F est réel ou bien p—adique.
Pour s € C et pour n € N, soit :

fl(S) =1 , fnJrl(S) — |2|F*2nsfn(n+1),%1—[

25+2j+1 >
(e AD FRCESt

Lorsque F est un corps p—adique de caractéristique résiduelle différente de 2, on a :

1— q_2(5+j)

— (_1\7,n(2s+n+1)
fara(s) = (=1)"q i n2t

Proposition 6.2.4 Cas symplectique commutatif de rang > 2, sur un corps p—adique de
caractéristique résiduelle différente de 2, i.e. (gy,8;) est de type (Cp,an) et (go,91) est soit
de type (Cyn,ay,) (donc de type I) soit de type (C%,a%) (donc de type III avec n pair).

Soient a € F*/F*2 s € C alors pour f € 8(g1) on a :

1. Lorsque n est pair :

Z5(F(f); Qqg, s 5 n B ntl B n+1
GU:C0s) _ g e st) 3 (wdn)Fa@h(G g |1 F) Zu(fiGu—5—
fﬂ (S) ad® u 2
2 uE]F*/]F*2
avec :
Fyl t déployée (i.e. de type I
01 = —discriminant de > lorsque g est déployée (i.c 'e ype 1),
Fy lorsque g est non déployée (i.e. de type III),
601 = —1 lorsque g est déployée,

1 lorsque g est déployée (type I),
K, =

n(n—2)

( ~(F)2(=1)"5  lorsque g est non déployée (de type III).
b) Pour v € F*/F*2 on a :

n-+1
2

L) = Kafy(s) Y AL, yuna (0,005 2 fi s -
u€F* /F*2

).
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2. Lorsque n est impair, donc g est déployée (i.e. de type I) :

“(F(f); @as - - -
Z5)i 0 8) (fif])(’:)j s) = p(@q,s+1)(a,—1)( Zozl(f;wa,—s—n_'_ 1)—ZOL1(f;wa;_S—n+ !

Pour v € F*/F*2 on a :

Z;(ff(f)’ S) - f[%](s) Z Ep(s + 1; —U’U)Zu,e(f; -8 = . —Qi_ . )
u€F* /F*2 e=+1

Démonstration: e Dans le cas déployé, on applique le 3) du théoréme 6.2.2 avec m =
(71, .., T1) €6 T = Qg |* alors Cp, = 1 et pour u € (F*/F*2)" on a

e(u) = (p(w), —1)3h(u)"a(p(u)
et :

~(n . ~ 01
B0 = pmil D Tacjeqasty o0l P8 ayspn) Thejeia) Al 30 1yips,)

1 lorsque n est impair,

= p(m] Df[g](s)-{ nt1

h(m| |2 @ lorsque n est pair,

(1% p(w)

(lemme 3.6.8).

Lorsque n est pair, e(u)gl(tn) (m) ne dépend que de p(u), donc en sommant sur les {u €
(F* /F*2)"|p(u) = up} avec ug décrivant F* /F*2| en obtient le premier résultat.

Comme on a Vv € F* /F*?

* 1 * ~
Zy(h;s) = ] > (0,0)Z% (h; @, )
bE]F*/]F*Q

et que Va € F*/F*2 .

* ~ ~ - n—+1
Z'F()@as) = Y Bulbu$)Zu(f100,—s = —5),
UEF*/]F*2
on a: Vv 6F*/F*2 on a :
* ce) — ) n-+1
ZEGR = Y AuZli-s- "),
uE]F*/]F*2
avec )
AU,U(S) = W Z Wb(u’l))Bu(Wb’S)

bEF* /F*2

d’ou le second résultat en appliquant 6,B du lemme 3.6.4..
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Lorsque n est impair, €(u ) (77) ne dépend que de (p(u), —1)[2/h(w), donc en sommant sur
les {u € (F*/F*3)"|(p(u), 1)[%} (u) = €} avec € = +1, en obtient le premier résultat ce qui
implique le second résultat comme ci-dessus.

e Dans le cas non déployé, on applique le 4) du théoréme 6.2.2 en remplacant n par 7,
avec m = (7, ...,m1) et T = Q@q| |* alors pour u € (Fy(g*)* /F*?)" on a :

n . i+ L~
e (m) = Theicn pml [@ps, )hm] [ 3Gp00,)
ntl i i1~
= p(m| Dh(m] |2 wél%p(u))nmsgq p(m] [ ps,u )R] [F20065,0),)
ntl
= p(mi| Nh(m] | 2 C‘J(Slgp(u))f2 (s),

(lemme 3.6.8) ainsi Eff )(71) ne dépend que de p(u) d’ou le résultat et on termine comme dans
le cas déployé pair. O

Remarque 6.2.5 Les coefficients obtenus dans le cas n pair (1) de la proposition 6.2.4) sont
a comparer G ceux associés a une forme quadratique définie sur un espace vectoriel de dimen-
sion n + 1 et de discriminant (—6;)2

Posons n = 2¢, les valeurs explicites :

“2a(=8) (=) g VEH gy () P (60,0, 1),

1
(1 — ¢ 26+D)) (1 — ¢—2(+3))

avec g1(s) = et pour £ > 2 :

gu(s) = QE(S ﬁ 72(S+J ) a(s) = lsil=2
e ’ 1‘[] b1 —q 264y 5i 0 >3

sont données dans le lemme 3.6.7 (B).
On rappelle que les racines du polynome de Bernstein associé¢ au préhomogéne de type (Ca, ovy)
sont données par : {—%,j = 0,...,20 — 1} donc les poles de gy, qui sont simples et donnés

par {—(j + ;) + zk:ln 1 <j <l keZ}, pourl > 2, ne font intervenir que les racines non
entieres du polynome de Bernstein.
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7 Les cas classiques

Dans ce paragraphe, on détermine les polynémes de Bernstein ainsi que les coefficients de
I’équation fonctionnelle associée au préhomogene (Fy, g1), Py étant le sous-groupe parabolique
standard tres spécial défini dans le §2.4, (cf.§7.1.2) par la méthode de descente.

Les résultats obtenus sont complets dans le cas symplectique, presque complets dans les
cas orthogonaux BI,DI (§7.3) et DIII réel (1) du th.7.4.4). Le cas DIII p—adique est incomplet
puisqu’on suppose certaines conditions restrictives (2) du th.7.4.4) et que l'on est incapable
d’en déduire les résultats pour (G, g1).

Notation : ¢ étant une forme quadratique non dégénérée, on note simplement y(¢) la con-
stante (7 o ¢) (cf.§3.6.2).

7.1 Généralités

7.1.1 Description des cas classiques considérés

Les cas classiques correspondent aux préhomogenes obtenus a partir d’une algebre simple g
de type B, C, ou D,, (notée R,) munie d'une graduation de type (R, ax) avec :

o 1 <3k <2n—2 et k pair dans le cas (),
o1 <3k <2n—2danslecas D,,
o1 <3k <2n—1dansle cas By,

ces conditions plus restrictives que la condition pour que 2Hj soit 1- simple ([Ru 3],Table I
p.137) sont dies au choix du sous-groupe parabolique standard tres spécial.

Dans les notations des planches de [Bou 1], le systéme de racines associé a g, noté A, est
donné par :

eR,=B, : A={g+¢,1<i#j<n,&,1<i<n}

o R,:=C, : A={e+e,1<i#j<n,2;,1<i<n},

e R,:=D,: Z:{Ei:tEj,lgi;éjgn},
et : o o
e Al ={e+¢,6, 1<i<k<j<n}nA,

e Ay={¢+¢,1<i<j<k}nA

g étant une F-forme de g convenable (i.e. Hy € g), (g0, 91) est également de type classique :
(Rm,A\p) avec R = B,C,BC ou D. Plus précisément :

1. (go,g1) est de type BI, ou Bl(n,k) ou By,(n,k) lorsque le diagramme de Satake de g
est de la forme :

O——O——O + v+ O—@ ¢+« —e>» (diagrammes BI de I@])
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i.e. (g, 8) est de type (By,ax) et (go,g1) est de type (B, Ap) avec k < m < n, g est
de rang m et g est déployée lorsque m = n.

Lorsque R = B, on a toujours (go, g1) de type BI(n,k) par classification.

. (90,91) est de type DI, ou DI(n, k) ou D,,(n,k) lorsque le diagramme de Satake de g
est de la forme :

0—O0—=0 +++ 0—® - -® ' °

ou bien toutes les racines du diagramme de Satake sont blanches (fléchées ou non) (di-

agrammes DI de [W4]).

Le. (9o, d) est de type (Dn, ax) et (go, g1) est de type (Dy, ay) lorsque g est déployée et
sinon de type (B, ax) avec k < m < n, m étant le rang de g.

Les cas BI ou DI sont appelés "type I”.

. (90, 91) est de type CII lorsque g n’est pas déployée donc le diagramme de Satake de g
est de la forme :

ainsi que toutes les variantes ((diagrammes CII de [Wd]).

ie. (gg,g1) est de type (Cy,p), ie. k = 2p, et (go,g1) est de type (Cp,ap) ou
(BCpy, ap).

. (90,91) est de type DIII ou DIII(n,p) lorsque le diagramme de Satake de g est de la
forme :

ainsi que toutes les variantes (diagrammes DIII de [Wd]).

i.e. (gg,91) est de type (Dy, ap) et (go, g1) est de type (Cp,, o) (lorsque n est pair) ou
(BCp,, ap) (lorsque n est impair).

Dans le cas p-adique, on ne considérera pas I'unique forme de Dy, 1 de diagramme de
Satake :
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e O0—@ ... 000 ([@])
:

et pour laquelle rg(g) = "T_?’ = ¢ — 1, ainsi on aura toujours m = [5].
On supposera également que n — 3p > 4 dans le cas réel et que n — 3p > 2 avec n — p

impair dans le cas p-adique.

On note le systeme de racines associé a g de la maniére suivante :

A:{eiiEj, 1<i#j<m, ¢, 2¢ , 1§i§m}ﬂA:_){€ii6j, 1§Z7éj§m}

Dans le cas orthogonal, i.e.(R,,a;) avec R = B ou D, on a go = {0} lorsque k = 1 (cas
commutatif), go est de dimension 1 lorsque k = 2 et pour k > 3 les différentes formes de g se
séparent simplement puisque :

Lemme 7.1.1 Soit (gy,8;) un préhomogéne de type (Ry,,ar) avec

i) Pour R=C : 2 <k <n-—1,
i1) Pour R=D :3 <k <n —2,

et soit g l'algebre engendrée par g4o, alors :

1. g est de type I < rg(g) = k.
k
5-

3. g est de type DIII < rg(g) = g et r(g) = [%].

2. g est de type CII < rg(g) =

Démonstration: D’apres la description de Ao, il est facile de vérifier que : {&; — €11, 1 <
i <k—1,u} avec :

® |1 = €,_1 + € dans le cas orthogonal car k > 3,

e 1. = 2€;, dans le cas symplectique car k > 2,
est un ensemble de racines simples de §, on en déduit le diagramme de Satake de g & partir
du diagramme de Satake de g, d’ou le résultat. O

7.1.2 Sous-groupe parabolique standard trées spécial et préhomogeéne associé

On considere le sous-groupe parabolique P(Hj, ..., Hy,) = Py donné dans le §2.4 c’est a dire
que :

e Lorsque g est déployée de type Cp, 1 Hpy—j41 = 2hey;_;+ey; POUr j =1,...,pp = % ,

e dans tous les autres cas : Hy_j11 = he, pour j =1,....,po =p,

ce qui donne dans les cas Bl ou DI : Hj,_j11 = he; et pour les cas CIl et DIII : H),_ ;1 =
2h

€25-1+€2;5°

On peut noter que Vo € &,,3g, € G tel que Vj =1,...,pp on a g, (H;) = Hy(j).-
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Les descriptions de A et Ay donnent les décompositions suivantes particulierement simples :

o g1 = Dicj<pEa(Hj)Ngn
(7.1)
° 9 = Digj<poLa(Hj) N g2 Si<icj<po B2(H;) N Ea(Hj)
Soit :
1 pour les types Bl ou DI,

dop = dimension de Ey(H;)NEy(H;) pour ¢ # j =
’ 2(H)NE2(H;) p 7 {4 pour tous les autres cas (i.e C ou DIII),

et on a :
0 pour les types BI ou DI |

dim(E4(H;) Ng2 = { 1 pour le type DIII,
3 pour les types CI et CII.

On rappelle que :

4 dans le cas DIII,

Lemme 7.1.2 Pourj =1,...,py on a degré de (F;) = d'.j avec d' = { _
2 sinon.
Démonstration: Il est bien connu par classification ([Ru_J],table I) que Iinvariant relatif
fondamental de (g, 9;) est de degré 2k dans les cas orthogonaux (B,, ou D,,ay) et dans le
cas symplectique (C),, o). Comme le préhomogene (Eo(H1) N go, E1(H1) Ng1) est de type :
i) (B ou D,ay_1) lorsque R = B ou D,
i) (C, ag(x—1)) lorsque R=C,
(par exemple démonstration de la proposition 1.2.4), on a le résultat par récurrence sur pg.0J]

On rappelle également que :

2(” - k) lorsque (ﬁ(]?ﬁl) est de type (Cn7ak)7

o N :— (111;17(91) — ¢! n— k lorsque (gy,9;) est de type (D, ax),
1
" n—k+ 5 lorsque (gg,d;) est de type (B, ag).
B = B donc B(H;, H;) = —2d’ pour j = 1, ..., po.
2B(Hy, Hyp) A T

Les coefficients des équations fonctionnelles vérifiées par les fonctions Zétas sont des sommes
et produits de coeflicients analogues associés aux préhomogenes obtenus a partir de central-
isateurs de tds, ces derniers ont la méme structure que le préhomogeéne de départ, en effet :

Proposition 7.1.3 On suppose que py > 2.
Soit X € Wy, s lalgébre engendrée par les projections de X sur Eo(H;) Mgy et de Xt
sur E_o(H;) Ng_1, U =4U(s) alors (Lo, 1) est de méme type que (go,91), plus précisément :
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1) Lorsque (go,81) est de type (Cp,aap), (Lo, L) est de type (Cn—3, 1)) et L est
déployé (resp.de type CII) < g est déployé (resp.de type CII).

2) (Uo,841) est de type BI(n-2,k-1) (resp.DI(n-1,k-1)) lorsque (go,g1) est de type DI(n,k)
(resp.BI(n,k) avec n > 5).

3) (Yo,841) est de type DII(n-3,p-1) et rang (U) = [253] lorsque (go,g1) est de type
DII(n,p) avec p > 3 et rang(g) = [5].

Démonstration: Puisque tous les H;,i = 1, ..., pg sont G-conjugués, il suffit de le vérifier
pour Hp,.
Par la démonstration de la proposition 1.2.4, (8o, 4l) est de type :

i) (Dp—1,05_1) lorsque (go, g1) est de type Bl(n, k),
ii) (Bp—2,a,_1) lorsque (go, g1) est de type DI(n, k),
iii) (Dn—3,a(p—1)) dans le cas DIII(n, p),
iv) (Cn—3,a3(—1))) dans les cas symplectiques.
ce qui termine la démonstration dans le cas ii) et dans le cas i) avec k pair.

Il est facile de vérifier que le diagramme de Dynkin de i_l(FHpo) est donné par :
ay,

. 3 dans le cas de type III ou le cas symplectique
| 2 sinon.

— 2 dans 1 s CI,
done U(FH,,) est de méme type que g et rg(U(FH,,)) = { * (8) ans le cas
rg(g) — 1 dans les autres cas

Il en est de méme pour le préhomogene (U(FHp,)o, (FHpy)1).
Soit £ I'algébre de Lie engendrée par iy et 4o, comme :

Uio = U(FHp, )22 ,

On a:

e pour g de type BI : rg(£) = k — 1 lorsque £ — 1 > 3 (lemme 7.1.1 appliqué au
préhomogene (U(FH,y,)o, W(FH,,)1)) donc il est de type I dans le cas i) avec k > 5 et impair
(lemme 7.1.1).

Lorsque n > 5 et k = 3, P(Hj, H2) est un sous-groupe parabolique tres spécial de (Lo, ;).
Soit (x, Hy, 1) un sly—triplet du préhomogene (Lo, 1), le préhomogene (170,171), défini par
le centralisateur dans 4 du slo—triplet précédent, est de type (B,_3, 1) puisque (Lo, ;) est
de type (Dy—1, a2).

Or les préhomogenes : (g, g}) de type DIII(n—1, 1) admettent un seul sous-groupe parabolique
tres spécial standard non trivial donné par P} (prop. 2.4.3) mais alors, soient z € E{(H{)Ng),
s’ l'algebre engendrée par z, H] et 271, le préhomogene (@07@0 est de type (As, )
(cf.par exemple la démonstration du lemme 7.4.1).
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Par conséquent, (o, ;) est de type L.

e pour g de type CII (resp.DIII) : r¢g(£) = p—1 (lemme 7.1.1 appliqué au préhomogene
(UW(FHpg)o, (FHpy)1)) done U est de type CII (resp.DIII car p > 3) par le lemme 7.1.1.
Il reste a vérifier que rg(Ll) > ["53] dans le cas DIII(n,p) lorsque n est pair.
On peut supposer que X € g~ r+1 pgeiter+1 (cf.§2.4) ainsi @2§2‘§p7%2j2p+295ii5j C Uy (resp.

@ggigp,gzjzpwgfeiﬂf C U_y) donc rg(U) > rg(g) —2 = 5 — 2 d’out le résultat. O

Pour terminer ce paragraphe de généralités, on redonne les polynomes de Bernstein dans le cas
réel dans notre normalisation, bien qu’ils soient déja connus (cf. travaux de [C]], notamment
le théoreme 1).

Pour z réel, on note B, le polynome : B,(s) = s(s + x), alors :

Proposition 7.1.4 F=R
Lorsque (gg,9,) est de type (R,,ax) et que Fy est de degré 2 (i.e. a lexception du cas
DIII), on a pour j =1,...,pg :

7j—1
. do
bj(51, cvvs Spg) = (51, eevs 8pg) = HBN_(M_M_O_1 (> s+ 0.
=0 0 po—t<i<po

Démonstration: Par récurrence sur py (donc sur k), le cas pg = 1 résultant de la remarque
3.6.6, 1) puisque F} est une forme quadratique et que B (%, %) = —1.

On suppose la proposition vérifiée pour les préhomogenes : (Pp,g;) de type (R, aq) avec
1<g<k-1.

Lorsque le préhomogene : (P, g;) est de type (R, ag), soit X € Wy, I, C {1,...,po} de
cardinal pg —r avec 1 < r < pg — 1, 5, 'algebre engendrée par les projections de X et de X!

sur Bo(D ,cp Hi) Ngret E_o(d ,c; Hi)Ng-1,0na:

g
dim(i(s,)) "o —dor(po 1) dim(g1) o — 10
o 0 T po =15
donc les quantités qui suivent ont toutes la méme valeur indépendamment de r :
dim($4(s,)1)

—(r—l)@—1:N—(po—1)di—1 (%) .

2r 2 2

Pour j =1,...,p0 — 1, on applique la proposition 3.4.4 et ’hypothese de récurrence, d’oti la
formule donnant b; en appliquant (*) ainsi que I'égalité b; = b

Pour le calcul de by, on applique 3.7.3 avec Hy,..., Hy 1 et Hp,, il est facile de vérifier que
la constante rp,—1 = (po — 1)%0 et on applique (*).

Pour by on a :

bpo(8) = bpo(s™ = (N —=1)1p) (lemme 3.7.2)
= bi(s" — (N = 1)1p,) by _1(s) (lemme 3.7.2)
= bi(s* — (N —1)1,) bpy—1(s) (vérification précédente)
= bpy(s) (lemme 3.7.2). O

Remarque : Le calcul de N — (pg — 1)%0 — 1 dans chaque cas donne :
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a) Dans le cas symplectique, on a k = 2pg donc N — (pg — 1)%0 —1=2(n—-3p)+1.

2n — 3k
b) Dans le cas orthogonal de type I, on a k = py donc N — (pg — 1)%0 —1= nT
6—1
——, avec 0 = 0 dans le cas D et 1 dans le cas B.
Ainsi si on définit les constantes suivantes :
1
pe=qc=1, pp=pp=5=-a , =0,
notée pr et qr lorsque R = B,C on a :
% 0
bi(515 s Spo) = U5(51, 0 5p0) = | [ Bonnsiyran (>, si+ 0.
=0 po—{¢<i<po
Proposition 7.1.5 Lorsque (g1,80) est de type DIII(n,p), on a pour j =1,...p :
Jj—1 1
bj(Sl,...,Sp) :b;»(sl,...,sp) = H Bn73pf% ( Z Si‘{'g)angpf% ( Z si +4+ 5)
£=0 p—L<i<p p—L<i<p

Démonstration:  (gy,g;) est de type (Dy,az,) et comme les polynomes de Bernstein ne
dépendent pas de la forme réelle choisie mais des invariants relatifs et de la normalisation
choisie pour B, on considere les polynomes obtenus dans la proposition 7.1.4 pour les formes
de type I en notant que les normalisations sont les mémes.

Pour j =1, ..., p, soient :

2j—1

1
hi(s1y - sap) = | B, 51 ( > si+50)
=0 2p—0<i<2p

alors on a les égalités suivantes :
bi(s1,...,8p) = b'2j(0,31, . 0,8p) et b (s1,...,8p) = béj*(O,sl, ey 0,5p)

d’ou le résultat. O

7.2 Le cas symplectique

Dans ce paragraphe, g est une algebre de Lie simple de type C,, avec n > 3, (g, g;) est de type
-2 _

(Cp,agp) avec 1 < p < nT (cf.n®13 de la classification de [Ba-Kj|) et g est soit déployée

(type CI) soit de type CII.

Dans les cas réels et complexe, ils ont été étudiés par J.L Clerc dans le cadre des représentations
d’algebres de Jordan et dans le cas p-adique, C.L.Pan a déterminé explicitement la fonction
Z 1, associée a 'invariant relatif fondamental.

Le procédé de descente s’appuie sur les résultats du cas p = 1 donnés dans le théoreme 3.6.5
ce qui nécessite le résultat suivant :
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Lemme 7.2.1 Casp=1
On suppose que (@y,8;) est de type (Cyn,a2) (n > 3) alors F a pour discriminant 1 et
v(F) =1 dans le cas déployé et (—1)" sinon.

Démonstration: 1) Dans le cas déployé, on a :
g1 = @3<j<n (79 © g9 ),

et comme F(x) # 0 & (x,2H() se complete en un slo-triplet, il existe des constantes non
nulles : a;,b;,1 =1,...,n — 2 telles que :

F( Z (@i Xer—errn + YiXerrerna + 5iXertrerrs + tiXen—crr) = Z (aiwiy; + bizit;)
1<i<n—2 1<i<n—2

d’ou le résultat.

2) On rappelle que g = g Q E est définie sur l'extension E = F[\/€]; le diagramme de
Satake de g, qui est de rang ¢, est donné par :

Soit ¢ la conjugaison associée, un élément x € g; s’écrit :

r = Zlgngq(xi761:¢+2 + T 0(7612%) + yiyﬁl“rﬁiQ +Yi 0(7_61+6i+_2))
+ Zlgign—Qq ( ZiXQ,qu + 2z O-(X€1*€i+2q) + tiX€1+€i+2q +t J(X61+6¢+2q) ) )

avec x;,yi, 2, t; € E.
En tenant compte des relations suivantes :

o F(o(z)) = F(z),
o (€] L €242) =€t €1 et o(€] L egip1) =€x £ egipapouri=1,...,q—1,
eo(e1+e€)=€—¢€jeto(eg —€) =€ex+¢€ pour j=2¢+1,...,n,

il est immédiat que F est de la forme :

F(z) = > icicq1 (€ T2 Yoo + Ci T2i Y2i—1 +di T2i-1 Yai + di T2i-1 Yoi )
T Yicjen—q (fi %7+ 95 tit; ), c,di € E*, fj,9; € F*.

Ainsi F est la somme directe de ¢ — 1 formes quadratiques @1 de la forme Q1 (z1, 22, y1,y2) =
rY+Tyavec x =x1 + /€ x3 et y =y + /€ y2, @1 a pour discriminant 1 et v(Q1) = 1,
et de n — 2¢ formes quadratiques Q; de la forme Q;(z1,22,t1,t2) = f; 2 Z+ gj tt avec
z =21 + /€ 29 et t = t1 + /€ ta, qui sont de discriminant 1 également.

Soit j fixé et soit [ algeébre engendrée par gH1+¢) et gH(€2+<) [ est o—stable et [ =N o (1)

est de rang 1, de diagramme de Satake :
o—o<®
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Q; est un invariant relatif fondamental du préhomogene : (INgp, [Ng1) donc Q; est anisotrope
d’olt 7(Q;) = —1 dans le cas réel et h(Q;) = —(—1,—1) = —a(1)* dans le cas p-adique car le
discriminant de @; est 1 donc v(Q;) = —

Ainsi F a pour discriminant 1 et v(F) = (=1)"724 = (—1)". O

On rappelle que :

p—1 p p
b Py (515 8p) = H( (Z si +20) (Z si+2n—6p+20+1) >,

/=0 pfé pfé
et que pour 7 = (71, ..., M) € (@)p
p—1
! Itne
Phy py (T) = Hp (Tp—te-Tp| P D)0 (Tp—iemy] |2(n=3p+1)),
=0

Les facteurs p ont été explicités dans le §3.6.

Théoreme 7.2.2 On suppose que (gg,gq) est de type (Cp,agp) et soit f € S(g1), alors pour
Vfed(g) etme (F*)P ona:

~

Z*(f3 ) = 4" poy (M) Z(f5 77| |20 7201)

avec Y = y(Fy), v =1 (resp.y = —1) lorsque g est déployé (resp.de type CII).

Démonstration: On procede par récurrence sur p.

Le cas p = 1 découle du 2) du théoreme 3.6.5, du lemme 7.2.1 et de la normalisation choisie
puisque dans ce cas g; est de dimension 4(n — 2) et F} de discriminant 1..

On suppose le théoreme vérifié lorsque (g, g;) est de type (Cy, ag(p—1))-

Lorsque (gg,9;) est de type (Cy,a9p), on applique la proposition 5.3.1 avec H = F* et
k = 1, puisque toutes les hypotheses de cette proposition sont vérifiées. En effet, en reprenant
les notations de la proposition 5.3.1 et 2 € W, soient z; (resp.z; 1) les projections de z
sur E_o(H;) Ng—1 (resp.sur Es(H;) Ngy) et s; I'algebre engendrée par z; et z;l alors U =
Na<i<p 4U(s;) or U(s,) est de méme type que g (prop. 7.1.3) donc, par cette méme proposition,
il en est de méme pour U, comme (o, 1) est de type (Cn—3(p—1), @2), on a pour 1 € F* .

n=3p+3 5 n=3ptl)y,

b(m) = m | p(m] %

(Wo,l1) est de type (Cn-3,a90p—1)) et W est déployée (resp. de type CII) lorsque g 'est

(prop.7.1.3), donc par récurrence pour (7, ..., mp—1) € (ﬁ‘:)p*1 :

(1, ey Tpo1) = ’V(n_g)(p_l) H p (Tp—1—1...Tp—1| |2l+1)/0 (Tp—1—1---Tp—1] |2(l+n_3p+1))-
0<i<p—2

Notons que r; = 2 (cf. relation 7.1)). O

Remarques
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1. Dans le cas réel non déployé, le théoreme a été établi dans un cadre plus général par

J-L Clerc (théoreme 2 de [C])).

2. Dans le cas symplectique déployé, on peut montrer que g”’; est une seule orbite pour
Py a l’aide du théoreme de Witt.

3. On ne donne pas toutes les équations fonctionnelles qui se déduisent du théoreme 7.2.2
pour G et F, en prenant m = ... = mp_1 = id (cf.86).

7.3 Les cas orthogonaux de type I

(g0, 91) est de type BI(n,k) ou DI(n,k) avec ’hypothese supplémentaire 3k < 2(n — 1) + 4,
et PO = P(Hl, ceey Hk)

0 dans le cas DI(n,k),

Rappelons que § =
PP E {1 dans le cas BI(n,k).

On procede comme dans le cas symplectique en ramenant le calcul des coefficients de I’équation
fonctionnelle a ceux associés aux formes quadratiques sous-jacentes, ce qui nécessite dans cet
exemple quelques choix supplémentaires.

7.3.1 Normalisation des invariants relatifs

Les sous-espaces radiciels : gt“*% pour 1 < i < j < k, sont de dimension 1 et engendrent
une algebre de Lie simple de type Dy que 'on munit d’un systéme de Chevalley, (X,), tel
que les coeflicients correspondants vérifient les conditions :

—lsii<fl<j

Soit i< jetl#£i,j alors Nei—ej7sjieg = { 1 sinon

Un tel systeme existe ([Bou 2|,chap.VII1,§13,n°4), on dit qu’il est D—adapté.Dans ces con-
ditions on a :

lsii<l<jouj<i<loul<j<i,

Lemme 7.3.1 1. Ne e dep—e, =
aTtpmeema {—1sz'€<z'<j oui<j<louj<tl<i

2. Pour1<i<j<k, soitt;; =0x hei—e, (=1), alors pour £ #1i,j et s,t =+1, on a :

6i76j7
Hi,j(quftez) = _NEZ'*EJ',Q*Ez’Xsej*tEZ'
Démonstration: 1) Lorsque i < j on a :

Nei—ej-,:l:q—ei = _N—ei-i-Ej,:I:Eg—Ej = _Nei—Ej,Ej:FEga
((3) du lemme 4 et proposition 7,§2, n°4, chap.VIII,[Bou 9]) et lorsque i > j on a :

Nei—ej,:l:eg—si = Nej—€i75i:F€£’
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or le systeme est (D) adapté d’ou le résultat.
2) C’est un simple calcul, en remarquant que Nei—ejiep—ei = Nej—ej teg—ei- ]

On rappelle que H; = he,_,,, pour i = 1,....k et avec la normalisation choisie, on a pour
toute racine o = F¢; T €5, avec 1 <i < j <k, B(Xo,X_ o) = 1.

On définit les formes quadratiques suivantes pour ¢ = 1,...,k :

B(ad(z)%(X ) Xer—ep_ipy) POUr 1 <i <k — 1,

€1 —€k—4+41

r € Ey(Hi)Ng1 Gi(x) =0
E(ad(x)z(X—El—Q)?X—61+62) pour ¢ =k

avec b € F*.

Pour i = 1,...,k, G; représente 'invariant relatif fondamental du préhomogene commutatif
régulier :
(W D1<jrzi<kFHj)o, WMD1<ji<kFHj)1 = Bo(H;) N gr),

c’est une forme quadratique non dégénérée et relativement invariante par Ni<;<rGH,.
Toutes ces formes quadratiques sont équivalentes, en effet :

Lemme 7.3.2 Pour 1 <i<j<konaGp_iy100;;=GCGr_ji1.

Démonstration: Pour ¢ > 2 ou bien i =1 et j > 3, le calcul donne :
0ij(Xter—e;) = —Nej—eje1—e: Xty —¢; = Xbey—¢; (lemme 7.3.1)

etpouri=1et j=2o0nab2(X ¢ te)=Xei—ey €t 012(X ;) = X ey O

Remarques :

1) Le changement de systéme de Chevalley D—adapté a pour conséquence de multiplier
toutes les formes quadratiques par une méme constante définie & F*? pres.

En effet, soit X/, un autre systéeme de Chevalley D—adapté alors il existe une application ¢
du systeme de racines Dy, dans F* telle que X, = t(a)X,. Comme les coefficients N, sont
les mémes pour les deux systémes de Chevalley, ¢ est un morphisme du Z-module associé a
Dy, et t(eg — €)t(—e1 — €)t(e1 — €2) M (—€; — €2)"t € F*2 pour i = 2, ..., k.

n

)
2) On rappelle que dim(g“) = 2(n — m) + 6.
e Lorsque F = R, on choisit la constante b telle que G soit de signature (p, q) avec p > q.
e Dans le cas BI, lorsque F est un corps p-adique, on choisit la constante b telle que

discriminant(G1) = (—1)""™ dans un souci de simplification des coefficients de 1’équation
fonctionnelle (cf.§7.3.4).
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Les invariants Fi, Fo, ..., F} sont normalisés par la condition :

pour x = Z vy €Wy Fi(z) = H Gj(zj) ,

1<j<k 1<5<i
il est alors aisé de vérifier que :
pour y= > yeWy Fy= [] &)
1<j<k k—i+1<j<k

Indiquons la nature de la forme quadratique G; et de sa restriction aux centralisateurs de tds.

Lemme 7.3.3 G; ~ G, ® él, Go = G1/g" est une forme quadratique anisotrope, G1 étant
hyperbolique.

Cas réel : Gy a pour signature (po,qo) avec go = m —k et pgp =2n—m —k+9; on a :
N = Po +qo

Démonstration: 1) Lorsque m = k, U(®a<;<iFH;) est de rang 1 donc la forme quadra-
tique (1 est anisotrope, donc définie positive par normalisation dans le cas réel.

2) Lorsque m > k, prenons un systeme de Chevalley D—adapté de l'algebre simple de type
D,,, définie par {+¢; £¢€;,1 <i < j < m} et soit x € Eo(Hy)Ngr, = Zk+1§£§m(m€Xek*6z +
YeXe,1e,) +Y,Y € g%, le calcul donne :

Gi(z) =206( Y wwe) +Gi(Y)
k+1<t<m

b? étant la constante provenant du systéme de Chevalley, or la restriction de Gi a g est
anisotrope donc définie positive par choix de b dans le cas réel d’ou le résultat. O

Lorsque A est de type B,, on note Q, la classe d’équivalence de la restriction d’une des
formes quadratiques Gi_;+1 & g“; lorsque A est de type D,,, on pose Vt € F* : v, (t) =1
par extension.

Soit z € E4(Hy) Ngy = Eb(he, ) Ngy et U3 = U(F2z @ FH; @ Fz~1), alors pour i = 2, ...,k on
a dim(U\? N By(H;)) = dim(Ey(H;) Ngy) — 1 et :

Lemme 7.3.4 Pouri=2,...k: G; ~ Gi/u(

2
IZ)OEQ(HZ') @ Gl(z)X .

Démonstration: Pour i = 2,....k, on a : Ey(H;) Ng = ngz) N Ey(H;) & Fu, avec v =
[Z’X*EkJrekfiH]'
1) Lorsque k =2 :
[UaX—EH—Q] = [[Z7X61—62]7X—61+62] = [27 [X61—627X—61+62H = _[27h61—62] =z
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car [z, X_¢,+¢,] = 0, donc pour y € ilgz) N Ey(Hz) on a :

[ya [U’X *61+62H = _[y, Z] =0
d’ot :
teF : Goly+tv) = Ga(y) + t2G2(v) = Ga(y) +2G1(2).

2) Lorsque k > 3.
Pouri<k-—1:

[U’Xielfﬁkﬂ'ﬂ] = N*€k+€k—i+17i€1*€kfi+1[Z’Xiﬁl*f—k] = _[Z?Xi€1*5k]
(1),Jemme 7.3.1) car [z, Xt —¢,_,,,] = 0 donc G;(v) = G1(z) et pour y € ilgz) NEy(H;) on a:
[y7 [U7 X:I:el—sk_i_HH - —[Z, [y7 X:I:el—sk]] = O,
d’ou :
teF : Gi(y+tv) = Gi(y) +2G;(v) = Gi(y) + t2G1(2).
De méme pour i =k on a :
[U’X*qiez] = N€175k7761i62 [Z’Xiezfek] = [Z’Xiezfek] (1)’lemme 7'3'1)
donc pour y € L[gz) N E2(Hy) on a :
[y7 [U7 X—q:l:ek]] - [Z7 [yv X:I:Eg—ek]] =0.

De plus :
Gi(v) = bB(ad(2)*(Xey—ey)s X—ca—ei) = bB(ad(2)*(01,2(Xe1—e,), 01.2(X—1—¢,)) = G (2)
(2) du lemme 7.3.1) d’ou le résultat. O

Remarque 7.3.5 disc( = G1(2).disc(Gy) et pourt € F* on a :

Gi/ugz)mEg(Hi))
G o1, 0y) = HWICA(—G (2)) = 1 (1Qu)a(~1C (7).

De la proposition 7.1.3, des 2 lemmes précédents, de leur démonstration et avec les normali-
sations choisies, on déduit immédiatement le résultat suivant :

Lemme 7.3.6 Dans le cas réel, prenons G1(z) = £1 alors la restriction de Gy dilgz)ﬂEg(Hi)

Gl(zz) + 1,q0— 1= 21(2)) et U3) a pour rang : rang (g)_1+7G1(22) — 1.

a pour signature (po—

Remarque 7.3.7 Lorsque rang(g) > 2k on a rang(4®)) > 2(k — 1).

En effet, comme m > k, on prend un systeme de Chevalley de I’algebre simple de type D,
définie par {£¢; £ €;,1 < i < j < m} et on peut supposer que z = cX¢, ¢, +dX¢ 16y, (B
I’action des automorphismes élémentaires pres puisqu’on est dans un préhomogeéne commutatif
régulier) donc :

z ; i+
U = B1cjer1 09 Brejcr-titacicm 897 Brgjp FY

avec Y; =cX —dX, O

€5 —€k+1 jtek+1 -
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7.3.2 Le résultat (3k <2(n—1)+9)

Pour u = (uy, ..., u) € (F/F*2)* on rappelle que :
O, = Ou1,...,uk = {CE € g1 | Fl(x) € ulF*Q , FQ(CC) S u1u2F*2 ,...,Fk(x) € ul...ukF*Q},

Ou N Wy ={z =3 1< i € Wy|Gi(zi) € u;F*2 pour i = 1,..., k},

o =0; ={rego | Fi(z) € upF*? | F3(2) € up_uF*? | ..., F(z) € ug...u; F*2},

Ul yeeoyU

OpNWg ={z =3 i m € Wi | Gi(3;) € u;F*2 pour i = 1,..., k},

sont des ouverts (éventuellement vides) et que Z,(f;m) = Z(flo,;m) (resp.Z}(h;7) =
Z*(hloy;m)) pour f € S(g1) (vesp.h € S(g—1).

Dans le cas réel, on convient de prendre u € {—1,1}*.

Lemme 7.3.8 1. Dans le cas réel, O, (resp.O}) est non vide < Mazx (—k,k — 2qy) <
> 1<i<k Wi <Min (k,2po — k).

2. Dans le cas p-adique, lorsque 2n — 3k + 0 > 3, O, (resp.O};) est non vide pour tout
u € (F/F*2)F,

3. Lorsque rang(g) > 2k, Yu € (F* /F*2)* les ouverts O, et OF sont non vides.

Démonstration: Dans les 3 cas on procede par récurrence sur k, obtenue par descente.

a) Lorsque k = 1, le résultat est évident dans le cas réel et dans le cas p-adique puisque n > 3
donc g; est de dimension > 4 d’ou F* C G1(g1) dans le cas p-adique.
Pour 3), on note que G représente 0 par le lemme 7.3.3 (cf sa démonstration).

b) On suppose le lemme vérifié pour kK — 1 > 1.
c¢) Lorsque k > 2, Ou # 0 < il existe z € E4(Hy) N gy tel que G1(z) = uy et 032(?_)__7% #0
dans le préhomogene (il((]z),ilgz)) utilisé dans le lemme 7.3.4.

(G est une forme quadratique non dégénérée définie sur un espace vectoriel de dimension
2(n — k) + 0 et donnée dans le lemme 7.3.3, pour lequel on applique a).

Le préhomogene (ﬂ(z),ﬂgz)) est de type BI(n — 2,k — 1) ou DI(n — 1,k — 1) lorsque n > 5,
par la proposition 7.1.3.

Comme 2n — 3k +d =2n' — 3K + ¢, avecn’ =n—2+56, K =k —1et &' =1 — 6, on conclut
par récurrence pour 2).

On procéde de méme dans le cas réel en appliquant également le lemme 7.3.6.

142



Pour 3), on applique la remarque 7.3.7 et ’hypothese de récurrence au préhomogene (il((]z) , ilgz))
en notant que G représente 0.

Dans le cas BI(n, k) avec n < 4, on a k = 2 puisque k > 2 et que 3k <2(n — 1)+ < 7 donc
n =4.

(L[( )o, U=) 1) est de type (A3, a2) qui est encore un préhomogene dont 'invariant relatif fonda-
mental est une forme quadratique non dégénérée définie sur un espace vectoriel de dimension
4 d’ou le résultat dans le cas p-adique (2) et 3)).

Dans le cas réel, on applique le lemme 7.3.6 pour 1).

Lorsque g est de rang> 4, g est déployée donc G est de signature (3,2) d’ou G, /ilgz) représente
0 par le lemme 7.3.6. O

Notations :

Pour (u,v) € (F/F*2)%, f application de F*/F*2 & valeur complexe et 71,73 € F*, on note :

Agu (715 72) Z f@&)p(m] |;tv)p(mime; tu).
tEF* [F*2

dim(gl) N 0

On rappelle que N =

Théoréme 7.3.9 g est de type DI ou Bl(n,k) avec 3k < 2(n — 1) + 4.

—

Soit v € (F*/F*2)* tel que O soit non vide, alors pour f € S(gy) et 7 = (71, ..., m) € (F*)*
on a :

Z:(fff, m) = Z av,u(ﬂ-)Zu(f§ T |7N1k)’

ue(]}?*/]F*Q)k

avec Gy (m) = 0 lorsque O}, est vide et sinon :

avu H Aw,w T—f+1-- 7Tk" ’ (Z 1 ‘ ’ (2n 3k+5+1)) , avec
1<e<k

Y(tQq) lorsque k =1
Y(tQa) [ocj<f (—tvj) lorsque £ =1 et k > 2,

Y(tQq) ngigfl a—tu;) Hé+1§j§k a(—tv;) lorsque 2 < 0 < k —1,

(V(tQa) [T1<ich1 a(—twi) lorsque £ = k.
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Démonstration: On procede par récurrence sur k, le cas k = 1 est donné dans le théoreme
3.6.5,5), on notera que E(%, %) =—1

On suppose le résultat vrai pour &k — 1 > 1.

Lorsque k& > 2, on applique la proposition 5.3.1, dont on reprend les notations, avec 1’élément
1-simple H; .

Soient w = (uq, vy, ...,v) et z = Zlgz‘gk yi € Oy, "W, avec y; € E_o(H;) Ng_1,i=1,...,k,
U = U(s) (resp.t’ = U(s")), s (resp.s’) étant l'algebre engendrée par zo = > oo, ¥i et

20" = Yocicn Vi (vespzp =y1 et 25y).

" est de type BI(n — 2,k — 1) ou DI(n — 1,k — 1) lorsque n > 5, par la proposition 7.1.3. On
a2(n’—1)-3K+d§=2n—1)—3k+d>1,avecn' =n—2+4+0,kK =k—1et & =1-—0.
Dans le cas BI(n, k) avec n < 4, on a k = 2 en raison de la condition imposée alors (U, l1)
est de type (As, ag) qui est encore un préhomogene dont 'invariant est une forme quadratique
non dégénérée.

Dans les 2 cas, les coefficients sont donnés par la relation :

Z— 9 f/ £ Liopn—
C( 2) k)(ﬂ— ): H A( ¢) (Wk—z----ﬂ'k’ ’2;‘ ‘2(2 3k+5+1))’

(V2,0 (U2, s Vo41,Up+1
1<0<k—1

ceci en appliquant 'hypothese de récurrence lorsque k > 3 et pour k = 2 le théoreme 3.6.5,5),
avec fy(t) = fr+1(t) par la remarque 7.3.5 et par I'hypothese de récurrence lorsque k > 3.

8= Noci<k, W(Fy; ® FH; & Fy; ') or $U(Fy, ® FH, ® Fy, ') est de type DI(n — 1,k — 1) ou
BI(n — 2,k — 1) par la proposition 7.1.3 lorsque k > 3, ou bien k£ = 2 mais alors, comme
ci-dessus, I'invariant relatif fondamental est une forme quadratique non dégénérée.
Dans tous les cas I'invariant relatif fondamental du préhomogene (L, {l;) est la restriction
de la forme quadratique non dégénérée G; & $4; de dimension 2n — 3k + 0 + 1(> 3) et pour
teF*ona:

Y(tG1/th) =1(tGh) [] a(=tGi ()

2<i<k

en itérant la remarque 7.3.5 donc

p(z0) (ﬂ_/) — Al (75; | |%(2n73k+5+1))

v1,U1 v1,U1 )

on termine en appliquant la proposition 5.3.1. U

Lorsque 7, = @, | |*¢, avec ¢, € F*/F*2, pour £ =1,...,k on a :

avm(ﬂ'mr,;_ll, ...,7r2wf1,7rl) = (Héf:l(q,uwg) Yayu(Sk — Sk—1,...,51) €t
lop_ 1 _
(k= Shots s 81) = [10oy AYQ, (| [er3E 05| [5@n—3k4d+D),
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7.3.3 Le cas réel (pg+ qo =2n — 2k +9)

On rappelle que g peut s’identifier & My, ;) 14,(R) et que pour £ = 1,....k F, est alors
proportionnel a :

1 0
dety(Alpy g" A) avec A € My, py1qy(R) et Ipg gy = ( Opo _{0 ) ’
% %

dety(X) étant le déterminant de la matrice tronquée X, définie pour £ =1, ...,k par :

X = ($i7j)1gi,jgk alors X, = (xi,j)kfulgi,jgk :

Soient s1,...,s, € Con a:

ik
Qo (51 = Sko1s s 81) = O(51, eees 51) @, P (51, 00y 51) avec -
k
_(Potao+2 _ {41 +qgo—F+1
Oty i) = 28 (2m)HC0) )20t T D= ) D1+ o)
=1
a;,u(pmqu) HCOS ) (po’qu)(v,u; s¢) , avec

. / 0 lorsque £ =1,
¢§p°’q°’k)(v,u; s¢) = 2(ug+ve) (se+=)+ue(po+q90—Fk)+(q0—po)+ Z Uj { a

2 Siek Zlgig@—l u; lorsque £ > 2.

noté également : a;,u et ¢y(v,u;sp), lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

Remarque 7.3.10 1. Comme gbpo’qo’ (—v, —u; 8p) = QS(qO’pO’ (v,u; 8p), on a :
Jqo3k posk
a/_U,_u(pO o )(sl,...,sk) :a;7u(q° po )(81,...,8k) (R9).
¢ + q0

))-

2. Lorsque po > k on a a’(17...71)7(17m71)(51, vy SK) = Hle cos(m(sg +

3. Dans le cas particulier ot qo = 0, ce qui correspond a g de rang k, g71 = O, 1) €t
g”-1=0f ) donc pour f € S(g1) et s = (s1,...,5:) € (C*)* on obtient :

k
* ™ 0
Z*(Ff; (sk—Sk—1, .-, 52—51,51)) = C(s1, ..., Sk) H cos(7T35+§€)Z(f; 89—814..r, Sp—Sk—1, _Sk—%)7
/=1
qui n'est qu’un cas trés particulier du théoréme 3 de [C)].
4. Pouruw=(1,..,1,-1,...,—1) avecu; = ..up =1 et upy1 =... =up, =—1 on a:
r (+q—q, T {+po—
Oy (515005 S) = H cos m(sg + M) H cos(sp + M) avec q =k — p.

2 2
=1 l=p+1
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La plupart de ces coefficients sont nuls, en effet pour u € {—1,1}*, soit p(u) (resp.
¢(u)) le nombre de composantes positives (resp. négatives) de u (p(u) — q(u) = > 1 <;<k Ui,
p(u) + q(u) = k) alors :

Lemme 7.3.11 1. Soient u # v, on note iy,...,i., avec i1 < ... < i, les indices pour
lesquels Uj; = —v;;.
i) Lorsque po + qo + k est pair : ay, = 0 pour v > 2 et pour v =1 on a ay, # 0 <
p(v) + po est pair.
ii) Lorsque po + qo + k est impair alors ay, # 0 & v, = (—1)P@)H+poti=1 poyr
i=1..,r

2. ayu(s1, ..., 5%) = 0 lorsque |p(u) — p(v)| > 2.

Démonstration: Cela découle simplement de la formule :
j=1,,r: ¢ (v,uis;) = (ui; — D)po + (g0 — k) (ui; +1) + 2p(v) + 205

avec a;y = 0 et pour j > 2: a; = 21<z<]‘—1 Uj, .
Comme po, qo, p(v), j sont entiers, 7 ¢;. € §7Z; si u;; = u;; , pour une valeur j lorsque r > 2,
on a alors :

T T
Gi; oy = Gi; +2u;; donc cos(z b3 (v, u; 84;) )COS(Z Gi; 1 (v, u584;) ) = 0.

Ainsi il reste a regarder les cas pour lesquels pour j = 1,....,7 — 1 on a u;,, = —u;; mais
alors ¢;; , = ¢;; donc il suffit de regarder ¢;, et ¢;, lorsque r > 2 et ¢;, lorsque r =1 d’out
le résultat.

2) Se déduit simplement de 1). O

Remarques :

1) De la démonstration du lemme précédent, on déduit immédiatement aﬁw lorsqu’il est
non nul.

En effet, soit I = {i1,...,3,} ={i |u; +v; =0 },on a:

1— 14y
5 )po+( 5

T
Go(s1ssk) = BUI) - [T cos( 5 [2si+D+(
1<I<Kk,l¢T

)(qo—FK)+up(v)+uCi(u) ] )

avec :
 Ci(u) =05si I =0 oubien si I <y sinon Ci(u) = 3 gerji<i<i—1} Wis

® B(I) = 1si I =0 et sinon B(I) = (cos(Foi,) )41 (cos(Fou) )12,

2) Notons que l'on retrouve les coefficients de I’équation fonctionnelle associée & F' = F,
en effet il est clair que pour tout couple d’entiers (p, q) tels que :

p+q=Fk et vérifiant : Max(—k,k — 2q0) < p —q < Min(k,2py — k) ,
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Pensemble : Op 4 = Up()=pOu (resp.Oj , = Up)=pOs;) est inclus dans une seule orbite sous
l'action de G.
Pour s € C, posons :

a,(p/7q/);(p7q) (po’qo;k)(S) = a;7u(p07qo;k) (8, ceuy 8) (Rl)
v|p(v)=p’

avec u quelconque tel que p(u) = p (donc ¢(u) = ¢) alors de maniére classique a’(p,,q,); (p’q)(po’qo;k) (s)

ne dépend pas du choix de u (cf.2) de la remarque qui suit le théoréme 6.2.2) et on a :

S , ,k
a(p',q/);(p,q)ﬂ 1®) = C(s,...,s)a’(p,ﬂ,);(p’q)(po qo )(S)‘

(po,go;k) ()

Les coefficients a/ sont bien connus, ils sont donnés dans le théoreme A.1

®,q");(p,q)
de [Fa 4] puisqu'on a a/(pﬂq’);(pﬂ) (po’qo;k)(s) - C((II:;:]q)’)(Ip“’qo; )

En effet, de maniere immédiate, on peut noter que :

1) @l 0.0 q)(po’qu)(s) =0si|p—p|>2(2) dulemme 7.3.11).
i) a/ (0.P0ik) (g) = ¢! (Po:40k) (4) (1) remarque 7.3.10)
(¢'.p"):(a:p) (¥'.q");(p:a) que 0. 29)-

iii) Lorsque pg > k on a

k
a/(k’o);(k’o)(po,qo;k)(s) = HCOS m(s+ ¢ -;CJO) (2) remarque 7.3.10).
iv)
k
/ (oa0k) () — T2 tta—q ttpo—p
Ay 0):(pra) I (s) = v—q cosT(s + 5 ) H cos (s + 5 )

k
= (=1)rd szlcosw(s+€+po) H COS7T(S+£+qO),

lorsque gqo —q¢ =pop —p (2) ou bien pg—p =0 (2) et go — g =1 (2), par le 1) du lemme 7.3.11.

Cependant le calcul général est fastidieux car il fait apparaitre des sommes, il est alors plus
simple de noter que :

; ; qo+1 . TPo
( al(l’o);(l,o)(po’qml)(s) “,(1,0);(0,1)(p07q071)(5) ) - cos (s + 9 ) S o 1
-qo;1 q0;1 =
al(O,l (1, (o0 )(5) al(o,l ;(0,1 (podo )(5) sin %qo cosm(s + po;- )
vi) Comme :
k—1

O (v, u) P00 (5) = oy (v, 1) PNV (s + ——)  (R2)
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Uk

avec pfy = po —p(u) + % et ¢f = go—q(u)+ 5 (rappelons que p(u) < py et que g(u) < qo)
et que :

k—1 k—1
cos(pon(v,u) 2R (s) = T cos(Gan(e!, )07 o*D(s) - (R3)

1

-
I

1

-
I

/ 1—vg

— _ 14+v _
—(Ul,"'avk—l)’p”(]_po_ 2k et C_I”O—C]O— 2

avec v’ = (ug, ..., ug_1), v

les coefficients a/ (Po.qoik) (g

W0 () vérifient les relations de récurrence du lemme A.3 de [Sa 4],
relations de (A4) a (A7) qui proviennent des relations (R1), (R2), (R3).
Notons que (v) est la relation (AS8), ii) est la relation (A9), iii) est le lemme A.4, i) le lemme

A.6 et iv) une partie du lemme A.8.

e : foalitd P0,q0ik) (o) — (1(Psa) . : . 5
Ainsi on a bien ’égalité a’(p,,q,);(nq (Po-qo )(5) = C(p,g,)(lpo,qo, s), ces derniers coefficients étant
donnés dans le théoreme A.1 de | | et c’est I'établissement des formules de récurrence de

cette partie de [Fa 4] qui sont & I'origine de ce travail.
Cependant la constante C(s, ..., s) differe de la constante donnée par F.Sato qui n’a pas de
facteur de la forme 2.

7.3.4 Le cas p-adique

Posons r = 2n — 3k + & et pour (sy,...,s;) € C¥, u,v € (F*/F*2)* tels que O, et O} soient
non vides :

av,u(s) = av,u(sk — Sk—15---,82 — 81, 81)
1 1
= [Ih, AV, (| et | i)y,

Le calcul explicite donne :

() = (=) 3(Qa)* Clo,u) TT AL 410 4,4y (00 0 we0)
1<e<k

avec d = (—1)[%6]50 et §o = (—1)""".discr(Qq), on rappelle que dy = 1 lorsque 6 = 1 par
normalisation (§7.3.1) et lorsque 6 = 0 pour m =n oun —m = 2,

, C(v,u) = H a(—u@')kﬂ' Oé(—vi)i*l,

0 lorsque k + 6 ( i.e. r) est impair ,
an =
0 1 lorsque k + § ( i.e. ) est pair.

1<i<k
vg.....0} lorsque £ =1,
Wp = Ul.....Up_1.Vp31.....0 lorsque 2 < £ < k — 1,
Upen.. up_1 lorsque ¢ = k.
Notons que dans ce cas :
{41 4+
b(sk — Sk—1,-52 — s1,51) = ] (se+—5— = 1)(se + -1),

1<t<k
et que lorsque la caractéristique résiduelle de F est différente de 2 :

(1 — g 20t 50 (1 — g 20set57)) goo

5=
sz+§(z+1),se+§(r+e)(w’W’( 1) wedo)
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est un polynome en s, dont les valeurs explicites sont données dans le lemme 3.6.7.

Classiquement, les coefficients de 1’équation fonctionnelle associée & Fj s’obtiennent a partir
des coefficients @y (s, ..., s).

Lorsque 2 < 2k < n, soit H = {s € F*|sQ, ~ Q,} (H = F*2 lorsque § = 1) et pour
ug € F*JF*2 et € = %1, soit S(ug,€) = {u € (F*/F*2)¥ | il existe t € H vérifiant p(tu) = ug et
h(tu) = €} alors chaque Uy eg(ug,¢)Ou est inclus dans une seule orbite de G dans g} (cf.[Mu 4]).
Comme dans le cas commutatif (§6), on n’effectue pas le calcul des sommes correspondantes
qui sont peu maniables, on se contente de donner les sommes de coefficients : ) . ao+0
lorsque la caractéristique résiduelle de F est différente de 2.

Lorsque 7 > 3, O, et O} sont non vides pour u € (F*/F*2)¥ (lemme 7.3.8), déterminons alors
pour a € F*/F*2 et s € C :

bu(@al 7)) = (@,p(w) E e e ey TS5 oo 8)(a7kp(v))
= a1/ 2(Qu)* (Mhcicy () (@ p)t (@l 1)
lorsque la caractéristique résiduelle de F est différente de 2.

On rappelle les notations pour z = (21, ..., 2 ) € (F*/F*2)k .

1 lorsque ¢ =0 1 lorsque ¢ =1
p(2)i = . et h(z)i = § r1 .
z1...zi pour i = 1,..., k, Hj:1(2j+172’1---2j) pouri=1,...k

ainsi que p(z) := p(2)k et h(z) := h(2)g.

Proposition 7.3.12 Lorsque la caractéristique résiduelle de F est différente de 2, k > 2 et
r>3ona:

Bu(@nl ) = fraga) () fasgeny (s + 57 = T )Gl 1)@ Bulil 1)

avec !

1. Lorsque 1 est impair (i.e. ap =0) :
i) Lorsque k est pair (donc § =1 et o =1) :

Bu(@al I*) = h(u) a(p(u)) (p(u), ~1)A(] [*+2*+05 ).

a(~1) 3 p(u)
ii) Lorsque k est impair (donc § =0) :
~ s sl (k) ~
Bu(wa| | ) = (p(u)aé(])pq | +2( +k)wa60)-

2. Lorsque r est pair (i.e. ag=1) :
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k
2

i) Lorsque k est pair (donc 6 =0) : By(@a] |*) = ((—1)2,ado)(a,p(u)).

s+ ~ k
Z a(m) (x7a50)h(‘ ’ +2(k+1)wa$) A;r (r+1) s+35 (r+k‘)(m7 (—1)2p(u),1).
z€F* /F*2

it) Lorsque k est impair (donc § =1 et 6y = 1)

Bu(@al Y) = hwa(p(w) (| [0 Va ).
a(=1) "2 p(u)

Démonstration: On remplace chaque A vy, ug, wed(,) par sa valeur d’olt :

Set3 (Z+1) sg+ (r+€)(

k k

a a 1 1
HASE+§(z+1),se+%(r+5)(W’W’W‘%) = zl—[1( Z/ 204(756) °pls+5 (L 1); teve) p(st 5 (r+-0); teue) (wedy, te) )
= =1 t,eF~/F*

k k
= > (H fo(te, u > (H p(s + %(5 +1); teW)) (H(%P(Uzﬂ)

t=(t1,...,t) E(F* /F*2)k (=1 (=2

it u) = a(te)*p(s + 5 (r + 0 trug) (1, )15 )
donc

@l 9= (I etw) % (Hfz 1)) €0,
1<i<k t=(t1,...,tx, ) E(F* /F*2)k

avec .

C(t,s) = Xvem/my (Hé (s + 50+ 1); tW@))(H@ o (—ve)* 1(%P(’f)z1))(60,]9(0))

= p(@a| [*t1)(t1, ) [Tj_y Col(t) avec

Colt) = Syem s (o) (v, ap(the1)p(s + S0+ Vs trvy).
Le calcul donne (cf.3.6.2 et 3.6.4,A) :

(| |5tz 3(0+1) at, 1) lorsque ¢ est impair,

Co(t) = a(1) " (te, aty_,)
a(—tg)h(| \S+ DG, t,) lorsque £ est pair

=1 k(k—1)

en posant t, | = (=)= Ip(t)_1, d’oit en réorganisant les produits : C(t,s)a(1) z = =

[ 5] [534]

k
~ 1 L
p(wa| |s+ )h H tgg H to,a 5 Hh |s+ (2£+1 a% H ,0 |s+ (2£+2 a’%)
¢ (=1

(=1

(MBS
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donc par le 1) du lemme 3.6.8 et la définition 6.2.3 :

[N

(5]
k(k—1) [

k
Clt,5)a() T = p(@al 1) fresny(5) 1(t) T[ a—to0) [T (ter (= D)IF) g1 1)
/=1

~
||

avec

h(] |s+%(k+1)@ ) lorsque k est pair.

a(-1)2z

Dorénavant on remplace a(1) par sa valeur : (1) = 1 ainsi :

b;(d)a’ ’8) - p((:)a‘ ‘S—H)f[%](s)cu(s)

1 lorsque k est impair
g(r) =

avec

k
o) = (TT atw) q(tl,...,m(Hp<s+§<r+@;w><tf,Ug_n)gk(tl...tk)

1<i<k t=(t1,....tx) € (F* /F*2)F =1

en posant Uy = a(—l)[é}p(u)g% pour £ =0, ..., k.
Remplagant h(t) par sa valeur, on a :

[k+1

I1,.2 } a(top—1)a(—ty...t;) lorsque ap = 0

(4] k
q(tr, . te) = h(t) [ el(—tae) [J lte)™ =
(=1 (=1

L3
Hfz]l a(—tag)a(ty...tg) lorsque ag = 1.

Lorsque k est impair, k =2p+ 1 :

e lorsque ag = 0 on a atopy1)a(—t1...tx) = (topt1,t1...t2p)a(—11...t2p), on somme d’abord
sur top4+1 ce qui donne apres simplification :

D 2p

, 1

cu(s):< H a(ui)2> > Ha(tzg_1)<H p(s+§(r—|—€);tguz)(tg,Ug_1)>g(t1...t2p)
1<i<2p t=(t1,...,tzp)E(F* /F*2)k L=1 =1

avec : g(z) = a(—zuzp 1) (uzpi1, (~ 1P Usp)p(| PH20H2 DG, );

e lorsque ag = 1, on commence par sommer sur t; d’ou :

P 2p+1
. 1
Cu(s) = ( H Oé(ui)l> Z H a(—tgg) < H p(8+§(7“+€); thg)(tg, Ugl)>g(t2...t2p+1)
2<i<2p+1 t=(t2,...,tapy1)E(F* /F*2)F £=1 =2

avec : g(z) = a(u)a(urz)(ur, adp)h(] 2D a,, ).

Lorsque k est pair, k = 2p, on a a évaluer les quantités :
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e lorsque ag =0 :
' p 2p 1
cu(s) = < H a(ui)l> Z H a(tggfl) (H p(8+§(7“+€); thg)(tg, Ugl)>g(t1...t2p)
1<i<2p t=(t1,...,tap) E(F* /F*2)k £=1 (=1

avec : g(x) = a(—z)h(| |S+%(k+1)dj -

e lorsque ag = 1:

2p
. 1
culs) = ( 11 a(uiy) 3 Hm—m)( P(5+§(T+€);th)(tf,Uz—1)>g(f1---t2p)
1<i<2p t=(t1,...,tap) E(F* /F*2)k £=1 (=1
avee 1 g(x) = o) (| 720G ) = a((1Pa) (1P () PG ).

Lorsque ap = 0, on obtient en appliquant le lemme 7.3.13, 3.6.8,1) et la définition 6.2.3 :

Cu(s) - fp-l—l(s + %T - 1) h(u)Zp (p(u)Qpa —a56) g(p(u)Qp)

avec :
, (=1)P=1 lorsque k = 2p et ag = 0,

0 {(—1)p50 lorsque k = 2p +1 et ag = 0.

Lorsque ag = 1, on obtient de méme :

ek=2p+1doncd=1etdy=(-1)7":

1 2p+1
cu(s) = fpr1(s + 5(7“ —1)) h(uw)op+1 (ug...uzpt1,ad)) H a(u;) g(ug...ugpt1)
i=2
e k=2p donc d =0 et &), = (—1)Pdy :
2p
u(s) = fyls+ 5 = 1)) hw) (p(u),a5) T] ou)S()
1=1

avec

Su)y= > g((=1)’z)S () et

:BE]F*/F*2

L(pg1) ~ st L(raop) ~
Si() = § X e ma(adyz, (=1)Pp(u)z) p(| [PF20H0@D.) (| 200, yp)

= (a567 (—1)pp(u)m) (X(—(—1)pp(U))Ai+%(r+1)’s+%(r+2p)(.%', (_1)pp(u)’ 1)

(lemme 3.6.4-B-6)) d’ou en remplagant g par sa valeur et en posant

1
cu(s) = f[k+§+1](8 + o

on a :
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e Lorsque r est impair (i.e. ag =0) :
cu(s) = h(u) a(p(u)) (p(u),ady) -

(| ‘s+%(k+1)@ e )) lorsque k est pair (donc 6 =1 et §p = 1)
a(— p(u

o] |s+%(r+k)®a50) lorsque k est impair (donc § = 0)

e Lorsque r est pair (i.e. ap =1) :
i) Lorsque k est pair (donc § =0) : ¢,(s) = ((—1)§,a50p(u)).

1 ~ E
Z a(x) (z,adp)h(] |8+2(k+1)wam) Ai+%(r+1)7s+%(r+k)(5'3a (=1)2p(u),1).
Z‘E]F*/F*2

ii) Lorsque k est impair (donc 6 =1 et §p = 1)
k+1
2

h s+2(r+1) ~ B
R0 e )

cu(s) = (p(u), a(-1)

k
—1)2) 1 k est pai
et on remplace H1<i<k (X(Ui)ik _ (p(u)7( )2) orsque ﬁ pair, . '
== h(u)a(p(uw))(p(u),(—=1) 2 ) lorsque k est impair.

O

Remarque : Les calculs effectués dans cette proposition sont également vrais sur R en
conservant les facteurs «(1).

Lemme 7.3.13 Soient p > 1, F : F*/F*2 — C et pour i = 1,...,p soient c;,u;,v;, U;, V; € F*,
/
si,8; € C et

S = Z F(ty.tpyr---yp) H aleiyi) (yis Vi) (ti, Us) p(sis tiui) p(sg; yivi)
tl,...,tp,yl,...,ypeF*/F*Q 1<i<p
alors
1 84~ st~
S=K 5 Y (zo) Fewp®) T ol 1Me0) b o) ]
2,0 €F* [F*2 1<i<p

avec

K=oa(1)™? H o(civ;) H (ui, Us) H (vi, Vi)

1<i<p 1<i<p 1<i<p

p(u) = Ti<icp wi, p(v) = [1<icpvis f €tant le cardinal de F* /F*2.
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Démonstration: On change la sommation en posant pour ¢ = 1,...,p : z; = t1...t;y1
donc t; = x;_1x;y; d’ou :

A= > Fr,mp) [T [eleip(sis zioamiyius)p(si; yivi) (vi, UiVi) |

X1y Tp,Y1ye e, Yp EF* JF*2 1<i<p

avec

f(.%'l,...,.%‘p) = F(.%'p) ngigp(xi_lmi,Ui) et x9g=1,

= F(xp) ngigp(xia UiUi+1) avec Up+1 =1

donc :
A= Z f(xla"vxp)g(x)
x1,..2pEF* JF*2
avec :
g(z) = Zy17,_,7ype]p*/]y*2 ngigp a(ciyi)p(sis Tim1wiyiui) p(si; yivi) (Yi, UiVi)
= H1§z’§p 9i(z)
avec :

9i(@) = Yyememee aciyi) p(si wimaiyiui) p(si; yivi) (yi, UsVi)

= (c, Uin‘)A;i’s; (wi17icu4, vy, UsVy)

1 . s~
= (U7 <> ? S (anaiazau)pl] 96k F D)

z; EF* [F*2

(B-6) du lemme 3.6.4) donc :

g(x) = K(%)p Yo H(zyewz) [ (@izzion) et zppa=1,

21,..2p€EF* [F*2 1<i<p
avec ( )
|\ C; Uy
K= H [ (v, U; V%) o) ]
1<i<p
H(z, .. H p( |slwzl (1° WzlclleV)(ZZauzUz)
1<i<p

donc

1

A=K Y H(zl,...,zp)(?)p > Flp)(@psUy) ] @i zizialilig)
21,..2pEF* [F*2 x1,..2pEF 1<i<p—1

1

=K > H(z,mz) ][] [—Z(%ZﬂHlUiUiH)](l Y Flay) (@ 5Up) )

21,..2pEF* [F*2 1<i<p—-1 z,€F f xp EF* /F*2

donc pour¢=1,...,pona: z; = z1U1U;, on pose alors z = 21Uy d’ou z; = zU; pouri =1, ...

et on pose z = p(u)p(v)zp.
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Remarque 7.3.14 1. La proposition 7.3.12 est également vérifiée pour k = 1 (cf.th.3.6.5-

1
2) et 3), iciN:T—; ).

2. Dans le cas DI(n, k) (i.e. 6 = 0) avec 2n—3k > 3,les coefficients B, (@,| |*) ne dépendent
que de p(u).

o Lorsque k est impair, on a une équation globale donnée par :
Z*(Ff;@al ) = B(@al [)Z(f;@as| |7°7")  avec

B(@al [*) = 7(Qa)* frs (5) frsa (s + 1~ ;k— 1) p(@al " Hp(] " asy)-

e Lorsque k est pair, on rappelle que pour u € F*/F*2 Z,(f;7) = Z(fl{xeg/1 |F(z)cuF* /F*2}; )
(resp.Z(g;m) = Z(gl{yeg/_1 \F*(z)cur+ /F+2}; ™)) alors classiquement (cf.86 prop.6.2.4 et
sa démonstration) on a pour tout v € F*/F*?

Z;(?f;s) :’Y(Qa)kfg(s)fg(s"i_n_ ;k_ 1) Z Av,u(s)Zu(f;_s_n+k)

uCF* /]F*2

avec : Ay q(s) =

3 k
2v,a,1)((=1) 22, 60)Ai+l(r+1),s+%(r+k)(

x,u, (—1)

Z$EF*/F*2 Ai+1,s+%(k+1)((_1) x, (_1) u, 1)5
k
2

).

k
= 2

1
erF*/F*Q As-i—l,s-l—%(k—i—l)( ( ) )(x 50) s+= (7"-‘,—1) s+i (r+k)(

(r=2n-3k))

Si on désigne, pour s € C, A(s) := (Ayu(s)), weF iz la matrice “normalisée” des co-

am

efficients et As(x,m) == (A2 ;1 m(
’ 2

des coefficients associés a l’équation fonctionnelle pour une forme quadratique de dis-

criminant x sur un espace vectoriel de dimension m, on a :

m . . 7z
v,u,(—l)[ﬂx))v,uep/pz la matrice "normalisée”

D étant la matrice diagonale a4 lignes et 4 colonnes de coefficients diagonauz (x, 00) yep /p+2-

3. Dans le cas BI(n,k) (i.e. § = 1) avec 2n — 3k > 3 et k > 3, les orbites de G dans g}
sont indexées par I = {(u,€)|lu € F*/F*? et e = +1}, notons Zy, = Zo,. (resp. Z(*u’e))
alors

Z*(Ffs) = C)p(| "M Qa)* D Ape(8)Zaue(f;i—s—n+k—1) avec

(u,e)€S

3 1
C(s) = f[%](s)f[%](s—i—n - §(k7 —-1) - 1+ ao

Aoy (5) = eau) (u, (~)F)n(] [#300 g

)
)

(-1l
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k lorsque k est pair,
et bo = . .
r lorsque k est impair.

Il est facile d’établir comme dans 2) que pour v € F* /F*2 on a :

Zy 1y(Ff38) + Z(,1)(Ff38) = 7(Qa)*C(s).

k=1 k
Z € ((_1)[ 2 ]7u)Ai+178+%(b0+1)(vaua (_1)2
(u,e)eS

).Z(u7€)(f; —s—n+k-— 1)

7.4 Le cas DIII

On rappelle que que (gg, g1) est de type (Dy,asp) avec n > 4 et 3p < n, que g est de type
DIIT donc en particulier on a rang(g) = [g] (noté m) et (go,g1) est de type (R, \p) avec
R = C lorsque n est pair et BC' lorsque n est impair (cf.tableau 2).

On donne les résultats pour n — 3p > 2 lorsque F est un corps p-adique et n — 3p > 4
dans le cas réel, hypotheses techniques permettant la descente avec des préhomogenes de type
DIIT (cf. démonstration du lemme 7.4.3), plus restrictives que la condition pour que 2Hj soit
1-simple donnée par n — 3p > 0; on suppose également dans le cas p-adique que P’entier
n — p est impair, hypotheése technique simplifiant les résultats, en effet dans le cas n — p
pair il apparait un caractere difficile & évaluer de maniére intrinseque (cf.remarque 7.4.2,1)).

Pour k = 1,..,p, E4(Hy) = g%* est de dimension 1 et on note X}, et Y; des générateurs de
1
Ey(Hy) et E_4(Hy) tels que (X, §Hk,Yk) soient des sla—triplets.

74.1 Lecasp=1

On rappelle que l'invariant relatif fondamental du préhomogene (go, g1) est donné par :

_ QB(adx4(Y1), Yl)

F(z) B(H,, Hy)

et que x(G) C F*2 (lemme 2.3,[Mu 4]).

Comme F' est de degré 4 et que l'on souhaite utiliser les résultats connus sur les formes
quadratiques (théoreme 3.6.5), 1’étude du préhomogene : (go, g1) se fait a travers ’étude du
préhomogene : (P’,g1), P’ étant le sous-groupe parabolique défini par H{ = hy et Hj) = hy,,
avec A = €1 — €9 et = €1 + €3 (dim(g) = 4), alors H| + H) = H.

On note F} et Fj = F les invariants relatifs fondamentaux associés a P’.

Lemme 7.4.1 1) F(g;) =F — F*2,
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2) Les orbites de G dans g} (resp.g’_;) sont données par O, = {z € g1 | F(z)F*? = u}
(resp.Of = {x € g_1 | F*(2)F*? = u}) avec u € F*/F*2 — 1.
3) Les orbites de P’ dans g”1 (resp.g”_1) sont données par O, = {x € g1 | Fi(z) #
0, F(2)F*2 = u} (resp.O} ={x €g_1| Fj(z)#0, F*(x)F*? =u}) avec u € F*/F*2 — 1.
4) Soient u et v dans F* /F*2 — 1,
i) F=R

7
afl,fl(sla 52) = A%(52)A%(51 + 89 +n — 5) - 4(27T)—251—452—2n+2.

3 )
[(so+ 1) (s2 + 5)1“(31 +so+n—2)I(sy +s2+n— 5) (—1)" sin(msg) cos m(s1 + $2).

ii) F est un corps p-adique, on suppose que n est pair alors Ay (W1, w25 81, S9) =

1 1
Z Aw2782+1782+% (v, w, 1)Aw1w2,81+sz+n—%,51+52+n—2(w’ u,1).
weF* /F*2—1

Démonstration: a) Soit z non nul dans g, si s(x) = {e1}, a 'aide de ezp(ad(g—?)) on
peut se ramener & s(z) N {e £¢€j,7 > 2} # 0 puis que €; — €2 € s(z) donc finalement que
€1 — €9 € s(x) C {€1 £ €2} par le lemme 2.2.1.

Soit = € g} (resp.g”1), il existe ainsi g € G (resp.g € P') tel que x = )+, avec 7y € g*—{0}
et x, € g* — {0} qui commutent d’ou 2).

Le préhomogene commutatif associé & g* est de rang 1 donc son invariant relatif fondamental
est une forme quadratique anisotrope et le diagramme de Satake associé est de type :

e—(0o—e

{z € ¢* | Fi(z) # 0} est une seule orbite pour Gy ( cf.§ 6) ainsi on peut supposer que
Fi(xzy) =1 et on a F(xy 4+ z,) = Pi(x,). Le préhomogene associé a i(s), avec s = Fay +
Fhy + Fz, !, est également commutatif de rang 1 et dim({(s);) = 3 donc l'invariant relatif
fondamental est une forme quadratique anisotrope définie sur un espace de dimension 3 d’ou
F(g1) = F — uF*2, —y étant le discriminant de la restriction de P; & $(s); ([O'M]) et le
diagramme de Satake associé & (LU(s)o, (s)1) est de type :

o=
d’ott 3) (cf.56 et 2).

b) Montrons que le discriminant de P; /il(s); vaut —1 d’ou 1).
Soit E = F[\/€] une extension de dimension 2 de F sur laquelle g se déploie ([Vd]), (Xa),ca une
base de Chevalley de gp = g®g[F et o antiautomorphisme de gg ayant g comme points fixes.

On peut supposer que :

Ty = Xee +0(Xey—g5) = Xey—e5 +pXe ey
T, =Xyt +T0(Xeyyey) + yXey e + 70 (Xey4es)
=2 Xeytes + TqXe 12y +YXetes HUrXeyte, » v,y € EL
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Prenons (ce qui ne change rien pour F) Y1 = aX_¢ ¢, € g2, a étant un élément non nul de
E vérifiant la relation :

SIS

Ny
= PV"E avec N1 = Ne—zieotes » N2 = Ney—ey 242

La relation [zy,z,] = 0 se traduit par ay € \/€F.
En utilisant les propriétés des coefficients N, 5 ([Bou 2)), chap.VIIIL§2,n°4, lemme 4 et prop.7
ainsi que l'ex. 4), on obtient :

ad(z))?(Y1) = —2apNiN3X ¢, «,

ad(z,)*(Y1) =2arNyN5 (3T 2 N + yy) Xese, avec N = =1,
N3 = Ney—e5,—e—e4s
Ny = Neytey,—arves
N5 = 1IVea+€4,—€1—€2 > d’ou

F(z)+x,) =2 pr N\N3NyN;5 (2T L N aa+ ay ay)
= N9oN3N4 N5 (xf g N aa+ ay a_y) ,

le discriminant de cette forme quadratique vaut NoN3NyN5; = —(N2N5)2 = —1car N; =
+1,2 <14 <5 et on applique 'ex.4 aux racines :

a=€—€6,03=-6—-¢,7=¢€+e,0=—¢€+¢

ce qui donne N3Ny + N, o.Ngs=0or Ny, = —Ny et Ng5s=—Ns.

c¢) Il y a une seule classe de formes quadratiques anisotropes définies sur un espace vectoriel

de dimension 3 qui ne représentent pas 1, elles ont pour discriminant —1 et pour invariant de

Hasse —1 (dans le cas réel et dans le cas p-adique), soit G un représentant et aq(,%) le coefficient

associé aux orbites O, = {z|G(z)F*? = u} et O} = {z|G*(x)F*? = v} donné dans le théoreme
3.6.5 (dans le cas réel et dans le cas p-adique) :

al&) (w,s) = —A!

v,u w;s—l—l,s-‘,—%

(v,u,1).

Pour calculer les coefficients de I’équation fonctionnelle associée au préhomogene (P';g1),
(1, m2) avec u,v € F*/F** — 1, on applique la proposition 5.1.1 dont on reprend les nota-
tions.

.. =/ H H = H,
Notons qu’ici B(, 5+) = B(=%, %) = —1.
Soient O}, et O} deux orbites de P’ resp. dans g”1 et g”_1, 2 = 29 + z_2 un représentant dans
O!" tel que F'1"(29) = 1 et P'{(2_2) = v alors :

(E2,0)-, a pour invariant relatif fondamental la forme quadratique anisotrope F(...425")/(F2,0)

(@)

qui ne représente pas 1, donc les coefficients correspondants sont donnés par ay ., (m2) avec
w € F*/F*2 — 1, soit t, € (Fa)s, tel que F(t, + 25') = w alors (Epa)s, a pour invariant
relatif fondamental la forme quadratique anisotrope F'(t,, +...)/(Eo,2)t,, qui ne représente pas

1, donc le coefficient correspondant est donné par a&f&(mwﬂ |"7%) car :
® poo=1et p;1 =dim(g) —8
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o Flty+ 2 ") =w et Fty +t,(0}) = u,

d’ou : 7
a’vﬂl(ﬂ-la 7T2) = Z ’Y(tw, Z(;l)agjﬁg (7T2)a’wG,u(7T1‘7T2| |n—§)
weF* /F*2—-1

~d) I reste a calculer (¢, 25 1) ¢est & dire & considérer la forme quadratique Q(A) =
1B([tw, [20, A]], A) défine sur E_1 1 = ®3<j<ng®?*9 & E avec E = {0} lorsque n est pair et
E = g lorsque n est impair.
Soit A =73 5 ic,,(Aj + Bj)+ C avec Aj € g279, B; € gt et C € E.

En raison des relations d’orthogonalité de B on a :

Q) = 3 Blltws [0, 451, Bj) + Q(C) .

3<j<m

Comme B([ty, [20, 8], g21%) est une forme bilinéaire non dégénérée, v(Q) = 1 lorsque n
est pair et sinon v(Q) = v(Q1), Q1 étant la restriction de Q & E, espace vectoriel de dimension
4.

Soit t € F*, comme tt,, —i—zo_l et ty —i—zo_l sont dans la méme GHi orbite par 3), t(Q) et @)1 sont
équivalentes. Ainsi @1 est de type (2,2) dans le cas réel et v(Q1) = 1; dans le cas p-adique
@1 a pour discriminant 1 et y(Q1) = 1 si Q1 représente 0 et —1 sinon. O

Remarque 7.4.2 1. Lorsque F est un corps p-adique, on reprend les notations du b) de la
démonstration précédente avec la description de g donnée dans (chap. VIIL§ 13,
n°4) et o donné par o(X) =TXT~ ' avec

Ig 0 0.0 0
r=| 0 1 000 : Iﬁ:<(1) g) , BEeF telque (¢,0) =—1
0 O .0 IB
alors ay (w1, wo; 51,82) =
1 1
Z (6, w)n Aw2,52+1782+% (U7 w, 1)Aw1w2781+52+n—%,S1+S2+n—2(w’ b 1)’

weF* /F*2—1

lorsque n — 1 est impair, la matrice des coefficients est simplement le produit des 2
matrices des coefficients des invariants relatifs fondamentaux des centralisateurs :

_T
(@o,u(w1, w23 51, 52)yuep re2—1 = A (wa] [2). A9 (wywy| |1 Fe2172)

avee A (w] [*) = (a¥8 (@] %))y uer /m2_1-

2. Dans le cas réel, les polynomes de Bernstein associés au préhomogéne (P, g1) s’obtien-
nent & partir de la prop. 3.4.4 et de la remarque 3.6.6,1) ce qui donne en raison de la
normalisation choisie :

1 1 7
bi(s1,82) = sa(s2 + 5) et ba(s1,52) = sa(s2 + 5)(81 + 894+ n— 5)(81 +s9+n—3).
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3. Les équations fonctionnelles associées au préhomogéne (G, g+1) sont données par :

e Dans le cas réel :
ZX(F(f);s) = a"™()Z(f;—s —n+2)

avec

0™ (5) = 2(27)~45-202D (5 + 1)1 (s + ;)F(s - T(s+n— g)(—w sin(27s).

e Dans le cas p-adique , lorsque n — 1 est impair, soit v € F*/F*2 — 1 alors :
Zy(F(f);8) = Z aq()fg(s)Zu(f; —s—n+2)
ueF* /F*2—1

avec

aUT,LU(S) - Z AiJrl,er%(v’w’ 1)Ai+n7%,s+n72(w’u’ 1)
wel* [F*2—1

7.4.2 Lecasp>?2

Pour k=1, ..., p soit :

_ 2B (adz*(Yz), Yz)

Gr(z) B(Hy., Hy) ;

X e EQ(Hk) ngp .

Les invariants F, Fy, ..., I, sont normalisés par la condition :

pour z = Z x; €Wy  Fi(x) = H Gi(z;) ,

1<i<p 1<i<k

Il est alors aisé de vérifier que :

pour y= > weWy F)= [[ Giw).
1<i<p p—k+1<i<p

On a xx(Py) C F*2 pour k = 1,...,p.

Lemme 7.4.3 On suppose que n — 3p > 2 lorsque F est un corps p-adique et que n — 3p > 4
dans le cas réel.

Soit X € Wy, 5 lalgébre engendrée par les projections de X sur Ey(H;) Mgy et de X1 sur
E_o(H;) Ng_1, 4 = 8U(s) alors (Yo, 1) est de type (Dn—s, aap—1)) €t U est de type DIIL.

Démonstration: 1l suffit de vérifier que U est de type DIII (cf.démonstration du 1) du
lemme 7.1.3) avec p = 2 puisque pour p > 3 on applique le lemme 7.1.3,3) et pour i = 1 car
H; et Hy sont dans a méme orbite de G.

Comme U(FHs) est de type DIII (cf.démonstration du lemme 7.1.3) on a G1(E2(H1)Ng1) C
F — F*2 (lemme 7.4.1) donc G1(t;) C F — F*2,
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Dans le cas p-adique, on a n > 8 par hypothese donc si U est de type DI alors G1(t4) = F
par le lemme 7.3.8, 2) ce qui est absurde donc i est de type DIII.

Dans le cas réel, par la démonstration du lemme 7.4.1, on peut supposer que X € g1~ “2@geite?
donc @3<;<[2)g% C Uy d’ott rg(h) > [3] — 2 or par hypothése n > 10 dans le cas réel d’ou
rg(y) > 3.

Supposons que 4 soit de type DI et vérifions alors que G (1) = F ce qui est absurde .

Il existe une constante c telle que c¢Gy/4; soit de type (po,qo) avec qo > 1 et pg > 5 (lemme
7.3.3) donc Oy, u, # 0 pour 0 < ug + ug < 2 (lemme 7.3.8,1) d’out G (L) =F. O

Soit u = (u1,...,up) € (F*/F*2 — 1), on rappelle que :
Oun={z g | F@)F?=u, B(2)F?=uuy .. Fp@)F?=u..u,}

Op ={zreg_1 | Ff(@)F?=u, , F5(2)F? =up_1up ..., F5(@)F*? = up..up },

Les ouverts O, (resp.O;) sont non vides et forment une partition de g”; (resp.g”_1).

Théoréme 7.4.4 On suppose que g est de type DIII et que (gy,9,) est de type (Dy, aap).

1. Dans le cas réel, on suppose que n — 3p > 4, soit f € S(g1), alors :

Z*(f 81,0 8p) = ( H a" ) (s, sy 1) Z(f58% — (n—2p)1,).
0<i<p-1

2. Dans le cas p-adique, on suppose que n — 3p > 2 et que n — p est impair.
Soit v € (F*/F*2 — 1)P, alors pour f € S(g1) on a :

Z;(f; 77) = Z av,u(s)Zu(f; s — (n - 2p)1p)a
u€(F* /F*2—1)p

avec ayu(s) = [1<4<, a&?@prrs)(sp_g_H +.. s, +0—1).

Démonstration: On procéde par récurrence sur p, le cas p = 1 ayant été fait dans le
lemme 7.4.1. On suppose le résultat vérifié lorsque (gy, 1) est de type (Di,ag;—1)) avec
l—3(p—1) > 4 dans le cas réel (resp. | —3(p—1) > 2 et | — (p — 1) impair dans le cas
p-adique) avec g de type DIII.

Lorsque (g, ;) est de type (Dy, agp), avec n — 3p > 4 dans le cas réel (resp. n —3 > 2 et
n — p impair dans le cas p-adique) avec g de type DIII, on applique la proposition 5.3.1, dont
on reprend les notations, avec k = 1.
Soient z = 29422 € OyNW¢, U = U(s) (resp.it = U(s")), 5 (resp.s’) étant I'algebre engendrée
par zg et zal (resp.z2 et z;l).
(Wo, 1) est de type (Dn—3,agp—1)) et L est de type DIII par le lemme 7.4.3, (Lo, 1) est
de type (Dn—3p+3,02) et U = Noci<p UW(Fy; @ FH; & Fy;l), en décomposant zg = Zzgigp Yi
et y; € Eo(H;) N gy, or WEFy, @ FH, ® Fy;l) est de type DIII par le lemme 7.4.3 donc par
récurrence U est également de type DIII.
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On applique la proposition 5.3.1 avec H = R* dans le cas réel et H = F*? dans le cas p-adique.
O

Remarque : Les sommes apparaissant dans le cas p—adique semblent peu simplifiables aussi
on ne donne aucune autre relation concernant les coefficients de ’équation fonctionnelle as-
sociée a G (cas s; = ... =sp_1 = 0 et s, = s).
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8 Les cas exceptionnels

Dans ce paragraphe, on détermine les polynémes de Bernstein ainsi que les coefficients de
I’équation fonctionnelle associée aux préhomogenes (go, g1) pour lesquels (g, g;) est de type
exceptionnel, P(Hi, Hy) étant alors 'unique sous-groupe parabolique standard trés spécial
associé a cette situation (cf.§2.5 et tableau 3).

8.1 Le cas (E7,aq)
8.1.1 Généralités

Les préhomogenes considérés dans cette section sont des F—formes de (E7, ag).
Ils sont particulierement simples a étudier parce que les invariants relatifs fondamentaux
des centralisateurs qui interviennent dans le calcul des coeflicients de I’équation fonctionnelle

sont des formes quadratiques sur un espace de dimension paire (8) et dont les caractéristiques
(discriminant et coefficient ) ne dépendent que du rang de g (cf.prop.8.1.3).

Par classification ([Wd],[Vd)), ils sont de trois types au plus de diagrammes de Satake
suivants :

1) Le cas déployé :

0—0—0—0—(©)—0

!

2) Le cas EVI :

0—0—0—e—(0)—e
Le diagramme de Dynkin du préhomogene (go, g1) est alors de type (Fy, A1) 1 o—a>0— @

3) Le cas EVII (alors F =R) :

O—o—e—e—(0—o0

Le diagramme de Dynkin du préhomogene (go, g1) est alors de type (C3,A2) :  o—@r=o
Dans les 3 cas, le sous-groupe parabolique standard est donné par P(Hj, H3) avec

Hy = 2hg (cf.démonstration du lemme 1.3.1) et Hy = 2(Hy — ha) = 2hg, o étant la plus
grande racine de A et
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e 0 = 012221 dans le cas déployé,
1

e 3= 0122 dans le cas EVI (c’est la restriction de la racine précédente),
e 5 =021 dans le cas EVII (c’est la restriction de la racine du cas déployé).

On note (A, \g) le diagramme de Dynkin de (gg, g1) et ¥ un ensemble de racines simples
de A :

e dans le cas déployé, ¥ = {«;,1 <1i < 7} (notation de la planche VI de [Bou 1f)),

e dans le cas EVI, ¥ = {\;,1 < i < 4}, \; est la restriction de «a;,7 = 1,2, A3 est la
restriction de ay et A4 est la restriction de ag,

e dans le cas EVII, ¥ = {\;,1 < i < 3}, A\; est la restriction de g, A9 est la restriction
de ag et A3 est la restriction de ar.

H; et Hy sont dans la méme orbite de G.

R . , 1 1
L’algebre simple E = Y(FHy) (resp.F = (FH7)) est graduée par 5[—[1 (respEHg) et
e le préhomogene (Ey, E1) (resp.(Fy, F1)) est de type (Dg, ) dans le cas déployé ,
e E (resp.F) est de type DIII dans le cas EVI,

e I (resp.F) est de type DI dans le cas EVII,

E (resp.F') admet comme sous-algebre abélienne déployée maximale hy = @ rexjn(a,x)=0Fha
(resp. by = Drexinan=0Fhy), de plus :
m=FEieF g=g"®9’ @ Ey(H)N Ey(H)

g% et g” sont de dimension 1, dim(FE;) = dim(F}) = 2pa 5 = 16.

8.1.2 Préliminaires

Lemme 8.1.1 Soit x € E}| (resp.w € F|) et i, = W(Fax ® FHy @ Fo~ ) (resp.i, = U(Fz @
FHy ® Fx~1)) alors :

1. Dans le cas déployé, rang(L;) > 3.
2. Dans les cas EVI ou VII, rang(i,) = rang(g) — 2.

Démonstration: 1) On rappelle que rang(4l,) <rang(g) — 2 (proposition,appendice 1) ce
qui termine le cas EVII et dans le cas EVI on a 'inégalité rang(il,) < 2.
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2) Dans le cas déployé, on effectue le calcul de (4Uy).
Comme (Ey, E1) est de type (Ds, a3) on peut supposer que & = » 1,4 a; Xy, avec

ajasagas 0 et

p1 =06, p2 =astasgtar, u3 = ast2a5+2a4+aetaz, gy = art+asgtas+2ast+astas
donc z71 = D i<i<d ai_lX,M (cf. par exemple prop.6.6 de [Mu 3] et th.1 et tableau II de
M d).
Soient :

h=o1+0, =0+az+as+as,
X1 = GZ[X—MNX51]_a1[X—M27X51] b= h51*ﬂ1+h51*,u2 Y1 = az_l[XMNX*51]_a1_1[XM27X*51] )
Xo = GZ[X—M?,?X52]_a3[X—M27X52] ; he = h52*ﬂ2+h52*,us Yo = az_l[XM:wX*52]_a{;1[XM27X*52] )

comme les racines 01 — py et 61 — pg (resp. dy — o et do — ug) sont orthogonales, on vérifie
facilement que (X, h;,Y;),7 = 1,2, sont 2 sly-triplets de 1'algebre i, donc Fhy @ Fhy ® Fhy =
Fhg ® Fhqy, @ Fhq, est une sous-algébre abélienne déployée de il;.

3) Dans le cas EVI, dans une extension quadrathue convenable de F, F' = F\/a, g’ = g@pF’
est une algebre déployée, notons o la conjugaison “associée”.

Comme o(jn) = 12 et o{y13) = s
gM = {zX,, +Tk1X,, |z €F'}, ghat2atd — {yX,;, + ks X,, |y € F'}

avec 0( Xy, ) = k1 Xy, et 0(X,,;) = k3 X,
Notons également que o(d1) = §; donc O'(Xgl) = kXs, avec kk = 1.

Comme le préhomogene (Ep, Fy) est de type (C3, 1), on peut supposer que = € E; N (g™ @
g2 t22s3+M) donc s’écrit sous la forme :

v =aX,, +Tki X, +yXp, + Tk X, 2,y € F — {0}

t k
Soit t € F/ — {0} tel que = —k—lk: et :
1
Xy = tjkl[X*m’X(Sl] _xt[X*ﬂQ’X(Sl] , 1= Tk, [X,U«I’X 51] [X;LQ’X—51] )

alors 0(X1) = X1,0(Y1) = Y7 et comme dans 2), (X1,h1 = hs,—p; + hs,—p,, Y1) est un
sla-triplet-triplet qui commute & (z, Hy,2~!) donc Fhg @ Fhy est une sous-algebre abélienne
déployée de 4, de dimension 2 or i, est de rang inférieur ou égal a 2 d’ou U, est de rang 2.0J

Proposition 8.1.2 Soit x = x9 + xg € Wy avec z; € E;(Hy) N g1, alors les préhomogénes
((Us,)o, Uz, )1), © =0 ou 2, sont des F-formes de (As,{a1,a5}).

Dans les 2 cas Uinvariant relatif fondamental est une forme quadratique de discriminant
1 et d’invariant v =1 sauf dans le cas EVI ot il vaut —1.
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Démonstration:  Les préhomogenes ((Ug;)o, (Hz;)1), @ = 0 ou 2, sont des F-formes de
(As,{a1,a5}) d’apres la démonstration du lemme 1.3.1 (2)). Mais alors le rang de Y,, peut
prendre ces valeurs dans {1,2,3,5} par la proposition 8.1.3 donc par le lemme 8.1.1 :

e le rang de Y,, vaut 3 ou 5 dans le cas déployé d’ou l'invariant v(F( +x;)/(Us,)1)) = 1
par la proposition 8.1.3,

e le rang de Y, vaut 2 dans le cas EVI donc y(F'( +x;)/(z,)1)) = —1 par la proposition
8.1.3,

e le rang de Y,, vaut 1 dans le cas EVII réel donc v(F( +;)/(z;)1)) = 1 par la propo-
sition 8.1.3. U

Proposition 8.1.3 Soit (go, g1) un préhomogene tel que (go, 81) soit de type (Agni1, {01, @2nt1})
et soit p le rang de g alors p = 2n+1 ou bien 1 < p < n+1 et invariant relatif fondamental est

1 lorsque p = 2n + 1,

une forme quadratique F de discriminant 1 et d’invariant v(F') = ql P , *
(—=1)" 1P sinon .

Démonstration: On effectue le calcul explicite de F' dans chaque cas.
1) Le cas déployé

Dans les notations de la planche I de[Bou 1] et en prenant un systéme de Chevalley (X4 )aeA,
il suffit de calculer B((adz)?(X_g, (adx)*(X_g) pour x € g1, & étant la plus grande racine de
A. Notons que dans ce systeme de racines N, g € {0,%1} et rappelons que B(Xq, X_o) = 1.

Ecrivons x = 22";1 iXe,—e; +UiX, alors :

€;—€2n+2

adz(X_z) = 2 N, X, +yiN! X, ¢, avec N; = N, ., g et N/ = N,

€2n4+2—€; €i—€2n+2,— Q)

(adz)?(X_5) = Yocizj<on+1 TiYjAijXe,—e; + H avec :

R / . _ 2n+1 / A
Am = N51—5i75j_51Nj + NZNEj_52n+27€2n+2_5i et H = _( Z =2 x’lyl(NihEI—ﬁi + Nzhsi—s2n+z) )a
or :
_ o _ / ~ _ ~ _ )
Nei—eiei—eznsn = ~Ne—era = Ne1 e,—a = —Nj et N Na752n+2_5i = N_ge—, = —N;

(lemme 4(3), chap.VIIL§2,n°4 [Bou J]) donc
H = 23"31 TiYilNi(hey—e; — Pe;—eanys ) €6 Aij = _N€1_5i75j_51Nj + NiNEj_52n+2752n+2_5i'

Pour i # j, posons : a = €1 —¢€;, 3 = € —€1,77 = €2p42—€,0 = € —€ap42, alors a+F+7y+0 =0
d’ou :
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Ney—e; i~ Negnpo—ejei—eansatNej—er,eansa—e; Nei—esei—eanga = 0 (exercice 4 p. 221, chap. VIIL,§2
2 p— . .
[]) donc N€2n+2*€j76¢*€2n+2 - _N€1*€i7€j*€1N]NZ'

Ainsi Ai,j = —2]\6‘]\761762.@],,61 et

B((adz)*(X_z), (adz)*(X_a)) = Y wiyzyiAi jAji + B(H, H)
2<i#£j<2n+1

2n+1
=—4 > zymyNiN + Y wyiNi((6 — eania2)(H) — (1 — &) (H) )
2<iAj<2n+1 i—2
2n+1 2n+1

=—6( > @iy + D wmiymyiNiNg) = —6( ) wwiNi)®
i—2 2<itj<2n+1 i—2

et finalement l'invariant relatif fondamental est une forme quadratique F'(x) = ¢ 2122;1 ;y; N3,
¢ € F*, par conséquent y(F') = 1 et discr(F) = 1.

2) Le cas de rang p avec g non déployéee.

Par classification, on ne peut avoir que le type AIII (tables de [Wa] et de [Vd]) par
conséquent p < n + 1 et sur une extension quadratique convenable F' = F\/a, g est déployée,
notons o la ”conjugaison associée” alors pouri = 1,...,p—lonaoc(;) = agpto—i, o) = —a;
pour i =p+1,...,2n+1—p lorsque p < n et o(ay) = Zp+1§j§2n+2_p a; d’ou :

0(Xei—e;) = kiXeg s i—eanio POUri =1,....p,2n+3—p,....2n+1et o(Xc, ;) = kiXe,—ernin
pourt=p+1,...,2n+2 —p.

Comme o(a) = @ on a o(Xg) = kX5 avec kk = 1 donc pour i =2,...,p :

k; -
——— Nopi3-iXg = —NikXg = ki = —kont3—ikNony3—iN;.

U([X€1_5i7X5i_€2n+2]) = Fomss
n+3—1

Soit x € g1 décomposé comme dans 1) et vérifiant o(z) = =z, alors yo,43-; = k;T; pour
i=2,..,p,2n+3—p,....2n+1 et y; = k;T; pour i =p+1,..., 2n 42 — p donc il existe ¢ € F’

c
tel que — = —k et :
c
F(z) = c(Xocicponts—p<i<ani1(Tionts—ikiNonis—i)) + Fa(2')
= > o (cTiwont3—ikiNonys—i + c¥iTants—ikonts—ilN;) + Fu(a')
=30 (2% + 2T5) + Fo(a!)  avec z; = ckiNony3_iToni3—i
F,(2') =0lorsque p=n-+1 et lorsque p <nona:

/ — ok N [ . e
F,(2) = Zp+1§i§2n+2fp 2 Tick; N; et o’ = 2p+1§i§2n+2fp TiXe,—eoni1 T Ti0(Xe,—ennin)s
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donc disc(F) = 1 et v(F) = 1 lorsque p = n + 1 (pas de racines compactes) et sinon
V(F) = y(Fa).

Soit b’ la F'-algebre engendrée par X.i(c,—e,,1)s Xet(eanii_p—eans1)r Xt(ei—eirs) POUT @ = P+
1,2n + 1 — p. Elle est graduée par hg qui appartient & b’ et le préhomogene (bf), b)) est de
type (Ag(nt1—p)+15 101, Qo(nr1—p)+1})-

Elle est o-stable et la F-algebre correspondante, b = {z € b'|o(z) = z}, est alors de F—rang 1
et F, est 'invariant relatif fondamental du préhomogene (bg, b1) donc F, est une forme quadra-

tique anisotrope sur un espace vectoriel de dimension 4(n + 1 — p) d’ou y(F,) = (—1)" 1P
dans le cas réel et dans le cas p—adique on a nécessairement p = n et y(F,) = —1 par classi-
fication des formes quadratiques. O

8.1.3 Le résultat

Théoréme 8.1.4 Soient (71, m3) € @, f € 8(g1) alors :

Z(Ff; (m,m)) = A(7T1,772)Z(f;(w1,77f27TQI| |78)  avec
A(m,m) = p(ma| [)p(ma| |*)p(nima| °)p(nims| ).

Démonstration: On reprend le calcul de la proposition 5.1.1 avec les mémes hypotheses
et notations.

On a:

Z*(Ff; (w1, m2)) :/E ) m(FT W) 2" (F (a0, (hr (L y)i m2)dy”

La décomposition de la mesure est donnée relativement & la restriction de Pf a (E_g0),y
et a FY (cf.th.4.3.3 et 4.3.5) cependant dans le préhomogene ((&h,-1)o, (Lh,~1)1) il est plus
commode de prendre comme invariants relatifs fondamentaux :

1 1

G(z) = F(z +y'™!) alors G*(2) = G0 = Faty D =F* (' +v),

rappelons que G est une forme quadratique sur un espace vectoriel de dimension 8, de dis-
criminant 1 et d’invariant v = £1 suivant le type de g (indépendant de y') (proposition 8.1.2).

Notons Z’, Z™* les fonctions Zétas correspondantes, f la transformation de Fourier associée
alors :
Z*(FBa),, (he(y))ima) = Z7(hy(y);m2)

—yplmal [l D2/ gy ) (2théortmne 3.65)

= c|F{(y)[72Z(hy ()73 | [7) en posant ¢ = yp(ma| [)p(m2] |*)

d’ol en permutant dans l'intégrale : :

755 f: (m1,m0)) = ¢ /E IFi(z)]? /(E g ) W)+ )
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-1 1— , oy , . N
avec h = 5| | 7%, la décomposition de la mesure est donnée relativement & Pj.

Comme avant, dans le préhomogene ((4l;)o, (;)1) il est plus commode de prendre comme
invariants relatifs fondamentaux :
1 1

H(y) = F(a +y) alors H'() = re s = g0y = F7@ )

H est une forme quadratique sur un espace vectoriel de dimension 8, de discriminant 1 et
d’invariant 7 le méme que le précédent (proposition 8.1.2) d’ou avec les mémes notations
qu’avant :

/( . hy () m (B ()b (F (@ + 5~ 1)dy' = my(F(@) 2™ (Sp(a+ );mi®nh ™)

= yp(rima| [)p(rim| [F)mi(Fi(2) 2 (Sp(a+ )imy*my | [7%)  (2)théoreme 3.6.5)

= dmi(Fi(2)[F1(2)]?Z(Sy(z+ );my *my ' |7%) en posant d = yp(nime| [°)p(nim| [¥)

la décomposition dans Z est donnée relativement a la restriction de Py & ().

Ceci nous donne :

ZFf; (m,m)) = cd/

[ mm @) / Sp(@ + y)r' (F(x +y))dy)dz = cd Z(f; (1, 7))

(E2,0)x

(th.4.3.3) avec 7’ = (wim) Y| |75. -

Corollaire 8.1.5 Dans le cas réel, les polynomes de Bernstein sont donnés par :

bi(s1,82) = sa(s2+3) , ba(s1,s2) = sa(s2+ 3)(2s1 + s2 +4)(2s1 +s2 + 7).

Démonstration: = Comme l'invariant relatif fondamental du préhomogene (go,g1) est de
~ - H. H
degré 4, par normalisation B(Hy, Hy) = —2 donc 3(72, ?Z) = —1pouri=1,2dou b (1)

remarque 3.6.6) et by = £so(se + 3)(2s1 + s2 + 4)(2s1 + s2 + 7) (cf.prop 3.7.3), il reste a
déterminer le signe ce qui se fait a l'aide de la relation

A((w1, s1), (w1, 52))
A((wl, 81), (w_1, S92 — 1))

(2) du lemme 3.7.1 pour k = 2). O

b2(81, 82) = (27T)4
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8.2 g, de dimension 1
8.2.1 Structure

Leur diagramme de Dynkin sont donnés par : (Fy, ), (Eg, a2), (E7,a1), et (Es, ag).
Ils ont tous une structure commune que I'on rappelle.

Ay = {a}, soient A1, A2, A\3,\y 4 racines orthogonales de A; alors P = P(H;, Hs) avec
Hy = hy, + h),. Lorsque {\1, A2, A3, A4} est 'ensemble canonique de racines orthogonales de
A obtenues par orthogonalisations successives, P(Hj, H2) est un sous-groupe parabolique
standard lorsque Hy = hy, + h),.

Rappelons que 2Hy = >, .,«, hy, et qu'il existe une algebre déployée, notée g, admettant
a = @i<i<alFhy, comme sous-algebre de Cartan et le systéme de racines correspondant, qui
est donné par :

A EA A3 E N\

, EA L, 1<i<4}
est de type Fj.

On rappelle que B = — = — , ainsi B(5t, 3L) = —1 et pour toute
B(!{mHO)( B(h,\“h,\i)) (3%

racine longue aw de A on a B(X,, X ) = 1.

Pour i # j soit Bl = {z € g | [hxn, @] = ux , [hy,x] = vz, [hy,z] = 0 pour

1 < k # 4,j < 4}; la dimension commune des sous-espaces E;jl 4, est notée d, on a
d € {1,2,4,8}, dim(g1) =8 +6d et 11 =d + 1.

On rappelle que ([Mu J] , prop.4.1.1) :

Proposition 8.2.1 Il existe un systéme de Chevalley , (X, hy, X_p)ucr, de g tel que :
1. Pour 1 < i # j < 4, toutes les formes quadratiques fx,—x;, définies sur Ei;ji,l par
~ 2
frin (A) = %B(ad(A)Q(X)\i),X_Aj) sont équivalentes et représentent 1.
2

2. [X—)\p [X_)\Q? [X—A:a’ [X—AMX@’HH =X_a.

On note f = f,-», alors:
2

Lemme 8.2.2 1. f représente 1.
2. Soit a € F*, f et af sont équivalentes < a est un élément de f(Eilll)*
3. g est de rang 4 < f est anisotrope.
4o f(BL )" Cxa(P).
5. x(G) =TF*2.
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Démonstration: Pour 1), 2), 3) cf. le lemme 4.1.3 de [Mu 3] et pour 5) la proposition 3.2

de [Mu 3.

Pour 4) on rappelle que Va € f(Ei’llJ)* et 1 <1i < j <4, il existe une involution g; j(x) € Ge
telle que pour 1 < k <4, on a :

9i.(@)(hi) = hrry 5 9i5(@)(Xn,) = fijr(@) X, 5

avec f;ji(x) = x = f;j;j(x)7' et fijrx(x) = 1 sinon, 7 désignant la transposition (i, ),
(démonstration du lemme 2.2.2 de [Mu J]) d’ott 9; (@) = 9i,j(2)9i,j(1) € M<i<aGha,, vérifie
i () (X)) = fijr(x) Xy, et x1(g53(7)) = z (cf. la proposition suivante pour une formule
explicite de Fy). O

Remarque 8.2.3 disc(f) € F*? lorsque d = 1,4 ou 8 (cf.1) et 2) du lemme 8.2.2)

. 1 - -
Pour z € g1, soient : F'(z) = IB(ad(x)‘l(X_d),X_&) et Fi(x) = $B(ad(z)*(X_a), X5_y,_x,)»
avec X(/i—Ai—Aj =[X s [Xoy,, Xa]] avec 1 <i # j < 4.

Proposition 8.2.4 1. F et Fy sont les invariants relatifs fondamentauz du préhomogene :
(P, g1) vérifiant : F(31<;<q Xn) = F1(X1<i<a X)) = 1.

2. xa(P) = f(ELy,)".

3. Soit x € Wy, © = x9 + x9 avec z; € E;(Hy) N gy alors :
o F1/(By()ngr)e, ~ —F1(@0)X? & —foY? — 27,
® P1/(Bo(H)Ng)ey ™ ~F(z)X?®-foY?- 22

o 1 (22,20) = (—F(2), —F1(2))".

Démonstration:  Pour tout x € Wy, il existe g € Gy, et (ay,...,as) € (F*)* tels que gz =
Y 1<icq @iX)y,; (lemme 7.3 de [Mu 4]) donc on démontre la proposition pour x =, ., -, a; Xy,

1. En raison des différentes relations de commutation, on a :
ad(x)* (X -a) =4 ( [] @) Xa et ad(@)*(X5_y,_y,) = 20102 Xa
1<i<4
d’ou 1.

2. De méme on a :
ad(x)Q(X&_)\3_)\4) = 2(13(14 Xd

donc Py(z) = 3 B(ad(x)?(X_a), X5 5, _»,)

» “ra—A3
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3. Ona Ey(Hy)Ng1 =FX,, @FX,, 8FX,_, ®FX,_, @ E;, avec X5, = [X_», Xa
pour i = 1,...,4, donc :

Fi(X) = F1(A) 4 t1ta + 2129 lorsque X = 11Xy, +t Xy, + ZlX(/i—)\g + Z2X(/34—>\4 + A.
Soit 0 = Ox, h, (—1)etue Ei’il, alors :

Blad(u)*(0X_g),0X~

«

1
_)\1_)\2)) = —§B([u, 0X_gal,v) avec

N |

B0 () =
V= [u7 [X)\N [X*Aw Qde = H[u7 Xh]? X*AQL Q(XO?)]
en raison des relations de commutation donc :
RO ) = 3B 0(X_5)]00Xa)], [0, X, ], X,

- —%B(u,[[u,XAlLXfAz])
= —f(u).

Comme x1(P)F; ~ Fy et que F} ~ —f®X?—Y?2+72-T?, on vérifie, dans le cas réel et
le cas p-adique, que x1(P) C f(Eilll)* lorsque f(Eilll)* # F* d’ou x1(P) = f(Eilll)*
en appliquant le lemme précédent.

4. On peut supposer que xg = azXy, + asaX), et que z2 = a1X), + a2 X),, un calcul
immédiat donne :

(Ba(H1) N g1)a, = FXy, @ FXy, ®FasX} y, — asXh ;) & 17,

de méme pour x5 d’ou le résultat du 3).

5 On a:
E_1(H1) N Ey(H2) = ES’1 ©® Ei’f@ ©® E3f1 ® Ezfl .

Prenons comme précédemment zo = a1 X\, + a2 Xy, et zo = az Xy, + a1 X,,, alors :

ng,mo(z@:l,z;j:&z; Ai,j) = %B([@a [95517 Zi:1,2;j:3,4 Az}j]]a Zi:1,2;j=3,4 Aw)
Zi:1,2;j:3,4 Z_;fkrkj (Aij) , avec A;; € Eﬁ]m )
2

N _ v(f)* si d est pair,
d’olt y1 (w2, z) = {(—F(m), R s de1.
Pour d = 4 ou 8 on a (f) = +1; pour d = 2 on a y(f) = a(disc(f))a(l) d’ou
Y(f)? = (=1, —disc(f)) (cf.2) lemme 8.2.2) 0
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Lorsque F est archimédien, les 2 polynomes de Bernstein s’obtiennent immédiatement en
appliquant les propositions 3.4.4 et 3.7.3 puisque Fi et P, sont des formes quadratiques
(cf.remarque 3.6.6) d’ou :

Proposition 8.2.5

d+1 d+1 1 3d
bi(s1,52) = sa(s2 + T) et ba(s1,s2) = sa(s2 + T)(81 +so+d+ 5)(81 + s2 + 5 +1).

8.2.2 Une premiere équation fonctionnelle

On rappelle que pour u = (ug, us) € (F*/F*?)? on définit les ouverts (tous non vides) :
Ou = O(U17U2) = {.%' S ‘ Fl(m)IF'*2 =u , FQ(%’)F*Q = U1UQ}

O = Oy us) = {xeg | Ff(2)F2?=uy, Ff(2)F*? =ujus}

U (u1,u2

ainsi que les fonctions Zétas correspondantes :

Zu(f;w) = Z(f1lo,;w) pour f € S(g1) et Z;(h;w) = Z*(hlog;w) pour h € S(g-1).

Soit (—1)[d2ﬁ}c(f) le discriminant de la forme quadratique —f® X2 —-Y?2— 22 alors c(f) = —1
sauf lorsque d = 2 avec f anisotrope.

Notons que pour d pair on a y(f)? = (=1, —c(f)).

(cf.lemme 8.2.2 et démonstration de la proposition 8.2.4).

Alors :

Proposition 8.2.6 1. Lorsque F = C pour f € S(g1), on a :

Z*(?(f);w7 S) - ad(w7 S)Z<f7 (wh (wle)_l); S1, _(81 + 82+ ;d + 2))

avec !

d+3 3 3d
aq(w, s) = p'(wa; s9+1)p (wo; sz—i—T)p/(wle; S1+ 892 +d+§)p'(w1w2; s1 —i—52—|—7—|—2).

2. Dans les autres cas, pour tout v = (v1,vq) dans (F*/F*?)% et f € S(g1), on a :

3
Z5F(f); wys) = Z Ay (W, 8) Zu(f; (w1, (wiwa) ™1); 51, —(81+82+§d+2) ) avec
UE(]F*/]F*Q)Q

e lorsque d est pair et u = (u1,u2) : dyy(w,s) = (—1,¢c(f)).(w1v2, —c(f))

1 1
Aw2,52+1,52+% (v1v2, ugva, C(f))Aww27sl+82+d+%781+82+%+2(U1U2, uruz, c(f)).
o Pourd=1:d,u(x,s) =

0

Vg, U, —U7).
w1w2,81+82+%,81+82+%( 2, U2, —u1)

Oé(—l) a(u1v2)Agg,82+1782+2(v17 UL, _UZ)A

173



Démonstration: On applique la proposition 5.3.1 dont toutes les hypotheses sont vérifiées
par le 3) de la proposition 8.2.4 ainsi que le théoreme 3.6.5,5). O

Remarque 8.2.7 Dans le cas réel, soient :

Cyls) —2.2m) @I (s + DI(s + 43) | seC,
Cd(Sh 82) = Cd(SQ).Cd(Sl + 89+ d+ %) , 81,80 €C,

= 4(27) " @142 83O (g5 + 1)T (59 + L3)T(s1 + s2 +d + 3)[(s1 + 52 + 3 +2) |
et pour a,b, c réels :

T d+1 c(f)
¢gf)(a,b,c):§((a+b)s+—2 a—c—y= )
alors pour u,v € {—1,1}2 et w =Id on a :

(f)

5
81+52+§

1+uq 14v9
2

2 Cos ¢§

éll(ul,vl,l—i—vg).cosqﬁ (ug,v2,1 +up) pour d=1,

(=1)

dv,u(sh 32) .

Cd(81782) N )

51+52+d+%(u27v27u1) pour d pair.

(ujvg, —c(f)) cos ¢gll(u1,vl,v2).cos¢
Indezons {—1,1} x {—1,1} := {a; = (-1,-1),a2 = (—-1,1),a3 = (1,-1),a4 = (1,1)} et
soit M(d,c(f)) la matrice a 4 lignes et 4 colonnes et a coefficients réels dont le (i,j)—éme
coefficient, noté M; j(d,c(f)), est donné par :

dy o (51,5
My (d, el f)) = Jeea5052)

Cy(s1,52)
alors on a :
e M(1,-1) =
—sinmsg cos m(s1 + $2) 0 0 0
0 cos mSg cos m(S1 + S2) 1 sin m(s1 + s2)
0 0 —sinwsgsin(sy + $2) —sinwss
0 —cosm(s1 + s2) — COS TTS9 — cosTsg sin (s + $2)
e Pour d=4 ou 8, M(d,—-1) =
sin wsg cos m($1 + $2) sin ws9 sin w(s1 + s2) 0
0 —cosmsysinm(sy + s2) 0 0
0 0 — cos Tsg sin (s + $2) 0
0 sin7(sy + s2) sin ws9 sin sy cos m(s1 + s2)
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e M(2,-1) =

—cosmsysinm(sy + s2) 0 0 0
— sin sy sin s cos m(s1 + $2) 0 sin w(s1 + s2)
sinm(sy + s2) 0 sin s cos m(s1 + $2) — sin 7sg
0 0 0 —cos sy sinm(sy + s2)

e M(2,1) =
sin mwsg cos m(s1 + S2) —sin sy —sinm(sy + s2) 0

0 cos s sin(sy + s2) 0 0

0 0 cos sy sinm(sy + s2) 0

0 —sin7(sy + s2) — sinws9 sin wsg cos m(s1 + s2)

Dans les cas réels et p—adique, indexons les éléments de F*/F*2 : F*/F*2 = {uq,...,u}, et
soit A(w,s) la matrice a ¢ lignes et ¢ colonnes des coefficients de ’équation fonctionnelle
"normalisée” relative a la forme quadratique Qy = —f & X 2 _Y? — Z? lorsque d est pair
c’est a dire :

Alwns) = (aé‘izi <w,s>)
1<i,j<t

- Al iy Uj,
€1 ( w,s+1,s+% (u U C(f))) 1<i <t
—e <A;sﬂ,s+d2+3 (e(f s ol fu, 1)}

1<i,j<t
— 2 _ f (=1,—c(f)) lorsque d =2
avec €1 := a(1)*(e(f), —1)v(f) et eo = { ) lorsque d € {4,8)
(démonstration de la proposition 8.2.4), on a €7 = (—1,¢(f)) et €3 = 1,
alors :

Proposition 8.2.8 On suppose que d est pair.

Pour u € F*JF*2 et 7t € (IF';‘)2 tel que R(mw) > 0, on pose :

e O, = {z € g1 tel que Fy(x)(F*)? = u} et pour f € 8(g1) : Zu(f;7) = Z(1o, f;7),

e O ={z €g_1 tel que F5(x)(F*)* = v} et pour g € 8(g—1) : Zi(g;7) := Z*(lozg;7),
alors Z,,(f;m) et Z*(g;m) admettent un prolongement méromorphe sur (IF';‘)2 et on a:

P (F(f ) 9) Zu (fiw7] |7CE2)
B (T Zug (0] |75 21)
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avec

1
B(w,s) = A(ws, $2).D. A(wiws, s1 + s2 +d + 5),

D étant la matrice diagonale : D = ((us, —c(f)).0i5)1<ij<e-

Démonstration: Pour f € 8(g1), g € 8(g—1) et 7 € (IF':‘)2 tel que R(7) > 0, on a les
égalités :

Zu(f;ﬂ') = Z Z w(l, u)(f ) Z*(g’ ) Z Zz}(l,u)(g;ﬂ') )

’IUE]F*/F*2 ’IUE]F*/F*2

ce qui donne un prolongement méromorphe de 7, et Z; sur (IE‘;)Q.
On a clairement la relation :

u,v € (F*/F*2)2 , wE F*/F*2 tdywu = dy.pyu donc:

Z dw(lv )ui(lu) — Z d(lv )wur (Lu) = Z d(lv )w(lu) — Z dy, (1,v),(1,u)>

weF* /F*2 wel* /F*2 weF* /F*2 wel* /F*2
d’otl N
ZHF(im) = ) awu(mZu(f;7] T TR) avec
vEF* [F*2
Qvu = (=1,¢(f)) Z Ai2782+1782+%(v’w’c(f))(w’ _C(f))Aclu1w2,81+32+d+%,81+82+%+2(w’u’ c(f)),

weF* /F*2

d’ou le résultat.

Notons que 1'on a également :

o = Youer s AL e U0 D0 Dw, =oAL (e e )

_ 1 1
- ZwEF*/]F*Q Aw2782+1782+%(6(f)’0,w, 1)( (f))Awlwg 81+52+d+2,31+32+3d+2(w’ C(f)ua 1)

0

Remarque 8.2.9

Soit A(w, s) (resp.A(s)) la matrice & ¢ lignes et £ colonnes ayant comme coefficient
. (uj,uj,1) (resp.Al (ui,uj, 1)) sur la i—eme ligne et j— eme colonne,

w,s—i—l,s-l—% Id,s+1, 5+d+3

alors :
* d
Zc(f)u1 (SF(f) w’s) B ful (faw | | (3 +2)12)
...... =B(w,s) | ... ..
* % 3d
Zetgye FU)iw8) Ze(pyu, (frw] |72 4212
avec

~ 1
B(w, s) = A(wg, s2).D.A(wiwa, s1 + s2 +d + 5)
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e Dans le cas réel :

On prend ]11571 ={u; = —1,ug =1}, pourw = Id on a:
=z sin(rs +74) cosmd
Al = ) (ST ).
—sinm§ —cos(ms + )

On pose B(s1,s2) := B(Id, (s1, $2)), alors :

Lorsque d = 2 et ¢(f) = —1 (c’est a dire f isotrope) :

B(Sl, 82) = 02(81, 82) <

sinwsgcosm(sy + s2)  sinm(s; + s2) — sinmwsy
0 —cosTsgsinm(sy + s2) )’

et dans tous les autres cas (d = 2 avec f anisotrope oud =4 ou d = 38) :

B(Sl,SQ) = Cd(sl,SQ) < ((_1)

e Dans le cas p-adique, de caractéristique résiduelle différente de 2, la matrice A est donnée
dans le lemme 3.6.7,B.

—1)%Jrl cos s sinw(sy + S2) 0
%(sin Tso +sinm(s; 4+ s3)) sinmsgcosm(sy 4 s2) |

Contrairement au cas d pair, lorsque d = 1 et F = R, on constate que ZwE]F*/F*g Au(1,0),u1(1,u) (51, 52)
dépend également de u; lorsque (s, s2) décrit (C)2, cependant lorsque s; = 0 on a :

Lemme 8.2.10 Cas d = 1.
Dans le cas réel ou p-adique de caractéristique résiduelle différente de 2, on a pour s € C,u
et v dans F* /F*?

g1 <
Z dw(l,v),m(l,u)(oa 5) = a(_1)2|2|]F 2 2p(| |2 +4)Ai+17s+%(v,u, _1)'
weF* /F*2

Démonstration: On exprime

f(ul) = Oé(—l) Zwe]F*/IE‘*2 dw(l,v),ul(l,u) (0’ S)
= a() Dy e alurvw) (—ow, ) (<us, ).
p(s + Litw) p(s + 2;tur) p(s + 3;yow) p(s + 5; yuur)

On change les sommations : y en yui, t en tu; et w en wuv ce qui donne :

5 7
flun) =a(=1) > a(w)(—ww, tu)(—ur, yur)p(s+1; tow) p(s+2;0)p(s+5yw) plstg3 yu)
w,t,y€F* /F*2

ensuite on somme sur x = tyw,y,w d'ou : a(1) f(uy) =

> cun X strtmpsign( X a2t )

2
:L‘E]F*/F*2 yEF*/F*2 wEIF*/]F*2
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or
5
> a(w)(w,zy)p(s + 2 zyw)p(s + i yw) = Ai+2,s+g (xy,y,y)
wGF*/]F*Q
0siz#1,

= a(—zy)a(DAg, s (12,1) = {a(—y)a(l)Al

S+275+%(1? 1; 1) siz=1

(lemme 3.6.8,C)) d’ou :

flu = A, (011 S al-y)pls+ Lyohols + i)

yEF*/]F*2
95T
= Ai+2,s+%(1a 17 1)Ai+1,s+% (_Ua —u, 1) = a(_1)2 ’2’117 3 QP(‘ ‘28+4)Ai+1,3+%(v7 u, _1)'
(lemmes 3.6.4,B,3),3.6.8,1)) O

Rappelons que pour u € F*/F*? :
¢ 0, ={z € qu|F(@)F? = u} et Zu(f;7) = Z(floy; ),

o O'sy = {z € g1|F*(2)F*? = u}, et Z;(f;7) = Z(floy;m),

alors la proposition 8.2.8 et le lemme 8.2.10 impliquent :

Proposition 8.2.11 On suppose que F = R ou bien que F est un corps p-adique de car-
actéristique résiduelle différente de 2, alors

Pour tout f € 8(g1), s € C etv € F*/F*2 on a :

ZHF (s = Y. av,u<s>zu<f;_s_z_gd)

u€F* /F*2
avec
_95_T
avu(s) = a(=1P2R2ls 7 2p( PFHAL, (v, —1) lorsque d =1,
_ 1 _ 1
av7u(s) - ZwE]F*/IF*2 A8+175+%(C(f)v7 w, 1)(’11}, c(f))As-i-d—l—%,s-i-%d—i-Q(w’ c(f)u, 1)

lorsque d est pair.

Remarque : Les coefficients a,,(s),v et u € F* JF*2 de la proposition sont les coefficients
des équations fonctionnelles associées & un invariant relatif fondamental de la forme :

Fx(z) = B(adz*(X), X), avec X € g_5\ {0}.

Lorsque d est pair, la constante ¢(f) associée vaut toujours —1 sauf lorsque d = 2 mais
alors celle-ci est égale au discriminant de I'une (quelconque) des formes quadratiques A €
ETM — B(ad(A)*(x),y), avec € Es(h;) N g1 \ {0},y € E_a(h;) N g1 \ {0}, ou bien
Bc EH — B(ad(B)*(2),y), avec z € E_o(h;)Ng_1\{0},y € E_o(h;)Ng_1\{0}; c(f) # —1
& g est de rang 4.

Les résultats explicites se déduisent de la remarque 8.2.9 en prenant (si,s2) = (0, s).
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8.2.3 Orbites

Dans ce paragraphe, on note D un ensemble de représentants dans F* de F*/F*2 D =
{—1,1} dans le cas réel. On confond D et F*/F*? c’est & dire qu'un élément u € D représente
soit u dans F* soit uF*? dans F*/F*? suivant le contexte mais il est noté u dans les 2 cas.

Proposition 8.2.12 1. Lorsque f est isotrope, les orbites de G (resp.P) dans g} (resp.g1”)
sont en bijection avec F*/F*2 ; un ensemble de représentants est donnés dans les 2 cas
par X, = 21§i§3 Xy, +uXy, pouruwe D et P.X, = U s a2)€(F* /F*2)2 |y an =uF> Oy a0-

2. Lorsque F =R et f est anisotrope :

i) Il y a 3 orbites de G dans g} de représentants :

Xo = Z Xy, Xi=-X), + Z Xy s Xo=—=X), — X), + X), + X,
1<i<d 2<i<4

ii) Il y a 5 orbites de P dans gf de représentants :
Xo, X1, Xo, Xa=X), + X, — Xy + X\, » Xu=-X), +X), — Xy + X0,

3. Dans le cas p-adique et f est anisotrope :
i) Les orbites de G dans g} sont en bijection avec F*/F*? ; un ensemble de représentants
est donnés par Xy = 1-,<5 Xy, +uXy, pour u € D.
i) d =2 o
Il y a 2||F*/F*2|| P-orbites données pour u € D par :

PX,11={zcg]| F(z)=u (F*?)  (Fi(z),—c(f)) = £1}

avec Xy1 = Xy et Xoy—1 = 00Xy, + X, + X, + %XM, vg € D vérifiant (vy, —c(f)) =
—1.

4. Les résultats sont analogues dans g’ (resp. g"—1).

Démonstration: On utilise les résultats de [Mu J] ou figurent les G-orbites dans g} (corol-
laire 4.3.3, corollaire 4.3.4 1)) d’ou 3)i) et 1) avec f isotrope; dans le cas réel on rappelle que
X = 1ccqaiXy, €ghetY =5, b;X), € g sont dans la méme G—orbite < il existe
t € R* tel que les formes quadratiques t(P1<i<aaif) et B1<i<ab; f solent équivalentes d’ol
2)i).

On rappelle également que x(G) = F*2 et que x1(P) = f(E)*.

De plus, pour X =, ., -, a; Xy, tel que [[;-,-, a; # 0 et pour tout ¢ non nul représenté par
la forme quadratique a1 f @ aof (resp.azf @ asf) il existe un automorphisme élémentaire g;
(resp.g;) qui centralise H tel que :

aias
gt(21§ig4 a;Xy,) = tXy + —t Xy, +azXy, +ag Xy,
asaq
(resp. g1 (X 1cica@iXn) = a1 Xy +a2 Xy, +1 X, +——X), )

(cf.démonstration 0) de la proposition 4.1.5 de [Mu J)).

Lorsque a1 f @ asf (resp.asf @ aqf) représente 1, on peut donc toujours supposer que le
coefficient de X, ou bien X, vaut 1 en utilisant g; 2(1) (resp. le coefficient de X, ou bien
X, vaut 1 en utilisant gz 4(1)) (*).
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1. Lorsque f est isotrope, on vérifie que Uy, 4,
isant les éléments g; ;(v) définis dans la démonstration du 4) du lemme 8.2.2 ainsi que
hy,(t),i=1,....,4 et t € F*, ce qui termine la démonstration de 1).

YE(F* /F*2)2| alazzuF*2Oa1,a2 =PX, en util-

2. Comme y1(P) = R*T dans le cas réel, les éléments énumérés dans 2)ii) ne sont pas dans
la méme P—orbite et tout élément de ©1<;<4R* X, est dans la P—orbite de I'un des
élément énumérés dans 2)ii) par le résultat (*) et la multiplication par R*.

3. Dans le cas p-adique anisotrope avec d = 2.
Comme x1(P) = f(E)* = {x € F*|(x, —c(f)) = 1} et x(G) = F*2, 2 éléments quelcon-
ques de {X,, 1, X, —1,u € D} ne sont pas dans la méme P—orbite.
Pour zy € F* la forme quadratique xf @ yf représente F* donc par (*) toute P—orbite
dans g”; a un représentant de la forme X = a Xy, + X, + Xy, +bX),, soit x € {1,vp}

b
tel que (za, —c(f)) =1 alors g’174(x)X =Xy, + Xy, + X, + %XM d’ou 3iii).

a

O
Remarques :
1) Lorsque f est isotrope (donc d est pair et ¢(f) = —1), les coefficients de 1’équation
fonctionnelle de la fonction Zéta associée a ’action de P sont ceux de la proposition 8.2.8 :
3d
Z;, (F(f)iw.s) Zuy (frwr| [7(5212)
...... =B(w,s) | ... ..
Zy, (F(f)sw,s) Zu, (frw*| |75 +2)12)

et B ((id,w), (0, s)> est la matrice des coefficients de I’équation fonctionnelle de la fonction

Zéta associée a 'action de G, ce qui donne dans le cas réel :

_1) 5+ g
B(O,,@:M(( 1)2" sin27ws 0

2 2(1 4 %) sin s (_1)%Sin2773 ) , (e(f)=-1),

ce qui n’est pas en accord avec le résultat obtenu par M.Muro pour le coefficient de la 2eme
ligne et 2éme colonne ([Muro 9| : M.Muro obtient la moitié de notre coefficient).

2) Lorsque d = 1 dans le cas p-adique, x1(P) = x(G) = F*2, on peut montrer que chaque
Ou,u € (F*/F*2)?] est exactement une P-orbite dans g/ lorsque u = (u1,us) avec uj # ug ou
bien u; = ug = —1, en utilisant la multiplication par F* et la propriété (*) de la démonstration
de 8.2.12 puisque Kerw_,,, UKerw_,,, = F*. De la méme maniere, on montre que pour v € D
tel que —u ¢ F*2, on a :

O(u,u) = P(X)\l +uX>\2 +X>\3 —|—uX)\4) UP(UX)\l —{—UUX)Q +X>\3 +uX>\4)

avec v € D fixé tel que (v, —u) = —1, mais je ne sais pas si O(u,u) est une seule P—orbite ou
bien la réunion de 2 P—orbites.

3) Dans le cas p-adique, lorsque d = 2 et f est anisotrope, on a pour u € F*/F*2
*

P Xut1 = Uguyere/5+2 | (ur,—e(£)=£1} Of(ururw) » PYut1 = Uguper /52 | (uz,—e(£)=£1} O(uzuuz)
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avec Y, 1 =uX_y, + Zl§i§4 Xoy et Yy 1=3X\ + 21:273 X_y, +voX_y,.

Il résulte de la proposition 8.2.6 que les coefficients de 1’équation fonctionnelle de la fonction
Zéta associée a l'action de P sont donnés par :

APY, 1P Xu.e = Z d(v,l),(w,wu)'
{weF*/F=2|(w,—c(f))=ee'}

4) Dans le cas p-adique, pour u et v dans F* /F*2 on a donc :

Ap,u(T) = Ca X710 . Xu (m) = Z d(w,wv),(l,u) (Id, ).
{weF~ /F*2}

Pour d pair, B(id, ) est la matrice des coefficients de 1’équation fonctionnelle de la fonction
Zéta associée a 'action de G, les résultats obtenus ne semblent pas simples.

Pour d = 1, en caractéristique résiduelle différente de 2, on a simplement pour a € F*/F*2
et seC:
1— q25+3

1— q72sf4 s+1,s+% (—’U, U, 1)’

avu(@al [7) = (a,uv)
(lemme 8.2.10) les coefficients sont proportionnels & ceux associés a une forme quadratique
de discriminant 1.

8.2.4 Le cas réel de rang 4 (A = F; et f est anisotrope)

On applique la proposition 5.1.1 dans laquelle apparait les coefficients associés aux fonctions
Zéta d’une forme quadratique qui est soit de signature (2,d+1), soit de signature (1,d+2) (3)
de la proposition 8.2.4), cette forme quadratique, notée @) dans ce rappel, étant I'invariant
relatif fondamental d’un préhomogene absolument irréductible régulier de type commutatif.
On rappelle les résultats bien connus suivants (cf.par exemple [B 1)), Gr étant la com-
posante connexe réelle de G :

e Lorsque la signature est (2,d+1), on fait opérer G = R* x G, il y a donc 2 orbites de G
dans g/y; : 1 = {z € g1|/Q(z) > 0} et Q1 = {z € g1|Q(x) < 0} (idem Q*y;), les coefficients
correspondants sont notés C(s)a+1 +1(s), le premier indice correspond a Q7 ; et le second a

Q41, avec :
a11(s)  a1,-1(s) [ — cosm(s+ %) 0
a_1,1(s) a_1,_1(s) N cos W%l sinms
(th.3.6.5,5)

e Lorsque la signature est (1,d + 2), on fait opérer G, il y a donc 3 orbites de Gr dans
g} notées Q; (idem dans g’ ; : ;") avec i =0,1,2 et :
{z € g1|1Q(z) >0} = Qo U Qe et Q = {z € g1|Q(z) < 0} (idem pour £2;*),
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les coefficients correspondants sont notés C(s)e; j(s), le premier indice correspond a €2;* et le
second a €2, avec :

0als) €0 caals) e
1 .
( €10(s) e1(s) €12(9) ) = ( —sinwg — COS TS —sinw% ) , €(s) = 56”8 .
20(s) €21(s) e22(s) f(=s=4) 3 s+
(cf.par exemple la remarque 5.42 p.134 avec k + 1 = 2 de [Bo-Ru 1))

Motivées par la description des orbites ci-dessus et le mode de calcul des coefficients donné
dans la proposition 5.1.1, on note les orbites de P dans g”; et g” _1 de la maniére suivante :
Q;; et Q7 ; avec j € {0,1,2} pour i =0 et j € {0,1} pour ¢ = 1. Plus précisément dans g”; :

Q1=PX3=001_1), Qo=PX1=0_11), N1=PXy=0_1_1).

Qoo =PXo, Q2=PX2, Oq1)y=0,0UQ02.

Pour g” _1, soient :

Yo = Zl§i§4 Xon, Vi=—-X\ + 22§i§4 Xy Yo=—-X\, — X, + X + X,
}/?3 = X_)\l + X—)xg - X—)\3 + X—A4 et }/4 = _X—)\l + X—)xg - X—)\3 + X—A4a

alors :

Qa,l - P.Yl - Oz(*l,l) 5 QT,O - P.}/g - Ozkl,*l) 5 QT,I - P.Y4 - Ozk*l,*l) 5
QS,O — PYb 3 9372 - PY2 3 0{171) - Qé’o U 9872,

*

c’est a dire que €); ; C O((,l)i,(,l)j) et Q;j C O((—l)j,(—l)i)‘

Proposition 8.2.13

*

o
ag:, 0, (s1,52) = Ca(s1,52) g7, (s1,82)

J,k’

*

o .
Agélz (s1,82) ayant les valeurs suivantes :

r (—1)?sinmsy cosm(sy + s2) pourk =j=1
gk —
A9171(81’82) N { 0 sinon
0 cosmd sinm(s1 + s2) pour (¢q,1) = (0,1)
AQ;:;(Sl,Sz) = { Cos W%l sin ms9 pour (q,1) = (1,0)
0 pour (¢,1) = (0,0) ou (g,1) = (0,2).

Pour les autres valeurs :
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Q*
Ag Qo0 Q5. Q6,1 Q1o
Qoo | S 1 =17 (=11

0,0 5 sinm(sy 4 2s9) —5sin7sy 5 sin(sy + s2) 5 sin sy
0O 1 (=n¢ . 1—(=19 . (-1)%—1 .

0,2 —5sinms 5 sinm(sy + 2s2) 5 sin(s1 + s2) —5— sin sy

_1d . _d . (_1)d
Qo1 =0? 21) sin m(sg + g) =07 21) sin(sg + g) ! (2 L) (—1)%1 cos m(sg + %l)
. sinm(sy + s2)
Q10 (_21)d # sin7(s1 + 82 + 9) (—1)%1 cos sy 0
. SiDW(51+82+%) . sinw(51+52+g)

Démonstration: On reprend les notations de la proposition 5.1.1 pour calculer le coeffi-
cient aq, .0z, avec 0,k €{0,1,2} lorsque q,7 =0 et £,k € {0,1} lorsque ¢,7 = 1.

Notons :
tO = X)q + X)\z ) tl = _X—Al + X)\Q ) t2 = _X)\l - X)\z )
upg = X>\3 + X)\4 , U1 = _X)\g + X)\4 , U2 = _X)\g - X)\4'

Soit 2 = z_9 + 7 € Q}kk N{Y;,i=0,...,3}, alors z_o = t,;l et zg = u;l. On a 2 cas:

e j =1 donc Ff(z9) < 0, alors vi(tj,u1) =1 et (Gu,)u, = R* X ((GH, )u,)g (Puisque
C(_1)93,4(1) € (GH1)U1) donc :

agg),ti(ﬁ) = Ca(s2)a_1yk (—1)a(s2) -

Io, 0+ = {q} et t4(2q,0) = uy.

e Soit j = 0 donc Fj(20) > 0, 20 = uy "' et (Gmy)z = ((Gy)z)p (Puisque to + ug et
to 4+ up ne sont pas dans la méme orbite de G) d’ou

0™, (s9) = Cals2)eni(s2)-

Lorsque ¢ =1, on a Ip o~ = {1}, t1(Q1¢) = ue et 71 (t1,20) = 1.
Lorsque ¢ = 0 on a i (to, 20) = 71(t2, 20) = (=1)? et Io,0+ = {0,2}; to(Q0,) = ue et

ug lorsque £ =0
t2(Qoe) = { ug lorsque £ =2 = wug_y.
uy lorsque £ = 1
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(t:)

20.t(Qy.0) (s1+82+d+3) suivant que :

Les résultats sont analogues pour le calcul du coefficient a
o qg= 1 alors il vaut Cd(51 + s9 + d+ %)a(,l)j7(,1)£(81 + so + d—+ %)
ou que

e ¢ = 0 alors le coefficient vaut Cy(s1 + s2 + d + 3)ej o (s1 4+ s2 +d + 3), avec £/ = £ si
i=0,letl! =2—Csii=2,

*

\ o
D’ou a,ﬂ;‘f’k’ﬂq’e(SI, s9) = Cy(s1, SQ)AQ;]; (s1,82) avec :

Agif(sl, s2) = a(_1ye_1(s2)a_y (_pye(s1+s2+d+3),

Agzj (s1,82) = a(il)k,l(SQ)ELg(Sl + 859 +d+ %),

Agif(sl, 52) = €g1(s2)ay 1y (s1+ 52 +d + 3),

Agif(sh 52) = (—=1)? <€k,0($2)60,z(81 + 5o+ d+3) + ena(s2)eoa—e(s1 +s2+d + %)) O

Remarque : Notons : O; = G.X; et Of = G.Y; pour i = 0,1, 2, les orbites de G dans g} et g’ ;
alors :

Qoo=00Ng"1,20=0;Ng"_1,
O N g1 = 9072 U 9171 , O; nNg’'_1 = Qaz U Q’il,
O1Ng’'1=Q,1Uo, OTNg’ -1 =Q5,UQ,,

donc apr 0,(s) = Cy(0,8)A; j(s) , 4,5 =0,1,2, avec :

Q5 Q4
Api(s) = AQS? 0,s) (= Agfzil(o,s) si i>1)

Q3 Q5 Q Q5 ..
Aii(s) = AQ(I)? (0,s) + Aﬂgj 0,s) (= Aﬂifﬂ(o, s) + AQTZLI(O, s) si i>1)

Azils) = Ag2*(0,5) + Agzzj(o, s) (= Agfzjﬂ(o, s) + Agf:;(o, ) si i>1)
d’ou :

A2,2(S) ALQ(S) A072(S)

AQJ(S) A171(8) A071(S) =

Azo(s) Aro(s) Aoo(s)

=D
5 — Sin 27s 0 0
d d
(_21) sin7(s + 9) + cos Zsinws (1) coswssinm(s + £) (_21) sin7(s + %)
=D
0 0 5 — Sin 27s

ce qui n’est pas en accord avec les résultats obtenu par M.Muro pour Az 1(s) et Ag1(s) (de
signe opposé dans ([Muro ).
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Comme A; o(s) = A1 2(s) = 0et que Ago(s)+A2,0(s) = Ao 2(s)+ A22(s), les fonctions Zétas :
o Zu(f;m) = Z(fl{zeq |uF(z)>0y; ™) pour f € 8(g1),
o Zu(g;m) = Z (9l {weqg_,|uF+(2)>0}; T) Pour g € 8(g—1),

avec u = %1, vérifient 1’équation fonctionnelle suivante pour f € 8(g1) :

. ' —1)4* cosrssin (s + &
( 22 (F(f):s) ) = Cy(0, s) < 1) ot ) (()_1)d sin 27s ) '

Z7 (F(f);s) (=Ddsinm(s + %) + cos W sinms

< Z—l(f;—s—Q—%d)>

A (f;—5—2—%)

ce qui est en accord dans le cas d pair avec la proposition 8.2.8 lorsque s = 0 et s9 = s
(cf.remarque 8.2.9) et avec le lemme 8.2.10 pour d = 1.

Dans les cas exceptionnels restants, on se contentera de donner les résultats minimaux
sans entrer dans le détail des P-orbites.

8.3 (Er, a2)

On note {A1, ..., A7} les 7 racines orthogonales obtenues canoniquement par orthogonalisa-
tions successives a partir de A\; = ay (cf.[Mu 4], tableau II pour une liste explicite et tableau
IIT pour une description de Ay), solent Hy := >, hy, et Hy =2Hy— Hy, on a :

Z hy, = 2Hy ,Hy = 2hg , a étant la plus grande racine de A.
1<:i<7

P = P(H;, H») est alors 'unique sous-groupe parabolique standard trés spécial du préhomogene
et il est associé a la partie ¥ — {a1} de A qui est de type As.

On fixe dorénavant un systeme de Chevalley : (Xq, ha, X—a)aca, de g tel que pour toute
racine w € Ag on ait :

1
[X—Aia [X—)\ja [X—)\k’ [X—Al’Xw]m =X_o, avec w = 5()‘2 + )‘j + A + )‘l) )

dont Pexistence est assurée par le corollaire 4.3 de [Mu 4].

F est 'invariant relatif fondamental du préhomogene normalisé par la condition :

F( Z X),) =1et onapouray,..ar € F* : F( Z a;Xy,) = H a;.

1<i<7 1<i<7 1<i<8
~ 7B 2B ~ 3
On normalise B en posant B = _QB(HO,HO)(: _B(h)\i,h)\i))’ ainsi B(%7 %) — —5
B(%, %) = —2 et pour toute racine longue o de A on a B(X,, X_4) = 1.
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Rappelons que Eq(Hp) Ng; = {0}, que g2 est de dimension 7 et que E2(Hi) N go est de
dimension 6 (cf.tableau III de [Mu 4]).

Proposition 8.3.1 1. Le préhomogéne (Eo(Hy)Ngo, E2(H1)Ng1) est commutatif de type
(De, ) et d’invariant relatif fondamental Fy normalisé par la condition Fi (Y, ;<5 0i X)) =
ajasas.

~ 1
2. Pour z € g1 on a alors Pi(z) = 4 B(adz*(X_,, X_.,) avec w = 5 g i
4<i<7

3. Soit x € Wy, © = x9 + x9 avec z; € E;(Hy) N gy alors :

a) Le préhomogéne ((Eo(H1) N @0)zg, (E2(H1) N g1)z,) est commutatif presque déployé
de type :

(A5, a3) lorsque — Py(xg) € F*?
(Cs,a3) sinon

(A, Ao) = {

et f~X2® Pi(x)Y?2.
b) Le préhomogeéne ((Eo(H2) N §0)ay, (E2(H2) Ng1)s,) est de type (Fy, ay).

Démonstration: 1) Cela résulte du diagramme de Dynkin complété de E7.
2) Résulte des valeurs :

F( Z CLZ'X)\Z.): H CLZ',Fl( Z aiX)\i): H CLZ',Pl( Z aiX)\i): H a;.

1<4<7 1<i<8 1<i<3 1<i<3 4<i<7 4<i<8

3) Pour tout x € Wy, il existe g € Gy, et (a1,...,a7) € F* tels que gz = > ;7 a; X},
(lemme 7.3 de [Mu 4]) donc on fait la démonstration pour xa = Y., 30, Xy, et xg =
Z4§i§7 a;i Xy,

a) Le préhomogene ((Eo(H1) N 80)zg, (E2(H1) N g1)sz,) est un préhomogene absolument
irréductible régulier commutatif.

Posons : 1 1
wiz=5M+ Ao+ A+ M) s wip = S+ A+ A5+ ),
wi3 = %()\1 + A3+ N\ + )\6) , w'173 = %()\1 + A3+ A5 + )\7),
1 1
wo 3 = 5()\2 + A3+ Mg+ )\5) ,wé,3 = 5()\2 + A3+ Ag + )\7).
Soient :

X192 = a7[X—>\4’Xw1,2] - a4[X—)\7’XuJ1,2] ) X{,Q = aG[X—)\s’Xw’LQ] - a5[X_)\6’le172] )

Xi3= aG[X—AzUle,S] - a4[X_)\6?Xw1,3] ) X{,?, = a7[X—)\5’Xw£’3] - a5[X—)\7’Xw’l’3] )

Xp3=as [X*A47Xw2,3] - a4[X*)\57Xw2,3] ) Xé,?) = a7[X*)\67 Xwé’S] - a6[X*)\77le2’3] )
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alors (Ea(H1) Ng1)zy = EBlSngg)‘i Bi<icj<z (FX; EBFXZ(J) donc le préhomogene est presque
déployé (i.e. dy = 1) avec d = 2 d’ou par classification, ce préhomogene est de type (As, ag)
lorsque la forme quadratique f’ ci-dessous est isotrope et sinon il est de type (Cs, ag) (cf.tableau
1).

Soit f’ la forme quadratique :

F(uv) = 5B(ad(uX1p +vX]5)*(X_n), Xox,)

B([uX12 +0vX] 5, X_a], [uX12 + vX] 5, X_3,])
= u“aqar + v2a5a6 ,
f! est isotrope < Py(x9) = —1 (mod F*?).
b) Comme dans a) on obtient :
(B4(H2)Ng2)zy = 6%, (E2(H2)Ng1)zy = @4§i§7g)\i@1§i<j§3(Fn,j@FY;‘tj)@élgiﬁ'?F[Xf)\i7X&]

avec

}/i,j == G/j[X,)\i,Xwi’j] - a’i[Xf)\jaXWi,j] I YI' = a’j[X*)\NXw,. ] - a’i[X*Aj7Xwg’j] *

©J ]

En raison des dimensions de (E4(H2)Ng2)z, et de (E2(H2)Ng1)z,, le préhomogene ((Ey(Hz)N
90)z, (F2(H2)Ng1)s,) est de type (Fy, ) (cf. §7.1 et 8.2) et I'invariant associé est la restric-
tion de P; a EQ(HQ) N 91)12- ]

Lorsque [ est archimédien, les 2 polynomes de Bernstein s’obtiennent immédiatement en
appliquant les propositions 3.4.4 et 3.7.3 (ainsi que le lemme 6.1.5 et la proposition 8.2.5)
d’ou :

Proposition 8.3.2 Les polynomes de Bernstein du préhomogéne de type (E7, as) sont donnés
par :

bl(Sl, 52) = 82(82 + 1)(82 + 2) et
ba(s1,82) = sa(sa+ 1)(s2+2)(s1+ 82+ 2)(s1+ 82+ 2)(s1+ 82+ 3)(s1 + 52 + 4).

Remarque : b2(0, s) est le polynome de Bernstein usuel.

On rappelle que pour u = (ug, us) € (F*/F*?)? on définit les ouverts (tous non vides) :
Ou= O ) ={z €91 | FI(@)F? =uy , Fo(2)F** = ujuy)}
On = Oy us) = {x g | Ff(@)F2?=uy, Ff(2)F*? =ujus}

ainsi que les fonctions Zétas correspondantes :

Zu(fiw) = Z(flo,;w) pour f € 8(g1) et Z;(h;w) = Z*(hlox;w) pour h € 8(g_1).
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Proposition 8.3.3 1. Lorsque F = C pour f € 8(g1), on a :

Z*(?(f), (wl,wg), (81, 82)) = A(u)g, SQ)B(wlwz, 81+82+%)Z<f; (wl, (wlwg)_l); S1, —(81+82+5)>

avec :
Aw, s) = p'(wis +1)p'(wis +2)p (wi s +3)
5 7
Bw,s) = pl(wis + 1)p(wis +2)p'(wis + 5)p' (wis + 3)-

2. Dans le cas réel ou bien lorsque F est un corps p—adique de caractéristique résiduelle
différente de 2, on a pour tout v = (v1,v2) dans (F*/F*3)2 et f € 8(g1) :

% —2(s1452)— 12 s14s
2 ()i (s1,52)) = 20T T p( PO ST dy()Zul 5 (1, — (s17+50+5))
uE(F*/F*2)2
avec u = (uy,uz) et v = (v1,vy) et :

3 ~ [~ _
do(8) = AL L s gy s (102t =) § Pgeme jrea (0, —urvn) [Ty p(@a(@-0) 1 227).

Démonstration: On applique la proposition 5.3.1 dont toutes les hypotheses sont vérifiées.

En effet et dans les notations de la proposition 5.3.1, pour z = 29 + 22 € Oy, ,,, on a

(v2) _ 3_ _ l . ~ 0—1] 1540
bvl,ugs)—(a(l)a(vz)) (o207 3 (o) [T plau(@n) |

a€F* /F*2 =1
en appliquant la proposition 8.3.1, le 2) des théorémes 6.2.2 et 6.1.2.1 ainsi que le lemme
3.5.3,ii)b) et
) () = a(= 12212 pl] PHYAL (om0, 1)
(prop.8.2.11 avec d = 1).

On termine en notant que : a(1)a(vy)3(—vq, —1) = a(—1)a(vz) puis que

a(—1)a(vy)(ve, ug, —1) = Ai+1,s+% (1, voug, —v9)

(relation 3), lemme 3.6.4,B)). O

Proposition 8.3.4 Dans le cas réel ou le cas p-adique de caractéristique résiduelle différente
de 2 on a :

1. Soit v € F*JF*2, alors :

D pmeamy(F(f)i (51,82)) = K(s1,52) D> Duul(s1,92) Zp prer—u(f; (51, = (s145245) )
u€R* /F*2

avec !

—2(s1+s2) = s1+s s s
K(s1,85) = [2Jp 017272 p(| [2ertsa D) o] [satlyp(| [s+3)

)

Dv,u(sla 52) = Al

_ ~ +2
s1+82+%781+s2+5(1’vu’ v)’o(W7v| |S2 )

188



2. Soit b € F*/F*2 et s € C, dans le préhomogéne (G, g+1) on a I’équation fonctionnelle :

ZH(F(f); (@p,5)) = C(5)B(@p, 5)Z(f; (@6, =5 = 5) )

avec !
C(s) = 215" (] PF)p(] 77

B(@y, s) = p' (@] ")/ @] "72)0 (@o] [772).
Démonstration: 1) Résulte d’un simple calcul.

2) Calculons :

Buyua(8) = (b, u1u2) Z d(UI,UQ)v(ulﬂm)(O’ s) (b, v1v2).
(v1,v2) € (F* /F*2)2

En sommant selon vy on obtient :

Buyus(5) = p(@s] PTH)p(@] [772) By, 0, (s)

avec

Bliay(s) = (0,—uz) D> Al o(Lugvy, —02)p(@pus| [747) (b 02)
vo €F* /F*2

d’ou :
5 ~
Bl s (8) = 2y sewe ez (b, —uzva)a()p(| [*7238)p(] 755 tugwa) (t, —v2) p(@—puy| [°+?)

~ 5 -
= 130, seme pea (2 tun02) p(@2] [779) (b, —ugva)a(t)(t, —v2)p(| 17235 0)p(@puy | °2)

or :

ST )t —zua)p(] 35 = () P00

telf* /]F*2

(lemme 3.6.4,A) puis :
f(z) = ¥ ZUQEIF*/IF*Q h(‘ ‘ QW—ZU2)(027bZ)p((D*bv2‘ ’s+2)
é"' -~ S
= L5 erm Bl [ 300, ) (—bvs, b2) (@0, | 772)
a(l) 4
= (-b,2 )a( b)Aerzst 5(1,2b,1)

(lemme 3.6.4,B)6) donc f(z) = 0 pour z # b (lemme 3.6.7,C) et finalement :

B;Lug( ) = Ai+275+g (17 17 1)p(®b‘ ’8+5)(b7 _1)
On termine a 'aide du lemme 3.6.8. O

Remarque 8.3.5
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1) Dans le cas réel, en n’utilisant pas la formule de duplication de Legendre,on a également :

C(s)B(@p,s) = D(s).D(b, s) avec

D(s) = 8.2r~ T2V (s + 1)['(s + 2)['(s + g)r(s +3)[(s + ;)F(s + 4)[(s + 5) sin(27s)

3
(sin(%)) lorsque b =1,
D(b,s) =

3
V-1 (cos(%)) lorsque b = —1,

ainsi on retrouve bien (& une constante et une puissance de 2w preés) un des résultats de
M.Muro ([Muro 1)), on rappelle que les calculs explicites des coefficients associés a 1’équation
fonctionnelle du préhomogene (G, g41) ont été faits par M.Muro (calcul micro-local).

Notons que les ouverts O4; 41 ne correspondent pas du tout a la description de gf en
P—orbites et pas plus & la description de g} en G-orbites, par exemple >, _, ., X, n’appar-
tient pas a G(ZlgigG X\ — )\7) = G(Zlgigfﬂ Xy = Xy — Xog + X + X>\7) ([)

2) Dans le cas p-adique, G a une seule orbite dans gj.
Lorsque la caractéristique résiduelle est différente de 2, ce cas a été étudié par 1.J.Igusa, il
a notamment calculé explicitement la fonction Zéta associée a l'indicatrice d’un réseau L

Z(lis) C(s)B(Id,s).

“convenable” de g; ([@]) alors on vérifie que m

8.4 (ES, Ozl)
8.4.1 Le cas déployé

Ce cas est tout a fait semblable au cas précédent : (E7, az).

On note {A1, ..., \g} les 8 racines orthogonales obtenues canoniquement par orthogonali-
sations successives a partir de A\; = o (cf.[Mu 4] pour une liste explicite) alors :

Z hy, =2Hy ,

1<i<8

les racines de Ay sont de la forme %()\H‘)\j-i-)\k—i-)\l) savecl <i< j<detk=1i+4,l = j+4,
notée w; j, ou bien k =i’ + 4,1 = j' + 4, et notée wj ;, avec {7,7,j,j'} = {1,2,3,4} ainsi que
w= 23 eqdiet a=13_. o\ quiestla plus grande racine de A.

P = P(Hy,H,), avec Hy = 2hg = Z5§i§8 hy, et Hy = 2h, = Zl§i§4 hy, est 'unique sous-

groupe parabolique standard tres spécial du préhomogene, ce sous-groupe parabolique est
associé a la partie Xy — {ag} de Ay qui est de type Dr.
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Dans cette situation on a simplement E;(Hq) N gy = {0}.

On fixe dorénavant un systéme de Chevalley : (X4, ha, X—a)aca, de g tel que pour toute
racine w € Ay on ait :

1
[X—Aia [X—)\ja [X—)\k’ [X—Al’Xw]m =X_o, avec w = 5()‘2 + )‘j + A + )‘l) )
dont D'existence est assurée par le corollaire 4.3 de [Mu 4].

On rappelle que l'invariant relatif fondamental, F', est de degré 8, on le normalise par la
condition :

F( Z X)) =1et onapouray,..,ag € F* :  F( Z a; Xy,) = H a; ,
1<i<8 1<i<8 1<i<8
~ 4B 2B -
et que B = _B(HO,HO)(: _B(hAi,h)\i))’ ainsi B(%, %) = —2 et pour toute racine « de
Aona B(Xy, X_o) =1

Proposition 8.4.1 1. Le préhomogene (Eo(H1) N go, E2(H1) Ng1) est de type (E7,a1) et
d’invariant relatif fondamental Fy(z) = 4 B(adz*(X_u, X_o).

2. Pour x € g1 on a Pi(z) = $B(ada*(X_5, X _5).
3. Soit x € Wy, © = x9 + x9 avec z; € E;(Hy) N gy alors :

a) Le préhomogéne ((Eo(H1) N g0)zgs (F2(H1) Ng1)z,) est de type :

(Eg, a2) lorsque — Py(z0) € F*2
(Fy, ) sinon ,

(A, o) = {

et c(f) = Pi(xg) (mod. F*2).
b) Le préhomogéne ((Eo(Hz) N g0)zy, (E2(H2) Ng1)z,) est de type :

(Eg,az) lorsque — Fy(z2) € F*?
(Fy, ) sinon ,

(A, Ao) = {
et c(f) = Fi(xs) (mod. F*2).
Démonstration: 1) Cela résulte du diagramme de Dynkin complété de Eg.
2) Hy et Ho sont dans la méme orbite de G, il suffit d’appliquer le 1) de la proposition 8.2.4.
3) Pour tout x € Wy, il existe g € Gy, et (a1,...,as) € F* tels que gz = >, .ga; Xy,

(lemme 7.3 de [Mu 4]) donc on fait la démonstration pour zy = di<ica @iXy; et xg =
Z5§i§8 a;iXy,;-
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a) Le préhomogene ((Eo(H1) N 80)zg, (E2(H1) N g1)sz,) est un préhomogene absolument
irréductible régulier quasi-commutatif presque déployé pour lequel (E4(Hi) N g2)z, est de
dimension 1 or on a :

(B2(H1) N g1)e, = Br<i<ad™ Sr<icj<a (FX;; @FX] ) @1<ica [X_»,, Xu] avec
Xij = aaj[Xongpo Xog] = aapi[ Xon, Xol

X@/J = a4+j/[Xf)\4+¢/7Xw J] — Q44 [X )\4+J/7 w ] {Z i’ 2 JsJ } - {1 }

donc, par classification, ce préhomogene est de type (R, \g) = (Fy, 1) avec d = 2 donc de
type (A, Xg) = (Eg,a2) lorsque f est isotrope et (Fy, 1) sinon (cf.3),lemme 8.2.2) ainsi il
suffit de considérer la forme quadratique :

fl(uvv) = %B( d(U’XL? +UX{,2)2(X*>\1)7X*>\2)

= _%B([UXI 2+ le ,29 X—Al]’ [UXL? + UX{,Z’ X—)\Q])
= c(uasag + viazas) ,
c étant une constante non nulle, f’ est isotrope < P;(x9) = —1 (mod F*2).
b) Idem que pour a) O

Lorsque [ est archimédien, les 2 polynomes de Bernstein s’obtiennent immédiatement en
appliquant les propositions 3.4.4 et 3.7.3 (ainsi que 8.2.5) d’ou :

Proposition 8.4.2 Soit B(s) = s(s+2)(s+2)(s+4) le polynome de Bernstein du préhomogéne
de type (Fg,2) alors :

bl(Sl, 52) = B(SQ) et b2(51, 82) = B(SQ)B(Sl + s9 + 3)

On rappelle que pour u = (ug, us) € (F*/F*?)? on définit les ouverts (tous non vides) :
Oy = O(ul,ug) = {3: € g1 | Fl(CC)F*Q =u , Fg(x)F*Q = u1u2)}
O =0 ={reg.1| Ff@)F?=uy, Ff(x)F*? =ujus}

u (u1,u2)

ainsi que les fonctions Zétas correspondantes :

Zu(f:w) = Z(f1o,;w) pour f € 8(g1) et Zj(hiw) = Z*(hlog:w) pour h € S(g_1).

Pour u,v,w € F*/F*2 w € F* et s € C posons :

By yw(w,s) = Z Ai7s+1,s+g(wv, t,1)(t, — )Ai) S+§,s+5(t, wu, 1),
tGF*/]F*Q

(cf. 8.2.8 et sa démonstration ainsi que la prop.8.4.1). Alors :
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Proposition 8.4.3 1. Lorsque F = C pour f € 8(g1), on a :

ZF(f); (wi,w2), (51, 82)) = az(wa, s2)as(wiws, 81+32+3)Z<f; (w1, (wlwg)_l); 51, —(S1+82+8)>

avec :
5 7
as(w,s) = pl(wis + Dp'(wis + 5)p'(wis + 5)p(wis +5).

2. Lorsque F = R ou bien F est un corps p-adique de caractéristique résiduelle différente
de 2, pour tout v = (vy,v2) dans (F*/F*2)2 et f € 8(g1), on a :

Z3F(F); (wiwa), (s1,82) = Y doulw, 8) Zulf; (w1, (wrw2) 1) s1, —(s1+52+8) ) avec
ue(F* /F*2)2

u = (ula u2) ; dv,u(wv 3) = Bvl,ul,vg (W27 SQ)BUQ,uz,ul (wl-w% §1+ s2+ 3)

Démonstration: On applique la proposition 5.3.1 dont toutes les hypotheses sont vérifiées
par les propositions 8.2.11 et 8.4.1, puisque ¢(f) = Pi(xg) (resp. ¢(f) = Fi(z2)) dans le
préhomogene ((Eo(H1)180)s0s (Ba(H1)Ng1)ay) (vesp.((Bo(Hy)Ngo)ag: (F2(H1)Ng1)s,)) ot quie
r1 = 3. On notera que la restriction de Fy (resp. P1) a (Ea(H1)Ng1)x,) (resp. (E2(H2)Ng1)z,)
est 'invariant relatif fondamental utilisé dans le paragraphe 8.2 (cf. 1) de la proposition 8.2.4)
a un coefficient multiplicatif prés appartenant & F*2 ce qui est sans incidence (cf.lemme 3.5.3).
O

Remarque 8.4.4

1) Dans le cas réel, posons :

up = —1 et ug = 1 alors pour u = £1, By, u;u(s) = Bij(u,s), B;;(u,s), étant le 4, j—eéme
coefficient de la matrice :
1 sin 27s 0
— .8.2.11
202(0’ 2 ( —2(1+u)sinws wsin27s ) (prop.8 )

Soient a; = (—1,—1),a2 = (—1,1),a3 = (1,—1),as = (1,1) et soit D(sy, s2) = <Di,j(51,52)>

1<i<j<4
la matrice :
sin 2789 sin 2m(s1 + $2) 0 0 0

0 — sin 27msg sin 27 (s1 + s2) 0 0

0 0 — sin 27sg sin 27 (s + s2) 0

0 4 sin w89 sin 27 (s1 + $2) 4sin 2wsy sin (s + s2)  sin27wsy sin 27(s1 + s2)
alors : )

daiﬂj (81, 82) = ZCZ(O’ 82)02(0, 81+ 82 + 3)Di7j(81, 82).

On a
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dal,al (Sla 52) + da4,a1 (81, 82) = dal,a4(51a 52) + da4,a4(51a 52)
da27a1 (817 82) + da37a1 (817 82) == da27a4(817 82) + da3,a4(817 82) =0
dag,ag(sla 82) + da3,a2(817 82) == da27a3(817 82) + da3,a3(817 82)

mais dg, a,(51,52) + dagas (51, 52) # day a3 (51, 52) + day a3 (51, 52) pour s1 # 0 donc on n’a pas
I'analogue de la proposition 8.2.8 pour (sq,s3) € C2.

Lorsque F est un corps p-adique, les expressions analogues semblent compliquées.

Cependant lorsque s; = 0, on a encore les équations fonctionnelles habituelles. Pour u €
F*/F*2, et s € C tel que R(s) > 0, on pose :

e O, = {z € g1 tel que Fy(@)F* = u} et pour [ € 8(g1) : Zu(f;5) == Z(10, f;5),
e O; = {z € g_1 tel que F5(z)F*? = u} et pour g € 8(g—1) : Z;(g;s) :== Z*(10:9; ),

alors Z,(f;s) et Z*(g;s) admettent un prolongement méromorphe sur C et si F*/F*? =
{uy,...,up}, on a:

Proposition 8.4.5 Dans le cas réel ou bien dans le cas p-adique avec caractéristique résiduelle
différente de 2, pour tout f € 8(g1) et s€ C on a :

Z5,(5(f);9) L Zulfies—9
— J&A ) A s+ e |
( ZL(?(f);s)> 2< chf;—s_g))

avec
Fls) = 1217 0p(] PHT)p(] P10,

1 _ 1 . .
A'(s) = <A8+17s+g(uz,uj, 1)> seC
1<i,j<e
est la matrice des coefficients associés a une forme quadratique de discriminant 1 sur un
espace de dimension 5.

Démonstration: Les coefficients, a,,,(s), pour u,v € F*/F*2, sont donnés par (prop.8.4.3,2)) :
av7u(8) = ZvlelF*/F*Q d(v17vvl)7(u1,u1u)(07 8) avec uj € F*/F*2,
= Zvleu?*/yﬂ Bvl,ul,vvl(S)vahum,ul(s +3)

== Ztl7t2eF*/IF*2 A(tla t2)
avec A(t1,t2) = 3, cp jpe2

1 1 1 1
AS+178+% (U, tl, 1)(t1, _vvl)As+§,s+5(t1’ voi1Ug, 1)As+4,s+1—21 (ulvvl, tQ, 1)(t2, _ul)As—l—%S,s-l—S(t% u, 1)
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= (tl, —’U)(tQ, —'LL1)A§+LS+%('U, tl, 1)Ai+§,8+8(t2’ u, 1)_Al(t1, t2)

avec  A'(t1,t2) = D, wpers pez Altr, t2, w1, wa)a(wi)a(we)p(s + §;tiwi)p(s + 5 taws) et
Aty b2, wi,we) = 32, cpeyre2 (U1, 61)p(s + B wivviug)p(s + 45 waugv1v)

Zvlep/wg (pwrwauqv, t1)p(s + 5; wavy ) p(s + 4; wivy)

donc :

7
Aty tg) = (wv,t) Y (vt) (Y a(wi)(w, ta)p(s + s tiwn)p(s + 45 wion).
’U1€]F*/]F*2 wle]F*/]F*2

(3 aws)(ws tr)p(s + 55 wawn)pls + = tyws)

2
wo €F* /F*2
= (u1v,t1) Z (v1,t1) Ai+%,s+4(t1’Ul’tl)A;aH%(Ul,tz,h)
v €F* /F*2
= (U1U7t1) Z (Ul’tl)a(1)2a(_t1)2Ai+z,s+4(17tlvl’1)Ai+5,s+g(t1’l)1,t1t2,1)
v1 €F* /F*2 2 .
Al(ty,ta) = (uw’tl)AiJr%,SH(l L4, 545,54 1L (1,1,1) pour t; = t2
0 pour ty # to
(lemme 3.6.8,1)), d’ou :
1
av,u(s Z Alt,t) Z ASJrl o+3 (v,t, 1)As+§,5+8(t7u71)
teF* /F*2 te]F* F*2
avec :
—4s—16
£ = ALz (L DAL o (LD = 7 0( [ )p(] 2H0). O

Remarque 8.4.6 1) Les orbites de G dans gi1 sont données dans le théoréme 2 de [Mu _4].
2) Dans le cas p-adique.
Les orbites de G dans g} (resp.g’_;) sont données par O!, (resp. O'*,) pour u € F* /F*2.

Lorsque la caractéristique résiduelle est différente de 2, £ = 4 et la proposition 8.3.5 donne
les coefficients de l’équation fonctionnelle associée au préhomogéne (G, g+1).

On a alors :
(1 _ q23+6)(1 _ q25+9)

(1— ¢~ 25-T)(1 — g~ 25-10)"
3) Dans le cas réel, la proposition précédente donne :

ZATEN Y e o Za(fas)
(Fts ) =sexonaosrome (2307075 )

fls) =
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avec

B(s) = ( —sin? 27s 0 >

4sinwssin2rs  sin® 27s
ce qui n'est pas en accord avec les résultats obtenus par Muro |, ).

(Pour mémoire : $C5(0,5)C2(0, s + 3) =
11 13

4(277)_8(5+%)F(s + 1) (s + g)F(s + ;)F(s +5) (s +4)I'(s + 7)I‘(s + 7)1“(3 +38))

G a 3 orbites dans gy (resp.g’_) :
01 = G( Z X)\Z)UG( Z X)\Z, —X)\7 —X)\B) , O_1 = G( Z X)\i —X)\7).

1<i<8 1<i<6 1<i<7
Si l’on veut déterminer les coefficients de 'équation fonctionnelle associée auz orbites, il faut
procéder de maniére analogue au paragraphe 8.2.4 ce que ne sera pas fait ici.

8.4.2 Le cas réel non déployé

Dans ce paragraphe, on considere la forme EIX de Eg plus précisément g est de type Eg
et g est de de type Fy, les préhomogenes correspondants sont les suivants :

® (g9, 91) est de type (Eg, 1),
® (go,g1) est de type (Fy, A1),

et les diagrammes de Satake et de Dynkin sont :
©—e—e—e—0—0—o0 o—a>0—1(©)

(A1 est la restriction de ag, A9 est la restriction de a7, Az est la restriction de ag, Ag est
la restriction de )

Comme w et a sont des racines réelles, le sous-groupe parabolique standard est le méme
que dans le cas déployé, il est donné par P(Hy, Hy) avec Hy = 2h,, et Hy = 2hg qui sont dans
la méme orbite de G.

1 1
L’algebre simple £ = Y(RH3) (resp. F' = U(RH;)) est graduée par §H1 (respEHg) et son
diagramme de Satake est de type EVII, le diagramme de Dynkin du préhomogene (Ey, E1)
(resp. (Fp, F1)) est de type (C3, A1), il est obtenu en prenant simplement A N (®;=2.34Z\;).

Ceci donne une situation tres simple car :

Lemme 8.4.7 Soit x € E}| (resp.w € F|) et i, = W(Fax ® FHy ® Fo~ 1Y) (resp.il, = U(Fz @
FH; @ FxY)) alors U, est de rang 2 et de type EIII et le préhomogeéne ((Lhy)g, (Us),) est de
type (BCa, \1).
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Démonstration:  Par la proposition 8.4.1, le complexifié de ((Uy)o, (L)1) est de type
(Eg,a2) et par la proposition de 'appendice 1, i, est de rang inférieur ou égal a 2 donc i,
est de type EIII par classification (tables de [Wd]) d’ott le préhomogene ((4), (45);) est de
type (BCa, A1).

O

On en déduit :

Proposition 8.4.8 1. P a une seule orbite dans g”1.

—

2. Soient (s1,s2) € (C)2, f € 8(g1) alors :

Z*(Ff; (s1,82)) = C(s1, 82) sin(2mwsa) sin(27(s1 + $2)) Z(f; (s1, —s1 — s2 — 8)  avec

C(s1,80) = 4(2m) Us1482836) (59 4 1)T(s9 + g).F(SQ + ;)F(SQ +5)'(s1 + s2+4)

11 13
I(s1+s2+ ?)F(«ﬁ +s2+ E)F(S1 + 52 + 8).

Démonstration: On proceéde comme dans la démonstration de la proposition 5.3.3 que
I'on applique avec s;1 = 0 (cas d = 2) ainsi que la proposition 5.3.1 avec H = R*. U

Remarque : Cette proposition est bien connue lorsque s; = 0 ([Muro 1])).
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Appendice 1
On indique un résultat sur le rang du centralisateur associé a un slo-triplet dont I’élément
simple est donné par 2h,, h, étant la co-racine de la racine longue a dans un systeéme de

racines irréductible et réduit.
Ce résultat permet de simplifier les calculs en ”petit rang”.

On commence par un premier lemme :
Lemme 1 Soit A un systéeme de racines irréductible et réduit , on note :
e X une base de A,
e & la plus grande racine de A pour l'ordre induit par 3,
oY ={aeX|n(aa)=0}

Soit v une racine de A vérifiant n(y,a&) = 1 alors il existe au moins une racine o de Y’
(qui est non vide) telle que la quantité n(vy,a) soit non nulle.

Démonstration: Comme a — 7 est une racine, v est positive.

1) Dans le cas A,, et dans les notations de la planche 1 de [[B | :
a=¢€ —éepy1, X ={a;=¢ —€11,i=2,..,n— 1} et :

v = €1 — €41, avec ¢ = 1,...,n — 1 ou bien 7 = ¢; — €511, avec ¢ = 2,...,n et dans les 2 cas
n(y,e;) Z0pour 1 =2,...,n —1; n(e; — ez, a0) # 0 et n(ey, — €pq1,an-1) # 0.

2) Dans les cas restants, X — %' = {ag} et v—ap est une combinaison linéaire (a coefficients
positifs ou nuls) d’éléments de X'

Procédons par absurde et supposons que « soit orthogonale aux racines de ¥ alors (v,7) =
(v, ag) done n(agp,vy) = 2 d’olt 7 est une racine courte positive orthogonale & ¥’ et A n’est

pas simplement lacé.

Il est facile de vérifier cas par cas (dans les notations des planches de [Bou 1J]) que c’est ab-
surde, en effet :

a) A=Gy:alorsy=¢ —egaveci=1ou2et ¥ ={ag} = {e1 — e2}.
1
b) A = Fy: alors v = ¢, = 1,2,3,4, ou bien v = §(i61i62i63i64) et

1
E, = {63 — €4, €4, 5(61 — €9 — €3 — 64)}.
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c) A=Bp:alorsa=¢€+e,v=¢,i=1,2et X' ={a; =€ —€2,0;,3 < i <n}.

d) A=C, :alors @ =261, 7y=¢€ £ ¢€,i=2,...,n et
Y={ai=¢€¢—€41,2<i<n—1a, =2} d

Lemme 2 Soit A un systéme de racines irréductible et réduit, o et v 2 racines de A telles
que :

Z) ’I’L(’}/, Oé) =1,

ii) « est une racine longue

alors il existe au moins une racine § telle que n(~y,d) # 0 et n(d,a) = 0.

Démonstration: Soit ¥ une base de A et « la plus grande racine de A pour l'ordre induit
par Y, alors « et & ont méme longueur donc sont dans la méme orbite du groupe de Weyl W
et il suffit d’appliquer le lemme précédent. ]

Proposition Soit g une algébre de Lie simple, a une sous-algébre abélienne déployée maxi-
male de g, o une racine longue de A, le systéme de racines de (g,a) que l’on suppose réduit.

(x,2hq,y) étant un sly-triplet, on appelle LU, algébre dérivée du centralisateur dans g de
Ualgebre Fx & Fh,, & Fy, alors :

rang de(Uy) < rang de (g) — 2 .

Démonstration: Soit F le centralisateur de h, dans g alors :
E=coF,

c étant le centre de E et contenant h, et E' étant algebre dérivée de E.

Soit A" = {8 € A |n(a,B) =0} alors a’ = 35\ Fhg est une sous-algebre abélienne déployée
maximale de E’, comme 4, C E’ on a rang(i,) <rang(E’) =dim(a’) <rang(g) — 1.

Si rang(U,) <rang(g) — 2, la démonstration est terminée.

Dans le cas contraire on a rang(il,) =rang(g) — 1 =dim(a’).

Alors, soit a, une sous-algebre abélienne déployée maximale de i, a, @ Fh, et a sont 2
sous-algebres abéliennes déployées maximales de g contenant h, donc il existe un élément g
dans Aut(g)p, tel que g(ay & Fhy) = a d’ou (g(x), 2ha, g(y)) est encore un sly-triplet (d’ou
9(T) € Bpyjn(y,0)=1}8") et algebre g(Ll;) = (), admet g(a;) comme sous-algebre abélienne
déployée maximale mais g(a;) C aN E’ = o donc g(a;) = o d’ou [g(z),d’] = 0 ce qui est
absurde par le lemme précédent ]
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Appendice 2
Remarques sur les mesures relativement invariantes sur les orbites singuliéres
1. Conditions suffisantes

Dans ce paragraphe, on donne des conditions suffisantes d’existence des mesures relative-
ment invariantes sur le lieu singulier et tempérées.
Les hypotheses de ce paragraphe sont les suivantes : F est un corps local de caractéritique 0
et on suppose que (go, g1) est un préhomogene tel que :

(1) g1 est un go-module absolument simple,
(2) 2H est 1-simple.

On considére un sla-triplet 1-adapté : (xq, h, y9) non générique, c’est a dire que h # 2H),
et on suppose que les propriétés supplémentaires suivantes sont vérifiées :

h
(3) le préhomogene (U(IFh")o, LU(FR')1, 5) admet un unique invariant relatif fondamen-
tal avec h' = 2Hy — h,

(4) 1/ est 1-simple et le préhomogene (U(Fh)o, U(Fh);) admet un unique invariant
relatif fondamental.

Par les hypotheses (1),(2),(3),(4) les préhomogenes (go, g1), (U(FR)o, W(EFR)1) et (LU(Fh)o, U(Fh)q)
admettent des invariants relatifs fondamentaux non constants que I’on note respectivement :
F, Fy, Fyn et x, xn, xp seront les caracteres associés ; on note m, mp, my les degrés respectifs
des polynomes.

Pour (7,7) € Z, on désigne par E; ; le sous-espace vectoriel :
Eij=E(h)NEjN)={zecg | [ha]=ivet [l z]=jz}
et p; ; est sa dimension (notons que : p4; +; = p; ;).
Soit pg = sup{i >0 / g; # {0}}.

H est la composante connexe du noyau de x, Hp (resp.Hy,) est le centralisateur de h
(resp.zg) dans H, Nj, est le sous groupe exp(ad(®;>1Ei(h) N go)), Py est le sous-groupe
parabolique Hj,.N}, et il est bien connu que

Hyy = (Hp)zo-Nzy C Pr, C H.

Ap, désigne le module du sous-goupe P}, lorsqu’il est muni d’une mesure de Haar invariante
a gauche et notée dp.

dortoipii  pdim(gp)
my  trace(ad(h')/gp)

Lemme 1 A;}} = |xn|" avec r = avec 1 < p < po.

2) Hy, est unimodulaire.
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Démonstration: 1) Montrons que pour tout couple (4, ) € Z x Z, (i,7) # (0,0) et g € Gj,

on a : )
P, j IPi,j

(a) det(g/m, ;) = xnlg) ™ xw(g) ™ .
La démonstration est standard (cflemme 1.4.7) et repose sur les hypotheses (3) et (4).
Supposons i > 1, pour x € Es o l'application définie par :
(adz)’  E_i; — Ei
est bijective en x, & l'invariant relatif det(ad(z)"/E_, ;) est associé le caractere : det(g/pg, ;).det(g™ /_, ;)
donc par 'hypothese (3), celui-ci est une puissance de xp(g). Le coefficient se calcule simple-
ment & 'aide de I'élément hy(t) qui opere sur chaque E; ; par 'homothétie de rapport t ce

qui donne :
Pi,j

(b) det(g/Em).det(gfl/E_i,j) = xn(g) ™ .

Sii < —1, par dualité donnée par B on a :

det(9/E; ;) = det(gfl/E—i,—j)

ainsi la relation (b) est vérifiée pour i # 0.
On procede de méme avec 'hypothese (4) d’ou

IPij

(¢) pour j#0 det(g/p,,)-det(g"" /E,_;) =xw(g) ™,

ainsi de (b) et (c¢) on déduit la relation (a).
Exactement de maniere analogue, en raison des hypotheses (1) et (2), on a pour 1 < p < py :

2pdi
(d) pour ged (det(g/gp)2 = x(9)F avec P= %(gp)
D’apres (a) on a pour g € G, :
trace(ad(h)/g trace(ad(h’
Xh(g)MhXh’(g)Mhl _ X(g)P avec Mh — ( ( )/ p) Mh/ — ( ( )/gp)
mp, mp
d’ou My, # 0, My # 0 et la relation :
2M, M Ziip
(e) pour i7#0 et geGp (det(g/m ;)" = xnlg)" x(g) ™
avec M;; = Pij (iMpmpr — jMpmp,).
mpmp

2) On a Ap, (Ny) =1 et pour g € Hj, :

APhil(g) = ’ fil det(g/Ei,—i) ’
= |xn(g)|” en utilisant la relation (e) et le fait que x(H) = 1.

3) Vérifions que H, est unimodulaire. Pour ceci il suffit (comme pour P,) de calculer pour
g € Hy, 5, la quantité :

po
[T 1 det(a/ s oy, |-
=1
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Comme g € Hp, 5, on a x;(g) = 1 donc pour tout ¢ # 0 on a

| det(g/Ei,j) |=1.

Or pour i > 1 on a [z, E; —;| = Eayi—; et grg = xo donc

1 :| det(g/Ei,ﬂ') |:| det(g/(Eiyfi)zo) | . | det(g/EQJﬁi,fi) |:| det(g/(Ei,,i)zo) | . O

Ainsi il existe sur espace homogene Pj,/H,, une mesure non nulle, relativement invariante &
gauche par Py, de multiplicateur A;i et unique & une constante multiplicative pres ( [Bou ],
chap.7, théoreme 3,52,n°6), notée dp.

Lemme 2 On suppose que :

0 race(ad(h
Uy = ipii— (3 ipip—i) + (O pm,i).t pofhm((g)p/ 3170) >0

i=1 i>2 i>2

alors pour f € S(g1) et g€ G
Vy(g) = / F(g9'x0)Ap (9)dg'
Ph/HxO

converge absolument et vérifie pour tout p € P, et g € G

Vs(gp) = Ap, (P)Vf(9).

Démonstration: Il suffit de montrer la convergence absolue, la relation d’invariance étant
évidente.
On considere I'action du groupe P, sur I’espace vectoriel :

E = Eg(h) Ng1 D E' avec E = @223El(h) Ng1

Un calcul facile montre que :
Py.xg = Hp.xzo® E'

Ainsi pour la topologie induite par F sur E, Pj,.xq est une orbite ouverte de F, de méme Py
est un sous-groupe fermé du groupe des automorphismes d’espace vectoriel de g, muni de la
topologie naturelle induite par IF. Pour cette topologie P}, opére continuement, est un groupe
localement compact, dénombrable a l'infini donc Py, /H,, est homéomorphe a l'orbite P,.xq
([Bou 4], chapitre IX, prop.6,55,n°3).

On considere sur E la mesure Pp-invariante donnée par

/E £(@) | Fulprojection(z)] mymng, | d

dz étant la mesure sur £ invariante par translation, “projection(z)/g,n)ng,” représentant la
composante de x suivant Eo(h) N g1. En effet le changement de variable fait apparaitre la
quantité

H ‘ det(g)/Ei,Q—i ’71:‘ xn(9) ‘75

i>2
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avec pour 1 < p < pg :

dim(E)
pdim(gp)

§— pdim(gp)

mh(trace(ad(h/)/gp) .[trace(ad( )/E)

trace(ad(h)/g, )]

(relation (e) de la démonstration du lemme 1).
En raison de 'homéomorphisme et de l'unicité (a4 une constante multiplicative pres) de la
mesure P}, invariante sur P,/ Phy, OD @

urlo) = [ 1) | Fulprojection(s)/,pe) I do
Ph o
d’out cette derniére intégrale converge pour f € S(g;) lorsque r — ¢ > 0 d’ou la condition
puisque trace(ad(h')/gp, > 0. O

On procede comme dans ] H est un groupe semi-simple, connexe pour la topologie
de Zariski donc H est unimodulaire. Sur l'espace C'i(H) des fonctions & support compact,
on considere la mesure de Haar p; par la proposition 3 de [] (chap.VIL§2,n°1) il existe
une forme linéaire positive, non nulle, H-invariante a gauche, relativement bornée, notée v,
définie sur I’ensemble C' des fonctions continues définies sur H a valeur dans C telles que

Yge H,Vpe P, f(gp)=Ap,(p)f(9)

(rappelons que H/p, est compact pour la topologie induite par F)

Lemme 3 On suppose que I'(h) > 0 et pour f € S(g1) on pose :

Vao(f) =v(¥¢) alors

1) vy, est une mesure positive, tempérée sur g1, invariante par H et de support H.xog que l'on
peut écrire sous la forme

Vo (f) = / / f(oaw) | Fu(progection(w)/ g, mng,) I'™ dvdw
Vh ><Ph o

avec Vi, = exp(@i>1E_i(h) N go, Vi, est muni d’une mesure de Haar dv et :

podim(gp, ) /
l(h) = U(h).
( mptrace(adh’ /g, ) (h)

2) Lorsque H.xg = G'.xg, G’ étant un sous-groupe ouwvert de G contenant Keryx, vy, est
relativement invariante par G' de caractére | x |~ avec

podim( gpo
@ = i ipayii] (1<p<po).
m(trace(ad(h’) /gp Z Pii — Z P24i,—i <p<po)
07 i>1 i>1
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Démonstration: 1) Comme :
[90, 90] = (®i=1E—i(h) Ngo) ® ([80, 80] N Eo(h)) ® (©i>1Ei(h) N go)

et que @;>1FE_;(h) N go est lalgebre de Lie du groupe algébrique connexe V3, et [go, go] N
Eo(h) ®i>1 Ei(h)Ngo celle du groupe algébrique connexe P, par la proposition 4 du chapitre
VI, §2 p.373 de [CH] on a H = V},.P, & un ensemble de mesure nulle pres et on peut donc
écrire pour toute fonction f : H — C continue a support compact :

/ F(hydh = / / Fp) A5 w)dvdp = v( | f(9.0)A5 (0)dp)
H VX Py, Py

([Bou 4], §2,n°9,prop.3, n°2, prop.3) d’olt la forme donnée pour v, .

2) Soit go appartenant & G', on pose v/(f) = vy, (f(go.)) alors v/ est encore une mesure
positive H invariante de méme support que vy, elle lui est donc proportionnelle. En raison
des hypotheses (1) et (2), on peut supposer que gy et g_; engendrent g, ainsi le centre de g
est de dimension un. Il suffit donc de calculer le caractére sur les homothéties ¢(t),t € F*. O

Lorsque h est 1-simple treés spécial, (3) et (4) sont alors vérifiés, cependant I'(h) < 0 en général

sauf dans des cas orthogonaux tres particuliers ou bien :

Lemme 4 Soit h un élément 1-simple trés spécial alors I'(h) > 0 lorsque :

® (o = {0}7
e Lorsque linvariant relatif fondamental est de degré 4 et'g est de type exceptionnel.

Démonstration: Comme la condition porte sur des dimensions, il suffit de faire la vérification
lorsque g est déployée.

1) Lorsque g2 = {0}, on reprend les notations du §6.1.1. On peut supposer que h =
zl<i<p hy, avec 1 <p<mn-—1dou:

, dim(g;) =n+n(n—1)

|l
oyl

di=1,po=0,p1=pn—p)d, ppo=p+plp—1)

2p(n — d 2p(n —p) —
one 1) = 2=y )8 1) > 2P G5
n n

2) Lorsque l'invariant relatif fondamental est de degré 4 et g est de type exceptionnel
(donc distinct de Gy par le choix de h), par classification on a soit go de dimension 1 et ce
cas sera fait dans la proposition suivante, soit (gg, ;) est de type (E7, ag) (cf.tableau 3) mais
alors :
dim(g:)

5 = 2p272 =16 , P40 = P04 = 1 (Cf§811)) d’ou ll(h) =0. ([l

P11=0, poo=

Proposition 1 Soit (go,g1) un préhomogéne tel que :
1) g1 est un go—module absolument simple,
2) 2H, est 1-simple et
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soit

5) g2 = {0},

soit

6) g est de type exceptionnel distinct de Gy et Gy est de dimension 1,

alors pour tout sle-triplet 1-adapté, (xg,h,yo) avec h # 2Hy, il existe une mesure positive,
tempérée, invariante par H et de support H.xo (resp. H.yo).
Pour tout f € S(g1) (resp. f € S(g-1)), on peut l’écrire :

%m:A%{fwmnwWva

Cresp v = [ 1 f00) | B [ delan )

Ny, J Hp.y
avec Vi, = exp(®i>1E_i(h) N go) (resp. N = exp(@i>1Ei(h) N go)) muni d’une mesure de
Haar dv (resp. dn)
Hy, étant le centralisateur de h dans H et Fy, (resp. F}) étant le polynome défini par F}, (projection
de x sur Ea(h) N g1) (resp. Fy (projection de y sur E_o(h) Ng_1) et :

I(h) = (1 — B(2Hy — h, HO))g — 1 dans le cas commutatif,
1 lorsque B(h, Hy) = —1,

I(h) = (1 — B(2Hy — h, Hp))% + { —1 lorsque B(h, Hy) = —2,  lorsque dim(gs) = 1.
0 lorsque B(h, Hy) = —3

Démonstration: Il suffit de faire le calcul dans le cas ou g est déployée.
1) Dans le cas commutatif (i.e. 1)2)5)), tout h 1-simple distinct de 2H est 1-simple trés spéeial
(remarque 1.1.3) et on applique le lemme précédent en notant que pour h =), _, <p hy, on a

I(h) = (n—p+1)% —1 et B(h, Hy) = —p.

2) Dans les cas vérifiant 1)2)6), ce qui correspond a la description donnée au §8.2.1 que
I’on reprend ici, on peut supposer que h = Zlgz‘gp hy, avec 1 <p < 3.
On rappelle que 2Hy = > {.,, hy, et que pour tout ¢,j distincts et compris entre 1 et 4,
il existe un élément du groupe de Weyl de Ag qui permute les racines \; et Aj donc les
propriétés 3) et 4) sont automatiquement vérifiées puisque les préhomogenes sont absolument
irréductibles et on a p = —B(h, Hy).
Il reste a vérifier que la quantité [(h) est positive ce qui se fait a l'aide des décompositions
données en 8.2.1 O

Remarques : 1) Lorsque le préhomogene est de type (Ga,a3) déployé, on a I(h) < 0 pour
tout h 1-simple distinct de 2Hy donc la mesure relativement invariante dont le support est
inclus dans g; — g} ne prend pas cette forme simple (cf. la distribution ¥y de [FL T])).

2) Lorsque les hypotheses de la proposition 1 sont satisfaites, on peut vérifier que I’appli-
g — Q
cation : {B(h, Hy), (x,h,y) étant un sly-triplet 1-adapté,
X —

0 lorsque =z = 0,
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est semi-continue inférieurement.
De plus on peut montrer que pour tout xg € g1 on a :

G.—xo = {O} UG.2g Uyes Gu H—.%'o = {O} UH.xqgUyey Hu
avec J = {u € g1 | pour lesquels il existe 2 sly-triplets 1-adaptés qui commutent (u, h,v) et
(u' B/, v") tels que u + v € G.zg} et pour 7 on a la méme définition mais avec u + u' et xg
dans la méme orbite de H.
Dans le cas p-adique, on peut vérifier classiquement (cf.théoréme 2.3 de [Ru 1]) que les mesures
vz, x décrivant un ensemble de représentants des orbites de H dans g1 — g} est une base des
distributions H- invariantes de support inclus dans g; — g} lorsqu’on pose vo(f) = f(0).

{9 € G| x(9) € f(E)*"} dans le cas commutatif de type I
3) Soit G = ( cf. remarque §6.1.6) pour la définition),
G dans tous las autres cas,
alors H.xg = G'.zo (th.4.3.2 et remarque 2) du th.4.2.3 de [Mu J] et §6.1.2 pour le type III
commutatif) donc les mesures v, et v, sont relativement invariantes par G’ de caractere
associé respectivement |y|* et |x|™® avec a = —B(h, Ho)g dans le cas commutatif et
1 lorsque E(h, Hy) = -3,

1

Oé:—g(h,Ho)%—{— .
5 S1non

2 Une application aux mesures singuliéres dans le cas commutatif avec d pair

On reprend toutes les notations du §6 et on donne la définition suivante de rang :

”

Définition Soit (z, h,y) un sly-triplet 1-adapté, on appelle “rang de x ”, “rang de h et “rang

B(h,H
dey 7 la quantité r(h) = —M.

di
On pose r(0) = 0.

Soit (xg, h,yo) un slo-triplet 1-adapté associé a une orbite de rang p avec 1 < p < n —1, alors
on a (a l'action de G pres) :

n—p n
2Hy= Y  hy , 2Ho—h=>» hi ,h= > h;,
=1

1<i<n i=n—p+1

la proposition 1 permet d’écrire les mesures sur les orbites singulieres de la maniere suivante :

ol

VfGS(gl) on(f):Zg))(TJ]}('"i_O)? _1)

Nl

VfeSlaa) v (f) =250 a0+ ), 5 - 1)

ouT }L désigne la transformation introduite dans le §4.3 sur S(g;) pour le couple d’éléments

I-simples : (h,2Hy — h), et T*(2Ho=h) est la transformation introduite dans le §4.3 sur S(g_;)
pour le couple d’éléments 1-simples : (2Hy — h, h)
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Z®) (resp. Z*("~P) ) étant les fonctions Zéta du préhomogene (Hy,, Fo(h)Ngy) (vesp.(Hp, E_o(h)N
g-1) ), O = Hp.zg et O = Hy.yo, les normalisations des mesures étant choisies en concor-
dance avec le §4.

Le théoreme 4.3.5 et les théoremes 6.2.1 et 6.2.2 permettent d’établir une généralisation du

lemme 4.2 de [Fa-SH] lorsque g > 0.

Proposition 2 On suppose d pair.
Soit f une fonction de Schwartz de support inclus dans g) = {x € g1 F(x) # 0} alors :

V;O (f) = K.Cpsn—r+1(F} (o)) . f(w)@sr (F(x))|F(CC)|7gpdldﬂc avec

C, =y (f)rt wamr (idu)y
7=0

b(m) étant défini par
a) Lorsque le rang sépare les orbites de G dans g1 (alors 6 = 1) ou bien lorsque F est
un corps P-adique ou bien lorsque n =2 :

bw| |*) = aV(w| |®)  (def.th.6.2.1)

b) Lorsque F =R et f est anisotrope (5 = (—1)¥2, ~(f) = (V=1)¥?) :
b(@gl [s) = p(] I =1) = (5 —=)°. T(s)

K étant la constante définie par
i) Lorsque le rang sépare les orbites de G dans g1 : K=1

1) Lorsque F =R et f est anisotrope :

1+ 1)”

K=2"7"0]

r désignant le nombre de composantes positives d’un représentant de H, h.yoﬁ@n_pﬂggng*)‘f
iii) Lorsque F est un corps p-adique et f est anisotrope (cas d =d =2) on a

K — {1 lorsque n est pair et p impair

5 Sinon.

Démonstration: 1) Soit f une fonction de Schwartz de support inclus dans g} = {z €
g1 F(x) # 0}, montrons que :

V;o(f): ao/f )| F(z gpkdw avec

{O orbites de G’ dans g} }

G'={g9eG|x(g) € f(E)}et
ao = am, yo,0' (Wn—»; g — Dy(f)P PSP, F(x)).(8", Fi(x)),
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x étant un élément de O N EBlgigng)‘i, O’ étant une orbite de Hy, dans Eo(h) N g; contenant
la projection de x sur FEy(h) N g;.

Soit fy la fonction définie par fy(x) = f(gx), comme :

di d

i Fa) = V3o (F0) |x() 7= v, (F) [ xt) |7 500 avee N = s = 5

si f est une fonction a support dans I'orbite ouverte O de G’ dans g;, on a pour une constante
convenable :

vi(f) = ao /O f@) | F(z) |3 do

Il suffit de calculer la constante ap. Or par définition de v et par le 2) du théoréme 4.3.5 on
apour z € E_o(h)Ng_;:

vk (f) = *(z -1 T,z (2Ho=h) (. 2)dx] dz
: (f) /Hh_yOth< )| [/Eo(h)mmw )FATE (54 ))(2)da] d

et :

(@, 2) = 1)U, Fopg—n(2))(6" 7, Fy (2))
(lemme 6.1.10 car d est pair).
Pour simplifier les calculs, prenons f a support dans un ouvert Oy, u = (u1,...,up) €
(F*/F*2)", tel que O, C O; comme on a supposé d > 2, on peut appliquer le théoréme
de Fubini ainsi :

AU N I CRIED

e |

Eo(h)Ng1

E

&M (@4 ))(2)dz] da

On applique ensuite 1’équation fonctionnelle au préhomogene (Hp, E_2(h) N g_1) avec les
sla-triplets hy41, ..., by ce qui donne :

F d
Vi (F) = AP S gy 0 00 @somns &~ 1),

2
O/

[ ) (Bt @)ase s (Fuw) | Faly) |50 dady.
Eo(h)ng1 J O’

En raison du support choisi pour f, cette somme se simplifie et donne :

v (f) = ao /O @) @) =590 gy avec

ao =P G Ui). Wsn (Up—pg1.--Un).QH, 45,0 (Dgn—p;
1<i<n

O’ étant l'orbite de Hj, dans Es(h) N gy contenant O, avec u” = (Up—p+1, ..., Upn), d’olt le
résultat.
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2) Il ne reste plus qu’a évaluer le coefficient ag, 4, 0 (w5n ;5 — 1) ce qui conduit a des
résultats simples en raison de la valeur tres particuliere de g—1.

a) Dans le cas transitif pour G, alors le rang sépare les orbltes de G dans g1, ce qui corre-
spond aux types II avec e = 0, III réel, IIT A,, en p-adique et I (d = 4 en p-adique), G = G’
et Hj, a également une seule orbite ouverte dans Ea(h) N g1, (resp. dans E_o(h) Ng_; ) on
applique alors le théoréme 6.2.1. Notons que dans ce casy = +1 et § = 1 (1) du lemme 6.1.10).

b) Il reste le cas de type I et IT avec e > 0 (alors dy = 1 et n = 2).

Notons que pour :

i) n pair, on a G = G’ et les orbites de Hy dans E(h) N gy (resp.dans E_o(h) Ng_1)
sont celles du préhomogene (MU(F(2Hy — h)g, WIF(2Hy — h)1), ce qui termine le cas IT car alors
Hj, a une seule orbite ouverte dans Fs(h) N g1, (resp. dans E_o(h) Ng_; ) donc :

d

N - N N o2
aHy, 40,0 (Dsn—v; ;b= pl(@s| [2) dott ap = (f). @s(uruz).p’(@s] |2).

ii) n impair, on a G’ # G, > "1 ,<,, aiTi €t Y -, <, biz; sont dans la méme orbite de G’ si
et seulement si les formes quadratiques f* = @i1<;<na;f et f b— @1<i<nbif sont équivalentes
ainsi que I’analogue pour le préhomogene (MU(F(2Hy — h)o, W(F(2Ho — h)1).

Il reste deux situations possibles :
a) Le cas p-adique restant qui correspond & d =d =2 et § # 1 (f est anisotrope).
Lorsque n est pair et p est impair, il y a egalement une seule orbite ouverte de Hj; dans

~ p(p N .
SUFR )41 et ap, yo.0r(@sn—p;0) = y(f)PIPIF HKN,,O (@si] 17) (2) du th.6.2.2).
Dans les cas restants :

aE’,e(‘DS"—P) = (€. )n_paE e(Id)
= L) (o ep—1<nlgj§pp'<cv5j-l| 9) 4 €Ty 7/ (@] |ﬂ‘>>
v(f ) ( AR [licj<p P (@] 1),

puisque p'(] |) = 0 (cf. §6.2.2, remarque), d’ott en remplacant € = Os(Uup_pti...upn) et € =

(0, F7(yo)) on a:

l\JI»—t

1 p(p—1)
ap = 57(]0) p(n—p)+=5— W(SP(F( ))w(sn p+1 (Fh yO H p w61| |]) pour x € O
1<5<p

) Le cas réel alors f est définie positive, § = (—1)¥2 et v(f) = (vV—1)¥2.

P oy 2 _p)-le=1)
Par le 1) du théoreme 6.2.2, on doit évaluer la quantité ap = W(f)p(" P55 wor ([ T1<icp wi)-b
avec :
+ Jj—1 /o~ jd.
b= > O, [T wnoid wl= ) T ¢/ @sn-sl P25 —ttnpijton—pss)-
{we{-1,1}» | O} CHp.yo}  1<j<p 1<j<p
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Or pour s € C, p/(011] |°;2) = @x1(—2)p(] |%;

3.6.6) donc :

b= (8", Fy (yo))

>

{we{-1,1}* | Of,CHp.yo} 1<5<p

’

x) =

De plus pour n € N*, il est immédiat que p(

x) (cf.formule donnée en 3) de la remarque

- d -d
IT (172 unpje i) o 25 =t jon—ps),

((=1)" =z)p(] "

—1) (vérification sur

la formule explicite) d’ou (on rappelle que d est pair) :

b=(6"" p Fh Y0))
1<5<p

T o012 —0)l{w € {1,137 | O% < Hyao}.

Soit (p —r,7),0 < r < p, la signature de la forme quadratique associée a un représentant de

Iorbite de gy alors :

e si n est impair, U'orbite de Hy.yg est caractérisée par la signature donc
{we{-1,1}? | O} C Hp.yo} = {w € {—1,1}P ayant r coordonnées —1 et p — r coordonnées

1} donc [{w € {—-1,1}? | OF C Hp.yo}| =

e si n est pair, H, contient 'homothétie de rapport —1 donc l'orbite de Hy.yy est car-
actérisée par la signature (p—r, ) ou bien (r, p—r) donc {w € {-1,1}? | Oy, C Hp.yo}| = 2C,.

0

Remarques :

Lorsque le rang sépare les orbites de G dans g41, on convient de poser pour 1 <p<n—1:

Vp i= 1y pour x € g de rang p et v,
1) Lorsque d = d et f(E)* =F* ona C, =

(0 lorsque d = 2,

9P (—1)5PP+D) (27)= TP+ .

=1, pour y € g_1 de rang p.

?:1 o] |%) ce qui donne :

I’(j.%l) dans le cas réel avec d = 4 ou 8.

Lorsque d = 2, H.Rubenthaler a montré que u/;; est proportionnelle & v,,_,, ([Ru_T])).

2) Lorsque d = d et f(E)* #F* on a :
i) dans le cas P—adique :

(5

np+ P®=1)
KCp = K.(5, (—=1)PPHI2) ()t 75 H
7=1

ii) dans le cas réel lorsque f est définie positive :

KC, = 210" (o)~ ipe+) (
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. n _pletd) s
lorsque d = 2, au coefficient 21+(-1" 2np = pres, on retrouve le résultat du lemme 4.2 de

[Ba-SHj.

3) Lorsque FF est un corps p-adique, on peut montrer que 1;;; est proportionnelle & Z( ; | |7%p )
pour p=1,....,n — 1 lorsque d =4 ou d = 8.

4) Lorsque d = 2 et d; > 2, on a encore Cp, = 0 dans le cas réel (il apparait le
coefficient sin(rd) = 0) et dans le cas p-adique puisqu’il apparait le facteur a(V(] |) =
(—1)ht [Ti<j<a, p(l ) =0.

La proportionalité entre v et v, est encore vraie dans le cas réel (corollaire a la proposition

IV-15 de [Rd)).
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Tableau 1

Liste des préhomogenes de type parabolique absolument irréductibles, réguliers et commutat-

ifs & laquelle il convient d’ajouter les cas BI(n,1) et DI(n,1) du tableau 2.

Le numéro indiqué entre parenthese est celui qui lui correspond dans la classification de Sato-
Kimura ([Fa-Ki],87, table I p.144).

(A, No) Diagramme de Satake de g @ F d | dy Type
O—O .........
(Cn,n) I I §>@ 201 I
O—O .........
(Cn, O[n) @—O— @ oo - o_._(|)_. 4 1 1
©
(Cn7 Ocn) O— QO + s s oo s oooscssns 6—0x=xo) 1 1 I
(2)
(037 043) O— o— oo 0—(© 811 I
.
cas réel uniquement
(Aanl, O[n) 0O—O0 ++++ 0—(@©—0-+++ O—0 2 1 11
c @)
(DQn, OéQn) [ JN G VG SR O—O—(|)—O 4 1 11
©
3)
(E77 Oé?) O o) 1 o) o) @ 8 1 II
(27)
(Agnfl, O[n) S C W Y o (O)— @--ennnnn o— 2 m 111
(A, ap) = (A2nm—1, Qnm) et m = 2 dans le cas réel
(Cn, O[n) [ Y S c—8x=x0) 1 2 111

d=d.d? et d, = nd;
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Tableau 2

Liste des préhomogenes de type parabolique absolument irréductibles, réguliers de type clas-

sique de la section 7.

Le numéro indiqué entre parenthese est celui qui lui correspond dans la classification de Sato-

Kimura ([Ba-Ki],§7, table I p.144).

Type (A, ap) (A, N\o) Diagramme de Satake de g @ F Conditions
BI(n,k) (Bna ak) (Bm> )\k) o0—o0—o0 o—e - —e>w» E<m<mn
(15) Oleeeee e Qpyeveee e o 1<3k<2n—-1
DI(nk) | (Dn,ax) | (Dp,ox) O——0 oo ©< 1<3k<2n-2
(15)
(Bm> )\k) 0——0——0 o—e ° ® ° kEk<m<n
Ofeeeer e Qppyeveee eenes o,
(Bn—h)\k) OO errnnnn O@ E<n—2
CI (Cn, O[2p) (Cn, OZQP) O——O——O woeenn [OEEEEEE 6—Q0=<0 1 S 3p é n—1
(13)
CII (Cn, O[2p) (C%,O{p) O— O— @ oo © eeenn c—e< 0 1 S 3p é n—1
(ch, )\p) O— O— @ -+ © eeenn o eox® P S m
cas réel
DIII (Dn, OZQP) (Cm, )\p) @— O— @ -0 - oO—e—0—e n pair
(BCr, Ap) o O © ---... e O o0 n impair
L
m:[E] R:n—3p>4

p-adique : n — 3p > 2 et n — p impair
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Liste des préhomogenes de type parabolique absolument irréductibles, réguliers de type ex-

Tableau 3

ceptionnels, i.e.g est de type exceptionnel, de la section 8 et les 2 exemples réels du §5.3.2.

Le numéro indiqué entre parenthese est celui qui lui correspond dans la classification de Sato-

Kimura ([Ba-Ki],§7, table I p.144).

Yp={peXo|p/t#0}, le “degré” désigne le degré de l'invariant relatif fondamental.

(A ap) | (A, N) Diagramme de Satake Conditions | type de g | dim(gs) | degré | Xp
@« ay, B« Xp

(E7,06) | (E7,06) @—o—]j—o_@—o 10 4 | o
(20)

(E7> Oé6) (F47 )\4) @—O—T—.—@—. EVI 10 4 )\1

(E7, Oé@) (Cg, )\2) @_._I_._@_o F=R EVII 10 4 )\1

(E77 042) (E77 042) |§]—o—<|3—o—o—o 7 7 oy

©

(6)

(Eg, 1) | (Es,aq) @—O—E—O—O—O—@ 14 8 ag
(24)

(Eg, Oél) (F4, )\4) ©—e—e—e—0—0—1[0] F=R EIX 14 8 )\1
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(A,a0) | (A, No) Diagramme de Satake Conditions | type de g | dim(gs) | degré | Xp
© <« ap, @« Xp
(Fyyo1) | (Fyyon) ©—a==o—[ 1 (d=1) 4 oy
(14)
(Eg; a2) | (Eg, a2) @—O—T—O—@ 1 (d=2) 4 | a0
©
()
(Eg,a2) | (Fi, A1) @_Qo_@ EII 1(d=2) | 4 A\
©
(EG, 042) (BCQ, )\1) @_._‘._._@ F=R EIII 1 4 )\2
©
(85.3)
(Br,a1) | (Er,a1) @—O—E—o—@—o 1(d=4)| 4 o
(23)
(Er,on) | (Fi, A1) ©_O_T_._@_. EVI 1(d=4) 4 ™
(E7, Oél) (03, )\1) @_._I_._@_o F=R EVII 1 4 )\2
(85.3)
(Es,a8) | (Es,as) @—O—E—O—O—O—@ 1 (d=8) 4 o
(29)
(Eg, Oég) (F4, )\1) [c—e—e—e—0—0—(© F=R EIX 1 (dZS) 4 )\4
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