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Résumé
Dans la premiére partie de cet article, nous présentons la théorie des structures de
Weyl et des spineurs a poids sur une variété conforme. Dans la seconde partie, nous
introduisons la notion de structure de Weyl asymptotiquement plate, la masse associée et
nous démontrons le théoréeme de la masse positive dans le cadre de la géométrie spinorielle
conforme.

MSC 2000 : 53A30, 53C27, 46E35.
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Introduction

Une variété riemannienne M est asymptotiquement plate s’il existe un compact K tel que
les composantes connexes de M \ K sont diffeomorphes a l'espace R™ privé d’une boule, et
si dans ces ouverts, la métrique est asymptotique a la métrique plate de R™. Sous certaines
conditions, un invariant géométrique calculé & I'infini leur est associée : c’est la masse de la
variété asymptotiquement plate. Dans un cadre spinoriel, E. Witten [14] démontre que cette
masse est positive si la courbure scalaire de la variété est positive et que ces variétés possédent
une certaine rigidité puisque la masse est nulle si et seulement si la variété est isométrique a
I’espace euclidien. Rendue rigoureuse par T. Parker et C. H. Taubes [11], la méthode repose sur
la formule de Lichnerowicz. Une fois intégrée, cette formule fournit un terme de bord qui, sous
les bonnes hypothéses, converge vers la masse de la variété riemannienne asymptotiquement



plate. Cette formule permet alors de montrer le résultat de positivité de la masse, ainsi que le
cas d’égalité.

P. T. Chrusciel et M. Herzlich [2] ont défini une masse pour des variétés asymptotiquement
hyperboliques et ont démontré un théoréme de masse positive dans ce cadre. Dans [3], Xianzhe
Dai généralise le théoréme de masse positive au cas ou la variété est asymptotique au produit
R™ x X, ou X est une variété compacte simplement connexe de Calabi-Yau ou une variété
hyper-Kéahlerienne. Récemment, V. Minerbe [9], en s’appuyant sur la méthode de E. Witten, a
établi le théoréme de masse positive pour des variétés complétes non compactes asymptotiques
a une fibration en cercles sur une base euclidienne, dont les fibres sont asymptotiquement de
longueur constante.

Dans cet article, nous allons nous intéresser au cas d’une variété M munie d’une classe
conforme c. Nous allons alors généraliser 1a notion de platitude asymptotique aux structures de
Weyl sur (M, ¢). Nous dirons que (M, ¢, D) est une structure de Weyl asymptotiquement plate
lorsque D est une connexion de Weyl sur (M, c) et s'il existe une métrique g dans la classe
conforme c telles que la variété riemannienne (M, g) est asymptotiquement plate et que la
1-forme de Lee de D relative & g posséde un bon comportement asymptotique & I'infini. Nous
définirons alors une notion de masse associée & cette structure généralisant la masse d’une
variété asymptotiquement plate. Nous verrons que cette masse est invariante pour certaines
sous-classes de métriques de la classe conforme et nous étudierons la fagon dont elle évolue
par passage d'une classe a 'autre.

Dans le cadre de la théorie des spineurs a poids, P. Gauduchon [6] et A. Moroianu [10] ont
établi la formule de Lichnerowicz conforme pour les structures de Weyl sur les fibrés de spineurs
a poids. La masse des structures de Weyl asymptotiquement plates apparait naturellement
dans l'intégrale du terme de bord de cette formule. Ce calcul nous permet de montrer sa
positivité dans le cas ot la courbure scalaire de la connexion de Weyl est positive.

Nous commencerons par des rappels de géométrie conforme sur les structures de Weyl, et
les spineurs & poids. Nous démontrerons la formule de Lichnerowicz conforme et donnerons
Iexpression de son terme de bord. Aprés de brefs rappels dans le cadre riemannien, nous
définirons ensuite avec précision la notion de structure conforme asymptotiquement plate et
de la masse associée en donnant ses propriétés d’invariance. Enfin, nous établirons sur le
modeéle de la démonstration de E. Witten un théoréme de masse positive pour les structures
de Weyl asymptotiquement plates sur des variétés spinorielles.

Ce texte constitue une partie de ma thése dirigée par Paul Gauduchon et de Andrei
Moroianu. Je les remercie vivement pour leurs idées et pour tout le temps qu’ils m’accordent.

1 Poids conformes et spineurs

Sauf mention contraire, les variétés, les métriques et les sections des différents fibrés con-
sidérés seront C°.

1.1 Structures de Weyl

Soit M une variété orientée de dimension n, munie d’une structure conforme définie positive
c. Rappelons quelques faits de géométrie conforme afin de pouvoir définir la notion de structure
de Weyl, introduite par Hermann Weyl dans [13]. Nous noterons TM et T M respectivement
les fibrés tangent et cotangent de M, GI(M) (GI™(M)) le fibré des repéres (orientés) de TM et
CO(M) le sous-fibré de GI(M) des repéres c-orthonormés. Le fibré CO(M) que nous appelons



fibré des repéres conformes est un fibré principal sur M dont le groupe structural est le groupe
conforme CO(n) = O(n) x R7?, ott R est 'ensemble des réels positifs non nuls. Sur toute
variété différentiable M de dimension n, nous pouvons définir une famille L(k), pour k € R,
de fibrés en droites réelles sur M par :

L% = GI(M) X| oy jb/n R

Nous dirons que L% est le fibré des scalaires de poids k. Notons L les scalaires de poids 1. Pour
keN, L) est 1a puissance tensorielle k-iéme de L. Ces fibrés sont naturellement orientables,
donc triviaux. De plus, lorsque la variété est munie d’une structure conforme, nous avons une
réduction au fibré des repére conformes :

LW = COM) % 4oy s R

Si v est une représentation du groupe CO(n) sur un espace vectoriel V', la restriction de v
au sous-groupe des réels strictement positifs R™Y est de la forme :

v(a) = a*1d

pour a € R”Y et on Id est lidentité de V. Nous dirons que le réel k est le poids conforme
de la représentation v. Soit GI(n) (GIT(n)) le groupe des isomorphismes (orientés) de R™.
Les fibrés vectoriels sur (M, ¢) associés a GI(M) et obtenus par une représentation de Gl(n)
possédent un poids conforme naturel qui est le poids de la restriction de cette représentation
au sous-groupe conforme CO(n). Avec cette convention, les fibrés tangent, cotangent et des
p-formes sur M sont respectivement de poids naturels +1, —1 et —p. Le réel k£ du fibré LK*)
est le poids de l'action de R™Y. 11 est facile de voir que le poids naturel d’un produit tensoriel
est la somme des poids des facteurs constituant ce produit. Par exemple, le poids conforme
naturel de T*M ® T*M est —2.

Le complémentaire de la section nulle du fibré L% posséde deux composantes connexes
qui sont données par :

LY = COM) x| gop o0 B et LY = COM) x| g oy B

)

Nous utiliserons aussi le fibré complexifié Lg du fibré des scalaires & poids L®).

Définition 1.1.1. Une structure de Weyl sur une variété conforme (M,c) est une connezion
linéaire sans torsion sur T M induite par une connexion CO(n)-équivariante sur CO(M).

Le théoréme fondamental de la géométrie conforme de H. Weyl [7] est le suivant (cf. aussi
[13] et [4]) :
Théoréme 1.1.2. L’application qui, a toute connexion linéaire D sur T M associe la con-

nezion induite VP sur L détermine, par restriction, un isomorphisme affine de l’espace des
structures de Weyl sur TM sur lespace des connections linéaires sur L.

Soient D une structure de Weyl sur TM et V¥ sa connexion linéaire associée sur L. Nous
avons la formule de Koszul généralisée suivante :

2(DxY,Z) = VX (c(Y,2)) +V{(c(2,X)) — VZ(c(Y, X))
+c(Z,[X,Y]) — (Y, [X, Z)) — e(X,]Y, Z))

Cette formule démontre I'existence et 1'unicité de D étant donné V.



. / . o, . .,
Soit D' une autre structure de Weyl sur M, avec V' sa connexion linéaire sur L associée.
v, / . .
La difference VP — VP est une 1-forme 6 sur TM. L’isomorphisme entre les structures de
Weyl et les connexions linéaires sur L nous donne la relation suivante :

DxY = DYY +0(X)Y + (0 A X)(Y) (1)
L’endomorphisme antisymétrique 6 A X de T'M est défini par :
OAX)Y)=0(X)Y —g(X,Y)6"

ol g est une métrique quelconque dans la classe conforme, et o 6% est le dual riemannien
de @ relativement & g. En particulier, nous pouvons associer a une métrique riemannienne g
dans la classe conforme sa 1-forme de Lee, notée 6,, définie par 0, = VP — V9, on V9 est la
connexion linéaire sur L induite par la connexion de Levi-Civita de g. Notons que la connexion
de Levi-Civita d’une métrique g dans ¢, notée DY, est une structure de Weyl sur T'M.

Définition 1.1.3. Une structure de Weyl D est fermée (respectivement exacte) si sa connexion
linéaire associée VP sur le fibré L est plate (respectivement si L admet une section globale vb.
paralléle). De maniére équivalente, une structure de Weyl D est fermée (respectivement exacte)
si D est localement (respectivement globalement) la connexion de Levi-Civita d’une métrique
dans la classe conforme.

Rappelons que la classe conforme ¢ est une section du fibré S*(T*M) ® L telle que,

pour tout champ de vecteurs X, ¢(X, X) est une section de Lf). La famille {e;}i—1.., est une
base c-orthonormée de T'M s'il existe une section positive [ de L telle que c(e;, e;) = 5,~jl2. En
particulier, la base duale {e; } de {e;} est donnée par :

ef(X) = c(e;, X)I72

Nous pouvons étendre les isomorphismes musicaux dans le cadre conforme : nous définissons
d’une part b : TM — T*M @ L® par :

X" =c(X,)
pour tout vecteur X de T'M. D’autre part, § : T"M — TM ® L(=2) défini par :
a=clat,")
pour toute 1-forme « sur M. Par conséquent, nous avons l'identification suivante :
T"M @T*M =2 T*M @ TM @ L\~

Par contraction des formes et des vecteurs, nous obtenons alors une application de T*M QT* M
dans L(=2) : ¢’est la trace conforme des formes bilinéaires symeétriques.

Pour tous X, Y et Z vecteurs de T'M, nous définissons le tenseur de courbure de la
structure de Weyl D, que nous notons R”, par :

RYyZ = [Dx,Dy)Z — Dixy1Z

Nous pouvons voir R” comme une section du fibré 7% M ®* T M. Nous définissons alors Ric?
le tenseur de Ricci de la structure de Weyl D par :

Ric”(X,Y) = trace(Z — R xY)
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pour X et Y vecteurs de TM. Le tenseur de Ricci est une section du fibré T*M @ T M.
En appliquant la trace conforme sur le tenseur de Ricci, nous obtenons une section de L2,
Cette section, que nous notons Scal®, est la courbure scalaire de la structure de Weyl.

Nous avons une correspondance entre les métriques riemanniennes dans c et les sections

)

du fibré Li : une métrique riemannienne g et la section {? du fibré LSL correspondante sont
reliées par :

c=gxI?

Le choix d’une métrique dans la classe conforme détermine, & un élément du groupe orthogonal
O(n) pres, un repére orthonormé au voisinage de chaque point de M. Cependant, une section
I* du fibrée L*) est une classe d’équivalence sous Paction de Gi(n) de la forme [s,v], oi s
est un repére local de TM et v une fonction sur M. Par conséquent, lorsqu’une métrique est
fixée dans la classe conforme, les sections des fibrés L®) gidentifient & des fonctions sur la
variété. Soit g une métrique dans classe conforme ; la structure de Weyl D et la connexion de
Levi-Civita D7 sont liées via la 1-forme de Lee 6, par la formule suivante :

DxY = D%Y +0,(X)Y + (0, A X)(Y) (2)

Ainsi, la courbure scalaire de D s’identifie, via la trivialisation de L par g, & une fonction sur
M par la formule suivante [7] :

Scal? = Scal? —2(n — 1)try(D90,) — (n — 1)(n — 2)]09\3 (3)

ou Scal? est la courbure scalaire de la connexion de Levi-Civita DY et tr, la trace relative a
la métrique g. Pour plus d’information concernant les structures de Weyl, le lecteur intéressé
pourra consulter [7].

1.2 Spineurs conformes

Soit M une variété spinorielle de dimension n [5]. L’algebre de Clifford réelle C1,, asso-
ciée a l'espace (R", || ||) euclidien est I'unique algebre réelle, & isomorphisme prés, vérifiant la
propriété universelle suivante : pour toute R-algébre associative unitaire A, une application
linéaire v de R™ dans A telle que v(z)?> = —||z||*14, pour tout z de R™, s'étend de facon
unique en un morphisme d’algébres de Cl,, dans A. Soient Spin(n) C Cl,, le groupe spinoriel
et A : Spin(n) — SO(n) le revétement a deux feuillets du groupe spécial orthogonal SO(n).
Soit p : Spin(n) — Aut(A,,) la représentation spinorielle de Spin(n) sur ’espace des spineurs
A,. La représentation spinorielle est la restriction de la représentation de ’algébre de Clifford
Cl, sur l'espace A,,. Cette représentation induit une action de Cl,, sur A, (cette action est
aussi appelé multiplication de Clifford). En particulier, nous avons une inclusion canonique
de R™ dans Cl,, donc une action de R™ sur A,. Nous notons x - £ cet action de Clifford, ou
x € Cl, et £ € A,. Rappelons qu’il existe un isomorphisme d’espace vectoriel entre Cl,, et
lalgebre extérieure A*R™ de R™ donné par :

AR — Cl,
AR AN P TR

ou (e1,...,e,) est une base de R". Notons que vA et v sont respectivement le produit extérieur
et intérieur par v sur M. Nous avons pour l'action de Clifford I'identification suivante :

z-(w-f)=(xAw)-£—zw- &



ouxz €R" we A'R" et £ € A,,. La multiplication de Clifford est un morphisme de Spin(n)-
représentations, i.e. :

p()(@ - &) = (A7)z) - (1(v)§)

pour 7y € Spin(n), z € R" et £ € A,. Soit g une métrique riemannienne sur M. Une structure
spin sur (M, g) étant choisie, notons Sping(M) le Spin(n)-fibré principal au-dessus du fibré
des repéres g-orthonormeés directs SO4(M). Le fibré des spineurs relatif a la métrique g est
défini par :

X9 = Sping(M) x, A,

Pour plus de détails concernant la géométrie spinorielle dans le cadre riemannien, le lecteur
pourra consulter [5].

Nous définissons le groupe spinoriel conforme CSpin(n) comme le produit Spin(n) x R
Pour tout 7 € CSpin(n), nous écrirons :

V= ay

oita € R, ety € Spin(n) sont uniquement déterminés. Soit CO™ (n) ; nous avons le morphisme
de groupes X : CSpin(n) — CO™ (n) défini comme le produit de A et de Iidentité de R> et o
CO™(n) = SO(n) x R”Y. Soit k € R. La représentation spinorielle conforme de poids k, notée
,u(k), est la représentation linéaire de CSpin(n) sur 'espace des spineurs A,, définie par :

1M (F) = a*uv)

pour tout 7 dans CSpin(n). De la méme fagon que la représentation spinorielle, nous avons
une relation de compatibilité entre la multiplication de Clifford et la représentation spinorielle
conforme de poids k. Pour 7 € CSpin(n), x € R" et £ € A,,, nous avons :

uP@) -6 = (A@e) - (1P F)
Le fibré vectoriel des spineurs de poids conforme k est défini par :
k) = CSpin(M) X k) Ap
Nous avons l'identification suivante :
Y k) >~ v(0) & (k)
L’action de Clifford de T'M sur 'espace des spineurs & poids est ’application

TM @ x®) _ nk+1)
X®yY — X -

définie par :
ot ¢ et X sont respectivement représentés par [s,&] et [s,z], avec s un repére de CSpin(M),
s=A(s) et z € R"™.

Proposition 1.2.1. Pour tout g € ¢, et tout k € R, il existe un isomorphisme canonique de
%9 dans *).



Démonstration. Une métrique g dans la classe conforme définit une réduction du fibré C'Spin(M)
a Sping(M). Dans ce cas, nous avons :

CSpZTL(M) Xﬂ(k) An = Sping(M) X An

puisque p est le restriction de la représentation ,u(k) au groupe Spin(n). O

Soient g € c et § = f2g, avec f une fonction réelle non nulle sur M. La proposition
précédente nous donne une famille d’isomorphismes

d*) . wIM —2IM
B,0] — [Bf, f
pour tout k € R. Soit (, ) le produit scalaire hermitien sur A, compatible avec 'action de

Clifford. Notons (, )4 le produit scalaire hermitien Spin(n)-invariant sur ¥9 induit par (, ).
Les isomorphismes ®*) ne sont pas des isométries :

@Wplz = [yl
Nous définissons une application bilinéaire h par :

h - E(kl) ® E(kg) N Lg1+k2)
YR s (u,0)]
ol ¥ et ¢ sont représentés respectivement par [s,&] et [S, (] et on s est le projeté de § sur
CO(M).
Proposition 1.2.2. L’application bilinéaire h est bien définie et pour tous X € TM , € » (k1)
et p € E(kQ), nous avons :
B (k1 +ka—1)
h(Xw’@)__h(¢aX¢)€LCI ?

1

Démonstration. En changeant le repére s par s-5 °, o 7 € CSpin(n), nous obtenons

(@)™ F)C) = (a u()¢, a*p()C)
= a"P(u(y)E, p(v)¢)
= d"tRg Q)
= (v e )

Ce calcul montre que [s, (£1,&2)] est une section de L((Ck1+k2) et donc que h est bien définie.

Pour &, ¢ € A, et z € R", le produit scalaire hermitien sur A,, vérifie :

(£-&,¢) =—(z-0)

Par définition de la multiplication de Clifford des spineurs & poids, il est clair que h vérifie la
méme relation. O

Les sections du fibré Lé;n) sont des densités d’intégration sur M. Pour ky + ko = —n, nous
définissons une application sesquilingaire H : C5°(2*1)) x €5°(2*2)) — C par :

HWwwi@th>

7



ou C3° désigne l'espace des sections lisses & support compact. Soient ki et ko des réels tels
que ki1 + ko = —n et g une métrique dans la classe conforme ¢. Nous avons vu que les fibrés
2 k1) et 2(2) gidentifient canoniquement au fibré 9. La multiplication de Clifford définie sur
les spineurs a poids s’identifie alors a la multiplication de Clifford (usuelle) sur 9. D’autre
part, I'image de I’application h par cette identification est le produit scalaire hermitien (, ),
défini sur 9. Ainsi, nous pouvons remarquer que, pour une métrique g quelconque dans c,
nous avons :

H(wa SO) - /M(QZJ’ gp)g’l)g

oll vy est la forme volume associée a la métrique g.

Proposition 1.2.3. Soient D et D deuz structures de Weyl sur (M, c) reliées par (1). Ces
dernieres induisent deuz connezions linéaires D™ et D®) sur %) relies par :

DY = DY~ LX 0t (k= )O(X)w

pour tout i dans k),

Démonstration. Nous avons vu que les structures de Weyl D et D sont reliées par D = D+ o,
o O(X) = 6 A X 4 0(X)Id. Les connexions induites par D et D sur le fibrée ©*) vérifient
donc la relation suivante :

D® = H®) 4 g, (@)

ou du'® est la différentielle a D'origine de la représentation linéaire de poids k de CSpin(n).
Nous obtenons :

DM = DB + 3" du(0 A e) @ e} + Kld @ 6

i=1

Cela donne, pour ¢ € v et X € T M, la formule suivante :
DY = DY+ (6.0 X) b+ kO(X)
De plus, d’aprés la définition du produit de Clifford des 2-formes, nous avons :
X-0=-0NX-0(X)

Nous obtenons alors la formule souhaitée. O

Soient D une structure de Weyl sur (M, c), k un réel et D" 1a connexion induite par
D sur =¥, Soit g € c. La connexion de Levi-Civita DY de g est une structure de Weyl sur
T M. La connexion DY détermine donc une connexion linéaire sur le fibré des spineurs & poids
»*). Nous continuons de noter DY cette connexion. La proposition précédente nous donne la

relation suivante : ) 1
k
DY = DYt = 5X -0, + (k= )0,(X)0 (4)
pour tout ¢ dans ) et tout X dans TM.
Soit D’ une autre structure de Weyl. Nous avons V¥ et V' les connexions linéaires sur
L associées respectivement aux structures de Weyl D et D’. Ces connexions induisent des

connexions linéaires sur les fibrés L) pour k € R, que l'on note toujours V¥ et V¥ ". Nous



avons vu qu'il existe une 1-forme 6 sur M telle que VP = V7 "+0. Par conséquent, pour toute
section ¥ de L) et tout vecteur X de TM , IOUS avons :

VRIF = VR IF + ko (X)IF

En particulier, si nous fixons une métrique g de la classe conforme, les sections de L*) ¢
dentifient & des fonctions sur M. Ainsi, lorsque D’ est la connexion de Levi-Civita de g, nous
obtenons :
VRIF = di*(X) + kf,(X)IF

Soit 29 : 39 — X9 DPopérateur de Dirac agissant sur le fibré des spineurs relatif a la
métrique g. Lopérateur 29 est défini comme la composition de la multiplication de Clifford
et de la connexion induite par DY sur ¥9. Cet opérateur de Dirac est un opérateur différentiel
linéaire d’ordre 1 et elliptique. Pour plus de détails, nous renvoyons de nouveau le lecteur a
[5]. La multiplication de Clifford sur les spineurs a poids définit une contraction, notée m®),
sur les spineurs de poids k :

m® . M ee® - xk-D
w®Y —w- Y

Nous considérons la connexion D®*) comme un opérateur de »®) dans T*M @ ©®). Nous
définissons alors 'opérateur de Dirac de poids k par :

gk . y(k) mPeDWM St

De cette fagon, la connexion de Levi-Civita DY agissant sur les sections de ) détermine un
opérateur de Dirac de poids k. Lorsque les spineurs de poids k sont identifiés & des spineurs de
39, via le choix de la métrique g, cet opérateur de Dirac & poids s’identifie tautologiquement &
lopérateur de Dirac usuel 29 sur ¥9. Les calculs qui suivent sont effectués dans les différents
espaces a poids mentionnés. En revanche, si une métrique est fixée, les calculs se raménent,
via les identifications induites par la métrique, au cas riemannien, en identifiant les différents
objets & leurs correspondants riemanniens respectifs.

Proposition 1.2.4. Soient g une métrique de la classe conforme ¢ et D une structure de
Weyl sur (M, c) dont la forme de Lee par rapport a g est 8,. Les opérateurs de Dirac 29 et
2% agissant sur les sections de ) sont reliés par la formule swivante :

PW = 99 + (k + %(n —1))9, -

pour toute section i de » k),
Démonstration. La proposition 1.2.3 nous donne :
k 1 1
DYy = DY + (k — 3)09(X) = SX -0y -9

Par conséquent, dans une base {e;} g-orthonormée, nous avons :

n

I 1
7MY = .@9¢+<k—§>;0g<e@->e@--w—§Zez-ez-99-¢

i=1

= 997/’+(k_%)09'¢+g‘99'1/1



1.3 Formule de Lichnerowicz conforme I

Dans le cas des spineurs associés & une métrique riemannienne, la formule de Lichnerowicz
relie le carré de 'opérateur de Dirac, 'opérateur de Laplace-Beltrami et la courbure scalaire
de la métrique. Fixons une métrique g dans la classe conforme ¢ et une structure de Weyl D
sur M. Nous avons la proposition suivante [5] :

Proposition 1.3.1. Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n, orientée, et spinorielle.
Pour 1 dans X9, nous avons la formule de Lichnerowicz suivante :

(7)) = (DI)() + {Sealy

ot D92 est la dérivée covariante seconde et Scal¥ la courbure scalaire de la connezion de
Levi- Civita.

Dans le cadre des spineurs a poids, P. Gauduchon [6] et A. Moroianu [10] ont établi
une formule de Lichnerowicz conforme. Soit k£ un réel. Etant donnée une structure de Weyl,
I'opérateur de Dirac de poids k agit sur les sections de spineurs de poids k mais celui-ci fournit
des sections de spineurs de poids k£ — 1. Par conséquent, nous définissons le carré de 'opérateur
de Dirac de poids k comme la composition g1 o .@(k), qui est un opérateur défini sur les
sections de ©®) et a valeurs dans I’espace des sections de »k=2),

Proposition 1.3.2. Soit v un spineur de poids k. Le carré de ['opérateur de Dirac a poids
associé a une structure de Weyl dont la forme de Lee est 0, est donné par :

D% = @(k—l)@(k)¢
= (DD (k5= 1)P9(6,) b6, P

n? —4n+3
~(2k+n—1)Df 0~ (k2 k(2 —n)+ f) 10|24

Démonstration. Soient x dans M et {e;} une base g-orthonormée de T, M. Dans cette base,
nous avons :

P Py = GED (9 4 (k+ 5 (n— 1)y - )
= DD+ (k50— 1)) + (k— 1+ G~ D)6y (2% + (k + 5 (0~ 1), )
— (94 (k0= )P0, b~ (Kt 5= D)y P~ 2K+ (0~ 1))DYv
Hh =14 5 (n = 1)y - 9% — (k= 1+ o(n = D)k + 3 (n— 1)}, 20
= (9P (e + 50— 1D)F7(0,) ) — 0y 7 — 2k + =)Dl
(kg (0= D)k~ 14 (0~ D)6,

O

Comme pour toute connexion sans torsion, nous définissons la connexion de Weyl seconde
de poids k par :
(k)2 _ k) (k) (k)
Dx,y¢ =Dy (Dy Y) — DDXYT/J
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ou X et Y sont des champs de vecteurs de TM, et v € (*). La connexion de Weyl seconde
de poids k peut étre vue comme un opérateur agissant sur les sections de »*) 3 valeurs dans
I’espace des sections de T"M Q T*M ® »*) En appliquant la trace conforme et en rappelant
que L2 @ k) =~ (=2 ' nous obtenons Papplication tr(D(km) 0k wk=2)

Proposition 1.3.3. Soient {e;} un repére local c-orthonormé tel que c(e;,ej) = 8;;12, ot
l € L, et ¢ une section de 2. Une écriture locale de tr(D(k)’Q) est donnée par :

tr(DB2) () = = 3= (DO(DBy) - DF)  v) 172

=1

Démonstration. Montrons que I’expression ne dépend pas du choix du repére c-orthonormé.
Soit {€;} une base c-orthonormée. Il existe un champ de matrices conformes A = (a;;) tel

que :
n
&= anex
k=1

Nous avons ‘AA = f2, ou f est une fonction sur M. De maniére équivalente, nous avons la
relation suivante :

n
2
E aikajr = 0 f
=1

Nous obtenons alors :

62,6] Zzazka]lc ekaCl
=1
Z aikajkl
=1

8 (f1)?
Par conséquent, nous avons c(¢;, €;) = 12, ou = f1. Nous calculons :
. k) (K k) . k =
> (DY) - DY) )T = 3 (apai DY (DE6) + DY (ai) DEw) T2
i=1 1,p,q=1

- Z <aipaiqul)Peq¢ + D?(f?) (aiq)D£§)¢> 172

1,p,q=1
— Z (Zaipaiq) <D(k (D®)p) — Depeqw) 172
p,q=1 =1
= > 4 (POL) - D) £
Pa=
= Z; (DB (D®y) - DE)  w)i?
=

11



Dans tout ce qui suit, nous noterons D et & respectivement la dérivée covariante et ’'opéra-
teur de Dirac induits par la structure de Weyl D sur le fibré des spineurs de poids conforme
2—n

7
Théoréme 1.3.4. Soit D une structure de Weyl. Soient D et 2 respectivement la dérivée

covariante et l'opérateur de Dirac o poids agissant sur le fibré des spineurs & poids (%)

Pour toutes sections 1 de E(Q_Tn), nous avons la formule de Lichnerowicz conforme I suivante :
1
P*p = tr(D?) () + ZScalDi/)

Remarque 1.3.5. Dans le théoréme 1.3.4, nous omettons le symbole ® du produit tensoriel

ScalPy de la section Scal® du fibré L2 et de la section Y de »(*3"). En rappelant que

v»®) @ L2 ~ E(kﬁ), nous remarquons que Scal”vy est bien une section de x*+=2) La
n

formule donnée par ce théoréme relie bien des objets de méme poids conforme —1 — 5"

Démonstration. Soient k € N, 1 et ¢ dans ¥, z € M et {e;} une base de T,; M. Fixons une
métrique g dans ¢. Supposons que la base {e;} est paralléle en un point pour la connexion de
Levi-Civita D?. Nous avons en ce point :

DI = D2DPG) + (k- DD - Lo, Dy
= DYDY+ (k— )DL (0y(e)é + 2k — 1), (e) DL — sei - DY, (0,) -
—ei- Oy D+ (k= 5)0y(e) — (k — D)gex)es -, -
_i_iei.gg.ei.@g.w

Les propriétés de la multiplication de Clifford nous donnent alors :

1

DENDPY) = DL(DL) + (k= 5)DE (By(ei)) + (2k + 1)6,(ei) DZ,
g6 D(0,) -+ O - i DI+ (k — )0y(ei)?0

1
_keg(ei)ei : 99 = Z|9g|_¢2;¢

Nous obtenons :

S DWDWE) =~y (DI2)W) + (b= (D0, + (2h -+ VDY — 377(0,) -
=1
g P9+ (2 = "0, )
De plus,

Deiei = QHg(el-)el- — 95

En sommant sur ¢ de 1 & n, nous en déduisons :
n
_ i
E De,e; = (2 —n)b;
i=1

12



Par conséquent,
n

S D) = (2= mDE G+ b2 = n)lfy 2 )

i=1

La différence des équations (5) et (6) nous donne :
r(DW)() = —trg(DI)W) + (b~ D)D)+ (2K -+ — 1) D% — 79(0,) -
+0, - 299 + <k2 —k(2—n)— i(n - 1)) ]6?9]31/1 (7)

En sommant les expressions (1.3.2) et (7), puis en utilisant la formule de Lichnerowicz (propo-
sition 1.3.1), nous obtenons la formule suivante :

PED Ry _ i (DE2) () = %[Scalg 1+ 2(2k — 1)ty (D9(8,)) — (n— 1)(n — 2)[6, 2]
H(+2) 290, v 8)

Rappelons que la courbure scalaire de D, via la métrique g, s’identifie & une fonction sur M
de la fagon suivante :

Scal? = Scal? —2(n — 1)try(D,) — (n — 1)(n — 2)|Hg|3

9 _
Ainsi, pour 'unique poids conforme n’ la formule (5) ne dépend pas de la métrique g

choisie et nous donne la formule souhaitée :

D*p — tr(D?) () = iScalDi/)

1.4 Formule de Lichnerowicz conforme II

Nous allons introduire des opérateurs invariants conformes généralisant la notion de diver-
gence du cas riemannien et calculer des opérateurs adjoints dans un sens conforme. Notons
d’abord qu’une structure de Weyl préserve ’application h.

Proposition 1.4.1. Soient 1y € n) et pE SO Toute structure de Weyl D préserve la forme
bilinéaire h :
VP (h(, ) = M(DWp, ) + h(w, DV ) 9)

ot VP agit sur LD,

Démonstration. L’application h ne dépend que de la classe conforme c. De plus, toute structure
de Weyl préserve la classe conforme. Par conséquent, toute structure de Weyl D préserve h,
et donc nous obtenons la formule (2). O

Soient g et § deux métriques riemanniennes telles que § = f2g. Notons %7 et 7 les opéra-
teurs de Hodge associés respectivement aux métriques g et g. Nous avons :

#Iwl = 12k 49 1

13



o w? est une g-forme sur M. Par conséquent, il existe un opérateur de Hodge conforme
naturel :

* 0 AMM @ L*) - A" a0 @ L—20tk)

Pour X dans T M et w une section de AYM ® L(k), I'opérateur de Hodge conforme vérifie la
relation suivante :

Xow = (X" A w) (10)
Pour k£ = 2q — n, nous pouvons définir un opérateur de divergence conforme par :
0=—xodox*

ou d est la différentielle extérieure sur M. Nous pouvons également définir un opérateur de
divergence relatif a la structure de Weyl D, que nous notons 6. Soit {e;} une base locale
c-orthonormée telle que c(e;, e5) = 5ijl2. Nous définissons 6 par :

n

07 == (eiaDe,)17?

i=1

Nous pouvons considérer qu’une structure de Weyl D agit sur les sections du fibré AYM QL")
En effet, D agit par extension sur 1’espace des g-formes sur M et sur les fibrés en droites LK*)
via sa connexion linéaire associée V. Nous avons alors :

6P AMM o L®) S AN @ L2

Lorsqu’une métrique est fixée dans la classe conforme, 'opérateur de Hodge conforme et la
divergence conforme s’identifient respectivement avec 'opérateur de Hodge et la divergence
riemannienne relative a cette métrique. En revanche, la structure de Weyl n’est pas en général
la connexion de Levi-Civita d’une métrique, par conséquent, les opérateurs § et 6 sont en
général distincts.

Notons D l'opérateur antisymétrisé de la connexion sans torsion D défini par :

n
D = Z e; A\ De,
i=1

ou {e;} est une base quelconque de T'M.
Proposition 1.4.2. L’opérateur 6 : AIM @ L*) — A1 @ L2 satisfait la relation
susvante :

6P = — % oD%«
Démonstration. Soient {e;} une base locale c-orthonormée telle que c(e;, e;) = 5z~jl2 et w une
section de AYM @ L™ D’apres la relation (10), nous avons :

n n

6P (w) = — Z eiaDe, (W)™ = — Z *(65 A *De,(w))1 ™2

i=1 i=1

De plus, nous avons €' = e2l~2, donc :

Pw) = — >x<(e|;l_2 A *De, (w))

-

1

(2

#(ef A*De,(w))

!
.M:

=1
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Enfin, la structure de Weyl préserve la classe conforme ¢, de telle sorte que 'opérateur *, qui
ne dépend que de ¢, commute avec la connexion D. Ainsi :

P (w) = — x (ie’; A Dei(*w))

Nous obtenons la formule suivante :
P (w) = —« (D (xw))

O

Corollaire 1.4.3. Sur lespace des sections du fibré AY @ L9 Dopérateur de divergence
conforme § et Uopérateur de divergence 6° associé & la structure de Weyl D coincident.

Démonstration. Si w est une section de A? ® L9~ alors *w est une (n — g)-forme sur M.

Cependant, pour toute connexion D sans torsion sur T'M, nous avons d = D sur l'espace
des formes sur M. Ainsi, d’aprés la proposition 1.4.2, nous avons 1'égalité 6 = 62 sur A? ®
71,2¢—n) O

Etudions 'existence d'un opérateur adjoint pour la connexion D) relativement au produit
scalaire H sur les spineurs de poids k. Nous avons D®) . x®) g k) ; par conséquent,
I’adjoint DW= de D™ qoit agir sur les sections du fibré T*M ® ). Soient 1 et ¢ dans E(k),
et o dans T* M. Nous devons trouver D®)* tel que lintégrale du terme suivant ait un sens et
soit nulle :

MD®Y,a® @) — h(vy, DW*(a & ) (1)

Les objets D(k)w et a® p sont de poids conforme k— 1 ; par suite, h(D(k)w, a®¢) est de poids
k — 2. Ainsi, pour que les deux termes de ’expression (11) soient de méme poids, D*(a ® @)
doit étre de poids conforme k& — 2. Nous en déduisons que 'intégrale de 'expression (11) a un

—n
sens si et seulement si k = — Rappelons que nous notons D la structure de Weyl de poids

2—n
7
2—n

Proposition 1.4.4. La structure de Weyl D de poids possede un adjoint formel, D* :

™M e x5 E(_12_n), défini par :

D*(a® ¢) = —Dasp + 67 ()p
pour o € T*M et o € »(%"). De plus, si 1) est une section de E(%Tn), nous avons la formule
sutvante :

h(Dip,a ® @) — h(1h, D*(a @ ¢)) = =67 (h(v),  ® @) (12)

Cette formule relie des sections du fibré L((C_n)

2—n
Démonstration. Soient 1) et ¢ deux sections de »(*33) 5 support compact, et o une 1-forme
sur M. Calculons

H(Dy,a® @) = /M h(Dy,a ® )
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Soit {e;} une base locale c-orthonormée telle que c(ez, ej) = d;;1*. Nous avons alors :
HDbale )™ = VE (b ale)o) ) = (0. D (alen)et ™)
= Ve (.o < i> >) —h(t,a <Deiei>so>z ?
—h (4, De,(@)(ei)l2p) = h(1, alei)l > De,p)

En sommant sur ¢, nous obtenons :

n

> hDetale) ) = Y (VE(hw,ale)p) = h(,a(Dee)e) )72
1=1 1=1

+h<w,—2(epDez( )% ) (¢7io‘ i) )

i=1 =1

Nous avons donc la formule suivante :

(D, a @ ) = h(v, (= Des + 67 (a))p) = =07 (h(h,a ® ¢))
Cependant, h(y), o ® @) étant une section de A'M ® L2 le corollaire 1.4.3 montre que :
07 (h(¥, 0 ® ¢)) = 6(h(1h, a @ 9))
Ainsi, d’apres la formule de Stokes, nous avons :

/M 67 (h(1h,a ® ¢)) =0

Nous obtenons alors :

H(D,0 @ @) = H(t, [=Dgs + 07 (a)])
L’adjoint de D est donc donné par la formule suivante :
D*(a ® ) = =Dty + 67 ()¢
O

Lemme 1.4.5. Soient {e;} une base c-orthonormée telle que c(e;, e;) = 6;;1. Nous avons la

formule suivante :
n n
Y 7(e)Dey =Y 17D, et
i=1 i=1

pour tout 1 dans n(%").

Démonstration. Dans un premier temps, nous calculons :

§Per) = —iejJDej(e N2
- _ZDGJ (e;) z2+z (De, ;)1
= _ZDe] i)™ 2+Z (De,e)1™

n

_ *
= E €; Deje]

j=1
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D’autre part, nous avons :

n

D07 Deth =3~ Danepye,t
i=1

i=1

D’apres ce qui précéde, nous obtenons :

ZaD )De,t) = Zl Do (., o)

zlz

Enfin, nous avons g D e]) = De,ej, ce qui nous donne :
i=1

S D = 312D,
=1 i=1

O

-n
Proposition 1.4.6. Soit ¢ un spineur de poids . Pour toute structure de Weyl D, nous

avons la formule suivante :
D*Dy = tx(D?)(¢)
ou D agit sur 2(*2") via la structure de Weyl de poids correspondant.

Démonstration. Par définition de I’adjoint formel de la connexion D, nous avons :

D*Dyp = D*(Zn:e;‘ ® Dw) = —Zn: (D(e;)u(D ) — 6" (ef)D ,w)
=1 i

=1

Cependant, nous avons (e; )ti = ¢;172, et donc, d’apreés le lemme 1.4.5, nous obtenons :

n

D*le = - Z (Dei(Deiw) - DDeieiw)l72

i=1
O

Nous allons maintenant nous intéresser & des formule de type Lichnerowicz conforme met-
tant en jeux des sections du fibré des densités L,

Proposition 1.4.7. Soient ¥ et ¢ deux sections du fibré »(*3"). Nous avons la formule
sutvante :

h(Dw, D) = h(v, tr(D?)(¢)) — 6° (h(h, Dg)) € LE™

Démonstration. Remarquons que Dy est une section de T*M ® »(*3"). En remplagant a® ¢
par Dy dans la formule (12) de la proposition 1.4.4, nous obtenons :

h(Dy, Dg) — h(yh, D* Dy) = —67 (h(1, D))

La proposition 1.4.6 permet de conclure :

h(Dv, Do) — h(ih, tr(D?)()) = =67 (h(v, D))
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Corollaire 1.4.8. Soient i et ¢ deux sections du fibré »(*2"). Nous avons la formule suiv-
ante :

(D, Dp) + ih(w, Scal®g) — h(1p, 7°¢) = —3P (h(v, D)) € LE™
Démonstration. La proposition 1.4.7 nous donne :
WD, D)+ {1, Seal”p) (s, ) = Wi, tr(D?)(p) +-; Seal "o~ 7%) 6P (h(3s, Dip))
De plus, la formule de Lichnerowicz conforme I (théoréme 1.3.4) nous donne :
tr(D?)(p) + iScango ~ 2% =0

Nous obtenons donc la formule souhaitée. O

Menons le méme calcul que dans la proposition 1.4.7 pour 'opérateur de Dirac & de poids
2—n

conforme

Proposition 1.4.9. Soient ¥ et ¢ deuz sections du fibré »(*2"). Nous avons la formule
suivante :

W2, 29) = h(), 22¢) + 6P (By,) € LE™
ou By, est la section de T*M ® L2~ définie par : By.o(X) = h(l/J,Xb - D)

Démonstration. Soit {e;} une base c-orthonormée telle que c(e;, e;) = d;;1%. Les propriétés de
I’application h et de la structure de Weyl D nous donnent :

W2¢, 2¢) = Zh - D), 79)
= —Zh De, e - )

- (vD (V.¢f - 7)) = h(i, Dei(c} - 7))

=~ X (VO0ei - 2) ~ (. Deleh) - 2¢)) + 3 h( e - De(9)

n

- Z (V2 (16,2172 ) = b0 Dey(H72) - 90)) + (. %)
i=1
= : (VD 2¢)) = h(, De,(e]) - %p))l‘2 + h(, 2%p)
= Zn; VP (h - 9p)) = h(¥, (Deiei)b-@¢)>l*2+h(w,.@2¢)
En posant (y,,(X) = h(1h, X* - Z¢), nous obtenons la formule souhaitée :

WY, Do) = h(¥, 7%¢) + 67 (By,p)
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Théoréme 1.4.10. Soit (M, c) une variété conforme orientée. Pour toute structure de Weyl
D sur M, nous avons la formule de Lichnerowicz conforme II suivante :

1
WD, D) + 2 h(v), Scal® ) = (P, D) = =3(wyp)
ot Y et @ sont des sections de »(*3"). La section Wy, du fibré T*M @ L™ est définie par :
Wy (X) = h(v, X" - D+ Dxy)
Notons [¢|7 = h(?/),i/)), pour ¥ € . D’aprés le théoréme 1.4.10, pour toute structure de

Weyl D sur la variété conforme (M, ¢) et toute section ¢ du fibré des spineurs a poids 3, nous
avons :

1
[lh + 3 Scal [Pl = |29[f = —d(wy) (13)

ou Wap 4y €St noté Wap-

Remarque 1.4.11. Les objets Dy, Dy, P et D sont de poids conforme —n/2. Par con-
séquent, h(Dvy, Dp) et h(2v, D) sont de poids —n. De plus, le produit tensoriel ScalP ¢ est
de poids conforme —1 —n /2, done h(y), Scal® ) est aussi de poids —n. Enfin, par définition

de Dopérateur &, l'objet §(wy o) est une section de Lé:_n). Le théoreme ci-dessus donne une

(—n)

formule reliant des sections du fibré des densités d’intégration Ly ™.

Démonstration. Les propositions 1.4.7 et 1.4.9 nous donnent :
1 1
h(Dy, Dp) + Zh(w, Scal® ) — h(Dv, D) = h(i/},tr(DQ)(cp) + ZScango — .@2<p) — 5D(ww7q,)

olt wy, , = h(Y, D) + By, . D’apres la formule de Lichnerowicz conforme I (théoréme 1.3.4),
nous avons :

1
tr(D?)() + ZScango ~ 2% =0

Nous avons donc la formule suivante :
1
h(Dv, Dp) + Zhw’ Scachp) — W DY, Dp) = —5D(w¢,¢)

Le corollaire 1.4.3 assure I'égalité des opérateurs 07 et & sur les sections du fibré L2~ Ainsi,
Wy, étant une section de L(27"), nous obtenons la formule souhaitée. ]
2 Structures conformes asymptotiquement plates

Soit (M, g) une variété riemannienne orientée, compléte et non compacte de dimension n.
Notons geqn la métrique plate sur R"™.

2.1 Variétés asymptotiquement plates

Notons Er = R"™ \ Bg l'extérieur de la boule de centre 0 et de rayon R de R". Supposons
qu’il existe un compact K de M et un difféomorphisme

®: Ep— M\ K
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Notons V. = M \ K. Le couple (V,®) est une carte a U'infini et V' le bout de M. Dans cette
carte ®(x) = (z1,...,xy), la norme d’un élément s’écrit :

n 1
2
o= (3]
i=1

Soit 7 > R; notons M, = M \ E,, o E, est confondu avec son image par ®. L’ensemble
M, est un compact de M dont le bord s’identifie & la sphére S, de R".

Définition 2.1.1. Une variété riemannienne (M, g) est asymptotiquement plate d’ordre 7 > 0
sl existe une décomposition M\ K = I_IleMéo, ot K est un compact, et des difféomorphismes
P; de ]\4!,O dans Eg,, pour R > 0, tels que :

9ij = 01 + O(r 7). Ougij = Or; et Ddhgij = Or; %),

quand r; = |z;| — oo, dans les coordonnées engendrées par le diﬁéomorphisme P; sur Mcl,O,
pour | de 1 a k. Les ouverts M, sont les bouts de M et les coordonnées {z]} sont appelées
coordonnées asymptotiques sur ]\4!,O

Supposons que (M, g) est une variété asymptotiquement plate d’ordre 7 ne possédant qu’un
seul bout M. Soient p > 1 et 4 € R. Nous notons V la connexion de Levi-Civita associée a
g. Sauf mention explicite du contraire, tout les objets riemanniens considérés sont relatifs & la
métrique g. L’espace des fonctions Lg est défini comme le complété de I'espace des fonctions
C*™ a support compact sur M pour la norme :

1/p
_Sp—
mmﬁz(AyMrp"%)

ol vy est la forme volume associée & g et r est la distance radiale sur le bout My, prolongée
par 1 sur la partie compacte de M. Nous définissons également le k-iéme espace de Sobolev de
poids ¢ sur M, que ’on note Wf P comme le complété de I'espace des fonctions C™° & support
compact sur M pour la norme de Sobolev suivante :

k
ullkps =D V7 ullps; (14)
=0

L’espace des fonctions C’g est défini comme Pensemble des fonctions u, C* sur M, dont la
norme suivante est finie :

k
o
lulleg =3 supr=|v7u (15)
j=0 Moo

Soit «v €]0, 1[; 'espace de Holder de poids d est défini par ’ensemble des fonctions u dans C’g
telles que la norme suivante est finie :

—0+k+a |vku($) - Vku(y)|> (16)

Hu”q’;a = HuHCéc + sup <min(r(x),r(y)) @z =y

z,YyEMoo

ou y est dans un voisinage de z et Vku(y) est le tenseur en x obtenu par transport paralléle le
long de la géodésique radiale joignant x & y. Ces espaces de fonctions dépendent des coordon-
nées choisies sur le bout M, de la variété. En revanche, les différents systémes de coordonnées
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étant asymptotiques aux coordonnées euclidiennes, les normes relatives a deux systémes de
coordonnées différents sont équivalentes. La définition des normes de Hélder (15) et (16) nous
donne immeédiatement la proposition suivante :

Proposition 2.1.2. Soit u appartenant a sz(M) Alors w = O(r~7) et, pour i et j dans
{1,....n}, Qu=0(r"""") et Bu=0("""2).

Pour ces espaces de fonctions, nous avons également un théoréme de Sobolev & poids [8] :

n

Proposition 2.1.3. Soient ¢ > 1 et o €]0, 1[. Supposons que | —k —a > —. Pour tout € > 0,
q

nous avons les inclusions continues suivantes :

I, l,q k,a
Cs-. Cc Wyt C Cs

n
En particulier, si u € Wé’q avec l > —, u = O(r‘;).
q

Définition 2.1.4. La variété riemannienne (M,g) asymptotiquement plate d’ordre T vérifie
les conditions de décroissance de la masse lorsque :
— lordre T de M est tel que :
n—2

2 <T<n-—2

— le tenseur g — gean appartient & C*S(ML), pour tout | de 1 a k.
— la courbure scalaire Scal? de la connexion de Levi-Civita V est intégrable sur M.
Notons M, l'espace des métriques sur M vérifiant les conditions ci-dessus.

Lorsque une variété asymptotiquement plate (M, g) d’ordre 7 & un seul bout M., vérifie
les conditions de la définition précédente, I’expression de la masse de cette variété est donnée
par :

n
m(g) = lim [ " (9igij — 0;9i)e; v,

Srij=1

ot v est le champ de vecteurs unitaire sortant de la sphere S, et g;; sont les composantes
de la métrique g dans les coordonnées asymptotiques sur My,. Si g appartient & 1’espace
M, la masse de la variété riemannienne (M, g) est bien définie et ne dépend pas du systéme
de coordonnées choisi [1]. Nous allons rappeler sans démonstration les résultats analytiques
nécessaires a la démonstration du théoréme de la masse positive dans le cas d’une variété
spinorielle [1]. Ces résultats s’appuient sur les propriétés des espaces de Sobolev, de Holder et
sur des résultats de théorie elliptique pour lesquels le lecteur pourra se référer a [1]. Fixons une
métrique g dans M, et supposons que la variété M est spinorielle. Soit ¢ un entier strictement
supérieur a n.

Proposition 2.1.5. ([1] page 676) Soient p dans |1, +oo| et § non exceptionnel *. I opérateur
Laplacien A : Wg’p — Lf;),l est un opérateur de Fredholm. De plus, si 2 —n < 6 <0, c’est un

1somorphisme de W(?’p sur Lg_l.

Nous définissons Wf (329) lespace de Sobolev des sections de X9 dont la norme de Sobolev
définie de fagon analogue a (14) est finie; lorsqu’il n’y a pas d’ambigiiités nous noterons
également Wf " ces espaces. Le bout My, de M, identifié¢ & R™\ By, est munit des coordonnées
asymptotiques = (1, ...,Z,). Soit e = (eq, ..., ey,) la base orthonormée de R" induite par z.

'Le paramétre § € R est dit non exceptionnel s’il appartient & Pensemble R\{keZ: k+#-1,-2,---,3—n}.
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Nous avons g(-, ) = gean(A-,-), ot A est un champ de matrices symétriques définies positives.
Nous définissons le repére g-orthonormé s de M, par : s = (A%)*le, ol A2 est I'unique racine
carré définie positive de A. Soit § 'un des deux repéres spinoriels relevant s. Un spineur g
de 39 s’appelle un spineur constant si 1y = [, ], o la fonction & : My, — A, est constante.
En particulier, si v est constant, sa norme |¢| est constante sur le bout a l'infini M.

Définition 2.1.6. Une section ¢ de 39 est asymptotiquement constante s’il existe un spineur
constant vy tel que ¢ — Yy € W3L(X9).

Proposition 2.1.7. (1] page 690) Soit 1 —n < § < 0. L’opérateur de Dirac 29 : Wf’q(Eg) —
W;;ql(Eg) est un isomorphisme.

Nous pouvons déduire de cette proposition ’existence d’un spineur Z-harmonique asymp-
totiquement constant. L’existence d’un tel spineur joue un réle majeur dans la preuve de
théoréme de la masse positive.

Corollaire 2.1.8. ([1] page 690) Soit ¥y un spineur constant sur M. Il existe un spineur ¢
dans X9 tel que :
29 =0
et
W -t € W2I(Z)

Démonstration. Les hypothéses de décroissance asymptotique donne 291y € W};’,l(zg ).
D’apreés la proposition 2.1.7, il existe un unique spineur 1 € WE’f(Eg) tel que 291 = —291y.
Ainsi, le spineur ¥ = 11 + ¢y convient. O

Dans la méthode de Witten, en intégrant la formule de Lichnerowicz sur la variété asymp-
totiquement plate M, le terme de divergence converge sur le bout a l'infini vers la masse de
la variété. Ce fait est donné par la proposition suivante :

Proposition 2.1.9. ([1] page 691) Soit ¥ dans X9 asymptotiquement constant. Nous avons
alors la formule suivante :

/ \V¢]2vg+1/ Scalgh/}\?vg—/ ].@gw\%g: lim/(Vl,w—i-y-.@gzp,w)guﬂ)g:lm(g)\zpo]2
M 4 Jm M r—oo Jg 4

ot 1y est le spineur constant vérifiant ¢ — by € W>I(%9).
Nous avons alors le théoréme de la masse positive [1] :

Théoréme 2.1.10. Soit (M, g) une variété riemannienne, spinorielle et asymptotiquement
plate d’ordre T telle que g € M. Supposons que la courbure scalaire de la connezxion de Levi-
Civita de g est positive. Alors la masse de (M, g) est positive. De plus, la masse est nulle si
et seulement si M est isométrique a 'espace R™ euclidien.

Démonstration. Soit 1 un spineur constant. La proposition 2.1.9, appliquée au spineur donné
par le corollaire 2.1.8, donne la formule suivante :

1 1
/M V| vy + 4 /M Scald|ipPvy = Zm(g)|¢o|§

Par hypothése, la courbure scalaire Scal? de g est positive, donc la masse m(g) de M est
positive. n
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Considérons ’ensemble de fonctions suivant :
F={fcC®MR>") : f—1€C> et A(f) € L'}

Chaque fonction dans .# nous donne une métrique asymptotiquement plate dans la classe
conforme de g. Nous avons le théoréme suivant [12] :

Théoréme 2.1.11. Soit (M, g) une variété riemannienne asymptotiquement plate pour laque-
lle g € M. Soit g = fg. Alors, g appartient & M, si et seulement si f appartient & F. De
plus, leurs masses sont reliées par la formule suivante :

m(@) = m(g) + (n— 1) /M AY(f)u, (17)

Nous démontrons uniquement la formule (17). Dans la carte a l'infini associée a g, nous
avons :

0i(fgi;) — 0;(fgii) = f(0i(gij) — 0j(9ii)) + (9550 f — 9:0; f)
Posons p; = Z(@i(gij) — 9j(gii))vj. En écrivant g;; = d;; + a;; nous obtenons :
i—1

> (0:(Fgi5) — 05(F9ii) vi = wj + (f = Dy + (L= n)difvi + > (aidif — audif)v;

i=1 i=1

Pour terminer notre calcul, nous devons intégrer sur S, et faire tendre r vers 'infini. Cepen-
dant, 0;f = O(r™ ™Y, aij = O™ "), uj = O " Y et f—1=0(r"T). Par conséquent

n

Z(a@]@f - aii(?jf)yj = O(T_QT—l) et (f _ 1)Mj _ O(T—Qr—l)

i=1

avec 27 + 1 > n — 1, donc les intégrales sur S, de ces deux termes tendent vers 0 lorsque r
tend vers 'infini. En sommant sur j, nous en déduisons la formule suivante :

m(g) =m(g) + (1 —n) lim df (v)v_vg

T—00 S
T

La formule de Stokes termine la démonstration :

m(g) =m(g) + (n —1) lim Ay(f)vg

rT—00 M,
T

Terminons ce paragraphe par un lemme dont nous aurons besoin ultérieurement dans cette
note.

Lemme 2.1.12. Soit (M, g) une variété asymptotiquement plate telle que g € M. Pour toute
fonction f dans F, nous avons :

lim —(v)vavg = lim df (v)vavg
r—00 S’r f r—00 S’r
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Démonstration. Nous écrivons :

ﬁ(l/)y_n Vg = / (f~r = Ddf (v)vaw, +/ df (v)vavy (18)
s, f S, s,

La fonction f est strictement positive sur M et tend vers 1 & Dinfini, il existe donc € > 0 et

C > 0 tels que e < f < C. Par conséquent, la fonction f~! est bornée sur M. De plus, f—1 =

O(r~7), nous avons alors : f~! —1=—f"Y(f—-1)=0(@""), donc (fL =1)|df| = O(r—>})

avec 27 + 1 > n — 1. Nous en déduisons :

lim [ (f' = 1Ddf(v)vav, =0

r—00 S
T

Ainsi, par passage a la limite dans (18), nous obtenons la formule souhaitée :

lim frafwyvav, = lim/ df (v)vavg
r—00 ST

r—00 S
T

2.2 Structures de Weyl asymptotiquement plates

Nous allons étendre la notion de platitude asymptotique aux structures de Weyl et généraliser
les résultats rappelés dans la section précédente.

Définition 2.2.1. Soient (M, c) une variété conforme de dimension n et D une structure de
Weyl sur T M. Nous dirons que (M,c, D) est asymptotiquement plate d’ordre 7 > 0 lorsqu’il
existe une métrique go dans c telle que :

1. La variété riemannienne (M, go) est asymptotiquement plate d’ordre T telle que gy € M.

2. Pour tout entierl de 1 a k, la forme de Lee 0y de D relative a go appartient a Wi’f_l(Méo),
ot Mcl>O est le l-eme bout de (M, go) et ¢ > n.

3. La codifférentielle par rapport o go de la forme de Lee 6y est intégrable sur M.

Nous dirons que la métrique gg est une métrique adaptée pour la structure de Weyl asympto-
tiquement plate D.

Soient (M, c) une variété conforme de dimension n et D une structure de Weyl sur 7'M
Supposons que (M, ¢, D) est asymptotiquement plate & un seul bout My, et choisissons une
métrique adaptée gy dans c. Sauf mention contraire, les objets riemanniens (V, §, etc. ...)
et les espaces de fonctions dans toute la suite de cette partie sont définis relativement a la
métrique gg. Nous notons V la connexion de Levi-Civita de gg, vg sa forme volume et 6 la
forme de Lee de D associée a gg.

Définition 2.2.2. Soient (M, c, D) une structure de Weyl asymptotiquement plate et gy une
métrique adaptée. Nous définissons la masse de la structure de Weyl asymptotiquement plate
par :

m(D)(go) = m(go) +2(n — 1) / 5(00)o

M

ot m(go) est la masse riemannienne totale de la variété (M, go). La masse d’un bout M. de
M, notée m'(D)(go), est donnée par :

m'(D)(g0) = m'(g0) +2(n = 1) lim [ 6(vp)vyv,

r—oo Jqi
™
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otvm!(go) est la masse riemannienne du bout M., S la sphére de rayon v dans les coordonnées
sur My et vy le champ de vecteurs sortant de la sphére Si. La masse de la variété M est donc
la somme des masses de chaque bout.

Soit g une métrique dans la classe conforme c telle que g € M. ; nous définissons la quantité
m(D)(g) par :

m(D)(g) = mig) +2n=1) [ 50,0,
ou ¢Y et v, sont respectivement 'opérateur de divergence et la forme volume associés a g.
Posons MY = {g = fgo : f €.F}.

Proposition 2.2.3. Soient (M,c, D) une structure conforme asymptotiquement plate et go
une métrique adaptée. Pour toute métrique g dans M?, nous avons :

m(D)(g) = m(D)(go)

Démonstration. Soit g = fgo avec f € %. Nous supposons que la variété ne posséde qu’'un
seul bout & l'infini. Par définition, nous avons :

Cependant, les deux métriques sont asymptotiquement plates dans le méme systéme de coor-
données, donc nous pouvons remplacer v, par vg dans la limite de l'intégrale. De plus, nous
avons la formule :

1df
0, =0y — =—— 1
9 =037 (19)
Nous obtenons :
. . df
m(D)(g) =m(g) +2(n—1) lim Oo(v)vovg — (n—1) lim T(V)VJ Vo
r— 00 S'r r— 00 S'r
Le théoréme 2.1.11 nous donne :
mlg) = migo) + (0= 1) [ Al
Et, d’aprés le lemme 2.1.12, nous avons :
. df .
lim —(v)vavy = lim df W)vavg = | A(f)vo
=00 Jg f 700 J g M
Nous déduisons le résultat de ces deux derniéres formules :
m(D)(g) = mign) +2n=1) [ 5(6a)eo
M
O
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2.3 Sous-classes asymptotiquement plates

Nous savons, depuis R. Bartnik [1], que la masse riemannienne est un invariant géométrique :
la masse ne dépend pas du systéme de coordonnées choisi sur le bout de la variété. Plus
précisément, si g est asymptotiquement plate dans les coordonnées {z;} et {Z;}, alors il ex-
iste une transformation E de R", composée d’une isométrie et d’une translation, telle que
Z = E(2) + O(r™7), et dans ces conditions, les masses calculées dans ces deux systémes de
coordonnées sont égales.

Soient (M, ¢, D) une structure de Weyl asymptotiquement plate et go une métrique adaptée
pour D. Supposons que la variété ne posséde qu'un seul bout a l'infini. Soit {z;} le systéme
de coordonnées dans lequel gy est asymptotique & la métrique plate de R™. Considérons le
systéme de coordonnées {Z;} sur Mo, tel que z; = az;, ol a € R>Y.

Remarque 2.3.1. La métrique gy n'est plus asymptotiquement plate dans les coordonnées
{2}, mais il est clair que a’gy 1'est.

Notons respectivement g;; et g;; les composantes de g dans les coordonnées {z;} et {z;},
puis 0; et 0; les dérivées partielles par rapport aux coordonnées Z; et z;. Nous avons dZ; = adz;
et 9; = a~'d;. Par conséquent ¥y = a"vg et :

~ -2
gij = @ " Gij
En dérivant par rapport a z;, nous obtenons :
" " n
0i(aGi) = 0i(gij) = Y OngijOhizr = a” ' Orgij
k=1

Nous en déduisons la formule suivante :
(8:0Gy) — ;(a*5i) ) 33180 = @™ (Bigsg — 011) Do

En intégrant sur les sphéres de rayon r, et en faisant tendre r vers I'infini, nous relions les
masses de gy et a®gg par :

m(a’go) = a"*m(go)

Etudions le second membre de la masse de la structure de Weyl D. Rappelons que

/M 5(60)v0 = /M d(6% 5 vo)

s — 2 N _ lg _ —2pf0 <
Si g = a”go, ol a est une constante, nous avons ¢, = 0y et 6’ = 0y, ol g et fo sont les
isomorphismes musicaux associés a g et gy respectivement. Par conséquent,

/M §9(0,)vy = a™ 2 /M 5(Ao)vo

Nous venons de démontrer :

Proposition 2.3.2. Si gy est une métrique adaptée, nous avons :

n—2

m(D)(ago) = a”= m(D)(go)
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Nous savons désormais comment évolue notre masse lors d’'un changement des coordonnées
sur le bout de la variété de la forme z = aE(z) + O(r™ "), ou E est une transformation eucli-
dienne sur R™ et a une constante positive. Nous dirons qu’un tel changement de coordonnées
est asymptotiquement conforme.

Supposons désormais que notre structure de Weyl asymptotiquement plate possede k
bouts, oil k est supérieur ou égal & 1. Dans ce cas, la masse de la variété est définie comme la
somme des masses de chacun des bouts. Rappelons que m! (go) est la masse riemannienne de
(M, go) sur le bout M, de M, et m!(D)(go) la masse de la structure de Weyl asymptotique-
ment plate sur le bout Méode M. Nous avons alors :

k
m(go) = Zml(go)
=1

et
m!(D)(go) = m'(go) +2(n — 1) lim o B0 (v1)v1avg

Soit {a;}1—1.., une famille de R”°. Posons :

Flar,oar) = f ECCMR) : Afe Lt etVi=1...k,f—a € C?(M)}

-7

En particulier, notons & = %1 1.
Proposition 2.3.3. Soient g = fgo, avec f dans F (4, q,)- Nous avons :

k n—2
m(D)(g) =Y _a,* m'(D)(g0)
=1

En particulier, si g1 = figo et g2 = fago, avec f1 et fo dans F,,

m(D)(g1) = m(D)(g2)

5)? nous avons :

Démonstration. Fixonsun bout M’ de (M, go). Sur M’_, nous avons f = a; f;, out f; appartient
a & sur ]\4!,O D’aprés le théoréme 2.1.11, la métrique g; = figo est asymptotiquement plate
sur Méo et la proposition 2.2.3, adaptée pour le bout Méo, donne :

m!(D)(g1) = m'(D)(g0)

Pour la métrique adaptée g;, en utilisant la proposition 2.3.2, nous obtenons :

n—2

m'(D)(g) = a; > m'(D)(q0)

Donc, nous avons :
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Par conséquent, la masse de D évaluée en g = fgo ne dépend pas de la fonction f choisie
dans F(4, .. q,), mais uniquement des réels a; et de la métrique de référence go. Une métrique
adaptée étant fixée, nous remarquons que les ensembles de fonctions .%,, . ,, définissent des
sous-classes de métriques de la classe conforme ¢ pour lesquelles la masse de la structure de
Weyl est invariante. Notons T' = {F,, 4, @ (a1,...,a,) € (R”?)"}. Nous avons alors une
application :

m(D) : T - R

définie par :

m(D)(Fay,....ar) = m(D)(fg0)

ou f est une fonction quelconque de .%,, . L’espoir de cette remarque est de parvenir a
démontrer que I' constitue 'ensemble de toutes les métriques asymptotiquement plates de la
classe conforme ¢. Dans ce cas, nous aurons défini une masse conforme m(D) indépendante
du choix de la métrique adaptée.

2.4 Théoréme de la masse conforme positive

Soient (M, ¢, D) une structure de Weyl asymptotiquement plate ne possédant qu’un seul
bout M, et gg une métrique adaptée pour D. Soit V la connexion de Levi-Civita de gg. Sup-
posons que M est une variété spinorielle. Notons ¥ = »n(*3") I’espace des spineurs conformes
de poids (2 — n)/2. Nous notons désormais X° le fibré des spineurs riemanniens relatif a la
métrique go et 2° Popérateur de Dirac induit par V sur X°. Rappelons que les espaces de
fonctions considérés sont relatifs & la métrique adaptée go.

Lemme 2.4.1. Soit 1 une section du fibré des spineurs 0. Supposons que ¢ est D-paralléle,
i.e D = 0. Si 9y tend vers 0 dans My, i.e. | llim |(x)| =0, alors ¢ est identiquement nulle.
r|—00

Démonstration. Soient x dans M et {e;} une base de T, M. Calculons la différentielle de
n

[ dly)? = Z Ve, (|1[*)er. La compatibilité de la connexion de Levi-Civita avec le produit
i=1

scalaire donne Vo, (|¢|*) = (Ve,40,%) + (¥, Ve,1b). Comme 1) est D-paralléle, la formule (4)

donne :
n

—1 1
Ve, = 5 Bo(ei)y + 26" o -1

Nous obtenons :

1
Ve ([¥1*) = (n=Dbo(e)|$l* + 5((e: - 6o + 00 - €5) -, )
= (n—2)fo(e))pI”
Par conséquent, d|y|? = (n — 2)[1|*6g. Soient xo dans M, et v une géodésique paramétrée
sur [0, +o00[ telle que v(0) = ¢ et tlim |7(t)| = +o0. Posons ¢(t) = Wﬁ(t) et f(t) = 0p(H(1)).
La fonction ¢ est donc solution de I’équation différentielle ordinaire ¢'(t) = (n — 2)f(t)é(t)

sur [0,00[. Par conséquent, pour tout ¢, ¢(t) = cexp(F(t)), ou ¢ est une constante et F' une
primitive de f. Cependant, par hypothése tlim o(t) = 0, donc ¢ est identiquement nulle.
— 00

Ceci étant vrai pour toute courbe allant vers l'infini sur M., nous en déduisons que v est
identiquement nul. O
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Soit 1 une section de X°. Soit w une 1-forme sur M. La formule de Stokes nous donne

-/ S = / e

ou v est le champ de vecteurs normal unitaire sortant de S, et rappelons que M, est le
compact de M défini par M, = M \ E, dont le bord s’identifie & la sphére S, de R". Par
conséquent, si la limite existe, nous avons :

—/ d(w)vp = lim w(v)vavg
M

T—00 S,
T

Proposition 2.4.2. Soit 1 —n < § < 0. Supposons que la courbure scalaire Scal® de la
connezion de Weyl est positive. Dans ces conditions, [’opérateur de Dirac de poids conforme
(2-n)/2, 2% : W>I(Z) — LY (), est un isomorphisme.

T

Démonstration. Montrons que 'opérateur 22 est bien défini sur ces espaces de Sobolev. Soit
1 dans WE;_](E) La proposition 1.2.4 et 'inégalité triangulaire nous donnent :

1
29| < |2°Y| + 5\90\’1/1\

Par hypotheése sur v, la norme || est bornée sur M (puisque [)| = O(r™ 7)) et la proposition
2.1.7 nous donne 2% € Wi’f_l. De plus, la condition (2) de la définition 2.2.1 assure que 6y

appartient également & WE’Tq_l. L’inégalité ci-dessus permet de conclure que 21 est une section

17q A 3 17q A
de W_'_,. Par le méme raisonnement en remplacant 1) par ¢ € W__,, nous démontrons

que 2% appartient a WE’Tq_Q. Soit 1 dans WE;_] tel que 2% = 0, montrons que ¥ est
identiquement nul. Le corollaire 1.4.8 nous donne :

Dl + 3Sealui} = ~3((v, Dv)

En intégrant cette formule sur le compact M, de M, pour r > R, nous avons :

2 1 D2
[ D [ sea®lut = [ s(hw.Dv)

T

La métrique de référence go étant fixé, la divergence conforme s’identifie avec la divergence
riemannienne relative & gg. Donc la formule de Stokes nous donne :

1
/ 1DYlh + 5 / Seal”|y[; = / (4, Dy)vswg (20)
M, 4 Jm, S
ou v est le champ de vecteurs unitaire sortant de S,.. La formule (4) reliant la structure de

Weyl et la connexion de Levi-Civita de la métrique gg nous donne :

1—n

(¢, Do) = (¢, Vi) +

QoI + 5 (v - .60 0)

Par I'inégalité triangulaire et de Cauchy-Schwarz, nous obtenons :

n—1

(6, D) < V1] +

1
oll 1 + 5 0ol [0
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Par hypotheése sur la section v et la forme de Lee g, nous avons (1, D,1p) = O(r— 27 1)

27 + 1 > n — 1. Par conséquent, nous arrivons 4 I’égalité suivante :

, avec

lim (v, Dyyp)vivg =0

r—00 S
T

Nous en déduisons, par passage & la limite quand r tend vers U'infini dans (20), la formule

suivante : )
[ v+ g [ seatPlult o
M 4 Jm

La courbure scalaire Scal” de la connexion de Weyl est positive, donc les deux termes intégrés
sont nuls. En particulier, D1 = 0 et ¢ tend vers 0 & l'infini, donc, d’aprés le lemme 2.4.1,
1 est identiquement nul. Nous avons donc démontré que opérateur 22 : sz — LT, est
injectif. Cependant, la proposition 1.4.9 démontre que 22 est formellement autoadjoint :

!

D= (D) Wiy, — L

T T—nN

Un raisonnement similaire démontre que cet opérateur est injectif (par hypothése nous avons
1—-n<74+2—n<0). Lopérateur 22 est de Fredholm de noyau et conoyau trivial donc 2>
est un isomorphisme de W24 dans LL__, (voir [1]). O

Sous les hypotheses de cette section, nous sommes en mesure de démontrer la convergence
vers la masse conforme de l'intégrale du terme de divergence dans la formule de Lichnerowicz
conforme II.

Proposition 2.4.3. Soit ¥ un spineur asymptotiquement constant. La métrique adaptée gg
étant fizée, nous avons la formule suivante :

1
= [ 8ws) = FmlD) )l
M
ot Yo est le spineur constant tel que ¥ — 1)y € W24, et o la section wy de T*M @ LE) et

définie par : wy(X) = h(zp,Xl’ - D + Dxv). o

Démonstration. La métrique gy étant donnée, la proposition 1.2.4 et la formule (4) appliquées
pour go permettent d’identifier wy, & une 1-forme sur M par la formule suivante :

0(X) + L g0 (3) |2 (21)

avec w%(aﬂ) = (¢, X - 2% + Vxv). Soit g le spineur constant tel que ¢ — by € WE’TQ; la
proposition 2.1.9 donne :

- /M 5(@%)1}0 = lim . w?b(u)uﬂ)o = im(go)wo’? (22)

r—00

ou v est le champ de vecteurs unitaire sortant de .S,.. Posons ¥; = 1 — 19, nous avons :

191> = [o1]* + [thol® + 2R (11, %0))

Cependant, ¢, € W>4(%) et 6y € Wh_|. Donc :
Oo(v) (|01 ]* + 2R ((1,0))) = O(r~271)
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avec 27 + 1 > n — 1. Par conséquent, nous obtenons ’égalité suivante :
lim [0[200 (v)v vy = |tho]? lim / Oo(v)vavg (23)
T—00 ST T—00 ST

Remarquons que cette limite existe puisque la codifférentielle de la forme de Lee 6y est inté-
grable (condition (3) de la définition 2.2.1) et donc (23) devient :

/ 5(4 00 ) / 5(60)0) o (24)

Les équations (22) et (24) nous donnent ’égalité souhaitée :

/ (a0 = § (mlg0) + 2(n — 1) /M 5(80)v0) o

O

Théoréme 2.4.4. Soient (M, c) une variété conforme spinorielle et D une structure de Weyl
asymptotiquement plate sur M. Supposons que la courbure scalaire Scal® de D est positive.
Alors la masse m(D) associée a D est positive et cette masse est nulle si et seulement si (M, c)
est isomorphe a l'espace R™ munit de la classe conforme canonique.

Démonstration. Soient gg une métrique adaptée pour D et 1)y un spineur constant. Les hy-
pothéses de décroissance asymptotique sur D nous donnent Py € Wiffl NL?__,. Dapres
la proposition 2.4.2, il existe ¥ € W24 tel que 2%, = —Dihy. Cependant, par régularité

elliptique, 11 € I/V?’TJrl et donc vy := Py € W24, Posons ¥ = 19 + Yg. La section v est
Z-harmonique et asymptotique au spineur constant 1. En intégrant sur M, la formule de
Lichnerowicz conforme II (théoréme 1.4.10), nous obtenons :

1
/ |D1)[)|2’U() + _/ SC(IZD|¢|2U0 = —/ 6(w¢)v0
M, 4 Jum, M,

La proposition 2.4.3, par passage a la limite, nous donne alors :
1
[ 1Duu 5 [ Seat®lofe = m(D) o)l
M M

Cependant, la courbure scalaire Scal? de la structure de Weyl D est positive, donc la masse
m(D) associée & D est positive d’apres la formule précédente.
Supposons que la masse m(D) soit nulle. Nous avons alors un spineur ¢ dans X tel que :

1
/ |Dy|} + - / Scal® ||} =0
M 4 M

Les deux termes de cette équation sont positifs, donc nuls. La section 1) est alors D-paralléle.

7'L

Par conséquent, [1|2™" est une section VP-parallele du fibré L. En effet, le calcul donne :

2 1 1 n—1
VPRl = V(1) = 10l (DY, ) + h(v, DY)

Ainsi, la structure de Weyl D est exacte, i.e. il existe une métrique g dans la classe conforme
¢ dont D est la connexion de Levi-Civita. Ecrivons ¢ = fgo, ol f est une fonction strictement
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positive sur M. La structure de Weyl D étant la connexion de Levi-Civita de g, la forme de
Lee 6, associée est identiquement nulle et la formule (19) nous donne :

1df

Oy = 3F

d
Posons h = log(f). Nous avons dh = 7f,

Lemme 2.4.5. Soit h une fonction C°° sur M. Supposons que dh appartient q C’i’fﬁl(M).

et h € Ci’fﬁl(M) par hypothése sur 6.

La fonction h posséde une limite finie a telle que h —a € C%’S(M)
Démonstmtion. Soient x et y dans Er = R" \ Bp tels que |y| > |z| > Ry, pour Ry > R. Soit

z= Iy ‘y dans R". Considérons X; le grand arc de cercle paramétré sur [0, 1] joignant x et z.

Nous avons | X;| = |z| > Ry et |X;| < m|z|. L’égalité des accroissement finis entre 0 et 1 (pour
f(t) = h(X})) nous donne :

1
h(x)—h(z):/o dhx,(X;)dt

Par hypothese, |dhx,| = O(|X:|~"Y), | X;| = |#| et | X;| < 7|z|, nous obtenons alors 'inégalité
suivante :

|h(z) = h(z)] < 7Cla|™"

ou C est une constante positive indépendante de = et y. Comme |x| > Ry, cette inégalité
implique :
|h(z) — h(z)] < TCR] T (25)
x
Posons T = H ; 'égalité des accroissement finis entre z et y nous donne :
Yy

1
W(Ty) - h(y) = /O dhy sty (Ty — y)dt

Par le méme raisonnement que précédemment, nous obtenons l'inégalité suivante :

BTy = hw)| < Cul 7 [ (=) —1)

Nous pouvons calculer I'intégrale :

/01(1 —TY(1+ 4T —1)) 7 tdt =7 <|$|_T - 1)

Nous en déduisons :

[M(Ty) = h(y)| < 771 C (I 77 = |yl ™) < 77ICR;T (26)

Par conséquent, (25) et (26) établissent 'existence d’une constante C; indépendante de z et
y telle que :
[h(x) = h(y)| < CLRYT
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Ainsi, pour tout £ > 0, nous pouvons choisir Ry suffisamment grand tel que, pour tout = et
y dans E, vérifiant |y| > |z| > Ry, |h(z) — h(y)| < e. Par conséquent, d’aprés le critére de
Cauchy, h(x) admet une limite finie lorsque x tend vers l'infini. Par passage a la limite quand
T tend vers 'infini dans l'inégalité (26), nous obtenons :

[h(z) —al < —2[™" (27)

pour tout x dans Er. En observant la norme des espaces de Hdélder a poids, nous pouvons
remarquer que l’estimation (27) et 'hypothése dh € Ci’ffl suffisent pour démontrer que h

appartient & C*2. O

En appliquant le lemme 2.4.5 a la fonction h = log(f), nous démontrons que f posséde
une limite finie strictement positive b = exp(a) a l'infini et que f —b € C’Ef . En changeant
f par b~1f, nous ne modifions pas la connexion de Levi-Civita associée a ¢g. Nous pouvons
donc supposer que g = fgg avec f € . D’aprés le théoréeme 2.1.11, la métrique g est
asymptotiquement plate. Nous avons donc ¢ € X9 tel que Dy = 0, ou D est la connexion
de Levi-Civita de la métrique asymptotiquement plate g, la preuve du théoréme de la masse
positive [1] démontre dans ce cas que M est isométrique & R™ munit de la métrique plate. En
conclusion, la variété conforme (M, ¢) est isomorphe & l'espace R munit de sa classe conforme
canonique. ]
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