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Résuḿe :

Un Probl̀eme de Complémentarit́e Linéaire (Linear Complementary Problem-LCP) relie linéairement deux va-
riables positives et orthogonales entre elles. On propose de comparer des méthodes de ŕesolution de LCP, ap-
pliquéesà un syst̀eme de tenśegrité, syst̀eme ŕeticuĺe à barres et ĉables (ces derniers devant rester en tension) dont
la rigidit é et la stabilit́e sont conditionńees par l’existence d’uńetat d’autocontrainte.

Abstract :

A Linear Complementary Problem (LCP) deals with two dual variables that have to be positive and orthogonal,
and that are linearly dependant on each other. Solving algorithms for LCP problems are compared when applied
to a tensegrity system. Such a system is built with bars and cables (that should remain in tension). Its stiffness and
stability is subjected to a self balanced internal stress field.

Mots-clefs :

LCP, non régularité, syst̀eme discret

1 Motivations

De nombreux problèmes non ŕeguliers peuvent se ramener après discŕetisation,̀a un syst̀eme alǵebrique
contenant des contraintes d’inégalit́es. Le probl̀eme ǵeńerique est un problème de complémentarit́e
linéaire (LCP-Linear Complementary Problem). Celui-ci est constitué d’un syst̀eme lińeaire et de contraintes
de positivit́e et d’orthogonalit́e sur un couple de variables duales. La forme canonique d’un tel problème
est la suivante : {

w −Mz = q
0 ≤ w ⊥ z ≥ 0

(1)

Un probl̀eme typique en ḿecanique est le cas du contact unilatéral. Il existe plusieurs extensions du LCP,
duesà différentes problématiques ; par exemple le couplage contact/frottement induit une géńeralisation
du LCP en NLCP (Non Linear Complementary Problem). Pour traiter ces problèmes, il n’existe que peu
de librairies et d’outils ǵeńeriques par comparaison aux résolutions de systèmes lińeaires. Pourtant les
probl̀emes de complémentarit́e int́eressent plusieurs communautés, au del̀a de la ḿecanique, au point
qu’ils sont au cœur d’un projet européen, nomḿe SICONOS (SImulation and COntrol of NOnSmooth
dynamical Systems), regroupant mathématiciens, ḿecaniciens, roboticiens,électrotechniciens, automa-
ticiens etéconomistes. Une de nos contributionsà ce projet consiste en l’élaboration d’une librairie de
solveurs dans laquelle on trouve des algorithmes dédíesà la ŕesolution de LCP entre autres. Les méthodes
de ŕesolutions nuḿeriques que nous proposons de comparer sont les suivantes : la méthode de Lemke,
méthode directe de pivotage [1], la méthode de Gauss-Seidel Non linéaire (GSNL), ḿethode it́erative
non linéaire utiliśee pour les simulations des matériaux granulaires [2], une ḿethode de type Gradient
Projet́e Conjugúe (GPC), algorithme que l’on peut qualifier de quasi-optimisation [3] et la méthode LA-
TIN, strat́egie it́erative non incŕementale qui áet́e initialement propośee pour ŕesoudre les problèmes
non linéaires d’́evolution [4]. Ces dernières ontét́e simplifiées pour le traitement des problèmes de
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compĺementarit́e. La comparaison de ces différents algorithmes se fera sur un système ŕeticuĺe spatial
particulier que l’on nomme système de tenśegrit́e.

2 Formulation LCP des problèmes de tenśegrité

2.1 Syst̀eme de tenśegrité

Les syst̀emes de tenségrit́e [5] peuvent-̂etre rencontŕes dans le domaine architectural, artistique voire
même plus ŕecemment en bioḿecanique cellulaire. Ce sont des systèmes ŕeticuĺes spatiaux qui possèdent
deséléments rectilignes soumis̀a des sollicitations de compression ou de traction. Les liaisons entre
les éléments se font par l’interḿediaire de rotules parfaites nommées nœuds. Leśelements rigides en
compression portent le nom debarresceux rigides en traction portent le nom decâbles.

On s’int́eressèa la mise en place d’une formulation de type LCP pour ces systèmes. Pour ce faire,
décrivons tout d’abord le problème associé.

La configuration de ŕeférence choisie est celle donnée par l’́etat du syst̀eme avant assemblage. On
suppose que le système ŕeticuĺe est constitúe dem éléments (barres et câbles) líes parn nœuds. Le
nombre de degrés de libert́es impośes aux nœuds du système par l’ext́erieur (c’est̀a dire par le b̂ati) est
not́ek. On en d́eduit ainsi le nombreN de ddl du syst̀eme dans l’espace, soitN = 3n− k.

Les N équations d’́equilibre du syst̀eme de tenśegrit́e, qui traduisent l’́equilibre des nœuds sous
l’action des forces extérieures et des efforts normaux, conduisentà un syst̀eme d’́equations lińeaires
pouvant se mettre sous la forme matricielle suivante :

A q = f (2)

où A est la matrice d’́equilibreà N lignes etm colonnes,q est le vecteur̀a m composantes des efforts
dans leśeléments etf est le vecteur̀a N composantes des forces extérieures appliqúees aux nœuds. En
séparant les valeurs relatives aux câbles (indićees parc) et celles relatives aux barres (indicées parb), on
aA = [Ab, Ac] et l’équilibre devientAbqb + Acqc = f.

La condition de compatibilit́e qui lie le vecteur̀a N composantes des déplacements des nœudsu
depuis l’́etat de ŕeférence au vecteurà m composantes de variations de longueure deséléments s’́ecrit,
en notant la transposée avec un exposantt,

e = Atu ou eb = At
bu et ec = At

cu (3)

La loi de comportement lińeaire v́erifiée par les barres s’écrit :

qb = kbeb (4)

où kb est une matrice diagonale constituée des raideurs des barres.
La loi de comportement des câbles est non régulìere : l’effort interne est non nul sous traction et nul

sous compression. Après changement de variable, on retrouve le graphe de Signorini avec pour variables
qc etRc. L’expression de la variable introduite par le changement de variable est alors donnée par :

Rc = k−1
c qc − ec − e0

c . (5)

où e0
c est la variation de longueur des câbles apr̀es assemblage (précharge).
On cherche dans la suitèa formuler le probl̀eme pŕećedent sous la forme canonique d’un système

LCP.

2.2 Formulation de type d́ecomposition de domaine

La non ŕegularit́e étant essentiellement contenue dans le comportement des câbles, il parâıt naturel
d’utiliser une approche du type de celles adoptées en d́ecomposition de domaine, après avoir śepaŕe
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les éléments constitutifs d’un système de tenśegrit́e en un sous domaine contenant les câbles, et en un
sous domaine contenant les barres. La loi de comportement des barres(4) assocíeeà l’équilibre m̀eneà
l’expression suivanteKbu + Acqc = f où Kb = AbkbA

t
b est la matrice de rigidité du syst̀eme de barres.

Celle-ci est potentiellement singulière (mais syḿetrique et positive), tout comme celle du système de
câbles,Kc = AckcA

t
c, la somme des deuxK = Kb + Kc étant suppośee ŕegulìere si le probl̀eme

est initialement bien posé. La condensation des inconnuesu peutêtre ŕealiśee en utilisant une inverse
géńeraliśeeK+

b deKb [6] : en notantR la matrice constitúee des modes singuliers deKb (KbR = 0)
et α les coordonńees possibles du déplacement sur ces modes. L’emploi de l’inverse géńeraliśee nous
permet alors d’obtenir le système(6) :{

u = K+
b (f −Acqc) + Rα

Rt(f −Acqc) = 0
(6)

La deuxìemeéquation traduit la ńecessaire orthogonalité aux modes singuliers. Une combinaison adéquate
de(6) et (5) conduit au syst̀eme qui suit :{

Wqc −NRc = g
0 ≤ qc ⊥ Rc ≥ 0

(7)

où N = kcA
t
cRM−1RtAckc − kc avecM = RtAckcA

t
cR,

W = 1 + NAt
cK

+
b Ac

etg = kcA
t
cK

+
b f + kcA

t
cRM−1Rt(f −Ackce

0
c −KcK

+
b f) + kce

0
c .

La forme trouv́ee n’est pas celle d’un LCP standard. En outre W n’est pas symétrique et ceci restreint
le champ des ḿethodes de résolution applicables, notamment exclut celles définies sur un problème
d’optimisation (GPC par exemple). De plus, la résolution de ce système peut s’av́erer côuteuse car les
modes singuliers sont nombreux.

Une formulation plus adaptée est ńecessaire. Elle peut cependantêtre encore construitèa partir de la
séparation initiale en barres et câbles.

2.3 Formulation algébrique

En utilisant simultańement l’́equilibre, la loi de comportement des barres et le changement de variable
propośe pour les ĉables, on arrivèa l’expression suivante :

Ku + AckcRc = f −Ackce
0
c (8)

Une formulation syḿetrique pourRc peut être obtenue en multipliant̀a gauche parkcA
t
cK

−1, cela
donne :

kcA
t
cu + kcA

t
cK

−1AckcRc = kcA
t
cK

−1(f −Ackce
0
c) (9)

ec = At
cu peut finalement̂etre remplaće en ŕeutilisant le changement de variable(5), et on obtient :

qc −MRc = h (10)

où M = kc − kcA
t
cK

−1Ackc eth = kcA
t
cK

−1(f −Ackce
0
c) + kce

0
c .

Finalement, nous parvenonsà la forme souhaitée d’un LCP standard :{
qc −MRc = h
0 ≤ qc ⊥ Rc ≥ 0

(11)

On peut montrer qu’outre la syḿetrie, M poss̀ede la propríet́e de positivit́e et que la dimension de son
noyau est inf́erieure ouégaleà celle du noyau deKb (hors du champ d’investigation de cet article).
Cependant, M est géńeralement singulière, ce qui complique l’analyse mathématique du problème et la
mâıtrise du comportement des algorithmes de résolution.
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2.4 Illustrations

Nous d́ecrivons dans cette partie brièvement deux cas tests bidimensionels, qui bien qu’étant des
assemblages de barres et de câbles, ne sont pas̀a proprement parler des systèmes de tenségrit́e : celui
d’un “mât” et celui d’un “cerf-volant”.
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FIG. 1 – Mât à gauche et cerf-volantà droite

– Le mât. Nous pŕesentons le cas non symétrique òu l’angleα1 est diff́erent de l’angleα2. Les ĉables
sont suppośes avoir la m̂eme raideurkc. L’ écriture de l’́equilibre dans la base(n, t), li éeà la barre,
donne les expressions suivantes :

Ac =
(
− cos α1 − cos α2

sinα1 − sinα2

)
, Ab =

(
−1
0

)
et

K = kb

(
1 0
0 0

)
+ kc

(
cos2 α1 + cos2 α2

1
2 [− sin(2α1) + sin(2α2)]

1
2 [− sin(2α1) + sin(2α2)] (sin2 α1 + sin2 α2)

)
Dans ce cas, la taille du noyau deKb, comme celle deM , est de1. CommeM est copositive plus,
l’algorithme de Lemke est applicable comme méthode directe. On peut vérifier que les diff́erents

FIG. 2 – Effort interne en fonction de la charge imposée verticalement.

algorithmes redonnent la m̂eme solution tant qu’il y a unicité (c’està dire non d́etente simultańee
des ĉables) et qu’elles ne différent que de R quand il y a plusieurs solutions différentes (d́etente
simultańee des ĉables au delà d’une charge critique).

– Le cerf-volant. Pour traiter ce cas, il fautécrire l’équilibre des4 nœuds et́ecarter ensuite les
diff érentes variables sur lesquelles les déplacements ont́et́e impośes. A ce stade, on obtient le
syst̀eme matriciel(2). Dans ce cas, la dimension du noyau deM est3.
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3 Exemple d’une nappe de tenśegrité

3.1 Description du problème

Les structureśetudíees sont des grilles planes [7], obtenues par assemblage de9 puis de256 demi-
cuboctàedre (cf.(3)) (quadruplex particulier ayant8 nœuds,12 câbles et4 barres). L’assemblage de
ces modules se fait au niveau de leurs nœuds. Connaissant unétat d’autocontrainte du module c’està
dire unétat de tension non nul vérifiant l’équilibre sans chargement extérieur, on peut d́eduire unétat
d’autocontrainte de l’ensemble. Un déplacement nul est imposé sur les bords gauche et droit de la nappe,
et des efforts verticaux constants sont appliqués sur tous les nœuds de celle-ci.

On d́enombre respectivement108 et 3072 contraintes de complémentarit́e sur ces deux cas. La ma-
trice M étant copositive plus, la ḿethode de Lemke est applicable.

3.2 Comparaison de solveurs LCP

Pour chaque ḿethode it́erative, on choisit comme solution de référence celle obtenue soit par la
méthode directe dans le cas de la petite nappe, soit celle obtenue après un grand nombre d’itérations
par Gauss-Seidel que l’on noteraRref

c . Pour comparer la qualité des solutions, on effectue le calcul
de la diff́erence entre les solutionsRi

c obtenues par les différentes ḿethodes nuḿeriques etRref
c , qui

repŕesente l’erreur donńee par la formule ci-dessous :

η =
√

(Ri
c −Rref

c )tM(Ri
c −Rref

c )/(Ri
c + Rref

c )tM(Ri
c + Rref

c )

Les ŕesultats sont donnés par la figure 3. Diff́erents param̀etres de direction de recherche, k, ontét́e
pris pour la LATIN.
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FIG. 3 – Ŕesultats de convergence sur la structureà 9 modules̀a gauche, sur la structureà 256 modules
au centre et d́eforméeà droite.

La méthode de Lemke, montre ses limites en terme de taille de matrice assez rapidement, ne conver-
geant plus au delà d’une centaine de contraintes. A cetteétape de l’́etude, il est difficile de śeparer ce qui
relève du comportement standard d’une méthode directe (qui reste performante dans le cas linéaire pour
plusieurs milliers de variables), de ce qui est dû à la singularit́e de la matrice M (dont la taille du noyau
peutêtre assez conséquent).

La comparaison des ḿethodes it́eratives en nombre d’itérations montre une dépendance vis̀a vis
de la taille du probl̀eme. Pour un problème de taille ŕeduite, la ḿethode de Gauss-Seidel converge très
rapidement ; pour la ḿethode LATIN, il existe une valeur optimale du paramètre k de la direction de
recherche, qui d́epend de la taille du problème.
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4 Conclusions

Pour conclure sur la performance des méthodes, il est encore nécessaire de faire unéetude plus
précise du côut relatif, en terme de complexité. Une comparaison plus large d’algorithmes va exiger de
fiabiliser les ḿethodes it́eratives, en particulier vis̀a vis du test d’arr̂et, car il semble que la singularité
du probl̀eme diminue la robustesse de ces méthodes̀a l’exception de Gauss-Seidel qui confirme une
robustesse d́ejà constat́ee sur d’autres types de problèmes.
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