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Résumé

Une nouvelle stratégie, basée sur la méthode LATIN, a été développée pour résoudre
les problèmes multiphysiques et appliquée avec succès à la consolidation d’un milieu po-
reux saturé. Une version multiéchelle en temps a ensuite été présentée afin de prendre en
compte les échelles introduites par les différentes physiques. Ici, on propose une approxi-
mation de toutes les inconnues sous la forme d’une superposition de champs radiaux.

1 Introduction

Pour simuler les problèmes multiphysiques comme ceux d’interaction fluide-structure,
on préfère souvent l’efficacité des méthodes de partitionnement et des techniques staggered
[3, 10, 12, 2] au calcul direct, plus coûteux. Ces stratégies permettent en outre d’effectuer la
résolution en couplant des codes de calcul dédiés à chacune des physiques.

Récemment, une nouvelle stratégie, basée sur la méthode à grand incrément de temps
(LATIN [5]) a été développée pour résoudre les problèmes multiphysiques et appliquée avec
succès à la consolidation d’un milieu poreux saturé (problème fluide-structure fortement cou-
plé). Les principes généraux et des exemples de faisabilité ont été présentés dans [1]. La mé-
thode avait été comparée à l’ISPP (Iterative Staggered Partitioned Procedure [11]), un des
schémas classiques de partitionnement.

L’utilisation de codes dédiés conduit naturellement à essayer de modéliser et discrétiser
indépendamment les différentes physiques. En effet, lorsqu’on simule des phénomènes mul-
tiphysiques, les échelles de temps et d’espace qui doivent être prises en compte peuvent être
très différentes. C’est pourquoi un aspect multiéchelle en temps a été ajouté à la méthode
pour améliorer les performances.



Dans de nombreux cas, le coût pour atteindre la convergence est lié à la complexité en
temps du chargement. Il est donc intéressant d’étudier le comportement de l’algorithme vis-
à-vis de cette complexité.

Enfin, on a introduit dans [1] l’utilisation d’une approximation des quantités cinématiques
par une somme des chargements radiaux. Cette approximation est étendue ici aux quantités
statiques afin d’accroître la modularité de l’approche et de réduire le coup de stockage.

2 Problème de référence

Décrivons brièvement un problème typique de consolidation. Un volume élémentaire re-
présentatif est constitué d’un squelette solide connecté et d’un fluide saturant remplissant
toute la porosité connectée.

L’état de ce VER homogénéisé est entièrement donné par s = (εεε, p,Z,σσσ,q,W ), définie
sur l’ensemble de la structure Ω et sur tout l’intervalle de temps [0,T ] considérés. Pour les
quantités solides, εεε désigne la déformation et σσσ la contrainte. Pour les quantités fluides, p
désigne la pression interstitielle du fluide saturant, Z son gradient, W l’opposé de la vitesse
de Darcy et, finalement, q le taux d’accumulation de fluide dans le VER.

Dans le cas linéaire, les relations de comportement sont :
– la loi de Hooke : σσσ = Dεεε−bp1 où D est l’opérateur de Hooke du squelette drainé, et b

le coefficient de Biot ;
– la loi de Darcy : W = HZ où H est le quotient entre la perméabilité et la viscosité

dynamique du milieu homogénéisé ;
– l’influence de la compressibilité : q = 1

Q ṗ+bTr ε̇εε où Q est le module de Biot.
Enfin, les équations de conservation sont découplées (au moins dans le volume) : équilibre

des contraintes et compatibilité des déformations pour la partie solide, conservation de la
masse fluide et compatibilité pour la partie fluide.

Le problème consiste donc à trouver s dans l’espace correspondant S[0,T ] qui vérifie à
chaque pas de temps les conditions précédentes.

3 La méthode LATIN pour les problèmes multiphysiques

La méthode LATIN est une statégie itérative non incrémentale qui a été initialement pro-
posée pour résoudre les problèmes non-linéaires d’évolution [5]. Elle a depuis été implantée
avec succès pour traiter les problèmes de dynamique, de flambage, de décomposition de do-
maine, etc. [9, 7, 8]. Pour les problèmes multiphysiques, la méthode complète a été décrite
dans [1]. Dans la suite, on ne rappelle que les idées principales.

À chaque itération, la statégie génère une approximation de la solution sur le domaine
tout entier et sur l’ensemble de l’intervalle de temps étudié. Elle repose sur trois principes :

– Le premier principe consiste à séparer les difficultés. Afin d’éviter d’avoir à traiter si-
multanément un problème global et un problème couplé, on forme un premier groupe
Ad contenant les équations d’admissibilité (linéaires découplées, éventuellement glo-
bales) et un second groupe ΓΓΓ contenant les relations de comportement (locales, éven-
tuellement couplées). On choisit d’inclure les conditions initiales dans ΓΓΓ. La solution
sex du problème de référence est donc sex = Ad ∩ΓΓΓ.



– Le deuxième principe consiste à chercher sex en construisant alternativement une solu-
tion approchée de Ad et de ΓΓΓ. Chaque itération comporte deux étapes :
– connaissant un élément sn∈Ad, l’étape locale à l’itération n+1 construit un élément

ŝn+1/2∈ΓΓΓ en utilisant une première direction de recherche ;
– connaissant un élément ŝn+1/2 ∈ΓΓΓ, l’étape linéaire à l’itération n + 1 construit un

élément sn+1 ∈Ad en utilisant une seconde direction de recherche, conjuguée de la
précédente afin que les deux physiques restent découplées.

La convergence de l’approche est assurée par une condition (peu restrictive) sur le choix
des directions de recherche [5].

– Le troisième principe consiste à tenir compte du fait que les approximations successives
sont définies sur le domaine et sur l’intervalle d’étude tout entiers pour représenter la
solution sur une base de chargements radiaux. Ce dernier point a été détaillé dans [5]
et sera développé pour notre cas particulier dans la suite.
Brièvement, cette approximation permet d’accroître l’efficacité et la modularité de la
stratégie en réduisant le nombre de résolutions globales à effectuer.
Dans les sections qui suivent, la méthode LATIN sans ce troisième principe sera notée
« sans P3 » ; avec une approximation des quantités cinématiques uniquement « 1/2P3 » ;
avec une approximation de tous les champs « P3 ».

4 Cas test

Le cas test proposé est le problème de consolidation d’un sol en grès de Béréa. Les char-
gements imposés sont : un déplacement U d sur une partie de la frontière, un force Fd sur la
partie complémentaire, un flux de fluide wd sur une autre partie de la frontière et une pression
de pore pd sur la partie complémentaire. On suppose qu’il n’y a pas de forces volumiques.

Pour comparer les résultats avec la stratégie ISPP, on introduit les notations suivantes : ηS

et ηF sont respectivement les contributions solide et fluide à l’erreur totale η (de telle sorte
que η2 = η2

S + η2
F ). Cette erreur est calculée vis-à-vis d’une solution de référence sex obte-

nue grâce à l’approche monolithique [1]. On décide que la convergence est atteinte lorsque
l’erreur η est suffisamment faible (moins de 1%). nT est le nombre de pas de temps dans l’in-
tervalle étudié ; nS et nF sont les nombres de résolutions globales découplées pour le solide
et le fluide (i. e. les parties coûteuses de l’algorithme).

Lorsqu’on les appliquent à des couplages forts (comme le transfert de fluide en milieux
poreux) plutôt qu’à des couplages faibles [3], certaines méthodes staggered souffrent d’une
perte de cohérence [13, 14]. L’approche ISPP retrouve cette cohérence grâce à des sous-
itérations à chaque pas de temps entre les solveurs solide et fluide. Le nombre de résolutions
globales pour chaque solveur est alors nsub×nT .

Dans la méthode LATIN sans P3, deux problèmes globaux découplés sont résolus à
chaque itération et à chaque pas de temps. Si nit est le nombre d’itérations nécessaire pour
atteindre la convergence, le nombre de résolutions globales dans chaque solveur est nit×nT .
Avec l’approximation 1/2P3 introduite dans [1], seuls un champ pour le solide et un pour
le fluide sont combinés afin de générer une base pour la solution. Une procédure automa-
tique peut être mise en place pour ne construire ces champs que lorsque c’est nécessaire à
l’amélioration de la solution.



Le cas test est le problème bi-dimensionnel de la Figure 1 dans lequel le flux du fluide est
imposé. Trois cas de chargement différents ont été simulés et les résultats sont présentés dans
le Tableau 1.
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Figure 1: Problème avec flux imposé (en haut : quantités imposées solides
et fluides, maillage ; en bas : trois cas de chargement)

ISPP LATIN sans P3 LATIN avec 1/2P3
cas test (nT ) nS +nF(nsub) nS +nF(nit) nS +nF(nit)

1 (60) 240 + 240 (4) 720 + 720 (12) 4 + 8 (16)
2 (120) 600 + 600 (5) 1 920 + 1 920 (16) 6 + 10 (20)
3 (180) 900 + 900 (5) 3 420 + 3 420 (19) 11 + 12 (21)

Tableau 1: Nombre de résolutions globales

Étudions le comportement des algorithmes face à l’augmentation de la complexité en
temps du chargement. On constate que pour un taux de convergence donné (i. e. un nombre
de sous-itérations nsub fixé), le coût de la méthode ISPP est directement relié au nombre
de pas de temps nT . En revanche, dans le cas de la LATIN avec 1/2P3, le nombre de champs
générés nS +nF (et donc le coût de la simulation) n’augmente que très peu avec la complexité
du chargement.

5 Une approche multiéchelle en temps

Dans notre cas, l’utilisation d’échelles de temps différentes pour la partie solide et la partie
fluide n’affecte pas l’étape linéaire dans laquelle les calculs sur chaque physique sont indé-
pendants. En revanche, l’étape locale demande une certaine attention puisque les différentes
physiques y interagissent.



5.1 Une étape locale multiéchelle

La méthode décrite ici est une adaptation de la stratégie micro/macro proposée dans [6, 7]
pour résoudre les problèmes multiéchelles en espace. Elle consiste à réécrire les inconnues
sous la forme s = sM + sm où sM est la partie « macroscopique » et sm le complément « mi-
croscopique ». Dans notre cas, on choisit d’exprimer les quantités fluides avec les échelles
macro et micro (p. ex. p = pM + pm) tandis que les quantités solides sont décrites uniquement
par leur partie macro (p. ex. εεε = εεεM).

En introduisant un projecteur πππ, la partie macro d’une fonction du temps f est f M = πππ f
et la partie micro est le complément f m = (id−πππ) f . L’intervalle de temps étudié [0,T ] est
discrétisé en nM sous-intervalles pour la partie solide et n sous-intervalles pour la partie fluide.
Le ratio entre les pas de temps est donc ∆tS/∆tF = n/nM .

Le système couplé qui doit être résolu à l’étape locale est alors réécrit sous la forme de
deux équations, l’une dont la résolution peut être faite sur la grille solide uniquement, l’autre
sur la grille fluide. Le calcul est effectué par une méthode de point fixe.

5.2 Résultats numériques de l’approche multiéchelle

Cette approche multiéchelle en temps a été testée sur un problème de consolidation mono-
dimensionnel. On a simulé le problème à force imposée décrit dans [1] avec la méthode
LATIN sans P3. La partie solide était décrite uniquement sur une discrétisation macro conte-
nant nM = 32 pas de temps tandis que la discrétisation fluide comportait n pas de temps.

∆tS/∆tF ηS ηF η ηF/ηS

1 12,9 10−4 17,9 10−4 22,1 10−4 1,39
2 6,47 10−4 8,97 10−4 11,1 10−4 1,38
4 3,27 10−4 4,33 10−4 5,52 10−4 1,35
8 1,72 10−4 2,18 10−4 2,78 10−4 1,26
16 1,05 10−4 1,10 10−4 1,52 10−4 1,05
32 0,82 10−4 0,71 10−4 1,08 10−4 0,86
64 0,77 10−4 0,66 10−4 1,01 10−4 0,85

Tableau 2: Contributions à l’erreur dans le cas où la partie solide est suppo-
sée avoir uniquement une échelle macro avec ∆tS = T/32

Le Tableau 2 montre l’évolution des contributions ηS et ηF à l’erreur totale η en fonction
de ∆tS/∆tF . Comme on a affaire à un problème couplé, le raffinement de la discrétisation
fluide diminue les deux contributions. Cependant, la contribution du fluide diminue plus ra-
pidement que celle du solide. On peut observer qu’il faut un ratio ∆tS/∆tF de l’ordre 16 pour
que les contributions soient du même ordre de grandeur.



6 Approximation sous forme de chargements radiaux

6.1 Une approximation adaptée des inconnues

Dans [1] et dans le Tableau 1, on a vu que le troisième principe de la méthode (une
approximation adaptée des inconnues) était nécessaire pour augmenter l’efficacité. Classi-
quement, il consiste à chercher les corrections ∆s = sn+1 − sn dans une base de chargements
radiaux. En d’autres termes, les corrections des inconnues sont exprimées comme le produit
d’une fonction scalaire du temps et d’un champ de l’espace.

Cependant, dans [1], cette approximation n’avait été mise en place que sur les corrections
cinématiques ∆εεε et ∆p, conduisant à ce qu’on désignait par la version 1/2P3. Cette approxi-
mation permettait de diminuer le nombre de systèmes globaux à résoudre mais elle n’avait
malheureusement aucune influence sur le coût de stockage. En effet, comme dans la version
sans P3, il était nécessaire de sauver la valeur des inconnues à chaque point de Gauss et à
chaque pas de temps.

Ici, nous proposons d’étendre l’approximation radiale aux quantités statiques (ce qui
sera désigné par la version P3). Cette solution ne devrait pas dégrader la convergence de
la méthode mais réduire considérablement le coût de stockage puisqu’il suffit de sauver les
quelques fonctions du temps et champs de l’espace qui sont générés automatiquement par
l’algorithme.

6.2 Influence de l’approximation radiale

La Figure 2 montre l’influence de l’approximation sur la convergence de la méthode dans
le cas mono-dimensionnel. Le nombre de pas de temps est fixé à 32 pour la discrétisation
solide et 512 pour la discrétisation fluide. Un premier calcul a été réalisé sans P3. Un second
avec seulement l’approximation des quantités cinématiques (la version 1/2P3 proposée dans
[1]). Enfin, un dernier calcul a été réalisé avec l’approximation de tous les champs (la ver-
sion P3 décrite ci-dessus). Les directions de recherche utilisées dans les trois cas étaient les
mêmes.

On constate que l’approximation radiale ne dégrade pas la convergence et est donc bien
adaptée à ce type de problème. Le Tableau 3 illustre son influence sur le coût du calcul. Il
présente le nombre d’itérations nit et le nombre de résolutions globales pour le solide nS et
pour le fluide nF qui sont nécessaires pour atteindre une erreur totale η de 1%.

sans P3 avec 1/2P3 avec P3
nS +nF (nit) nS +nF (nit) nS +nF (nit)

384+6144 (12) 16+16 (16) 24+24 (12)

Tableau 3: Comparaison du coût de la méthode LATIN avec ou sans ap-
proximation radiale (nombre de résolutions globales)

En terme de nombre de résolutions globales, il y a un ratio de 200 entre la méthode sans P3
et avec 1/2P3, et un ratio de 140 entre la méthode sans P3 et celle avec P3. Cette dernière est
cependant de loin la plus intéressante en terme de modularité : dans le cas du couplage entre
plusieurs codes éléments finis (un pour chaque problème physique), le volume d’informations
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à échanger est considérablement diminué. Si on suppose que l’étape locale est dupliquée et
effectuée dans chacun des codes, les transferts se résument à échanger une paire « fonction du
temps, champ spatial » lorsque l’étape linéaire en génère une. En revanche, dans les approches
incrémentales classiques [4], ces échanges doivent avoir lieu à chaque pas de temps.

7 Conclusion

Nous venons de décrire brièvement une nouvelle approche pour traiter les problèmes
multiphysiques. Celle-ci est basée sur la méthode LATIN et a été testée avec succès sur le
problème de consolidation d’un sol poreux saturé.

Dans la version multiéchelle en temps de la stratégie, il est possible d’utiliser des discré-
tisations différentes pour chacune des physiques. Si la résolution est effectuée en couplant
plusieurs codes éléments finis, chacun d’eux peut avoir sa propre discrétisation en temps.
Dans le cas des milieux poreux notamment, la discrétisation fluide doit être plus fine si l’on
souhaite que les contributions de chaque physique à l’erreur totale soient du même ordre de
grandeur. En outre, l’utilisation d’une approximation adaptée des inconnues a permis d’aug-
menter l’efficacité de l’approche, tant du point de vue coût de calcul que stockage.

Dans les essais numériques qui ont été réalisés, les discrétisations en temps étaient uni-
formes. Il serait intéressant d’envisager une procédure d’auto-adaptation de celles-ci. Des
travaux concenant l’utilisation d’une formulation Galerkin discontinue en temps sont aussi
en cours.

La prochaine étape sera de prendre en compte les aspects multiéchelles en espace. Une
méthode mixte de décomposition de domaine, basée sur l’approche micro-macro, a déjà prou-
vée son efficacité pour les problèmes ne portant que sur la partie solide. Elle devrait facile-
ment pouvoir être étendue à chaque physique afin d’utiliser des discrétisations indépendantes.

Enfin, la méthode doit maintenant être testée sur d’autres problèmes couplés, qui intro-
duisent éventuellement des non-linéarités.
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