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Résumé

On donne la liste (& un élément pres) des nombres premiers qui sont l'ordre
d’un point de torsion d’une courbe elliptique sur un corps de nombres de degré
trois. Mots-clés : courbes elliptiques, points rationnels, symboles modulaires
(1991 Mathematics Subject Classification : 11-G-05, 14-G-05).

Torsion of elliptic curves over cubic fields
Abstract

We give the list (up to one element) of prime numbers wich are the order of
some torsion point of an elliptic curve over a number field of degree 3. Key
words : elliptic curves, rational points, modular symbols (1991 Mathematics
Subject Classification : 11-G-05, 14-G-05).

1 Présentation des résultats

1.1 Introduction

Soit E une courbe elliptique sur un corps de nombres K. Selon le théoreme de
Mordell-Weil, la partie de torsion E(K )iors du Z-module E(K) est de la forme
Z/nZ x Z/mZ, pour n, m > 0, n divisant m. Pour tout entier d, définissons
Pensemble ®(d) des classes d’isomorphismes des groupes finis G tel qu’il existe
un corps de nombres K de degré d et E une courbe elliptique sur K vérifiant
E(K)tors ~G.

Théoréme 1.2 (Mazur, Kamienny, Merel) Pour tout d, l’ensemble ®(d) est
fini.
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(Voir [7], [15] ; on trouve dans [17] une version effective de ce théoréme, plus
précisément une borne pour l'ordre des éléments de ®(d).) Pour tout d notons
S(d) Pensemble des nombres premiers p tel qu’il existe un élément de ®(d)
dont 'ordre est divisible par p. Pour justifier 'intérét de S(d), on peut noter
qu’avant que Merel ne démontre la forme générale du théoreme 1.2, Mazur
et Kamienny avaient prouvé, a partir de travaux de Faltings puis Frey, que
ce résultat équivalait a ce que pour tout d, S(d) soit fini ([7]). Pour d quel-
conque, on dispose maintenant pour les éléments de S(d) d’une borne fournie
par Oesterlé ([16]) :

si p e S(d), alors p < (1 + 3%2)2.
Pour les petits degrés, on a des résultats plus précis :

Théoréme 1.3 (Mazur, Kamienny et al.) Avec les notations précédentes,
S(1) ={2,3,5,7}, et S(2) ={2,3,5,7,11,13}.

(On dispose méme des listes (1) et ®(2).) Dans [7], Kamienny et Mazur
conjecturent que les élément de S(3) sont inférieurs ou égaux a 19. Le but de
cet article est de prouver qu’on a un peu mieux, sous réserve d’assertions (x),
suivantes :

(*)p Le quotient d’enroulement de J;(p) est de rang nul sur Q.

(Pour la définition du quotient d’enroulement et 1'état des lieux & propos de
(*)p, voir les sections 1.5 et 2.2.)

Théoréme 1.4 Tout premier inférieur ou égal a 13 appartient a S(3). Tout
élément de S(3) est inférieur ou égal a 37. Supposons Uassertion (x), précédente
vraie pour tout p premier, 17 < p < 37. Alors si p appartient a S(3), p < 17. 1l
n’existe qu’un nombre fini (inférieur ou égal a 49) de courbes elliptiques ayant
de la 17-torsion sur un corps cubique, a isomorphisme preés (ici on dit que deux
courbes elliptiques sur deux corps E/K et E'/K' sont isomorphes s’il existe un
isomorphisme de corps de K' dans K, et un isomorphisme de courbes elliptiques
de E dans E' x 1 K ).

La démonstration, dont le plan va étre présenté a la section suivante, reprend
la méthode de Mazur avec la courbe modulaire X; a la place de Xy, et “en
réduisant en 2”. (La réduction en [ > 2 ne permet pas de donner de meilleurs
résultats que la borne d’Oesterlé, voir 1.5 ; la réduction en 2 pose en revanche
des problemes techniques nouveaux, voir 1.7 et la discussion qui lui fait suite.
D’autre part, le genre de Xo(p) pour les p considérés ici est inférieur a 3, ce qui
montre que le “critere de Kamienny cubique” (voir 2.8 et 1.10) ne peut étre sat-
isfait avec Xy, et impose donc de travailler avec X;.) Des calculs sur ordinateur
ont été nécessaires. On a par ailleurs utilisé dans un premier temps les tables
non publiées de [10], mais nos calculs avec machine sur I’homologie des courbes
modulaires nous ont permis de les retrouver indépendamment - au moins dans
les cas que nous avons utilisés - en donnant les polyndémes caractéristiques des
opérateurs de Hecke.

Je tiens a remercier Loic Merel qui a initié ce travail et m’a fait part de ses
idées, Frédéric Lehobey pour ses conseils concernant la programmation, et bien
sur Bas Edixhoven qui a encadré le tout.
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1.5 Structure de la démonstration : méthode de Mazur

On va dans cette section exposer la méthode de Mazur sous une forme générale
(pour X1, en niveau premier, degré et “premier de réduction” quelconques), puis
on explicitera en 1.11 son application aux corps cubiques. Comme précédemment,
donnons-nous une courbe elliptique E sur un corps de nombres K de dimension
d sur QQ, et P un point de E a valeurs dans K, d’ordre un nombre premier p.
Fixons un nombre premier [ différent de p. Notons £ le modele de Néron de F
sur 'anneau Ok des entiers de K (on continue & noter P son prolongement a
tout Spec(Ok)). Soit F le corps résiduel d'une place de Ok au-dessus de . Si
£ a bonne réduction en ce point, alors

#E(F) < (1+ (#F)?)?

(Hasse-Weil). Les multiples de P définissent un sous-schéma en groupes fermé
de &£ qui est fini et plat de rang p sur Ok, donc étale sur le lieu de la base
ou p est inversible, en particulier en toute place au-dessus de [ ; on en déduit
p < (1+142)2.Si € a réduction additive, alors p < 3 (voir [17], Proposition
1.4). Si £ a réduction mutiplicative non déployée, on a p < (1 4 I?) (voir la
remarque apres 1.4 de [17]). Supposons qu’en toute place au-dessus de [, £ ait
mauvaise réduction multiplicative déployée. Si la réduction de P est contenue
dans la composante neutre de £p en une place au-dessus de [, on a p < (I —1).
Supposons alors de plus qu’en toute place au-dessus de [, la réduction de P soit
d’image non triviale dans le groupe des composantes de Ep.

On va noter X (p) un modele sur Z[1/p] de la surface de Riemann X;(p)(C),
différent du modele le plus usuel : pour nous, dans toute la suite, X;(p) sera
l’objet paramétrant les couples (F, ) ou E est une courbe elliptique, et p est
une immersion fermée de schémas en groupes de p,, dans E (voir [3], 8.2.2, et [4],
proposition 2.1 ; le “modele usuel” parametre les immersions de Z/pZ dans E).
Revenons au couple (€, P) considéré plus haut. Le point P permet de définir
une immersion fermée a de schémas en groupes : (Z/p.Z)x — Ek ; on en déduit
une immersion fermée de schémas en groupes, 5 : (pp)xk — E' = Ex/im(a)
(B envoie (up)x sur le noyau de l'isogénie duale de E — E’ ; voir [9], 2.8).
Notons &’ le modele de Néron de E’ sur Og. Le couple (£/,3) donne un
point j a valeurs dans O de Xi(p), j se réduit en une pointe en chacune
des places divisant [, et chacune de ces pointes a pour image la pointe cop
dans Xo(p)(F) (on choisit sur Z[1/p] un modele quelconque pour Xo(p)). Soit
o1,...,0q les plongements de K dans une cloture algébrique de Q ; les o;(j)
se réduisent également, au-dessus de chaque place qui divise I, en des pointes
de X1 (p)(F') d’'image oop dans Xo(p)(F). Considérons la puissance symétrique
d-ieme de X1 (p) : le point (D := g1 (j) + - -+ 0q(j) est dans X;(p)?(Q). Par
ailleurs chaque pointe 0;(j)F se releve en une pointe Py ; de Xi(p) a valeurs dans
7[1/p], s’interprétant modulairement comme un 1-gone (une copie de P* qu’on
a recollé le long des sections 0 et 0o), muni d'un p, ; Py, s’envoie sur co dans
Xo(p). Le point 5 a donc la méme réduction en I que la somme de d pointes
Py := Py1+ -+ Poq. (Notons que notre choix de modele pour Xi(p) est
motivé uniquement par le fait qu’il permette d’obtenir a partir de notre courbe
elliptique &, par la construction ci-dessus, des pointes de Xi(p) au-dessus de
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la pointe ocop, de Xo(p) : cette hypothese technique est cruciale dans la suite,
pour pouvoir utiliser la formule (3.5.12) de [22] citée a la fin de 2.7. En fait,
on aurait aussi pu utiliser le “modele usuel” pour X;(p), mais il aurait alors
fallu faire une extension des scalaires a Z[1/p, (] ({p racine primitive p-ieme
de l'unité), et utiliser une “involution d’Atkin-Lehner” pour se ramener a des
pointes au-dessus de 00.)

Pour controler cette situation de mauvaise réduction multiplicative déployée,
seul cas ol on ne sait pas majorer p, on va se servir des considérations géométriques
élémentaires suivantes.

(Méthode de Mazur.) S’il existe une variété abélienne A sur Q (dont on note
encore A le modele de Néron sur Z), et un morphisme fp, : Xi(p)@ — A,
normalisé par fp,(Po) = 0 et vérifiant I’hypothése :

(H) fp,(j'¥) =0,

alors fp, n'est pas une immersion formelle en Py(IF;).

(Si fp, était une immersion formelle en Py(F;), en effet, les points j(9) et Py
seraient égaux (voir 4.13 de [17]), or j(9) est par définition non cuspidal.) La
suite de la méthode de Mazur exposée ici va consister alors a tenter de con-
struire une variété abélienne A et, pour chaque diviseur cuspidal Py qui peut
intervenir plus haut, un morphisme fp,, qui vérifie 'hypothese (H) et qui est
une immersion formelle en Py(F;). Lorsqu’on parvient & construire les fp,, on
élimine la possibilité de réduction multiplicative déployée pour tout £ comme
ci-dessus, et on majore donc p en fonction de [.

Pour satisfaire a 'hypothese (H) de la méthode de Mazur, il est naturel de
prendre pour A une variété de rang nul sur Q : en attendant d’étre nuls, les
points fp, (j(d)) seront automatiquement de torsion. Pour cela, considérons le
quotient d’enroulement de Ji(p), qu’on définit comme pour Jyo(p) (voir [17]) -
rappelons brievement comment. On considere le premier groupe d’homologie
singuliere relative aux pointes de X1(p)(C) : Hi(X1(p)(C), pointes; Z). Si a
et b sont deux éléments de P'(Q), le symbole modulaire {a, b} est I'élément de
Hi(X1(p)(C), pointes ; Z) défini par I'image de n’importe quel chemin continu
reliant @ & b sur le demi-plan de Poincaré auquel on a ajouté I'ensemble P! (Q) de
ses pointes. On a un isomorphisme d’espaces vectoriels réels : H;(X;(p)(C); Z)®
R ~ Hom¢ (HO(X1 (p)c; QY, (C), que définit I'intégration. L’image réciproque
par cet isomorphisme de la forme linéaire “intégration le long de {0,00}” est
appelée [’élément d’enroulement, noté e ; il est a coeflicients dans Q selon un
théoréme de Manin et Drinfeld (voir 2.1). Pour tout entier n, et tout entier
m premier a p, on définit classiquement la correspondance de Hecke T, et la
correspondance losange (m) (voir par exemple [3], 3., 7.3 et 8.3) qui induisent
des opérateurs sur H;(X1(p)(C), pointes; Z). Ces correspondances définissent
des endomorphismes T}, et (m) de Ji(p)g, qui engendrent T, (), 'algebre de
Hecke pour T'y(p). (Si A est un polynéme en les T, et (m), on notera A son
image dans I'algebre de Hecke Tr, (,.) Cette algebre agit sur les objets qui se
déduisent de Ji(p), comme H®(Xi(p)c; Q) ou Hi(X1(p)(C); Z). Notons A
l'idéal annulateur dans Tr, (,) de e. Le quotient d’enroulement Ji est la variété
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abélienne quotient Ji(p)/AcJi(p). Une généralisation, qui semble encore con-
jecturale (- voir cependant [8] et [20] -), d’un théoreme de Kolyvagin-Logachev
permet de montrer comme dans le cas de Jy (théoreme 3.9 de [17]) :

Conjecture 1.6 Le rang de J{(Q) est nul.

(C’est 'assertion (x), de la section précédente, qui est encore un cas particulier
de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer ; voir 2.2.) Dans la suite de cette
section, on supposera cette conjecture vraie. Pour vérifier ’hypothese (H), on
a besoin du résultat suivant (montré en 2.3).

Lemme 1.7 Soitl un nombre premier, A un Z-schéma en groupes de section
neutre e, P un point de A a valeurs dans Z tel que P soit de torsion, et
Pr,=ep,. Sil>2, P=ec;sil=2, et P#e, alors P engendre un 127,05, -
Maintenant notons Aj‘ l'idéal de Tr,(,) qui annule A, et donnons-nous deux
éléments de Tr, () : {1 appartenant a AeL, et to valant 1 si [ > 2, annulant tout
p2 immergé dans Ji(p)z,, si | =2 ; considérons le morphisme fp, :
{ X)) —  np) = Li(p)
Q— (Q—PF) —tit(Q— PRy).

La seconde fleche se factorise par Ji(p) — Ji, et le lemme précédent montre
que fp, vérifie 'hypothese (H) de la méthode de Mazur. (Ici se manifeste
implicitement une nouvelle difficulté technique due au fait qu’on veut pouvoir
réduire en 2 : si on réduisait en [ > 2, on pourrait considérer plus simplement
la fleche quotient Ji(p) — J§ (au lieu de multiplier par ¢;), et en déduire par
des résultats de Raynaud une injection sur les espaces tangents correspondants
qu’on utiliserait dans le critere 2.8 (voir 1.10). Mais ces résultats de Raynaud
ne s’appliquent pas en 2 (voir [17], section 4.8).)

Les propositions suivantes, montrées en 2.5 et 2.6, permettent de construire
des éléments t1 et t9 comme ci-dessus.

Proposition 1.8 Si g est un nombre premier différent de p, alors aq := (T —
q{q)—1) annule la torsion Q-rationnelle d’ordre premier a pq de J1(p), et la cor-
respondance A, := (T, —q@ ~1).(T,— @) —q) envoie Hi(X1(p)(C), pointes; Z)
sur H1(X1(p)(C); Z).

Lemme 1.9 Avec les notations qui précédent, soit t un élément de Tr, (),
et P(X) = [[i~, Pi(X) son polynome minimal sur Q décomposé en facteurs
irréductibles ; supposons que P(X) est de degré dimg(Tr, ) ® Q). Notons
I'={jeN| (P/P))(t).e =0} Alorsty = [[;c; Pj(t) est élément de AL. De
plus Uensemble J = {j € N | (P/P;)(t).(4,.{0,00}) = 0} contient I.

Il suffit alors de donner un critere permettant de savoir si un morphisme fp,
comme ci-dessus est immersion formelle en Py(F;) : c¢’est la proposition 2.8, qui
est une généralisation du “critere de Kamienny” pour I'y. Enon(;ons ce critere,
en résumant toute la méthode qui vient d’étre exposée.
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Théoréme 1.10 Soit d un entier, p un nombre premier. Supposons I’hypothése
(*)p de 1.1 vérifiée. Choisissons un nombre premier | différent de p, et deux
éléments t1 et ta de Tr (), le premier dans .AEL, le second égal a 1 sil est

différent de 2, et sil = 2 annulant les ps immergés dans Jq (p)Z<2>. Considérons

les familles :

(tr.toTh, t1.tTo, ..., trtoTy,, tita(de)Ty, tita(do)Ts, ..., t1.ta(d2)Thy, ...,
ey trto{dm) Ty, tyta(dm)To, ..., t1.ta(dm)Th,,),

pour toutes les partitions de d en sommes d’entiers positifs : d =Y ;" n;, et

pour chacune tous les m-uplets (dy, da, ..., dp) avec 1 < di,..., dp < (p —

1)/2, les d; étant deux a deux distincts.
Sip>(1+ ld/2)2, et si toutes les familles précédentes sont Fi-libres dans
Tr,(p) ® Fi, alors p n'est pas élément de S(d).

Encore une fois, les propositions 1.8 et 1.9 permettent de construire des ¢;
comme dans le théoreme. Notons par ailleurs que, comme on le démontre en
2.7, la conclusion du théoreme reste vraie si on choisit, pour chaque famille
correspondant a une partition de d, une paire d’opérateurs t; et to vérifiant
les hypothéses du théoreme. La théorie des symboles modulaires permet de
ramener la vérification des indépendances linéaires de 1.10 a des calculs qui,
pour des petits degrés, sont effectuables, comme on va le montrer dans la suite
pour d = 3. Explicitons ce que devient la méthode de Mazur dans ce cas.

1.11 Application aux corps cubiques

Dans le cas des corps cubiques, on va d’abord montrer que S(3) contient
{2,3,5,7,11,13} (on sait que S(1) = {2,3,5,7}, et on va montrer en 2.9 que
S(3) contient 11 et 13). On connait par ailleurs le majorant d’Oesterlé : si p est
élément de S(3), p < (1 +33%/2)2, donc p < 37. Comme on I'a remarqué en 1.1,
cette borne est la méme que celle de Weil en réduisant en 3, donc on doit réduire
en 2 pour 'améliorer. Soit p un nombre premier parmi {19, 23,29, 31,37}. Pour
tout triplet de pointes Py de X1(p)®), Py étant d’image 0o®) dans Xo(p)®), on
construira un morphisme fp,, en exhibant un élément ¢; de AL (1.9), et en
prenant pour tg un opérateur de type a, (1.8). Si on suppose vraie I’assertion
(¥)p de 1.1, tous ces morphismes vérifieront I’hypothese (H) de la méthode de
Mazur. Pour montrer que ces morphismes sont des immersions formelles en
Py(F;), on utilisera le critere suivant.

Proposition 1.12 (Critére de Kamienny cubique.) Avec les notations de 1.10,
si les familles :

° (tl.tg.Tl, t1.t0. 15, tl.tQ.Tg),
° (tl.tg.Tl, tl.t2.<d>, tl.tQ.Tg), et
° (tl.tQ.Tl, tl.t2.<d1>, tl.t2.<d2>)

sont toutes libres dans Tp, () @ Fy (avec 1 < d,dy,d2 < p/2, et dy < d3), alors
chaque morphisme fp, est une immersion formelle en Py(F;).
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Ce critere sera vérifié pour les p sus-cités, avec des calculs explicites pour 19
(4.2), par des calculs sur ordinateur pour les autres (section 5) ; ce qui les
exclura de S(3). Restera enfin le cas de 17, discuté dans la section 4.3.

2 Preuve des résultats utilisés dans la section 1

2.1 Théoréme de Manin-Drinfeld pour I’

On donne ici une preuve du théoreme de Manin-Drinfeld pour I'1 (V) (N entier
quelconque). Soit ¢ > 7 un nombre premier qui ne divise pas N. Les bornes de
Weil montrent que det(A,) € Z (voir 1.8) est non nul ; et A} := det(Aq).A;1
appartient & End(H;(X1(N)(C); Z)). Par ailleurs la proposition 1.8 donne que
élément A,.{0,00} de H;(X1(N)(C), pointes; Z) est de bord nul. Les égalités
(dans H1(X1(N)(C); Z) @ R) :

det(Ag).e = A% Ag.e = A7 A;.{0,00}

ont donc lieu dans H1(X;(N)(C); Z).

2.2 A propos de 1.6

Dans [17], théoréme 3.9, on montre que le quotient d’enroulement de Jo(NN) sur
Q est de rang nul (N quelconque). Dans le cas de Ji(p), on a de méme une
isogénie :
J1(p)o = Scq.r(Jy),

ou la somme est prise sur les orbites sous I'action de Galois de toutes les formes
nouvelles en niveau p. Avec les notations de 2.6, le théoréme 3.5 de [17] permet
d’écrire Ae @ Q = Sy r/1(f1)=0f, Puisque L(f,1) = 27 (e, f). On en déduit
des isogénies :

T Q) = (hP)/ASE)Q) = [ (1@)/(Tr,p).0/R)AE)Q) —

Rf§ZA6,Q

- H J(Q).
Gof/L(f,1)#0
Dans la décomposition équivalente de Jp, on sait par un théoreme de Kolyvagin-
Logachev que ces Jy a fonction L non nulle en 1 sont de rang nul sur Q. Pour
J1, ce n’est pas encore prouvé (voir pourtant [8], et [20]).

2.3 Preuve de 1.7
On prouve plus généralement :

Proposition 2.4 Soit R un anneau de valuation discrete v d’inégales car-
actéristiques, de corps de fractions K et de corps résiduel k de caractéristique
[. Soit r un élément de R, de valuation non nulle. Soit G un R-schéma en
groupes de section neutre e, et P un point de torsion de G(R) tel que P = e

dans G(R/rR). Alors l’ordre de P est une puissance l™ del, et v(l) > ¢(I").v(r)
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(¢ désignant lindicateur d’Euler). En particulier, si on al =2, R non ramifié,
P, =ep et P # e, alors P est d’ordre 2 ; de plus dans ce cas la réunion de P
et e est un sous-schéma en groupes, tsomorphe a pio.

Cette proposition, dont la preuve est dans ’esprit de [5], exposé IX, 4.7.1 est une
généralisation du lemme 4.14 de [17], et une variante de résultats de Raynaud
(voir par exemple le théoréme 3.3.3 de [19]). On peut supposer R complet.
Notons N l'ordre de P. Choisissons un voisinage affine V' de e(k). Soit Hx le
fermé de la fibre générique de G défini par 'union des multiples de Pk, et H son
adhérence schématique dans V. La preuve du lemme 4.14 de [17] montre que H
est un schéma en groupes affine (dont on notera H I'anneau des coordonnées)
qui est commutatif, fini et libre sur R, de rang N. Si N était premier a I,
H serait étale sur R ; on en déduit, en considérant un multiple convenable de
P, que N est une puisance {" de [. Si n = 0, '"énoncé est trivial : supposons
n > 0. L’action du schéma en groupes H sur lui-méme par translation fournit
un morphisme de R-schémas en groupes : H — GL» g. L'image de P dans
G L (R) obtenue via ce morphisme permet de voir H comme un module sur
R[X]/(X" —1). Soit K’ une extension finie de K qui contient une racine de
I'unité d’ordre ", qu’on notera (i ; soit R’ la cloture intégrale de R dans K.
Soit H' le quotient de H ®p(x)/(xin_1) ' par sa partie de R'-torsion ; c’est un
module libre non nul sur R'. Comme P = e dans G(R/rR),on a (¢ —1) =0
dans R'/rR', et donc v(r) < v({n — 1) = v(l)/#(l"™). Supposons enfin [ = 2,
R non ramifié en 2, P, = e, et P # e ; P est d’ordre 2 par ce qui précede.
De plus, pour tout R-schéma en groupes H' de rang 2 sur R il y a une fleche
canonique (Z/2Z)r — H'p. En passant par les duaux de Cartier, on voit que
lapplication canonique (Z/2Z)r — (p2)r se factorise par H. Or l'algebre de
(12) R est de co-longueur 1 dans celle de (Z/2Z)g : donc Hr ~ (u2)g. O

2.5 Preuve de 1.8

Soit n un entier premier a pq, et P un élément de J1(p)r, (Fy)[n]. Le Frobenius
absolu F,; de la fibre de Ji(p) en ¢ et son isogénie duale V, (Verschiebung)
vérifient les relations : Fy, + (q)V, = T; (Eichler-Shimura), et F;,.V; = ¢. Donc
Ty(P) =P+ (q)V4(P) = (14 q.(¢))(P). Puisque la n-torsion de J;(p) est finie
étale sur Z[1/pn], Vopérateur a, annule la n-torsion Q-rationnelle de Ji(p), ce
qui est la premiere assertion.

Pour la seconde, utilisons le lemme de Cremona (3.7) pour choisir un systeme
de représentants dans P!(Q) des pointes sur C, par exemple {((11), 1 <ac<
(p—1)/2} U {(Z), 1 <a<(p—1)/2} (le premier ensemble est celui des pointes
au-dessus de 0 dans Xy(p), le second celui au-dessus de 0o0). La correspondance
de Hecke Tq agit sur ces diviseurs par multiplication a gauche par les matrices
suivantes ([3], 3.4.1) :

=& (55 )en(i )

ol 04 est un élément de SLy(Z) congru a < g 2 > mod (p) (pour z un entier,
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on désigne par T un autre entier congru a l'inverse de z mod (p)). Remarquons
que sur le systeme choisi de pointes, on a pour action des correspondances

losanges : (d>(clb) = (d%a) et (d).(;)) = (dl')a). On vérifie alors facilement (en

distinguant selon que a est premier ou non a p) que Tq.(i) = (q(q) + 1)((11), et

que Ty-(%) = (@) + @).(%). O

2.6 Preuve de 1.9

En niveau premier, I’algebre de Hecke tensorisée par QQ s’écrit comme un produit
Tr,p ®Q = Hle R;, ou les R; sont des corps de nombres (théoreme 3.5 de
[17]) (ce qui implique que les racines de P sont toutes distinctes) ; et A @ Q =
[Lic; Ri, A ©@Q = [;jz; R;. D’ou la premiere assertion. (Remarquons qu’a la
place de ’hypothese faite en 1.9 sur le polynéme P, une hypothese légerement
plus faible aurait suffit.)

L’élément ;1;.{0,00} de Hi(X1(p)(C), pointes; Z) est de bord nul, par la
proposition 1.8. Il définit par I'intégration la méme forme linéaire que A,.e €
Hi(X1(p)(C); Q) ; donc ces éléments, appartenant a Hi (X (p)(C); Z), sont
égaux. D’ou la seconde assertion. O

2.7 Preuve de 1.10

Etant donnés les résultats de la section 1.5, il suffit de montrer la proposition
2.8, qui est une généralisation du “critere de Kamienny”. Plagons-nous dans
une situation un peu plus générale qu’en 1.5. Soit [ un nombre premier, N un
entier premier a [, et Py un point de X;(N )(d)(Z(l)) qui s’écrit sous la forme
Py = Zﬁl n; Py, les Py; étant des pointes a valeurs dans Z(l) deux a deux
distinctes, d'image ooz, dans Xo (p)Z(l). Comme on le voit avec I'interprétation
modulaire des Fp; donnée en 1.5, ces pointes sont conjuguées sous ’action des
opérateurs losanges : pour chaque entier j inférieur a m, désignons par d; un
entier tel que Py1 = (dj).Fo;. Soit ¢ un élément de Tr () ; notons fp, le
morphisme X;(N )(d) — J1(p) construit comme en 1.5, qui & un point @) associe

t(Q — P).

Proposition 2.8 Avec les notations qui précédent, fp, est une immersion
formelle en Py(IF;) si et seulement si la famille

LTy, Ty, ..., t.Th,, t.(d2)T1, t.(d) Ty, ..., t.{d2) Ty, ...,

ooy t{dp) T, tA{dm) T, .., tA{dm)Th,,)
est Fy-libre dans T, (n) @ ;.

Preuve. (Voir [17], (4.16), (4.17), (4.18).) Il suffit de prouver que I’hypothese
de la proposition est équivalente & ce que 'application tangente a fp, en Py(F;)
soit injective. On va donc montrer que la famille de la proposition est I'image

(d)

par I’application tangente & fp, d’une base de I’espace tangent a X (N )Fz en

Po(FF;). Dans la suite, on désignera Py(F;) (respectivement Py ;(IF;)) par Py (re-
spectivement P ;). Si g est une coordonnée formelle de la courbe X (N)p, en
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Po1, X1(p)r, a la coordonnée formelle (d;)*q au point P, j, donc Xl(N)fél a les
coordonnées formelles q1, ..., qny, ({(d2)*q)1, .-, ((d2)*@)ny, ---
(dm)* D15 - - ({dm)*@)n,, au point (Po1,..., Pom), et Xl(N)]gff) a comme co-

ordonnées formelles en Py les :

Ul(qlu cee 7QTL1)7 02(Q1; cee )QTL1)7 ey O'nl(QM o 7%11)7
01((<d2>*Q)17 SRR (<d2>*Q)n2)v SRR UnQ((<d2>*Q)1v e (<d2>*Q)n2)7
o1 (({dm) D1, - ({dm) D)y -5 Ong (((dm) @)1 - -+, (i) D),
(on a noté oj(x1,...,x;) le j-ieme polynome symétrique élémentaire en k vari-

ables, somme de tous les produits de j variables distinctes). Notons ( N, 1<
Jj <m,1<i<n; cesystetme de coordonnées formelles : les dsZ’ forment une
base de CotﬁO(Xl(N)I(FCf)). Soit F' I'application naturelle : X;(N) — Ji(N),
normalisée par Py1 + 0, et pour tout élément w de Cotoy, (J1(N)g,), no-

tons (_,>; an(w)q")(dg/q) le développement de Fourier en Py de la forme
différentielle F*(w) sur X1 (NV)p,.

gy - . f
Considérons la composition de morphismes : Xi(N)? 2 X (N)@ i
J1(N), avec ® le morphisme projection, et posons Sp(zi,...,z;) = Zle xy
pour tout entier n et tout k-uplet d’indéterminées (xy,...,z ). Soit w un

élément de Coto, (J1(N)r,) ; le développement de Fourier de ®*.f7 (w) en
(Po,l, PN P(),m) est :

" fp, (w ZZ )tw)n” dS(({d;) @)1, -, ((dj) Dy ).

Les relations de Newton donnent Z?ZO(—l)ij(:cl, ey ). Op—j (X1, . Tg) =
0 (pour tout n compris entre 1 et k), d’ott n1dS,(((dj)*q)1, - .., ({(d;j)*q)n,) =
(=1 tdon (({dj)*q)1, - - -, ({d;)*q)n;) (pour tout n compris entre 1 et nj). On

en déduit donc I'égalité dans Cotp (X1 (N )]gff)) :

m

Ipy (W Z (a1({d;)-tw)ds,” —az({d;).t.w)dsy’ +- - -+(=1)" " ap, ((d;).t.w)dsy’ ).
7=1

Le fait qu’on soit en des pointes de X (p) au-dessus de oo € Xo(p) (I’ “hypothese
cruciale” mentionnée en 1.5, juste avant “Méthode de Mazur”) entraine la re-
lation ai(T5,f) = an(f) pour tout n et toute forme modulaire ([22], 3.5.12) ;
ce qui permet de déduire de I'égalité precedente que 'application tangente a
fp, en Py envoie # sur (—1)7 1 (dj)T, ( glog,). Or Tang, (J1(N)g,) est un

Tr,(v) ®z F;-module libre de rang 1 de base aTq|01Fl (cela se montre exactement
de la méme fagon que pour Jy, pour laquelle c’est fait par exemple en 4.2 de

[17]). O
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2.9 Existence de torsion cubique d’ordre 11 et 13

Montrons d’abord que Xj(11) posseéde une infinité de points a valeurs dans des
corps cubiques. Cette courbe modulaire est une courbe elliptique sur Q (puisque
propre, lisse, géométriquement connexe, de genre 1 (voir 4.1), munie d’un point
(une des pointes rationnelles par exemple)) et posseéde donc une équation de
Weierstrass. La fonction 3 donne un morphisme : X;(11) — P!, de degré 3. Or
le théoréme de Hilbert assure que Q est hilbertien, i.e. P'(Q) n’est pas mince
(voir [21], chapter 9). Ce qui signifie qu’il existe un sous-ensemble de P!(Q)
dans le complémentaire infini duquel chaque point Q-rationnel se releve en un
point fermé de degré 3 de X;(11) ([21], 9.2, proposition 1). (Bien str, comme
me I’a fait remarqué Ph. Satge, on peut aussi invoquer le théoreme de Mazur
sur S(1) )

Considérons maintenant ’action du groupe des opérateurs losanges, iso-
morphe a Fj;/(£1) ~ Z/6Z, sur X;(13). Le quotient de cette courbe par le
sous-groupe d’ordre 3 du groupe des losanges, X1(13)/(Z/37Z), est de genre nul,
comme on le calcule avec la formule de Hurwitz (on le voit d’ailleurs directement
dans les tables de [10], en constatant qu’aucune forme propre de S2(X1(13),C)
n’est stable par (Z/37Z)). Comme il posséde un point rationnel, il est isomorphe
a IF’}@. Le degré du morphisme naturel de X;(13) vers ce quotient étant 3, on
conclut comme plus haut.

Remarque On trouve dans [18] des paramétrisations de courbes elliptiques
(a j-invariant entier au-dessus de 2, 3, ou 5) ayant de la 11 ou 13-torsion sur
des corps cubiques.

3 Résultats sur les symboles modulaires pour I’y

3.1 Présentation de Manin

Pour vérifier par le calcul (éventuellement sur ordinateur) le criteres 2.8, i.e.
I’hypothese d’indépendance linéaire de 1.10, on a besoin d’expliciter I'espace
Tangy, (J1(p)r,). Or cet espace est un Tr, () @ Fj-module libre de rang 1, et on
a par ailleurs une représentation fidele de Tr, () dans H1(X1(p)(C); Z) (voir
1.5). On se sert donc, pour calculer 'espace tangent, de la présentation de
Manin de cet espace d’homologie, pour laquelle on doit donner un relevement
de l'action de générateurs de Tr, () (opérateurs de Hecke T,, et opérateurs
losanges), en généralisant légerement [14], chapitre 2 (voir aussi [1], ou des
calculs sur les symboles modulaires pour I'y sont décrits. Signalons cependant
que les notres sont un peu différents, en particulier pour ce qui est des opérateurs
de Hecke : Cremona calcule leur action directement sur ’homologie, alors que
nous travaillons dans l'espace engendré par les symboles (théoreme 3.4)).
Rappelons quelques faits et notations. Soit G un sous-groupe d’indice fini
de SL2(Z) ; on peut définir sur C la courbe Xg, et ses symboles modulaires
comme en 1.5. Notons Rg un systeme de représentants des classes a droite
de G dans SL2(Z). On considere Hi(Xg; Z) comme un sous-groupe (noyau
de l'application “bord”) de Hj(Xg, pointes; Z). On note & le morphisme de
groupes de Z[Rg| dans Hy(Xg, pointes; Z) quia g = (a,b; ¢,d) € G\SLy(Z) as-
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socie {g-0,g- 00} = {b/d,a/c} . (On peut définir £ sur tout GL2(Q), comme on
le fera dans le théoreme 3.4.) Notons o := (0,1; —1,0) et 7 := (0,—1; 1,—1) les
habituels générateurs de SLy(Z), qu'on fait agir sur Rg a droite. On désignera
par Z[Rg|® (respectivement, Z[Rg]™) 'ensemble des éléments de Z[Rg] stables
par l'opération de o (respectivement, 7). Notons enfin 0 : Z[Rg] — Z,{pointes}
I’opération “bord”.

Théoréme 3.2 (Présentation de Manin) Les suites :
Z|Rg)” x Z[Rg]" * Z[Rg] * Hi(Xg, pointes; Z) — 0

et
Z[Rg|” x Z[Rg]" 5 Ker(6) > H1(Xg: Z) — 0
sont exactes.

(C’est le théoreme 1.9 de [11].) Dans le cas ou G = I'1 (V) pour un entier N, on
choisit pour Rg I'ensemble P (Z/NZ) = {z € (Z/NZ)? | x est d’ordre N}/(£1),
grace a la bijection :

Ty (N) < - > — (@d) = (c,d) mod (N).

L’application ¢ de I'1(N)\SL2(Z) vers H1(X1(N)(C), pointes; Z) s’identifie

alors & une application de P (Z/NZ) vers la méme chose :

wen={(3 202 1) =)= (i3h

avec w, t, relevements dans Z de w et t € Z/NZ et a,b € Z tels que (a,b; w,t)
soit dans SLo(Z). (On notera £ cette application sur les matrices, et &; sur les
éléments de P (Z/NZ).)

Relevons maintenant les opérateurs de Hecke et les losanges sur cette présentation.

3.3 Reléevement des opérateurs de Hecke

Fixons pour toute cette partie un entier N (le niveau). Pour n entier notons,
comme dans [3],

AT(N) = {M € My(Z) | det(M)=n >0, M= < (1) : ) mod (N)},

et
A(N) = | AT(Y).
n>0
Supposons n premier au niveau N. L’action de 'opérateur de Hecke T, sur
H(X1(N)(C); Z) se déduit par linéarité de ’action sur les symboles modulaires
: T - {a,b} = ZQGFI(N)\A?(N){(X ~a,a - b} (voir [3], 3.3). Donc si R, est un
ensemble de représentants des classes de I'1 (V)\ A} (V), pour tout g de SLy(Z),
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T, o §(9) = > acr, §(a - g). Pour 'opérateur losange (n), si on choisit dans
SLy(Z) un reléevement o, de (n=1,0; 0,n) € My(Z/NZ), on a, pour tout g de
SLy(Z), (n) o &(g) = &(on - g). Reprenons les notations et définitions de [14] :
I’application Z-linéaire

Z[P(Z/NZ)] x Z[A1(N)] — Z[P(Z/NZ)]
((w,t),<i Z)) — (aw + te, bw + di)

permet de considérer les éléments de AT(N) comme des endomorphismes de
Z[P(Z/NZ)] (dont on notera o l’action) : on ne distinguera pas par la nota-
tion entre les deux dans la suite. Soit enfin & : A(N) — I'1(NV)\SL2(Z)
Papplication qui a (a,b; ¢,d) associe I'élément I'1(N)(u,v; w,t) avec (w,t) =
(¢,d) dans P (Z/NZ). Un relévement de Iopérateur T est un élément 7 de
ZIAL(N)] tel que To& =¢€0T.

Soit a et 0 deux rationnels. On appelle chaine formelle reliant o a (8 de
niveau n un élément S de Z[A}(1)] de la forme Zz;é(uk, U415 Uk, Vk+1), aVeC
up/vo = @, ug/vg = [ ; si M est un élément de SLy(Z), on dit que S est de
classe M si, pour tout k, (ug,ukt1; Uk, Vp41) est dans la méme classe a droite
de AT(1)/SL2(Z) que M.

Théoreme 3.4 Soit n un entier premier a N. L’élément

0, = > o5,
geAT(1)/SL2(Z)
(Sy chaine formelle de classe g reliant oo a 0) est un relévement de l'opérateur

de Hecke ﬁ, et ’homothétie
n 0
2=(5 )

en est un de l'opérateur losange (n).

Preuve Soit v = (a,b; ¢,d) dans SLs(Z), d’image (¢,d) dans P (Z/NZ). Pour
la seconde assertion, il suffit de remarquer que

e =lon ) =atedo (5 o P=eet-(§ o

Quant a la premiere, elle se démontre mutatis mutandis comme dans le théoreme
5 du chapitre 2 de [14], ou elle est énoncée pour 'y : rappelons brievement
comment. Notons R, un systéme de représentants de AY(1)/SLa(Z). Soit g
dans AY(1). La théorie des fractions continues montre qu’il existe une chaine
formelle S}, = Zzgzl gk, formée d’éléments de SLy(Z), reliant g~ - 00 & g~ -0
(voir [14], proposition 5) ; donc g - Sy = S, est une chaine formelle de classe g
reliant oo & 0. Soit & nouveau 7 dans SLy(Z). On a :

€00, 0 (T1(N)Y) = yer, it E(@(gar)) = Y > E(@(v9)9r)

gERA k=1

=Y er, E@(9)g™) =D L@(vg)g! < g 2 >).

gERR
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Par définition de ®, la seconde ligne de ®(vg)g~'(n,0; 0,n)y ! - (notons M, ,
cette matrice) - est congrue modulo () a celle de la méme expression sans ¢
: donc My, appartient a AT(N). L’ensemble I'1 (V)\A}(N) a le méme cardi-
nal que A}(1)/SLa(Z), comme le montre le lemme 3.5 ci-dessous, et puisque
lorsque g décrit R, les matrices M, , sont deux a deux non conjuguées par mul-
tiplication & gauche par un élément de I'1 (N), {M, 4, g € Ry} est un ensemble
de représentants de I'; (N)\AT(N). On a donc bien

£000(Mi(N)Y) = Y. &lay)=T,0&I1(N)y). O
a€l (N)\AT(N)

Lemme 3.5 L’application naturelle : T1(N)\A}(N) — SLa(Z)\AT(1) est une
bijection.
Preuve Cette application est clairement injective. Soit M; = (a,b; ¢,d) un
élément de A7(1), et n’ dans Z tel que n.n’ =1 mod (N) : la matrice My =
(n'.d,—n’.b; —c,a) mod (N) appartient & SLy(Z/NZ). Soit My = («, 3; 7,0)
un relevement dans SLs(Z) de M; ; alors la classe dans I'1(N)\AZ(N) de
M. M, s’envoie sur celle de M; dans SLg(Z)\AY}(1). Donc Papplication est
surjective. O

La preuve du théoréme 3.4 fournit une méthode pour calculer a la main
des relevements ©,, des opérateurs de Hecke T,,, si on dispose d’un ensemble de
représentants de AT(1)/SLa(Z). Ce que fournit le

Lemme 3.6 Pour tout entier n > 0, l’ensemble

d 7y
— < <
Ry {(0 n/d)eMg(Z)telqueO<d\n etO_rd_d}

est un systéme de représentants de A} (1)/SLa(Z).

Preuve C’est la proposition 9 du chapitre 2 de [14]. O

Application On peut donner comme exemple des relevements des opérateurs
de Hecke T» et T3 qui nous intéressent dans le cas des corps cubiques (1.12),
comme dans [14], 2.2.3 :

9, = (1,0;0,2)+(2,0;0,1) +(2,1;0,1) + (1,0; 1,2), et
(1,05 —1,3).

Pour pouvoir déterminer ’homologie absolue, donc le noyau de ’opération
“bord”, on reconnait ’équivalence de pointes grace au lemme suivant (voir [1],
lemma 3.2) :

Lemme 3.7 (Cremona) Soit « = p/q et B = r/s deux pointes écrites sous
forme irréductible. Alors o est conjuguée de 3 sous l'action de I'1(N) si et
seulement si ¢ = es mod (N) et p=es mod (pged(N,q)), avec e = 1.
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On peut alors implémenter I’homologie absolue sur machine. Notons F; =
Vect(symboles modulaires) = Vect({(a,b) € (Z/NZ), (a,b) = (—a,—b)}), E2 =
Ker(d), E3 = Vect({(c,1) 2 <c < (p—1)/2), (0.d) (1 <d < (p—1)/2)}),
Ey = Vect({z + z.0,2 + z.7 + x.72}). On a H;(X;1(p)(C), pointes; Z) ® F; ~
E\/E4, et Hi(X1(p)(C),; Z) @ F; ~ E3/FE}y ; on travaille dans E; (pour faire
agir des opérateurs), on projette le résultat sur Eo parallelement a E3, puis
sur un complémentaire de E4 dans Fs - ou, lorsqu’on travaille dans I’homologie
relative aux pointes, on ne fait que la seconde projection.

4 Explicitation de I’algebre de Hecke en petit niveau

4.1 Engendrement de D’algebre de Hecke par les opérateurs
losanges

Soit C' une courbe sur un corps, de genre strictement plus grand que 1. L’application
o Aut(C) — Aut(Jac(C)) est injective, d’apres [2], Theorem 1.13. Notons D,

la sous-algebre de End(Ji(p)) engendrée par les opérateurs losanges. Pour p
premier supérieur a 4, le genre de X (p) est g(X1(p)) = (p—5)(p—7)/24 (cela
découle facilement de la présentation de Manin, par exemple). Donc si p > 13,
9(X1(p)) > 2, et il y a dans D, un élément d’ordre (p —1)/2.

L’application Z[X]/(X®~1/2 —1) — D, qui & X associe un générateur du
groupe des losanges, est surjective. Notons Abg ® Q la catégorie des variétés
abéliennes sur Q tensorisée par Q (les objets restent les variétés abéliennes
sur Q, mais on tensorise par Q les Z-modules des morphismes entre variétés
abéliennes). Dans cette catégorie, l'application précédente donne que Ji(p) est
un foncteur en modules sur [[,,,_1)/2 Q[¢n] (0l ¢, désigne une racine primi-
tive n-ieme de 'unité). Remarquons que si g(Xo(p)) > 0 le facteur Q = Q[(1]
(correspondant au cas “losanges d’action triviale”) dans la décomposition de
Q[X]/(X®=1/2_1) est dans le support de End(.J;(p)) ®Q, puisqu’il correspond
a End(Jo(p)) ® Q. De plus, d’apres ce qui précede il existe dans D, un élément
d’ordre maximal, donc si par exemple (p—1)/2 est une puissance d’une nombre
premier, le facteur Q[((,—1)/2] est également dans le support de End(J1(p)) ® Q.
En niveau 17 et 19, on peut alors montrer par des considérations de dimen-
sion que ces deux facteurs du produit ci-dessus constituent tout le support de
End(J1(p)) ® Q, et voir que ce produit de facteurs engendre toute 'algebre de
Hecke sur Q ; ce qui rend la description de cette algebre sur Z trés simple, et
donc aussi la vérification des criteres 2.8. Explicitons cela.

4.2 Description de I’algebre de Hecke pour I';(19)

La formule du genre énoncée en 4.1 donne que J;1(19) est de dimension 7. Or
la dimension sur Q de Q[(] est 6, et Jy(19) est une courbe elliptique, donc les
considérations précédentes impliquent que J1(19) est isomorphe a Jy(19) x Ajg
dans Abg ® Q, o Ajg est une variété abélienne simple de dimension 6. Par
égalité de dimensions, on a donc Tp, (19) ® Q ~ Q x Q[(y].

Cela n’implique pas que, sur Z, l'algebre de Hecke soit égale & Dig (iso-
morphe a Z[X]/(X — 1).®9(X), ou ®,, désigne dorénavant le n-itme polynoéme
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cyclotomique) : tout au plus cette sous-algebre est-elle d’indice fini dans Tr, (19)-
Cependant les composantes V(X —1) et V(Pg(X)) de Spec(D19) ne s’intersectent
qu’au-dessus de 3, donc sur Spec(Z[1/3]),

Tr, (19) ®Z[1/3] > Dig@Z[1/3] ~ Z[1/3][X]/(X —1) x Z[1/3][X]/(X° + X° +1),

et ces isomorphismes valent en particulier dans la fibre en 2 qui nous intéresse.

Vérifions alors les criteres de Kamienny. Notons d’abord que les calculs
explicités dans la partie 5 montrent, en supposant ()19 vraie (1.1), que J;1(19)
est de rang nul sur Q, donc qu’on peut prendre l'opérateur ¢; de 1.10 égal
a 1. Pour exprimer les opérateurs de Hecke Ty, T35 (et T7), on dispose des
tables de [10] : sur Z[1/3|][X]/(X —1),on a (2) =1, T, =0, T3 = —2, et
Ty = —1; sur Z[1/3][X]/(®9(X)), (2) = X, Th = (—2+ X + X8).(1 + X) =
1+ X+ X% mod (2), T3 =(X+X®.(14+X")=X+X2+ X% mod (2), et
Ty = (—2+ (X +X8)+ (X +X8)2).(1+X%). On choisit a; comme “t5” annulant
les pg (voir 1.8 et 1.10), valant X + X2 + X% + X° dans Fo[X]/(X® + X3 + 1),
et 1 dans Fo[X]/(X — 1) (les calculs montrent que a3 ne convient pas ici). On
a donc, dans Fo[X]/(X% + X3 + 1),

e ;. TN =X+ X4+ X2+ X ;

e ar.Th=X3+X+1;

o a7 Ty = X°

e a7.(2) =X+ X2 +1;

e a7.(3) = X3+ X2,

e ar.(4)=X+1;

e a7.(5) =X+ X3 +1;

e a7.(6) = X* + X3 ;

e a7.{7T) = X° + X*;

e a7.(8) = X2+ X ;

e a7.(9) =X+ X34+ X +1.

On vérifie alors I'indépendance linéaire des éléments des familles de la proposi-
tion (1.12) (elles sont méme toutes Fa-libres dans le seul facteur Fo[X]/(X6 +
X341), sauf bien str (a7.(1), a7.(8),a7.(7)) qui y est égal a (a7.1,a7.X>, a7.X6)
: cette famille n’est libre que dans Fo[X]/(X% + X3 +1) x F3[X]/(X —1)). On
a donc exclu 19 de S(3).
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4.3 Description de ’algébre de Hecke pour I'y(17)

On va tenter de procéder de méme avec 17. De méme que pour I'1(19), on
voit que Ji(17) est de dimension 5, que [Q((s) : Q] = 4, et que comme
Jo(17) est de dimension 1, J;(17) ~ Jo(17) x A;7 dans Abg ® Q, (A7 variété
abélienne simple de dimension 4) ; donc Tr 17y ® Q ~ Q x Q[(s]. Sur Z,
Tr, 17y (qui est un Z-module de type fini) est égal soit a Dq7 ~ Z[X]/(X —
1®4(X)(= Z[X]/(X — 1)(X* + 1)), soit & son normalisé Dq7 dans Di7 ® Q,
qui est Z[X]/(X — 1) x Z[X]/(X* + 1) (en effet, I'indice de D17 dans Dy7 est
2). Donc Tr,q7) ® Fa est égal soit & D7 ® Fo(~ Fao[X]/(X + 1)°), soit &
D17 @Fo(~ Fo[X]/(X +1) x Fo[X]/(X +1)*). Pour déterminer Tr, (17), il suffit
de savoir si les coefficients des formes propres sont les mémes jusqu’a l'indice
(29—2)+1 = 9 (g désignant le genre de la courbe modulaire ; (29—2) est en effet
le degré du diviseur canonique). Il est donc suffisant de savoir si, pour chaque
paire de formes propres, les coefficients de ces formes d’indice premier p < 7
sont égaux modulo 2 : la réponse est positive, comme un calcul direct avec les
tables de [10] le montre!. Mais on peut aussi remarquer que cela découle de ce
que les losanges agissent trivialement modulo (2). Soit en effet f la différence
de deux formes nouvelles de So(I'1(17))r,. Le fait que ces deux formes mod-
ulaires soient normalisées entraine que f s’annule au moins en une pointe de
X1(17)p, au-dessus de oop, € Xo(17)p, ; donc elle s’annule en toutes, puisque
toutes sont conjuguées sous les losanges. De plus I'involution d’Atkin-Lehner
w agit trivialement en caractéristique 2, donc w(f) = f s’annule aussi en les
huits pointes de X;(17)p, au-dessus de Op, € Xo(17)r, : f a strictement plus
de zéros que le degré du diviseur canonique, donc elle est nulle. On déduit de
tout cela que Tr,(17) = Di7. Pour vérifier les critéres de Kamienny, exprimons
alors les opérateurs de Hecke comme des éléments de Z[X]/(X —1)(X*+1) (on
connait par [10] leur image dans Z[X]/(X — 1) x Z[X]/(X*+ 1)) :

o Ih=—-X34X2_1;
e Th=X*+X3-X2_X;

'L’anneau des entiers de Q[Cs] est totalement ramifié en 2, et 7 = ((s — 1) est une uni-
formisante de Z[(g](2) ; soit v, la valuation discréte de cet anneau normalisée par v, (7) = 1.
Les tables de [10] donnent que les expressions de Ts, T3, 15 et T7 dans Q[(1] sont Ao = —1,
A3 = 0, A\s = —2 et Ay = 4 respectivement, et dans Q[Cs], Ay = (=2 4 Cs + ¢§)(1 + ¢8)/2,
Ny = —(Gs + CA+ o), A = (14 Cs+ DL+ ) et Ay = (G + C).(1 + C2). M est
clair que vx(A\5) > 0, vx(M\5) > 0 et vr(A\f) > 0. Puis vx(1 +¢§) = vr(1 —4) = 2, et
vn(=2+ s + €)= 0 (GG = 2.G5 + 1)) = wa((Cs — 1)%) = 2, dome vx(As) = 0.
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o (8) = X2.

Comme dans le cas de T';(19), on montre dans la partie 5 (sous I’hypothese
(*¥)17) que Ji(17) est de rang nul sur Q. Les critéres de Kamienny & vérifier
sont donc l'indépendance linéaire des familles (277, toT5, t2T3), etc., avec ty un
annulateur de py (par exemple az (1.9)). Or si on vérifie facilement que toutes
les familles non multipliées par to sont bien Fa-linéairement indépendantes,
on voit aussi que la multiplication par (4) = X* = 1 + (X — 1)* mod (2),
par exemple, vaut Iidentité sur tout élément non-inversible de Tr, (17) ® Fo ~
Fo[X]/(X — 1)° : aucun critere de Kamienny “complet” ne sera donc vérifié
(c’est-a-dire I'indépendance linéaire de toutes les familles de 1.10 pour p = 17
et d = 3, avec un élément t9 non trivial). On peut cependant dire de tout ¢a
quelquechose.

D’abord, on calcule quels sont les triplets comme en 1.12, avec t; = 1 et
to = a3, qui ne sont pas de rang 3. Supposons que le point j (d), construit dans
la section 1.5 a partir d’une courbe elliptique ayant un point de 17-torsion sur
un corps cubique, corresponde a un de ces “mauvais triplet”. Si j (@) n’est pas
d’image nulle par le morphisme qui lui est associé (f 1’30 : X1(17) — J1(17), Q —
(Q — Py)), il ne peut s’envoyer que sur un générateur d'un gz de J1(17)(Z2))
selon 1.7 (et chacun de ces générateurs ne peut avoir qu'un tel 7@ dans son
image réciproque, puisque flljo est une immersion formelle en (9 (F;) = Py(F;)).
La 2-torsion étant de rang 10 sur J1(17)[2](Q), il y a au plus (2!° — 1) = 1023
images possibles pour j(@ : en fait, en utilisant la formule de Lefschetz et
I’expression des polynomes minimaux d’opérateurs de Hecke, on a calculé qu’il
y avait au plus 7 points non triviaux d’ordre 2 dans J;(17)(Q). Chaque triplet
des 8 pointes au-dessus de oo € Xy(p) correspondant & un “mauvais triplet de
1.12” donne lieu & un morphisme f7, , ce qui fait au pire (84+8x3+8x3)x7 = 392
éléments de Y1(17)®)(Q), soit au plus ce nombre de classes d’isomorphismes de
triplets (K, E, P) avec K un corps cubique, E une courbe elliptique sur K,
P e E(K)[17] (un tel triplet étant dit isomorphe & un second (K', E', P') s’il y
a un isomorphisme de K dans K’ tel que (E, P) soit isomorphe au changement
de base de (F’, P') par K). Mais on ne se préoccupe pas du générateur des
groupes de 17-torsion dans la définition d’isomorphisme du théoreme 1.4 : on
peut donc diviser le nombre précédent par 8, d’ou le résultat en 1.4. (En effet,
les huit triplets (£, K, +n.P) comme ci-dessus avec n € F}-, donnent huit points
distincts de X1(17)®)(Q) : on aurait sinon un morphisme non trivial du groupe
d’automorphismes de K dans Fj./(£1).)

5 Reésultats de calcul

Pour minorer la dimension du quotient d’enroulement en niveau 17, 19, 23, 29,
31 et 37, on a calculé sur machine le rang de familles d’éléments de T, (v).e®@Fa,
explicitement F = {7;.4,.{0,00}}, les 7; étant Ty, T3,T7 et les opérateurs
losanges, ¢ prenant les valeurs 2, 3 et 7 (les deux premiers étant déja implémentés
pour les criteres de Kamienny, le troisieme parceque A7 est le premier dont on
est stir qu’il soit inversible sur Q (voir 2.1)). On a en effet les implications
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suivantes : (3 Aim.e = 0 € Tp (ny.e © Hi(X1(p)(C); Q), pged(Ni) = 1) =
QoA Are =0 € Hi(X1(p)(C); Z), pged(Xi) = 1) = O- i Ar{0,00} =
0 € Hi(Xi1(p)(C), pointes; Z), pged(N;)) = 1). En explicitant par [10] la
décomposition en facteurs simples sur Q des J;(p) pour les niveaux ci-dessus,
on obtient les résultats suivants.

o Ji(17) ~ Jo(17) x Ay, Jo(17) et Ay variétés simples sur Q de dimensions
respectives 1 et 4, et rangp, (F) =4 ;

o J1(19) ~ Jo(19) x Ay, Jp(19) et A ariétés simples sur Q de dimensions
respectives 1 et 6, et rangp, (F) =
)

o J1(23) ~ Jo(23) x A1, Jo(23) et Ay variétés simples sur QQ, de dimensions
2 et 10, et rangp, (F) = 12 ;

2

o J1(29) ~ Jo(29) x A1 x Ag x Az, Jo(29), ..., A3 variétés simples sur Q de
dimensions 2, 2, 6, 12, et rangy, (F) = 22 ;

e Ji1(31) ~ Jp(31) x Ay x Ay x As, Jo(31),... Az variétés simples sur Q de
dimensions 2, 4, 4, 16, et rangp, (F) = 24 ;

o J1(37) ~ A1 X A2 X A3 X oo X Ag (J0(37) ~ Al X AQ), Al Ag variétés
simples sur Q de dimensions 1, 1, 2, 2, 4, 6, 6, 18 et rangp, (F) = 39 ;

En tenant compte du fait que le quotient d’enroulement des Jy(p) n’est pas
nul (et donc égal & Jy(p) tout entier lorsque celle-1a est simple), on en déduit
que Ji(p) est de rang nul sur Q pour les niveaux 17, 19, 23, 29 et 31. Pour
le niveau 37, ou on voit que le quotient d’enroulement est de dimension 39,
on a déterminé un élément de 1'orthogonal de I'idéal d’enroulement a partir de
Popérateur Ts, grace au lemme 1.9. On a construit ainsi pour chaque niveau
un opérateur t1, avec les notations de 1.10 ; et pour to, on choisit ag (1.8), sauf
en niveau 19 ou il a fallu employer ay.

On a alors vérifié par ordinateur les “criteres de Kamienny” (1.12) au cas
par cas, pour les niveaux 23, 29, 31 et 37 (ainsi que retrouvé nos calculs “a la
main” dans les cas de 17 et 19).
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