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Spectre du laplacien et de I'opérateur de
Schrodinger sur une variété : de la géométrie
spectrale a ’analyse semi-classique

Olivier Lablée*
1 octobre 2008

1 Introduction

Il serait difficile de faire une présentation exhaustive de I'étude de l'opérateur
laplacien et de celui de Schrodinger en quelques pages, néanmoins ces notes
donnent un panorama partiel et historique sur 1’étude spectrale de ces deux
opérateurs. On y présente quelques résultats remarquables qui illustrent en
particulier la diversité des themes mathématiques associés.

L'étude du laplacien dans I'espace euclidien usuel R", et plus généralement
de l'opérateur de Schrodinger, est bien siir trés présente en physique, comme
par exemple en mécanique quantique : dans un systeme physique constitué
d’une particule se déplagant dans une partie ouverte X de IR", 'espace de
Hilbert associé est L2 (X), et, sila particule n’est soumise a aucune force, '’hamil-
tonien! est :

h2
Ho=—5n
n
ou A = 238722 est le laplacien de R”, m la masse de la particule, et 71 la
j=11
constante de Planck. Si au contraire la particule est soumise a un champ de
force dérivant d'un potentiel réel V, ’hamiltonien est alors :

H=Hy+V

V désignant I'opérateur de multiplication par la fonction V.

En géométrie riemannienne, l'opérateur de Laplace-Beltrami? est la généralisation
du laplacien de R". Pour une fonction f de classe C? a valeurs réelles définie
sur une variété riemannienne (M, g), et pour ¢ : U C M — R une carte locale

“Institut Fourier, Laboratoire de Mathématiques, Université Joseph Fourier Grenoble 1.

'En physique il représente I'énergie de la particule, mathématiquement c’est une fonction (con-
texte classique) ou bien un opérateur linéaire (contexte quantique).

2Dans ces notes, on utilise la convention de signe des analystes pour 'opérateur de Laplace-
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de la variété M, I'opérateur de Laplace-Beltrami, ou plus simplement laplacien
de (M, g), appliqué a la fonction f est donné par la formule locale :

i (\/—Jka(f ¢ )>

jk=

ou g = det(g;;) et gk = (gjk)_l. Cet opérateur joue un tres grand role
au sein méme des mathématiques : son spectre est un invariant géométrique
majeur. Beaucoup de géometres, motivés par le livre de Berger, Gauduchon et
Mazet [10], se sont alors interessés a cet invariant spectral. L'étude du lapla-
cien, et plus particulierement de son spectre, est un carrefour entre la théorie
spectrale, 'analyse harmonique, la géométrie différentielle et méme la théorie
des groupes.

Le plan de ces notes est le suivant : Dans une premiere partie on donne le
contexte mathématique de maniere a voir le laplacien et 'opérateur de Schrodinger
comme des opérateurs linéaires sur un espace de Hilbert. La partie suivante
est consacrée aux probléemes directs consistant a déterminer le spectre de ces
opérateurs. Ensuite, dans une autre partie, on présente rapidement la probléematique
inverse : a savoir dans quelle mesure le spectre peut-il déterminer la géométrie
de départ? Enfin, la derniére partie est une invitation a I'analyse semi-classique.

2 Préliminaires

2.1 Le contexte

Considérons une variété riemannienne (M, ¢) compléte connexe de dimen-
sionn > 1.On lui associe l’espace de Hilbert L2(M) = L?(M, dVg), V, désignant
le volume riemannien associé a la métrique g.

L'opérateur de Schrodinger H associé a la variété (M, ) de potentiel V, V
étant une fonction de M dans R, est défini comme 'opérateur linéaire non-
borné sur les fonctions lisses a support compacte C°(M, R) par :

h?

H=—Z0g+V 1)

A¢ étant le laplacien de (M, g), et h un parametre positif. Par la suite, sauf
dans la partie 5, pour des raisons de commodité d’écriture, on supposera que
h = v/2. Dans le cas ot V = 0, on parle simplement d’opérateur laplacien.

n
. o . . - 92
Si M = IR" le laplacien canonique est A = E 1@
]:

2.2 Motivation

On s’intéresse au probleme spectral : Trouver les couples non-triviaux (A, u)
de scalaires complexes et de fonctions tels que :

—Agu+Vu = Au

(avec u € L2(M) dans le cas non compact).



Dans le cas des variétés a bord on a besoin en supplément d'imposer des
conditions au bord sur les fonctions u#, comme par exemple les conditions de
Dirichlet : on impose u = 0 sur le bord de M, ou celles de Neumann : g—z =0
sur le bord de M, n étant la normale extérieure au bord de M. Dans le cas
des variétés compactes sans bord, comme par exemple la sphere, on parle de
probleme fermé.

Il y a deux problematiques majeures liées au spectre du laplacien (ou de

I'opérateur de Schrodinger) sur une variété riemannienne complete (M, g) :

1. Les problemes directs : étant donnée une variété riemannienne (M, g),
que dire du spectre de 'opérateur —A, ou de celui de 'opérateur —A¢ +
v?

2. Les problemes inverses : étant donné le spectre de I'opérateur —A,, que
dire géométriquement de la variété (M, g) ?

Avant de répondre a ces questions, examinons quelques propriétés générales
du spectre.

2.3 Quelques propriétés de 'opérateur H = —A, +V

Intéressons nous aux hypothéses assurant d"une partle caractere auto-adjoint
des opérateurs laplacien et Schrodinger, et d’autre part I'obtention d"un spectre
discret.

2.3.1 Le caractere auto-adjoint

Une des premiéres questions a traiter lors de 1’étude spectrale d'un opérateur
linéaire est celle du caractere auto-adjoint, ou a défaut du caractere essentielle-
ment auto-adjoint. Rappelons que un opérateur linéaire H est essentiellement
auto-adjoint si son unique fermeture H est auto-adjointe. Quel est I'intéret du
caractere auto-adjoint ? Il y a au moins deux bonnes raisons d’en parler :

1. Si H est auto-adjoint, on a déja une premiere information spectrale im-
portante : le spectre de 'opérateur H est une partie de IR.

2. Le caractere auto-adjoint assure en mécanique quantique 1"unicité de la
solution de I'équation de Schrodinger : en effet, a partir de I’hamiltonien
auto-adjoint H, on peut, via le calcul fonctionnel [42], [49], construire de
maniére unique le groupe unitaire fortement continu® {U(#)}, g oi1:

U(t) = e infl.

Ainsi, pout tout état initial ¢y, I'évolution quantique de ¥y par 'hamil-
tonien H au cours du temps est donnée par

Y(t) = U(t)py = e iy € L2,

Notons bien qu’en dérivant la précédente expression on obtient :

3Ce qui signifie que : U(0) = I, U(ty + t2) = U(t)U(ta), U*(t) = U’l(t),tlim Ut)e = ¢.



d i
ﬁll’(t) = *ﬁHlP(t)-

C’est I'équation de Schrodinger qui régit toute la mécanique quantique !

Quels sont les principaux résultats connus sur le caractere auto-adjoint ?

— Dans le cas ot la variété M = IR" avec sa métrique standard, T. Carleman
[12] en 1934 a montré que si la fonction V est localement bornée et glob-
alement minorée, alors 'opérateur de Schrodinger H est essentiellement
auto-adjoint.

- En 1972, T. Kato [37] a montré que 1'on pouvait remplacer dans I'énoncé
de Carleman 'hyphothese V € L2 (M) par V € L2 (M).

— En 1994, 1. Olenik [46], [47], [48] donne un énoncé trés général concer-
nant des variétés riemanniennes completes connexes quelconques avec
des hypotheses plus complexes sur la fonction V. Un corollaire sympa-
thique de cet enoncé est le suivant :

Théoréeme 1: Soit (M, ) une variété riemannienne complete connexe de dimension
n > 1, et V une fonction de Lj; (M) tels que Vx € M, V(x) > C, oi C est une
constante réelle, alors I'opérateur

est essentiellement auto-adjoint.

2.3.2 Le spectre de 'opérateur est-il discret?

Hormis le fait que le spectre est réel, que savons nous de plus? En 1934 K.
Friedrichs [31] a montré que dans le cas ot1 la variété M = R" avec sa métrique

standard, si la fonction V est confinante, ie ‘ l‘im V(x) = 400, alors le spectre
X|—00

de l'opérateur de Schrodinger H est constitué d’une suite de valeurs propres
de multiplicités finies s’accumulant en +oo0 :

M<A< <A<

Dans le contexte d'une variété riemannienne compacte avec un laplacien
pur (V = 0) , nous savons aussi [10] que le spectre de 'opérateur —Ag est
constitué d'une suite de valeurs propres positives, de multiplicités finies, et
s’accumulant en +oco

0< M <A< <A< -

Qu’en est-il des variétés non compactes ? Commengons par donner une définition :

Définition 1 : Soit (M, g) une variété lisse et V une fonction de M dans R, on
dira que lim V(x) = 400, si et seulement si

‘x‘—mo

VA >0,3IKCcC M, Vx € MK, |[f(x)] > A.



Un des théoremes concernant le spectre de I'opérateur de Schrodinger est
celui de Kondratev et Shubin [38], [39] qui donnent un énoncé assez technique
sur les variétés a géométrie bornée ; de cet énoncé, on a le corollaire bien pra-
tique suivant :

Théoréeme 2 : Soit (M, §) une variété riemannienne complete connexe de dimension
n > 1, et V une fonction de L}, (M) telle que lim V(x) = +oo. Alors le spectre de

‘]{‘HOO
Vopérateur H = —Ag + V est constitué d'une suite de valeurs propres de multiplicités
finies s’accumulant en +oo :

inf V(x) <A <Ay <o <A <
xeM

Le théoreme de Courant de 1953 [27], assure en particulier que la premiere
valeur propre Ay de 'opérateur H est simple :

inf V(ix) <Ay <Ay <o <A <
xeM

3 Un apercu sur les problemes directs

L’objectif est, a géométrie fixée, de pouvoir calculer, ou a défaut de don-
ner des propriétés sur le spectre de I'opérateur —A, ou de celui de I'opérateur
—Ag + V. On va d’abord parler de résultats exacts, puis de méthodes qualita-
tives.

3.1 Calcul explicite de spectre

IIn’y a bien sur pas de méthodes générales pour calculer un spectre d’opérateur
linéaire ; méme dans le cas de Schrodinger sur une variété raisonnable, le cal-
cul est souvent difficile, et finalement on dispose de peu d’exemples ou 1’'on
peut expliciter completement le spectre. Voici tout de méme quelques calculs
exacts :

3.1.1 Premier exemple : un probleme fermé sur un tore

La théorie des séries de Fourier sur le tore* T; de dimension un et de
longueur L > 0 nous informe que le spectre de l'opérateur

d2
dx?

o(H) = {47r2n2, ne Z}

est:

12
“Rappelons que regarder les fonctions sur le tore de longueur L > 0 revient exactement a re-
garder les fonctions L-périodiques.




avec comme vecteurs propres associés les fonctions :

2imnx

en(x)=e L ,neZ.

En effet, si A € o(H), alors pas définition du spectre Ju € L2(T.), u # 0
telle que —u" = Au. Par la théorie L2 des séries de Fourier la suite de fonctions

2imnx
enlx) =e L
( n( ) )neZ

est une base hilbertienne de L?(Ty), ainsi 3! (a,),,c5 € CZ telle que

U=y anen.

nez

Ainsi I'équation différentielle —u” — Au = 0 devient
47%n2
Zan (T_)\)en :O.

Comme u # 0, Iny € Z, tel que a,, # 0, ainsi —u”" —Au =0= A =
vient de donc de montrer 'inclusion

o(H) C {47r2n2 ne Z}.

47212
7 On

2’

. . . 2,2 . .
Réciproquement il est clair que Vn € Z, He, = 4722” ey, ainsi nous avons bien
que

47122

3.1.2 Second exemple : I’oscillateur harmonique

L'oscillateur harmonique, ou opérateur d’"Hermite comme on le nomme en
analyse harmonique, est I'un des rares exemples d’opérateur de Schrédinger
sur une variété non compacte pour lequel on arrive a calculer explicitement son
spectre. L'oscillateur harmonique joue un rdle trés important dans I'étude des
systémes intégrables en classification symplectique : il sert en effet de modele
de référence des équilibres stables de type elliptique ; pour plus de détails, on
peut consulter le livre de Vu Ngoc [54]. Ici on prend M = R et :

1d>
H=—2aat7s
Les propriétes spectrales de 1’opérateur H sont tres remarquables : on arrive
a calculer son spectre et les vecteurs propres associés de maniere explicite. Ces
calculs, d’un point de vu tres formel, se trouvent dans n’importe quel bon livre
de mécanique quantique. Pour des démonstrations précises, on conseille par
exemple le livre de M.E. Taylor [53]. Le résultat est alors le suivant, le spectre
de l'opérateur H est :

U(H):{n+%,neﬂ\]}



avec comme vecteurs propres associés la base hilbertienne de L?(R) constituée
des fonctions d’Hermite :

2 d” 2

en(x) = (2niy/7D) be S Ha(x) oit Hy(x) = (—1)"e* (e

3.2 Etude qualitative spectrale

Dans nombre de cas on ne sait pas calculer un spectre, on essaye alors de le
décrire de maniere qualitative. Il y a disons deux sous themes :
— Le premier concerne le bas du spectre : on s’intéresse aux plus petites
valeurs propres de 'opérateur.
— Le second est I'étude de I'asymptotique des grandes valeurs propres :
analyse semi-classique.

3.2.1 Exemples de résultats qualitatifs en bas du spectre

Donnons quelques exemples de résultats concernant le bas du spectre. Commengons
par des résultats de comparaison des premieres valeurs propres.

Théoréme 3 : (Théoreme de Faber-Krahn, 1953) : Soit M une partie bornée de R".
En notant par A (M) la premiere valeur propre de I'opérateur —A avec conditions de
Dirichlet, on a :

M(M) > A1(Bm)

B désignant la boule euclidienne de volume égal i Vol(M). Et on a égalité si et
seulement si M est isométrique a Byy.

Dans le méme style, on a aussi la version avec conditions de Neumann ot
I'inégalité est dans l'autre sens :

Théoréme 4 : (Théoréme de Szego-Weinberger, 1954) : Soit M une partie bornée
de R". En notant par uy (M) la premiere valeur propre de de I'opérateur —A avec
conditions de Neumann, on a :

#1(M) < u1(Bm)

By désignant la boule euclidienne de volume égal i Vol(M). Et on a éQalité si et
seulement si M est isométrique a Bpy.

Un autre type de résultat classique concerne les constantes de Cheeger : Soit
(M, g) une variété riemannienne connexe et compacte de dimension n > 1.
Pour toute partie bornée réguliere D de M, on considére la quantité

_ Vol(aD, g)
MD.8) = 51D, g)

7



ot Vol(dD, g) est le volume n — 1 dimensionnel.
On définit ensuite la constante de Cheeger par

h(M,g) = inf h(D,
(M,g) = inf h(D,g)

X étant ’ensemble de tous les domaines de M de volumes majorés par
%. Alors un des résultats de Cheeger est que la premiere valeur propre

non nulle du Laplacien est minorée par h(MT'g)Z [10].

Pour finir, donnons un autre résultat intéressant qui concerne la multiplicité
des valeurs propres en fonction de la topologie. Pour cela plagons nous un
instant dans le cas des surfaces : si (M, g) est une surface compléte connexe, et

avec V € C*°(M, R) tels que lim V(x) = +oo. En notant (cf. Théoréme 2) par

|x|~>oo
M<Ay <o SAp S

le spectre de 'opérateur H et par my la multiplicité de la k-eme valeur propre
Ak, nous avons le résultat dita S. Y. Cheng [14] et amélioré par G. Besson [11],
Y. Colin De Verdiere [19], N. Nadirashvili [45] et B. Sévennec [51] :

Théoréme 5 : Sous les hypotheses précédentes nous avons :

-Si X = S% ou R, alors Vk > 3, my < 2k — 3.

-Si X = ]P2(]R) ou Ky (la bouteille de Klein), alors Vk > 1, my < 2k + 1.
-Si X = T2, alors Vk > 1, my < 2k + 2.

- En notant par x(M) la caractéristique d’Euler-Poincaré, si x(M) < 0, alors Yk >
1, mp <2k —2x(M).

3.2.2 Etude qualitative du "haut” du spectre

L'exemple de base est la formule asymptotique de Weyl de 1911, [10]. Pour
le laplacien dans un domaine rectangulaire Q de R? avec des conditions de
Dirichlet aux bords, le physicien P. Debye conjectura que le nombre de valeurs
propres N (A) inférieure & un réel positif A, vérifié I’équivalence, pour A — +o0
N Vol(Q)) A

4r

NA)

ot Vol(Q)) est l'aire du rectangle Q). En 1911, H.-Weyl démontra cette conjec-
ture.

Théoreme 6 : Soit (M, g) une variété riemannienne compacte connexe de dimension
n, sion note par Ay < Ay < -+ < Ay < - - les valeurs propres de I'opérateur —Ag
sur M, on a I'équivalent pour A — +o0

Card ({k € N, Ay < A}) N%ﬁ



n
oil By, = =22 est le volume de la boule unité de R".
r(3+1)

On reviendra dans la derniére partie a I’étude du “haut” du spectre en util-
isant 1’analyse semi-classique.

4 Problémes inverses : la géométrie spectrale

4.1 Le son détermine t-il la forme d’un tambour?

La problématique inverse est la suivante : étant donné le spectre d"un lapla-
cien ou d’un opérateur de Schrodinger, quelles informations géométriques sur
la variété (M, g) peut-on avoir ? Dans le cas du laplacien, un des premiers a for-
maliser mathématiquement cette question est sans doute Mark Kac [36] en 1966
dans son célebre article “Can one hear the shape of a drum ?”° : pour le lapla-
cien riemannien, une suite de valeurs propres (un ensemble d’harmoniques du
tambour) caractérise-t’elle, a isométrie pres, la variété de départ (la géométrie
du tambour) ? Il est connu que si deux variétés sont isométriques, elles sont
alors isospectrales (c’est-a-dire ont le méme spectre). Mais qu’en est t-il de la
réciproque ?

On sait depuis 1964, que la réponse au probleme de M. Kac est négative;
en effet, ]. Milnor [44] donne comme exemple de variétés isospectrales mais
non isométriques, une paire de tores plats de dimension 16. Depuis, de nom-
breux autres exemples ont été trouvés, a commencer par T. Sunada [52], qui
en 1985 donne une méthode de construction systématique de variétés isospec-
trales non isomorphes. C. Gordon et E.N. Wilson [32] ont aussi donné en 1984
une méthode de construction de déformations continues de variétés qui sont
isospectrales sans étre isométriques. L'histoire ne s’arréte pas la, d’autres méthodes
de construction apparaissent, comme par exemple la méthode de transplanta-
tion de P. Bérard [3], [4] etc...

En 1992, C. Gordon, D. Webb et S. Wolpert [33] donnent le premier exemple
de deux domaines plans non isométriques, mais ayant tout de méme un spectre
commun pour le laplacien avec conditions de Neumann ou de Dirichlet. Pour
plus de détails sur cet exemple ou pourra consulter les auteurs [33], [34] mais
aussi voir les articles tres pédagogiques de P. Bérard [6], [7], [8].

Mentionnons aussi pour finir le travail de S. Zelditch [55] datant de 2000, ott
il montre que si on se restreint a des parties de R? simplements connexes avec
un bord analytique et possédant deux axes de symétrie orthogonaux, alors le
spectre détermine completement la géométrie.

4.2 Spectre des longueurs et formules de traces

La donnée du spectre du laplacien donne des informations sur d’autres in-
variants géométriques comme la dimension, le volume et I'intégrale de la cour-
bure scalaire. En fait le laplacien fournit aussi d’autres invariants, comme par
exemple le spectre des longueurs d’une variété. Le spectre des longueurs d"une
variété riemannienne est I’ensemble des longueurs des géodésiques périodiques.
En 1973 Y. Colin de Verdiere [15], [16] montre que dans le cas compact, modulo
une hypothese de généricité toujours vérifiée a courbure sectionnelle négative,

5”Peut-on entendre la forme d’un tambour ?”



le spectre du laplacien détermine complétement le spectre des longueurs. La
technique utilisé par Y. Colin de Verdiére repose sur les formules de traces.
Ces derniéres s’utilisent dans un cadre beaucoup plus général que celui des
opérateurs de Schrodinger.

Le principe formel des formules de traces est le suivant : considérons d’abord
un opérateur linéaire H non-borné sur un Hilbert ayant un spectre discret :
o(H) = {Au, n > 1}, et puis une fonction f ”“sympathique” . La formule de
trace consiste alors a calculer la trace de l'opérateur f(H) de deux fagons différentes :

— La premiere fagon, lorsque que cela a un sens, avec les valeurs propres

de 'opérateur linéaire f(H)

Tr(f(H)) = ) f(Ap).

k>1

— Laseconde facon, via le noyau de Schwartz del’opérateur f(H), si f(H)p(x) =
| Kyt ots)dy, ators

Tr(f(H)) = /M K (x, ) dx.

Ainsi

Zf()tk) = /M K (x, x) dx.

k>1

La difficulté réside dans le choix de f, d'une part pour légitimer ces for-
mules, et d’autre part pour arriver a en tirer des informations spectro-géométriques.
Les choix de fonctions f les plus courants sont : f(x) = e * ot t > 0 (fonction
de la chaleur), f(x) = %, ous € C, avec Re(s) > 1 (fonction zéta de Riemann),

flx) = e ot > 0 (fonction de Schroédinger), etc ...

Pour fixer les idées, donnons un exemple simple de formule de trace exacte :
la formule sommatoire de Poisson pour un réseau® T' de R". La formule de
Poisson sur le tore I' \ R” nous donne 1'égalité :

)3

oAt VoI (I'\ 15”) e
Aea(Ayg) (4mtt)2 |

e (2)

ol 0(Ag) est le spectre de l'opérateur A¢ et ¥ le spectre des longueurs
comptés aves leurs multiplicités, la multiplicité d’une longueur étant le nom-
bre de classes d’homotopies de lacets du tore plat I' \ R” représentées par une
géodésique périodique de cette longueur. Dans 'égalité (2) le terme de droite
correspond a la partie géométrique (volume, dimension,...) alors que le terme
de gauche contient les informations spectrales. Pour une référence récente voir
[26].

5 Une invitation a I’analyse semi-classique

Dans cette partie on s’intéresse a I’étude spectrale de I'opérateur de Schrodinger
sur une variété riemannienne compléte connexe de dimensionn > 1:

®Un réseau de R" est un sous-groupe discret de R” qui engendre R".

10



h?.
H= -0 +V 3)

ol h est un parametre réel strictement positif.

De maniere extrémement simple et naive I'idée de I'analyse semi-classique
est de comprendre le spectre de 'opérateur H lorsque le parametre &1 — 0.
On va dans cette partie donner une idée générale de ce qu’est 'analyse semi-
classique, puis on terminera sur un exemple concret de calcul de spectre. Pour
le lecteur qui voudrait en savoir plus sur I’analyse semi-classique, on conseille
la littérature suivante : Y. Colin de Verdiéere [25], Dimassi-Sjostrand [28], L.
Evans et M. Zworski [29], A. Martinez [43], D. Robert [50], S. Vu Ngoc [54].

5.1 Philosophie de I’analyse semi-classique

Dans la limite des grandes valeurs propres, 'asymptotique du spectre de
I'opérateur de Schrodinger

h2
H=- EAg +V

ou plus généralement d"un opérateur pseudo-différentiel, est remarquablement
liée a une géométrie sous-jacente. Celle-ci vit sur le fibré cotangent T*M, vu
comme une variété symplectique’ : c’est la géométrie de 1'espace des phases.
C’est d’ailleurs le méme phénomene qui permet de voir la mécanique classique
(structure de variété symplectique) comme limite de la mécanique quantique
(structure d’algébre d’opérateurs).

Voyons pourquoi s’intéresser a I’asymptotique du spectre de ’opérateur H,
revient dans une certaine mesure a faire tendre le parametre i vers 0 (limite
semi-classique). Par exemple, pour E > 0 fixé, I'équation :

2
*jqu’ =Eg

admet ¢y, le k-iéme vecteur propre du laplacien A, comme solution si

h2
~SM=E.

Ainsisi h — 07, alors Ay — +o00. C’est pourquoi la limite semi-classique peut
se voir comme l’asymptotique des grandes valeurs propres du laplacien.

Revenons un instant a la limite # — 0, quel est son sens physique? En
"principe” tout systéme physique est de par nature quantique. D’apres les
fameuses inégalités d'incertitude de Heisenberg, on ne peut pas mesurer précisement
a la fois vitesse et position d"un électron, sauf si h = 0. En fait plus & est petit,
plus on peut faire des mesures simultanées précises. Ainsi plus i — 0, plus on

"Rappelons que le fibré cotangent d’une variété différentiable est naturellement muni d’une
structure symplectique. En effet, pour toute variété M lisse de dimension 7, on peut munir de
fagon intrinseque son fibré cotangent T*M d’une structure de variété symplectique (T*M, w) de
dimension 2n définie par la différentielle extérieure w = da de la 1-forme de Liouville «.
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se rapproche du déterminisme de la mécanique classique sur le fibré cotangent
T*M.

En pratique quand on fait de I'analyse semi-classique, on travaille a la fois
avec des objets classiques (variétés symplectiques, algebre des fonctions C*,
crochet de Poisson, équations de Hamilton,...) et des objets quantiques (espace
de Hilbert, algebre d’opérateurs, commutateur, équation de Schroédinger,...).
Pour I'étude d'un opérateur de Schrodinger on est amené a considérer deux
hamiltoniens vivant sur deux structures mathématiques distinctes :

Hamiltonien classique
On notera par p la fonction définie sur le fibré cotangent de M par:
2
p(x,¢) = 5+ V(x) € C*(T*M, R).
Hamiltonien quantique

On associe a la fonction p définie ci dessus, son quantifié de Weyl P, opérateur
linéaire & domaine agissant sur une sous partie de L> (M) :

“~ h?

Pour finir, donnons une notation utile :

Notation 1 : Soient u, et v, deux fonctions dépendant d'un parametre 1 > 0,
alors si

Vk € N, 3C; > 0, Vx € R, |uy(x) — vp(x)| < Ceh*

on dira alors que les deux fonctions uy, et v;, sont égales a O(h™) pres, et on
notera uy, = v, + O(h*).

Définition 2 : Le spectre semi-classique d’un opérateur linéaire auto-adjoint H
est 'ensemble ¥, (H) des yj, € R tels que

Ay € LA(R), wy £ 0, (H = pyly ) (wy) = O(h)

I; étant I'opérateur identité.

Moralement le spectre semi-classique (ou microlocal) correspond aux valeurs
propres approchées avec une précision d’ordre O(h*). Le lien précis entre
spectre exact et semi-classique est donné par la

12



Proposition 1 [54] : Sur un compact K de R, le spectre semi-classique X, (H) et le
spectre exact o (H) de I'opérateur linéaire auto-adjoint H sont liés par :

(H)NK = o(H)NK+O(h™)

-~ -~

au sens ot si Ay, € L,(H) N K, alors 3uy, € o(H) N K tel que Ay, = yuy, + O(h*°);

-~ ~

et si up, € o(H) N K, alors 3\, € Xy, (H) N K tel que pj, = Ay, + O(h™).

5.2 Un exemple de calcul de spectre semi-classique : le double
puits

Dans une série de trois articles [20], [21] et [24] Y. Colin de Verdiere et B.

Parisse se sont interéssés au spectre semi-classique de l'opérateur de Schrodinger

o~ h?

P=—-—A+V

5 +

sur la variété M = R, avec un potentiel V type double puits ayant un unique
maximun local non dégénéré. Dans [21] et [24] les deux auteurs donnent une
condition nécessaire et suffisante pour trouver le spectre semi-classique de
I'opérateur P dans une boule de taille & centrée autour de 'origine. Dans [41],
on donne, a partir de la formule de Colin de Verdiere-Parisse, la forme de ce
spectre.

5.2.1 Le contexte
Soit V- € C®(R) tel que |llim V(x) = +00, et V possédant exactement un
X|—00

maximun local non dégénéré, que 1’on supposera atteint en 0, ainsi : V(0) =
0, V'(0) = 0, V"(0) < 0. Un exemple typique est la fonction : V(x) = x* — x2.

12

1k 4

0.8 —

0.6 q

0.4 —

021 q

—04 L L L I I
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Fig 1. La courbe représentative de la fonction potentiel V(x) = x* — x2. On distingue

les deux puits (les minimuns) du potentiel, le droit et le gauche.

13



On notera par p ’hamiltonien classique définie sur le fibré cotangent de R
par:

p(x,¢) = ; +V(x) € C*°(T'R,R).

L L L L L L L L L
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig 2. Courbes de p~'(c) dans le fibré cotangent T*R = R?. Avec c> 0 : une seule
composante connexe, c=0 : le huit hyperbolique, c < 0 : deux composantes connexes
elliptiques.

On associe a cette fonction, 'hamiltonien quantique P, vu comme opérateur
linéaire non-borné sur L?(R) :
2

~
P=-"A+V
SO+

Pour étudier le spectre de 'opérateur P dans un voisinage de taille 1 autour
del'origine, fixons nous un C > 0, et pour A € [—C, C| considérons I'opérateur :

Hy =D —hAl,.
Ainsi par définition du spectre semi-classique, nous avons que

Juy, € L*(R), uy # 0, Hy(uy) = O(h®) <= Ah € £, (D).

5.2.2 La formule de Colin de Verdiére-Parisse

Y. Colin de Verdiere et B. Parisse, a 1’aide de techniques fines d’analyse mi-
crolocale, et en utilisant des formes normales, ont démontré la formule suiv-
ante [21], [24] :

Théoreme 7 : L'équation Hy(uy) = O(h®) admet une solution uy, € L2(R) non
triviale, avec son microsupport MS(uy,) = p~{0},si et seulement si A vérifie l'équation
sufvante :

0, + 6
= cos (— s T d+z+sln(h)+arg (F(%—He))

V1 + e27e 2 2 2
4)
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one=ce(h,A), /4 =04/4(h, A) sont des fonctions C* par rapport a A et admettant
des développements asymptotiques en puissance de h. Plus précisement :

A Y e (MW

V=VI0) =

e(h,A) =

1 .
Og/a(h,A) = 3 Ag/a(0) — Adg/a(0) + geg/d,j(/\)h]
j>

oit Ag4(0) désigne I'intégrale d'action du puit gauche/droit, et 0 /4(0) l'invariant
symplectique associé [54].
5.2.3 Le spectre est un doublet en quinconce

En utilisant la formule de Colin de Verdiére-Parisse, on peut en déduire des
informations sur la forme du spectre semi-classique de l'opérateur

. h2
P=——A+V
> +

autour de l'origine. A cause de la présence des deux puits de potentiel on s’at-
tend a avoir deux spectres qui s’entremélent; dans [41] on montre que dans
une bande [—h*, h*], ott & €]0, 1] est une constante indépendante du parametre
h, le spectre semi-classique de I'opérateur P est constitué de deux familles de
réels en quinconce, et l'interstice spectral est d’ordre O(h/ |In(h)|) :

Théoréme 8 : Le spectre semi-classique de I'opérateur P sur le compact de la forme
[—h*, h*], s’écrit comme la réunion disjointe de deux familles de réels :

(e ()i LT (Bi (M),

avec ay(h) = Ay (k) et B;(h) = By(l), Ay, et By, étant des fonctions C*°. Les deux
suites (ay(h)) et (B;(h)); sont strictement décroissantes et en quinconce :

Bri1(h) < ag(h) < Br(h) < ag_1(h).

En outre l'interstice spectral est de I'ordre de O(h/ |In(h)]) :

ol — a2 (0] =0 () et 16l — st =0 ().
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