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Un théoreme a la " Thom-Sebastiani” pour les
intégrale-fibres.

Daniel Barlet*

28/09/08 ; révisée le 24/09/09.

Abstract

The aim of this article is to prove a Thom-Sebastiani theorem for the asymptotics
of the fiber-integrals. This means that we describe the asymptotics of the fiber-
integrals of the function f@&g: (z,y) — f(z)+g(y) on (C?xC% (0,0)) in term of
the asymptotics of the fiber-integrals of the holomorphic germs f : (C?,0) — (C,0)
and ¢ : (C%0) — (C,0). This reduces to compute the asymptotics of a convolution
® x U from the asymptotics of & and ¥ modulo smooth terms.

To obtain a precise result, giving the non vanishing of expected singular terms in
the asymptotic expansions of the fiber-integrals associated to f @ ¢, we have to
compute the constants coming from the convolution process. We show that they
are given by rational fractions of Gamma factors. This enable us to show that these
constants do not vanish.

Résumé.

L’objet de cet article est de démontré un théoreme ”a la Thom-Sebastiani” pour
les développements asymptotiques des intégrale-fibres des fonctions du type f@ g :
(z,y) — f(z)+ g(y) sur (CP x C%(0,0)) en terme des développements asympto-
tiques des intégrale-fibres associées aux germes holomorphes f: (C?,0) — (C,0) et
g : (C1,0) — (C,0). Ceci se ramene a calculer les développements asymptotiques
d’une convolution & x ¥ a partir des développements asymptotiques de & et W
modulo les termes non singuliers.

*Barlet Daniel, Institut Elie Cartan UMR 7502
Nancy-Université, CNRS, INRIA et Institut Universitaire de France,
BP 239 - F - 54506 Vandoeuvre-les-Nancy Cedex.France.
e-mail : barlet@iecn.u-nancy.fr
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Pour obtenir un résultat précis donnant la non nullité des termes singuliers attendus
dans les développements asymptotiques des intégrale-fibres associées a f @ g, nous
devons calculer les constantes qui apparaissent dans la convolution. Nous montrons
qu’elles sont données par des fractions rationnelles de facteurs Gamma, ce qui nous
permet de montrer qu’elles sont non nulles.
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1 Introduction.

Le but du present article est de montrer directement un théoreme a la ”Thom-
Sebastiani” (voir [S.-T. 71]) pour les développements asymptotiques des intégrale-
fibres d’une fonction de la forme (z,y) — f(z) +g(y) ou f et ¢ sont deux
fonctions holomorphes au voisinage de l'origine dans CP et C9¢ respectivement.
Il résulte du théoreme général de développement asymptotique des intégrale-fibres
(voir [B. 82]), qu'une intégrale-fibre, c’est-a-dire une fonction de la forme

. 2
HFW“)‘/S A df

ou f:U — C est une fonction holomorphe non constante sur une variété complexe
U de dimension n+1 et ¢ une (n+ 1,n+ 1)—forme € a support compact
dans U, peut s’écrire, au voisinage de s = 0,

Fo(s)= > fayls).|s|™ (Logls|) + &(s)

a€A,je[0,u(a)]

ou les fonctions 60;, et & sont € au voisinage de s =0, ou A C|]—1,+00[NQ
est un ensemble fini et o p: A — N est une application a valeurs dans [0, n].
Nous dirons qu’une fonction qui admet une telle écriture au voisinage de 1’origine ad-
met un développement asymptotique standard uniformef] de type (A,p) en s=0.
En fait, le résultat que nous présentons consiste essentiellement a montrer la sta-
bilité par convolution de la classe des fonctions admettant a l'origine de C des
”développements asymptotiques standards uniformes”, en précisant les exposants et
les degrés des termes logarithmiques de la convolée a partir des informations corre-
spondantes pour les fonctions initiales.

Donnons une définition qui facilitera ’énoncé de notre résultat.

Définition 1.0.1 Pour deux types donnés (A, u) et (B,v) nous définirons le type
(A*x B,ux*v) dela fagon suivante :

AxB={a+p8+1,a€ A (€ B}.

(wxv)(a+F+1)=pla)+v(B) quand «,f et a+ G+ 1 ne sont pas dans N.
(uxv)(a+p+1)=pula)+v(B)+1 quand a+F+1€N aet [ non dans N.
(uxv)(a+F+1)=pla)+v(B) —1 quand « ou g (ou les deux) sont dans N.

Précisément nous montrons le premier théoreme suivant :

Théoréme 1.0.2 (Thom-Sebastiani pour les intégrale-fibres.) Soient f et
g deux fonctions holomorphes au voisinage de l'origine dans CP et C? respective-
ment. Supposons que les intégrale-fibres de f et g admettent des développements

Inous considérons ici des fonctions ”uniformes” contrairement aux fonctions holomorphes ” mul-

tiformes” que ’on obtient dans les intégrales ”a la Malgrange”, c’est a dire en intégrant des formes
holomorphes sur des familles horizontales de cycles (voir [M. 74]).
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asymptotiques standards uniformes de type respectifs (A,u) et (B,v). Alors
les intégrale-fibres de la fonction f @ g : (z,y) — f(x) + g(y) admettent des
développements asymptotiques standards uniformes de type (Ax B, pu*v).

Mais au dela du résultat qualitatif du théoreme [.0. qui permet de prévoir quel
terme peut apparaitre dans le développement asymptotique standard uniforme de
la convolution de deux fonctions admettant de tels développements asymptotiques,
il est important de savoir si les termes ”candidats” donnés dans ce théoreme donnent
effectivement des termes non nuls pour la convolée. Ce probleme est assez délicat, et
en présence de plusieurs termes dans les développements asymptotiques des fonctions
initiales, des phénomenes de compensations peuvent se produire et faire disparaitre
un terme attendu. Aussi dans la seconde partie de cet article étudions-nous en détail
le cas de la convolution de deux fonctions admettant un seul terme singulier non nul
dans leurs développements asymptotiques respectifsf]. Nous montrons dans ce cas
que le terme attendu pour la convolution est effectivement non nul, ¢’est a dire que
nous prouvons le théoreme précis énoncé ci-dessous.

Il n’est pas difficile de se convaincre que pour ce faire on doit calculer précisement
les constantes qui apparaissent lors de 'opération de convolution, ce qui amene a
faire toute une série de calculs qui sont assez fastidieux et pas aussi simples qu’on
pourrait le penser a priori.

Mais, heureusement, les constantes trouvées s’expriment dans tous les cas comme
des " fractions rationnelles de facteurs Gammas”. On peut donc montrer la non nul-
lité des constantes qui interviennent et donc répondre completement a la question
posée dans le cas considéré.

Un corollaire combinant la proposition ci-dessous et le théoréme précis
montre alors que, quitte a bien choisir la forme test et a admettre un décalage des
exposants entiers, décalage borné ne dépendant que de f,g et des compacts con-
sidérés, le terme attendu associé a des termes apparaissant effectivement pour f et
g, apparait effectivement pour la fonction f @ g.

On notera que le calcul explicite des constantes permettra a l'utilisateur potentiel
qui souhaite aller au dela de I’énoncé de notre "théoreme précis” et de son corollaire
de déterminer dans le cas général, c’est a dire pour un produit de formes test données
arbitraires, si un phénomene de compensation se produit dans le cas de la fonction
convolée des deux intégrale-fibres données. Le cas ou la somme 7 + ' n’admet
qu’une seule écriture avec r € Ay, 1’ € B, est probablement simple a élucider.

Avant de donner 1’énoncé du théoreme précis, il est important de disposer du résultat
suivant qui permet effectivement de satisfaire ’hypothese de ce théoreme.

2en fait on regroupe ensemble les différentes puissances de Log|s| correspondant aux mémes
exposants pour s et s.
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Proposition 1.0.3 Soit [ : (C™™1,0) — (C,0) un germe de fonction holomorphe,
et soit f: X — D un représentant de Milnor de f Soit K C X wun compact ; il
existe un entier k ne dépendant que de [ et de K wvérifiant la propriété suivante:
soit p € €F(X,C)™" une (n,n)—forme test telle que la fonction

s — ©

f=s
admette le terme c.|s|?".s™.5" .(Log|s|)! dans son développement asymptotique en
s=0, avec ce C*, reQnNI0,1[,7 €[0,n] et (m,m’) € N?, ot nous supposerons
Uentier j mazimal pour r,m,m’ donnés. Alors pour tout N > k+1+(m+m')/2
il existe oy € EF(X,C)™™ wvérifiant

/ o = [s[*r.s" RSPy (Logls]) + O(Is*Y),

ot P; est un polynome unitaire de degré j.

Théoréme 1.0.4 (Le théoréme de Thom-Sebastiani précis.) Soient foetg
deur germes de fonctions holomorphes au voisinage de l'origine dans CP et C9
respectivement, et notons f: X — D et g:Y — D' des représentants de Milnor
de ces germes. Soient ¢ € € (X)PP et p € €°(Y)?? des formes test vérifiant
les propriétés suivantes :

o [l existe des rationnels v, €] —1,0] des entiers m,n,m',n',j, 7 et un
entier N >m+n+m'+n'+1 tels que l'on ait

d r gm gn 2N
/fs df Ndf |s|™".s™.5". Pj(Logls|) + O(|s|™)
(p ' m! —n'
/é;s dg/\ dg — |S|2 8.8 .Qj/<L0g‘3‘) + O(‘SPN)

ou P; et Qj sont des polynomes unitaires de degrés respectifs j et j'. On

supposera que pour v =0 (resp r'=0) ona j>1 (resp. j >1).

Alors on a, modulo un polynéme xy de degré (total) < 2N — 1 [’égalité
/ e(z) N (y)

f@)+ew=s d(f(x) + g(y)) A d(f(z) + 9(y))

c|s[2rFrHD gmim gk’ R(Logls|) 4+ xn (s, 5) + O(|s|*N)

ou ¢ est un nombre complere non nul et ou R est un polynome unitaire dont
le degré est déterminé de la fagon suivante :

e si v, et r+1' +1 sont non nuls le degré de R est j+ 7.
e si v et r' sont non nuls mais r+1r' +1=0 le degré de R est j+j +1.

e si v ou 1 estnul (oules deux) le degré de R est j+ j' — 1.
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REMARQUE. Siona r=0 et j =0 alors'intégrale fibre de ¢ ne présente qu’'un
terme non singulier (modulo O(|s|*")) et donc la convolution des deux intégrale-
fibres aura au moins la méme régularité que 'intégrale fibre de ¢. On ne peut donc
pas espérer de terme singulier dans ce cas. O

On notera que la valeur précise de la constante ¢ qui dépend de r,r',m,m’,n,n’
est donnée dans la section 3.

La démonstration du théoreme précis est I'objet de la section 3 et découle des corol-

laires B.2.2, B.3.9 et B.5.3.

Combiné avec la proposition [.0.3, ce théoréme donne immédiatement le corollaire
suivant qui précise ”presque completement” le module des développements asymp-
totiques de la fonction (z,y) — f(z)+ g(y) a partir de ceux de f et g.

Corollaire 1.0.5 Dans la situation du théoréme précédent, firons des compacts
K C X et L CY ;ilexiste un entier k, ne dépendant que de f,q, K, L, tel
que, si les intégrale-fibres des formes ¢ € € (X)PP et ¢ € €°(Y )9 admettent
respectivement dans leurs développements asymptotiques les termes

c.|s|?.s™.5". (Log|s|)? resp. .|s|*.s™ 5" .(Log|s|)”

avec c.c #0 les entiers j et j' étant marimaux pour r,m,n (resp. r',m' n’)
donnés, alors il existe une forme test 6 dans E€°(X x Y)PToPte  telle que le
développement asymptotique de l'intégrale-fibre

/ 0(z,y)
fatrgw=s  d(f(z) +g(y)) Ad(f(z)+ g(y))

contienne le terme

c.c |s|PrFr ) gmamiEe gnane R(Logls|)
ou R est un polynome unitaire dont le degré est déterminé de la fagon swivante :
o si r,r' et r+1' +1 sont non nuls le degré de R est j+ 7.
o si v et r' sont non nuls mais r+1r' +1=0 le degré de R est j+7 +1.

e si v ou 1 estnul (oules deux) le degré de R est j+ j' — 1.

REMARQUE. Comme on l'a déja fait remarquer plus haut, des compensations
éventuelles entre divers termes des développements asymptotiques ne permettent
pas, en général, d’assurer que la forme test @Ay aura dans le développement asymp-
totique de son intégrale-fibre le terme attendu correspondant aux termes donnés dans
les développements asymptotiques des intégrale-fibres de ¢ et .
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Autrement dit, la forme test 6 sera, en général, différente de ¢ A1, et le décalge
par I'entier k sera nécessaire.

Une conséquence simple de ces résultats est le corollaire suivant, sur le polynome
de Bernstein a l'origine (voir par exemple [K. 76]) d’une fonction de la forme
(z,y) — f(z)+9(y), qui peut également se déduire du théoreme de Thom-Sebastiani
topologique (voir [Sak.73]) et des résultats de Malgrange-Kashiwara (voir [M.83] ou
bien [Bj.93] ch. 6) sur le lien entre la monodromie du complexe des cycles evanes-
cents et les racines du polynoéme de Bernstein.

Mais, bien sir, les résultats ci-dessus sont bien plus précis puisque, non seulement il
sont au niveau des termes singuliers des développements asymptotiques, mais aussi
puisqu’ils controlent les décalages entiers dans les puissances de s et s.

Corollaire 1.0.6 (Thom-Sebastiani pour le polynéme de Bernstein.) Soient
f:(CP0) — C,0) et g:(C%0)— (C,0) deuxr germes non constants de fonctions
holomorphes. Alors toute racine du polynome de Bernstein a [’origine du germe
f@g: (x,y) — f(x)+g(y) est modulo Z somme d’une racine du polynome de
Bernstein de f en 0 et d’une racine du polynome de Bernstein de g en 0.
Réciproquement, si o« et [ sont des racines respectivement des polynomes de
Bernstein de f et g a lorigine, il existe une racine vy du du polynome de
Bernstein de f @ g: (x,y) — f(x)+ g(y) qui est congrue modulo Z a a+ f.

2 Le théoréme de convolution.

2.1 Utilisation du théoréme de Fubini.

Commencons par montrer comment le théoreme de Fubini permet de ramener notre
probleme a la détermination du développement asymptotique a 1’origine d’une con-
volution.

Proposition 2.1.1 Soient f: X — D et g:Y — D des représentants de Milnor
de deux germes de fonctions holomorphes a l'origine de CP et C? respectivement.
Pour p (resp. o ) une fonction € a support compact dans X (resp. dans Y')
notons @y, (resp. W,, ) l'intégrale fibre

dz A dz
Dy ,(s) = / plx). = (et respectivement

dy A\ dy
v, . (t ::/ o(y). —
97<> ()=t <)dg/\dg
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Alors on a ’égalité, pour s € C :

dz Ndx N\dy N\ dy N
/ p(x).o(y). = / Qs ,(s —u). Y, ,(u).du A du.
f@)+g(y)=s d(f +g) Nd(f +g) c

PrREUVE. Commencons par remarquer que, d’apres le Nullstellensatz, il existe un
entier N en une (p—1,p—1)—forme w de classe € au voisinage de Supp(p)
dans CP vérifiant

wAdf Ndf = |f(z)*N.dx A dz.
On a alors, au voisinage de Supp(p) x Supp(o), I'égalité
wAdy ANdg ANd(f+g) ANd(f + g) = |f(@)]*N.dx A dZ A dy A dy.

On peut alors écrire, toujours au voisinage de Supp(p) x Supp(c), sur la fibre

{f(x) +g(y) =s}:
de Ndz NdyNdy — dr ANdx
d(f +g)Ad(f+g) df ndf

Alors le Théoreme de Fubini donne

Ady N dy.

/ o(2).0(y) dx Ndx N dy N dy _
f@tew=s d(f+g)Ad(f+g)

dx A\ dT

o)y ndg ([ pla) SERCTY

/yecq ( J(@)=s—g(y) df Ndf )
dy N\ dy i

) s—u./ o(y). =~ J.duANdu =
/Q;G(C fvp( ) ( o) =u ( ) dg/\dg>
/ Qs (s —u).V,,(u).duAdu |

ueC

2.2 Le théoreme de convolution.

Montrons maintenant notre théoreme de développement asymptotique pour une
convolution.

Théoreme 2.2.1 Considérons deux nombres réels a et [ strictement plus grands
que —1 et soient 6 et n deux fonctions dans €>°(C), et posons, pour s € C*,

1

Fop,k(s) = i /. 0(s — u).n(u).|s —u|**.(Log|s — u|*)?.|u|?*.(Log|u|®)* .du A d.
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Alors il existe des fonctions (()icp,r) et & dans €°(C) telles que lon ait

L

Fopn(s) =Y G(s)|sP V. (Log|s*)' +&(s)
=0

ou l'on a
e L=j+k si a,f,a+F+1¢&N,
e L=j+k+1 si ,0¢N etsi a+p+1€N,
o L=j+4+k—1 si a ou [ ou les deux sont entiers.

De plus, on a L = —1 des que o« € N et 7 =0 ou, symétriguement, des que

BeN et k=0.
DEMONSTRATION. Nous la ferons en plusieurs étapes.

PREMIERE ETAPE. Remarquons déja que les conditions o > —1 et [ > —1
assurent que, pour s # 0 la fonction intégrée est localement intégrable. De plus
le support compact de la fonction 7 montre I'intégrabilité globale. La fonction est
donc bien définie sur C*.

Le changement de variable v = s—u dans l'intégrale définissant la fonction Fi, g«
montre que les triplets (0,«,j) et (n,[,k) jouent des roles symétriques.

Par ailleurs il est clair que pour ¢ € N et j =0 on a une convolution entre une
fonction € est une fonction intégrable a support compact . On obtient donc une
fonction €, et de méme pour €N et k=0.

SECONDE ETAPE. Fixons ¢ > 0. L’intégrale

1

% 0(s — u).n(u).|s — u|**.(Log|s — u*)?.|u|*® .(Log|u|®)*.du A du
(s |u|>e

donne manifestement une fonction %> sur louvert {|s| < £/2}, puisque main-
tenant la fonction intégrée est € en s et majorée par une fonction intégrable
fixe ainsi que chacune de ses dérivée partielles en s, 5.

Pour prouver l'existence du développement asymptotique a l'origine de la fonction
F, 3, il suffit donc de le faire pour la fonction obtenue en intégrant seulement sur
le disque {|u| < ¢e}.

TROISIEME ETAPE. Montrons maintenant que si la fonction 6 est plate a 'ordre
N >1 alorigine, alors la fonction F, 5,5 est de classe €V~! au voisinage de
I'origine. Comme notre hypothese permet d’écrire

N+1

O(v) = Z o' oV 0, (v)
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ou les fonctions 6; sont dans € >°(C), il s’agit de voir que, pour chaque i € [0, N+1],
la fonction s — G;(s) définie par I'intégrale

/M (s—u)'- 5~ w)

est de classe €N~! au voisinage de l'origine. Montrons ceci par récurrence sur
N > 1. Pour N =1 ils’agit de voir que les fonctions Gy, G; et G5 sont continues
au voisinage de l'origine. Ceci résulte immédiatement du fait que la fonction

(s —u)'.(s — u)

est continue en (s,u) pour ¢=0,1,2 puisque « > —1, et de I'intégrabilité de la
fonction u +— n(u).|u|?.(Log|u|?).

Supposons ’assertion montrée pour N —1 > 1 et montrons-la pour N.

On a, d’apres le théoreme de dérivation de Lebesgue,

N bu(s—u)n(u) s —ul* (Log|s—u[*) Jul*® (Log|u[*)* dundi

271'.9]»(5 —u).|s — ul**.(Log|s — ul?)’

68? (8) = (i 4a). / (s—w) ™ (s —u) " Ouls — u)n(u).Rap (s, u).du A dat
lul<e
; —1 801 B
/ - (s —u)'.(s — U)N 1 o (s —u).n(u).Rapjk(s, u).du A dut+

N_Hlﬂi(s —u).n(u).Rapgj-1k(s,u).du A du

j /| 0 G

ou l'on a posé, pour simplifier ’écriture,
Ropjk(s,u) = |s —u|*.(Log|s — u|?).|u[*.(Log|u|*)"
On constate alors que, comme les fonctions

i—1 7N—i+1'0i(v) et Ui.T)N_H—l.%(’U)

v

ov
sont plates a l'ordre N — 1 a l'origine, 'hypothese de récurrence donne que BBGS"
est de classe ¢V~2 au voisinage de l'origine. Comme il en est de méme pour 8(%’,

par un calcul analogue a ce que 'on vient de voir, ceci acheve la preuve de notre
assertion.

QUATRIEME ETAPE. Etudions maintenant les fonctions suivantes :
o ik(8) = /|<1 uP . u?.|s — ul*.(Log|s — u|).|u|*® (Log|u|)*.du A du
U=

ou j,k,p,q sont des entiers et ou a et [ sont des réels strictement plus grands
que —1. On va établir la proposition suivante :

Proposition 2.2.2 La fonction G ., est de la forme suivante:
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® pour p>q:
L
D | sPOrPD s 57 (Log|s|)t + sP70.0(|s|?)
=0
e pour p<q:
L
D ] serPT s 5 (Log|s|)t + 5777.0(|s|)
=0

ou ® estune fonction analytique au voisinage de l'origine qui dépend de «, (3,7, k,p, q,
ot les constantes c¢; dépendent également de «, (3,7, k,p,q, et ou l’'on a

e L=j+k quand o,B,a+F+1¢&N,
e L=j+k+1 quand a+5+1€N et a,8&N,

e L=j+4+k—1 quand o ou [ ou les deur sont entiers.

On notera que ceci implique que la fonction Z’% ik est €™ en dehors de

I'origine et admet, quand s — 0 un développement asymptotique avec des ter-
mes ”singuliers”[] éventuels bien précis, et que ce développement asymptotique est
indéfiniment dérivable, c’est-a-dire que toute dérivée partielle de GZ’%’M admet
quand s — 0 le développement asymptotique obtenu en effectuant formellement
les mémes dérivées partielles sur le développement asymptotique trouvé que celles

4 P,q
effectuées sur Gaﬁ’m.

PREUVE. Posons u = st pour s # 0. Alors Gg’qﬁjk(s)/sp.Eq.|s|2(°‘+ﬁ+1) est
donné par 'intégrale :

/ 0|1 — t]*.|t|*% . (Log|s.(1 — t)])?.(Log|s.t|)*.dt A dt.
t1<1/|s|

Commencons par supposer que «+ 3+ 1 ¢ N.

Comme l'intégrale pour [t| < 3 est un polynoéme en Log|s| de degré au plus
j + k dont les coefficients dépendent de fagon € de (a,3) €] — 1, +oc[?, nous
pouvons nous contenter d’étudier la fonction I ;. (s) /sP.59.|s|2@*+8+1) " donnée par
I'intégrale :

/ 250 |1 — 4P 120 (Log|s.(1 — £)|)/.(Log|s.))* .t A dF.
3<[t[<1/]s]

3¢’est-a-dire qui ne sont pas dans C[[s, 3]].
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Ecrivons

(Log\s.t\)k = (Log|s| + Log\t|)k et
(Log|s.(1 —t)|)? = (Log|s| + Log|t| + Log|1 — 1/t])?

et développons notre intégrale par la formule du binéme. On obtient ainsi un
polynome de degré < j +k en Log|s| et le coefficient de (Log|s|)7tE=" est,
a une combinaison linéaire a coefficients constants de fonctions de la forme

/ 291 — t|**|t|*®.(Log|1 — 1/t|)" .(Log|t|)"2.dt A dt
3<[t|<1/]s]

ou h1+h2:h.

En coordonnées polaires ¢t = p.e’¥ Dintégrale précédente donne, & une constante
non nulle pres,

1/]s| d 2m ) —ip )
/ P (Log )tz ZF. / 1= P (Logll — S| £ dyp,
3 P Jo P P

Comme ona p > 3 on aun développement en série qui est normalement convergeant
e e — v
1= —=**.(Loglt = —=I)" = > bt (cosp).p
v=0

ce qui donne que 0% . (s)/s7.59.|s[* @D est combinaison linéaire & coefficients
constants quand hy décrit [0,j + k] de termes tels que

> 1/1s]

oh / +at+2(atB+)—v (1 ha @ *
> ch, o (Log ).~ ()

v=0

ou O = fo% vgfy(cosgo).ei'(p*q)'“’.dcp.
On notera que le polynéme en cos(p), ¥, (cos(¢)), est une fonction € de
o €] —1, 400, et donc que C, dépend également de facon € de a €]—1,+o0l.

Remarquons maintenant que la fonction

2w

HYS (2) = / 11— z.e7%)%* (Log|1 — z.e7™|)M £/ P=9% dyp
0

dont le développement en série a 1’origine est donné par

o0
HYY (2) =) Ch,a”
v=0

est (—1)Pt?—paire. Ceci se voit facilement en changeant = en —z et ¢ en +.
Ceci montre que C’g}y est non nul seulement quand les entiers p+q et v ont
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meéeme parité.
On en déduit que, sous notre hypothese a + 6+ 1 ¢ N, 'exposant
20a+ 8+ 1)+p+q—v =0 napparait pas dans le développement (*).

On a donc, pour a+(+1¢N:

_ o s
0% u(s) = .50 s[2OHHY Py (Logls|) + (m)p-( )Pk (]s]) (**)

ol P;j est un polynome de degré < j+k, dont les coeflicients dépendent de (c, 3)
de fagon € ainsi que de p et g, et ou ®;; (qui dépend également de «, 3, p, q)
est analytique au voisinage de l'origine.

On remarquera que le calcul explicite des coefficients du développement en série de
la fonction @;; montre quelle dépend de fagon € de (o, f3) € (] — 1, +00[)?,
a+pB+1¢N.

Montrons maintenant par récurrence sur j + k que la fonction

S
s — (—)p-(m)q@mﬂﬂ)
est €°° en s au voisinage de l'origine.

Pour A € C*, en posant u = A.v dans l'intégrale qui définit la fonction Gg’%oo,
on obtient :

GP | (M) = AP AL AR, / o0 — oo dv A d
[v|<1/|Al

ce qui donne, puisque la fonction

S vP 0% |s — v|? vl .dv A do
1<|v|<1/]A|

est €°° au voisinage de s =0,
G2 o(As) = WXL AP GRE | (5) € €.
On aura donc, pour tout A € C* fixé,

1 - S S
MRS
e M

sl
Ecrivons le développement a l’origine de la fonction analytique

)9 [Boo(|.s]) — AP0 2, o((s))] € Clls, 5]). ()

e e}

Qg o(x) = Z Cm- ™.

m=0
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La relation (***) donne alors que

1 < .8 S - m o m _
qu-v-”-(—)p-(g)q-[Z Co (A — |A[2@+8+D+p4a) im] e C[[s, 5]].
Comme on a supposé (a+ 3+ 1) € N, et que Py est (—1)PT7—paire, on en
déduit que pour chaque m € N tel que ¢, # 0, on a

m=0

(Sy (2

5] )%.1s|™ € C[[s, 5]]

5]
ce qui prouve notre assertion pour j 4+ k = 0.

Supposons l'assertion démontrée pour j+k < n et montrons-la pour j+k =n+1.
Supposons, par exemple j > 1. Alors on a, grace a I’hypothese de récurrence

P i(s) — sP.5L|s[2OTPD P (Logls|) € €.

Comme on a -
8Ga357]_1k‘ _ P,q
Oa - TPk
et que la dépendance en (a, 3) € (] — 1,400[)? des calculs précédents est €, on
obtient en dérivant en « la relation (**) pour le couple (j — 1,k)

OP;_
Gy i(s) — s”.59.|s[* D [Py w(Logls|).Log|s|® + GJTM(LOQLSN S

ce qui prouve notre assertion pour le couple (7, k) en vertu de I'unicité du développement
asymptotique.

REMARQUE. Si a ou [ est entier, mais toujours en supposant que a+3+1 ¢ N,
on constate que pour 7+ k = 0 on n’a pas de terme singulier pour la fonction
GZ’,%,o,o- La récurrence sur j 4k montre que 'on peut prendre L = j+k—1 dans
ce cas. 0

Dansle casou a+3+1=m €N lafonction &y, sera la somme d'une fonction
analytique et d'un terme logarithmique du type 4.|s|*""P%% Log|s|?, qui sera obtenu
pour v = 2m + p+ ¢q. On peut alors mettre le terme initial c.|s|*™.sP.5¢ dans les
termes non singuliers, sortir le terme logarithmique et conclure de facon analogue
au cas précédent pour la fonction GZ,%,O,O' Le cas ot (j, k) € N? est arbitraire s’en
déduit alors par dérivation j—fois en o et k—foisen [.

Il nous reste & prouver que pour (a,3) € N> on a en fait un polynome en Log|s|
de degré < j+ k — 1. Il suffit en fait de montrer ce résultat pour 7+ k=1 car le
cas général s’en déduit immédiatement par dérivation en « et (.

Il s’agit donc de montrer que pour (a, ) € N et, par exemplef] j =0,k =1 la
fonction G7%,, est €. Mais ceci est évident puisque la fonction u — |ul?* est
¢ dans ce cas. |

4rappelons que I'on a symétrie entre j et k.
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CINQUIEME ET DERNIERE ETAPE. D’apres la seconde étape, on peut se contenter

d’integrer sur le disque {|u| < 1} pour prouver l'assertion. Fixons un entier N.

D’apres la troisieme étape, on peut alors remplacer dans I'intégrale les fonctions 6

et 1 par des polynomes de degrés N + 1 pour établir I'existence et la forme du

développement asymptotique d’ordre N puisque l'erreur commise sera de classe

€N au voisinage de l'origine.

En développant le polynome en s —u on est alors ramené a montrer 1’existence

d’un développement asymptotique du type désiré pour les fonctions du type
sp/.Eq/.GZ’v%yj’k(s).

Ceci est donné par la proposition de 1'étape 4.

On remarquera que I'on a prouvé en méme temps que les fonctions [y g, sont

¢ en dehors de l'origine, puisque c’est le cas pour les fonctions GZ’%J.’,C. Ceci

acheve la preuve du théoreme P.2.7].

2.3 Preuves de la proposition [[.0.3 et du corollaire [[.0.6.

Commengons par démontrer la proposition [[.0.3.

PREUVE DE LA PROPOSITION [[.0.3J . Soit donc K un compact de X contenant
le support de ¢ et notons

My = {DA]| - |, ¥ e €(X,C)""}

ou DA(F) désigne le développement asymptotique a l'origine de la fonction F.
Alors My est un C[[s, §]]—module de type fini d’apres [B. 82], qui est contenu

dans A
EF= Cl[s, 5]].s|*".(Log|s])’,

(r,j)ERX[0,n]

oun RCQnN[0,1[ est un sous-ensemble fini.
> ) )

z z — :\2
Notons Mg le saturé de My par les opérateurs sz et s5-. Comme ‘“|~R,n

est stable par ces deux opérateurs, la noethérianité de C|[[s, s]] implique que Mg
est également de type fini sur C[[s, §]].

Mais d’apres [B.-S. 74]f], on a s"“.%MK C My ainsi que 5"“.%/\41( C Mg.
Ceci montre que I'on a l'inclusion

My C Mgls™h 574,

Sen combinant 'inclusion f”‘H.Q”XJr1 C df ANQ% avec la formule de dérivation

O o fe
s J,_ ¥ T )l
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La finitude de My sur C[[s,5]] donne alors 'existence d’un entier £, ne dépendant
que de f et du compact K, tel que 'on ait

|| Mg C Mg.

Il nous suffit donc de prouver la proposition pour My en prenant x =0 dans ce
cas.

Comme My est stable par s% et EC%, I'utilisation itérée des opérateurs
S— — (7’1"‘7711) et §— — <T1 +m/1)

0s 05

permet de supprimer dans le développement asymptotique de ¢ tous les termes
qui ne sont pas des O(|[s|?") (il n’y en a qu'un nombre fini) et qui ne sont pas de la
forme |s|?".s™.5™ .P(Log|s|) ot P est un polynome de degré égal & j (rappelons
que 'on a supposé que j est maximal pour (r,m,m’) donné). Ceci permet alors
de conclure. |

REMARQUE. Si la fonction f est contenue dans son idéal jacobien au voisinage
du compact K, ona Mg = Mg et I'on peut prendre x =0 dans la proposition.
On a donc le résultat optimal dans ce cas.

En utilisant de maniere anticipée les résultats de la section suivante, nous allons
démontrer le le corollaire [.0.6.

PREUVE DU COROLLAIRE [[.0.6. La premieére partie du corollaire est immédiate
puisque l'on sait que modulo Z les racines du polynome de Bernstein de f a
I'origine correspondent aux exposants qui apparaissent effectivement dans les
développements asymptotiques des intégrales fibres au voisinage de 'origine ; voir
par exemple [Bj. 93| chapitre 6.5.

La réciproque est conséquence de la proposition qui permet d’appliquer le
théoreme précis [[.0.4 et ainsi d’éviter les phénomenes de compensation entre différents
termes des développements asymptotiques de f et g. [

3 Calcul des constantes :
démonstration du théoreme précis.

3.1 Préliminaires.

NOTATION. Pour a,b,--- des nombres complexes, nous noterons «, 3, --- leurs
parties réelles respectives.
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Notons pour p,q entiers positifs,
Upg :=1{(a,b) €C*> / a+p/2>—1 et B+q/2> -1}
Uy, = UpqN{(a,b) e(C?/a+ﬁ+1+p;q <0}
Via = Upa \{(a,;0) €C* /a+b+1€Z}.

ona a+b+1¢N puisque les inégalités
p+q O

On remarquera que pour (a,b) € Uz? ”

imposées impliquent —1 — p+q <a+pf+1<-—

Nous poserons, pour z € R, |z| <1,meZ et a€ C tel que o> —1

_/ —19 2a sz dh = Z’Yam ) (@)

r=0

On remarquera que ~;,, =0 si r # m modulo 2, puisque I'intégrale considérée
est invariante par le changement © — —x et 6 — 0 + 7.
La conjuguaison complexe montre que 1’'on a

T AT
fy&,fm - fya,m

il nous suffira donc de considérer le cas ou m est dans N.
On remarquera également que les coefficients v, ,, dépendent holomorphiquement
de a sur Pouvert « > —1, d’apres la formule de Cauchy.

Lemme 3.1.1 La fonction holomorphe définie sur lowvert UY :=Ug, de C* en
posant

G,(a,b) /|1 29 [t|®.dt A dE

est €gale a
1T(@+DI'(0+g+DI(—a—-b-1)
2 T(=a)(-b)T(a+b+q+2)

(*)

PrREUVE. Commencons par remarquer que la convergence absolue de l'intégrale
définissant G, est assurée en t =0 par la condition 26 +¢+1> —1,en t=1
par la condition a > —1 et en [t/ =400 parla condition 2(a+3)+q¢+1 < —1.
Donc la fonction G, est bien holomorphe sur 'ouvert U, (?.

Pour prouver la formule (*) il suffit de le faire quand a = o et b= (. Ce que
nous supposerons donc dans la suite.

En coordonnées polaires t = p.e?’ on aura, pour (a,f3) € Ug :

+oo d 2 2p.cos 0
G = 1+ a 2(6"“1/24‘1) p / 1— P- o zq@ do ok
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Mais on a
1 27

(1 2p.cos 6
27

1+p

Tla+1) (- 1>k'2k'pk.i /QF cos®0.¢"? .d6.
2 T(a—k+ D)kl (1125 21 Jo

)" .df =

e}

Et, comme on a

1 2w ) 1 )
—/ cos*9.e"’ do = —.CY si k=q+2j, avec j€0,k], et
27 Jo 2k

= (0 sinon, on obtient

2T
1 (1- 2p0059)a a0 gy _
27 Jo 1 —|— p2
Z F(a—l— 1) y pq+2j
"5 Tla—q—2+ D(q+2) " (1+ )%

En reportant dans (**) cela donne

Gq(a’ﬁ) =
+o0o
Z , [a+1) X/ (14 p2)a=i-2_B+a+i+) dp
% X Tla—q-2j 1 (g +2)!  Jy p
Utilisons alors la formule classique
too 1 D) D(u — )
1+ 2?) 2V de = —.—2 2
[ ()
avec u=q+2j—a et 1+v=2(f+q+j+1). On obtient
G (a 5):< 1) Z PB+g+ij+ D I(—a-F+j—-1)(q+2))
n I(o—q =27 +1).[(q +2)1T(q + 2j — a).jl (g + j)!

Apres simplification par (g +2j)! et utilisation de la formule des compléments qui
donne

Pla—g=2+1)I(g+2j —a) = sin7(q :2]' —a)
= (_1)q+1$ =(-1D)IT(1+a)I'(—a)

on arrive a

X .
Gola,B) = s x> FB+q+j+1)I(-a—pB+j—1)
j=0

I'(g+j+1).4!
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Utilisons maintenant la formule (voir Erdelyi, Magnus ... p. 10)

—+00

3 PG+2) LG +y) _ L) ly).lz—2—y)

I(j+2).5  Tk—-2)I(z-y)

=0
On obtient avec xt =0+q¢+1l,y=—a—0F—1 et z=qg+1

1 PB+g+D)I(—a--1)I(a+1)
2 T(—a)I(=B)T(a+B+q+2)

Gq (Oé, ﬁ)
c’est a dire la formule annoncée. [ |

REMARQUES.

1) Le changement ¢ — 1/t transforme G, (a,f) en G,(a,—(a+ [+ q+2)).
On constate que ceci est bien compatible avec la formule obtenue puisque si
o=« f=—(a+Pf+q+2) ona

f+q+l=—a—-pF—-1, —a' - —-1=0F+q¢+1,
o+ +q+2=—-8  etc.

2) On notera également que I'ouvert U&q est stable par cette involution, puisque

f+q/2+1=—-a—F—q/2—1>0 ainsi que
o+ F /24 1= —B—g2—1<0
pour (a, () € Uy,

3) On remarquera que pour («,[3) € U(?,q NR? le nombre G,(a,f) est réel. On
en déduit que l'on a, pour tout («, ) € U(?,q N R2

Gl B) = ﬁ//(cu_t|2a.tq.|t\25.dmdt:Gq<a,g).

On a donc, pour (a,b) € UY, Végalité G(a,b) = G,(a,b). O

Considérons maintenant la méme intégrale que dans le lemme précédent mais en
demandant seulement a (a,b) de vérifier les conditions de convergence en ¢ = 0
et t=1 c'est a dire d’étre dans 'ouvert U, défini par les inégalités a > —1 et
B+ q/2 > —1. L'intégrale diverge alors a l'infini, mais le lemme suivant montre que
sa "partie finie”, c’est a dire le terme constant dans le développement asymptotique
a I'infini de cette intégrale donne le prolongement méromorphe de la fonction G, a
louvert Up,.
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Lemme 3.1.2 Soit ¢ wun entier positif ou nul. Pour (a,b) € Vo, on a, pour N
entier assez grand,

lim [i/ |1 —t|2e.29.|t|®.dt A dE + (F*%)
T <3

s—0
1/s| dp .1 [~ o—i0 ' N
2(a+b+1)+q P 1 — 2a iq0 do — r —r i| _
/3 p > '[ZW/O | | £ E VagP ']

1T(a+1).0(b+g+1)D(-a—b-1) +§: Yaq e
2" T'(—a)T(=b).T(a+b+q+2) —~2a+b+1)+q—r

PREUVE. Remarquons déja que pour N fixé, la différence

(e e o igt S
[%/0v |1 — 7| @' .df — Z’Yg’q.p_r]
0

est un O(p~~1) et donc que pour 2(a+B+1)+q— N —1 <0 lintégrale de 3
a +oo converge et la limite cherchée est simplement la valeur de cette intégrale.
Il s’agit donc simplement de montrer que le prolongement analytique de la fonction
holomorphe G, définie sur 'ouvert U(?,q est bien donné par cette intégrale. On
concluera alors grace au lemme précédent.

Mais pour (a,b) € qu, en coupant l'intégrale définissant G, pour |t| <3 et pour
|t| > 3 et en utilisant le développement (@) & l'ordre N dans cette derniere,
on obtient bien I'égalité de la limite du membre de gauche de (***) avec G, sur
Pouvert U, puisque |s|-R@tb+D+a=rT tend vers 0 quand s — 0, étant donné
quel’ona a++¢q/2+1<0 et r>0. |

On remarquera que ceci montre que le prolongement analytique de la fonction G
a des poles simples (au plus) sur les droites

a+b+1= % pour r €N, r=gq modulo 2.
Le fait que ces points soient réellement des poles simples quand a+b+1 € N est
montré a posteriori par la formule que l'on a établie. Ceci permet de calculer les
coefficients 75 . On obtient, pour a ¢ N, en utilisant la formule des compléments
(on notera que a ¢ —N sous nos hypotheses, puisque 'on a « > —1 et aussi que
7"+q —a ¢ —N, puisque %w_a:5+q+1>0)

[(a+1).0(% —a).(-1)2
I(—a)T(a+1—59).I(5 +1).(59)!
['(a+1)>

L(a+1—5%)T(a+1—59).(5O(50)!

q

r —
Ya,q =

— (—1)".



Thom-Sebastiani... 21

Pour a € N le calcul direct donne, pour ¢ <r <r+q < 2a
Vo= (_1)T_CC(Lr+q)/2_CC(LT*q)/27
et 0 sinon, ce qui coincide bien avec (QQ).
La situation précédente o a+ b+ 1€ N avec a non entier est examinée dans le

lemme suivant.

Lemme 3.1.3 Soit q un entier positif ou nul. Pour (a,b) € Uy,,a+b+1€N,
a mon entier, posons ro =2(a+b+ 1)+ q. Alors on a, pour N > ry entier

lim [i/ |1 — t|?.29.|t|*.dt A dE +
<3

s—0 L4m
1/]s| d 2 —i.6 N
2(a+b+1) +a+j p / . € 2a ,iq0 . r —r
P |1 — —|**.e'?.df Yora-P ] +
/3 p [27T 0 p 20: ]
N .
Z Va,q 32(atb+1)+g—r +’V£?q.Log3

&> 20+b+1)+q—r

est égale a

(—1) (1) + X\ 22 1] T 0+ 1)

2 T((a+1—"5)I((a+1— ox9) (Tokar) ()

PREUVE. La preuve est la méme que pour le lemme précédent sauf que le terme
pour 7 =rg donne un terme logarithmique dans ce cas. On doit donc évaluer la
valeur en 2(a+b+1)+¢g =1y de la somme

I1T(a+1)I'(b+qg+1)I(-a—b—-1) 1 e
1 1 |
2 I'(-a)l(-b)I(a+b+q+2) 2a+bt1+(q—ro)/2

Compte tenu de la formule (@Q@), du fait que 'on a, pour k € N,

quand z — 0, un calcul simple montre que la valeur de cette limite est bien celle
annonceée. [

On notera que cette limite n’est jamais nulle puisque ’on suppose que a n’est pas
un entier
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Lemme 3.1.4 Soient 0 <p <q deux entiers. Posons pour (a,b) € qu

F,q(a,b) := 3// 11—t (1 — t)P.|t|*.t%.dt A dE
T C
Fpqa,b) = . // |1 — t\Qa.(l — t)p.\t|2b.fq.dt A dt
m C
On a alors
Fa+p+1)I(b+q+ 1) (-a—b—1)
Fla+b+p+q+2)I(—a)l(-b)

Fla+p+1)Ib+q¢+1)I(-a—b—p—1)
Fla+b+q+2)I(—a).l'(-b)

Fp,q(av b) =

FP@(aa b) = (_l)p-

REMARQUES.

i) On vérifie facilement les égalités ”évidentes a priori” sur Uz? N R?

Foo=F,

po et Fog=Fog

ii) Une conséquence simple du lemme précédent est le prolongement méromorphe
des fonctions F,, et F,; alouvert U,, avec des poles au plus simples sur
les droites a +b+1 € N.

PREUVE. La formule suivante sera la clef de cette preuve.

Lemme 3.1.5 Soit p € N. Pour z,y dans C\ {—N} ona

P - T(z+3)) I'(z)T(y+p)

Ap(x, y) = Z(_l)j'cz]fr(l» +y _|_]) - F(x +y +p)-F(’y)

J=0

PREUVE. Montrons cette égalité par récurrence sur p > 0. Le cas p = 0 est
trivial. Supposons la formule démontrée pour p et montrons-la pour p+ 1. En
utilisant 'égalité C7,, = CJ + CJ~' on obtient

I'(z).T(y + p) I'(z+1).I(y +p)
Api(z,y) = Ap(z,y) — Ap(z + 1,y) = Tz+y+p)Iy) T+y+p+1)I(y)
[(x).T'(y + p)

“Tatyiprrge e
_ D@ Iy+p+1) .
Fz+y+p+1)Ty)
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PREUVE DU LEMME B.T.5. La formule du binome donne

P

Fpqla,b) = Z(_l)j-cg-Gq-i-j(aa b)
_ TI(a+1).I(-=a—b-1) & i TO+q+j+1)
T I(—a)I(-) (ZH) 'Cp'r(a+b+q+j+2)>

et en utilisant le lemme ci-dessus avec © = b+q+1,y = a+1 on obtient la formule
annoncée.

La formule du binéme donne

p
Foq(a,b) =Y (=1).CJ.Gqj(a, b+ j)
=0
p .
_ Ia+1).I'(b+q+1) X(Z(—l)j.()’j.r( a—1b J 1))
I'(—a)I'(a+b+q+2) = P INGEE)
La formule des compléments donne alors la formule annoncée. ]

REMARQUE. Pour a+b+1 ¢ N, les nombres complexes F, ,(a,b) et F,z(a,b)
sont non nuls. O

3.2 Le premier cas.

NOTATION. Soient 0 < p < g deux entiers et soit D le disque unité du plan
complexe. Pour (a,b) € U,, et s € D*:= D\ {0} posons

o
 A4r

i
C Ar

F, (a,b)]s] : / |s — u**.(s — u)P.|u|** u.du A du
lul<1

F,4(a,b)[s] : / |s — ul?.(s — u)P.|u|*.a%.du A du
<1

Proposition 3.2.1 (Le premier cas : a+b+ 1 n’est pas dans N.) On sup-
pose que (a,b) € V,,. Alors il existe des fonctions ®,, et ®,; qui sont € sur
Vpq X D, holomorphes sur V,, pour s € D fizé, telles que l'on ait sur V,, x D*

F, (a,b)[s] = F, o(a,b).s"9 |52 4 P+ & (a,b,s)
F,4(a,b)[s] = F, 4(a, b).sp.Eq.|s|2(a+b+1) + 5779, 2(a, b, s)

PREUVE. Remarquons déja que le fait que ces fonctions soient €*° sur 'ouvert
qu X D*, holomorphes sur qu pour s € D* fixé, est conséquence immédiate
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des définitions. Nous allons commencer par traiter le cas de F,,. Pour s € D*
effectuons le changement de variable u = s.t. On obtient

l

Fpq(a,b)[s] = 5p+q_‘5‘2(a+b+1)_4ﬁ

/ |1 — ¢ (1 — t)P|t|®.t2.dt A dE
[t1<1/s]

p

— Pt |g|2(atbtl) -1 J‘.Cf'.i/ 1 — 224917 ||%0 dt A dE.
sPT |s| ;( ) I \t|§1/\s|| \ |t]

Supposons |s| < 1/3 et posons

€0 (a,b) = i/ 11— 4201 — £ (12 49.d¢ A dF.
’ AT Jin<s

L’intégrale pour 3 < [t| < 1/|s| correspondant au terme j € [0,p] donne en
coordonnées polaires

1/]s| A 1 2w e 10 ) )
I = / pRarD I gy / 11— & |2 eila+i)e gg, (A)
’ 3 21 Jo P

Utilisons le développement (@), en se souvenant que I'on a r = ¢+ 7 modulo 2 :

o0 1/l |
I =2 Veari /0 pHat TR dp
r=0

—+00 r

= Z Taq+j _[‘ s|72atbHati—r)/2+1) _ g=2Aatbtati—r)/2)+1)
—~2a+b+(qg+j—r)/2)+1)

= Cjg(a,b) + |72 (a, b, |s]?). (B)

la fonction W; étant une série de Laurent en |s|* dont les coefficients sont holo-
morphes en (a,b) pourvu que a+ b ¢ Z. On notera que la puissance maximale
négative en |s|> dans ¥; est (j+¢)/2<(p+q)/2.

On obtient alors

P
Fpq(a,b)[s] = Cpgla, b).s7H9| s 13 *(—1)7.CF 5749 W;(a, b, |s])
j=0
oll nous avons posé

p

Cpqla,b) = Cp (a,b) + > (=1Y.CJ.C} (a,b).

Jj=0

Ceci établit I’assertion annoncée pour la fonction Fj, , sauf qu’il nous reste a montrer
les deux points suivants :

1. La fonction @, 4(a,b,s) :=>2"_(=1)/.C}.s?*9.W;(a, b, |s|*) est bien € en
s = 0, c’est & dire ne présente pas de termes non nul de la forme sP*9/|s|?*
avec k> 1.
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2. Montrer que la constante C,,(a,b) est bien égale a F, ,(a,b).

Pour établir le premier point considérons un nombre complexe A € C* et calculons
la différence F), ,(a,b)[\.s] — AP \|2@++D) [ (a,b)[s]. Le changement de variable
v = A.u montre que cette différence est donnée, pour |A| <1 par l'intégrale

1
— |s — v]?*.(s — v)P.|v|*.v9.dv A do.

A Jicpl<a/iy
Cette différence est donc € sur C? x D, holomorphe sur C? & s € D fixé. Mais
la présence d'un terme non nul de la forme c.s?74/|s|** avec k > 1 produirait
dans le développement a l'origine de la différence précédente le terme

c. [)\p+q_(|)\|—2k — |)\|2(a+b+1))] _Sp+q/|3|2k

nécessairement non nul puisque « + §+ 1> —1, ce qui contredirait 'aspect €
en s =0 de cette différence.

L’identification de la constante s’obtient facilement en utilisant les lemmes et
B.14.

La preuve pour la fonction Fj,; est tout a fait analogue.

On notera que le terme sP.57/|s|?* est € pour k € [0,p], puisque 1'on a supposé
0 < p <gq, ce qui explique le facteur s9 P dans ce cas. |

REMARQUE. Pour a ou b dans N ona F,,(a,b) =0 ainsi que F,z(a,b) =0
ce qui montre que la fonction considérée est € en s = 0. Ceci est évident a priori
puisque 'on convole une fonction % avec une fonction localement intégrable a
support compact.

Corollaire 3.2.2 Dans la situation de la proposition précédente, sotent j et k
deuz entiers, et définissons pour (a,b) € V,,, les fonctions

?

ke - 2a 205 |, 12b 2\k _
Fri(a,b)[s] = —/|<1 |s — u|*.(s — w)P.(Log|s — u|*)”.|u|".u?.(Log|u|*)".du A du

AT
F’ g(a b)[s] := 4; /u|<1 s — ul?.(s — u)P.(Log|s — ul?)?.|u|®.a%.(Log|u|®)*.du A di
Alors on a
Fi%(a,b)[5] = P%(a,b)[Log|s|3.57 0 |s @D 1 5979.8, (a,b, )
Fjg(a b)[s] = Pg:g(a, b)[Log|s|?].s?.59. ||+ 4 5972 @, (a,b, s)

ou Pg;g et Pg,’g sont des polynomes de degré j+k dont les coefficients dépendent
holomorphiquement de (a,b) et dont les coefficients dominants sont donnés par
Foq(a,b) et F,q(a,b) respectivement, et ot les fonctions L% et I sont

itk

e
obtenues via l'opération zr—r

précédente.

sur les fonctions ®,, et @,z de la proposition
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PrEUVE. 1l suffit d’appliquer I'opérateur différentiel % dans 'assertion de la

proposition précédente. |

COMPLEMENT. Dans le cas ot a (ou bien b) est dans N, avec (a,b) € U,,, le
terme de degré k + j, c’est a dire le coefficient de ‘
serq.|s|2(a+b+1).[Log|s|2}JMC (resp. de sP.59.|s|2(@+0+1), [Log|s|2]]+k) est nul.

Pour avoir le terme singulier dominant non nul on doit donc calculer le coefficient
de sPta|s|?latd+l), [Log\s\Z]]+k_1 (resp. sP.5%.|s|2atbHD), [L0g|s|2]j+k_1). Un calcul

simple donne que ce coefficient vaut

0F,, 0F,, 0F,; O0F,;
[8& + ob ](a,b) (resp. [8& + ob ](a,b)).

Comme on a I'(z — k) = (7,:!)16% + holomorphe(z) pour k € N et z voisin de

0, on constate que pour obtenir le coefficient cherché il suffit de remplacer (si par
exemple c’est a qui est dans N) le facteur 1/I'(—a) dans l'expression de F),,
par le nombre (—1)*'.a! (resp. dans I'expression de F,; ) . Ceci montre que
ces coefficients sont non nuls (car a et b ne peuvent étre simultanément dans N
puisque a+ b+ 1 ¢ N par hypothese).

Donc dans ces cas les polynomes en Log|s|* PJ¥(a,b) et Pg:g (a,b) sont de degré
exactement j+k—1 . O

3.3 Le second cas.

Proposition 3.3.1 (Le second cas : a,b non entiers et a+b+ 1€ N.) On sup-
pose maintenant que (a,b) € U,, mais que a+ b+ 1 est un entier. Alors on
a

Fyq(a,b)[s] = [F}4(a,b).Log|s|* + cpq(a, b)].s"T9.|s2@HHD 4 PTa, (a,b, s)

F,q(a,b)[s] = [ﬁ’p@(a, b).Log|s|® + c,.4(a, b)] .sp.§q.\s\2(“+b+1) +597PU, 4(a, b, s)

ot les coefficients F,q(a,b) et F,z(a,b) sont donnés par les formules suivantes

E, (a,b) = (=1 Fla+p+1)I'(b+q+1)
PR T(=a).T(=b) T(a+b+2).T(a+b+p+q+2)
E,(a,b) = (=) Pla+p+1)I(b+q+1)

['(—a)l'(=b) T(a+b+q+2)T(a+b+p+2)
ot les fonctions V,, et ¥,z sont € sur U,,x D, holomorphes sur U,, pour

s€ D fizé, et les fonctions c,, et c,5 sont holomorphes sur U, ,.

REMARQUE. Quand on suppose de plus que a et b ne sont pas entiers, les
nombres F, ,(a,b) et F,;(a,b) ne sont pas nuls. O
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PREUVE. Elle est analogue au cas de la proposition B.2.] sauf qu’il faut prendre
en compte 'apparition du logarithme puisque le fait que a+b+1 soit entier oblige
a rencontrer dans la somme l'intégrale f;/‘sl 4 Posons ri=q+j+2(a+b+1), et
reprenons le calcul de I'intégrale I; (voir (A) dans la preuve de la proposition B.2.1).

Le terme en P79 [s[?@HH) Log|s| aura pour coefficient —,’ ;. On obtiendra
ainsi que

vaq(aa b) = — Z (_1)j'01j;'727q+j
B i T(a+1) & i Dlh+q+j+1)
= (=1 ]X—@TQ%)Na+b+2y§:@4>Ckrm+b+q+j+2)
(—1)ett Ta+p+1)T(b+qg+1)

T T(—a)T(=b)T(a+b+2)T(a+b+p+q+2)
d’apres le lemme B.1.5.

Le calcule analogue pour le coefficient Fp@(a, b) donne,

Frgla.b) = =3~ (-1P.C3n2
i atbig [(a+1) g L+ji+1)
=(=nm r(—a).r(—b—q).r(a+b+q+2)'z( 2 'Cp'F(a+b+j+2)
_ (=1)etbra Fa+p+1)T(b+1)
I'(-a)T(=b—q)T(a+b+q+2)T(a+b+p+2)
(—1)att Fla+p+1)T(b+qg+1)

T T(—a) I (=) T(a+b+q+2)T(a+b+p+2)

d’apres la formule des compléments. |

Corollaire 3.3.2 Dans la situation de la proposition précédente, soient j et k
deux entiers, et définissons pour (a,b) € U,, vérifiant a+b+1 € N, les fonctions

Fl%(a,b)[s] == — / s — ul?.(s — u)P.(Log|s — ul?)?.|u|®.u?.(Log|u|?)*.du A di
Fg,’g(a, b)[s] := < / s — ul*®.(s — u)P.(Log|s — u|®)?.|u|**.a?.(Log|u|®)*.du A du

Alors on a

/ (a, b)[Log|s|2].sp+q.|s|2(“+b+1) + sp+q.<1>p7q(a, b, s)

(a,b)[Log|s|?].sP.59.| s[> 0T 4+ 5P &, .(a,b, 5)
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ot ij et P”‘C sont des polynomes de degré j + k + 1 dont les coefficients
dependent holomorphzquement de (a,b) et dont les coefficients dominants sont

donnés par F, (a,b) et F, (a,b) respectivement, et ou les fonctions <I>g;:’; et
.k 100w Bt &Itk
Q7 sont obtenues via l'opération 5

proposition précédente.

sur les fonctions ®,, et ®,; dela

PrREUVE. Il suffit a nouveau d’appliquer 'opérateur différentiel 8J akb dans 'assertion
de la proposition précédente. |

Le dernier cas a traiter est celui oi a et b sont entiers. Ceci ne peut s’obtenir
comme précédemment par dérivation du cas ou les logarithmes n’apparaissent pas.
Il faut donc traiter directement I’analogue des corollaires B.2.9 et B.3.2.

3.4 Le dernier cas.

Proposition 3.4.1 (Le cas a et b entiers.) Donnons-nous deuz entiers
0 < p < q. Supposons maintenant que a et b sont dans Z et que l'on a
a+p/2>—1 et b+q/2>—1. Pour (j,k) € (N*)? et s € D* posons alors

j k b 2a 215 1,12b 21k -
Fri(a,b)[s] = —/ |s — u|**.(s — w)P.(Log|s — u|?)?.|u|”.u?.(Log|u|*)".du A du

Fg,’g(a, b)[s] := * / s — ul*®.(s — u)P.(Log|s — u|?)?.|u|**.a?.(Log|u|®)*.du A du

AT <
Alors on a
FJi(a,b)[s] = PJf(a,b)[Log|s|’].s"* [T 4 5779.®,,  (a, b) |5
FJi(a,b)[s] = Pli(a,b)[Log|s|?].s".5%|s[* @™ + 577 ®, (a,b)[|s|*]  (C)

ou Pg:g et Pg:g sont des polynomes de degré exactement j+k —1 et ou les
fonctions ®2%(a,b) et @f,’f%(a, b) sont analytiques réelles.

PREUVE. Commencgons par rappeler que pour j = 0 ou k = 0 (cas exclus
de I'énoncé ci-dessus) les fonctions considérées sont %> comme convolées d'une
fonction € et d’'une fonction localement intégrable a support compact.

Le changement de variable u =t.s, pour s # 0 fixé donne

j,k — 2(a+b+1
Fik(a,b)[s] = sPT9.|s[2er0HD) I (s)

oll NoUs avons posé

I(s) := / |1 —t]*.(1 — t)P.(Log|1 — t|*> + Log|s|*).|t|*.t".(Log|s.t|*)*.dt A df
[t]<1/ls|
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ainsi qu'une expression analogue pour ng’g (a,b)[s]. Des calculs analogues & ceux
déja détaillés plus haut montrent facilement que 'on a des expressions du type (C),
mais avec des polynomes en Log|s|? & priori de degrés inférieurs ou égaux & k+j+1.
Nous allons démontrer ’assertion sur le degré de ces polynomes par récurrence sur
j+k=n2>2 Pour n=2 on anécessairement j =k =1 et il s’agit de montrer
que les polynomes Pll(a,b) et PLl(a,b) sont de degrés exactement égal & 1. Le
pas de récurrence qui va suivre montrera qu’ils sont de degrés au plus égal a 1. Il
nous suffit donc de montrer que le coefficient de Log|s|® est non nul.

Ceci résulte du calcul de la constante ~;; qui est fait au paragraphe 3.5.

Supposons démontré que pour n > 2 le degré des polynomes Pgﬁ (a,b) et ng’g(a, b)
est au plus égal & j+k—1 et montrons ceci pour un couple (j, k) € (N*)? vérifiant
Jj+k=n+1. Soit A € C* et calculons la différence
e +q |y [2(a+br1) ik
FIE(a,b)[A.s] = AP |22 FIE(a, b)[s]

en utilisant le changement de variable u = A.v. On obtient = APT [X[2(@+0+D)
multiplié par

/ |s — v[**.(s — v)?.(Log|\| + Log|s — v|)’.|v|** v%.(Log|\| + Log|v|)*.dv A dv
1<|v[<1/[A]
+/ |s — v]?.(s — v)P.|v|*.09. Z.dv A dv
lv|<1

avec 7 = [(Logw + Log|s — v|)?.(Log|\| + Log|v|)* — (Log|s — v|)j.(L0g|v\)k]

On constate que la premiere intégrale est € sur D, et que la seconde est une
combinaison linéaire des fonctions Fg:ék/(a, b) avec j + Kk < n. On en déduit
facilement notre assertion.

De plus, si v(j, k) désigne le coefficient de (Log|s|)?**! dans Pi¥(a,b) le calcul
ci-dessus donne facilement la relation

10 k) =G+ R 1) Vi k=1

ce qui montre que si y(1,1) est non nul, il en est de méme pour tous les
v(7,k),V(j, k) € (N*)%. Nous allons montrer au paragraphe suivant que la constante
v(1,1) (qui dépend de a,b,p,q) est non nulle, ce qui achevera la preuve. |

3.5 Le calcul de ~(1,1).

Lemme 3.5.1 Pour 0<x <1 et peEZ ona

L[ 012 iph alP!
Cp(z) == o Log|1 — x.e”|*.e".df = m pour p#0
0

[ .
Co(z) : —/ Log|1 — z.|%.df = 0.
0

:27T

Pour z>1 ona Cy(x)=Cy(l/z) pour p#0 et Co(xz) = Loga?.
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PREUVE. Posons pour z €]0,1]
1 d
A, = Log(1 — z).zp—z.
z

P 2m |z|=z

Alors on a Cp(x) = 7 P.A, — 2P.A_,. Comme la formule de Cauchy donne
A,=0 pour p>0 et
1
A,=—— pour p<O0
D
on conclut facilement. [

Proposition 3.5.2 Pour p,q deux entiers naturels, posons pour s € D
i
F,.(8) = — / uP.ul. Log|s — u|.Log|u|.du A da.
AT Jjui<t

Alors le coefficient du terme en sP.57.Log|s|®> dans le développement asymptotique
en s=0 de Fy vaul —qm gy

On remarquera que le terme en s?.5%.Log|s|> est le seul terme non %> dans le
développement de cette fonction a 'origine.

PREUVE. Commengons par le cas p # ¢. On a, en posant u = s.t pour s # 0

4m
avec Z := (Log|s| + Log|l —t|).(Log|s| + Logl|t|)

i _ _
E, . (s) = sPts0t — / P10 Z.dt N di
[41<1/]sl

Cela donne les trois termes suivants

A= P51 (Logls|). 1
B := s"*1.57" (Log|s|).1I;

. opt1 gq+1
C =51 I

ou les intégrales I,I, et I3 vont étre examinées ci-dessous.

Remarquons déja que le développement asymptotique de A ne donnera jamais de

contribution au terme qui nous intéresse.

Pour B nous cherchons le terme constant dans le développement asymptotique de
7

I(s) : tP.t7.(Log|1 — t| + Loglt|).dt A dt

AT Jg<ayts
Cherchons déja le terme constant dans le développement de I'intégrale
7

Il(s) == —

1) = o

1 1/]s| 1/|s|
=<, / PGy (p)-dp + / PP Log p.dp
1 1

/ .5 (Log|1 — t| + Log|t|).dt A df
1<|t<1/]s

2
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Comme le lemme précédent donne C,_,(p) = % puisque 'on suppose p # ¢,

on obtient facilement que le terme constant du développement de [(s) vaut

1 1 1
—. + .
2p+q+2—|p—q (p+q+2)?

Il nous reste encore a évaluer la constante
1277 L v

= — tP.t7.(Log|1l — t| + Loglt|).dt A dt
A Jig<a

ce qui est simple a I’aide du lemme précédent : il donne

1 1 1
Iy = 5-/ PGy (p).dp + / pPr 4 Log p.dp
0 0

1 [ pprat2tip=dl } 1 1
C2lp—dql'lptg+2+p—qllo  (p+q+2)?
1 1 1

C2p—q|p+qg+2+p—q (p+qg+2)?

On trouve finalement, comme contribution de I la constante

1 1 1 ]

2p—ql lp+q+2—Ip—q p+qg+2+p—{
1

4p+1)(g+1)

Cherchons la contribution de C c’est a dire le terme en Log|s| dans le développement
asymptotique de

I(s) == - 49 (Log|1 — t|).(Log|t|).dt A dE

AT Ji<1)s)
Comme le terme constant ne nous intéresse pas, on peut se contenter de regarder

7

47

1/ls|

= PTGy y(p)-Log p.dp
1

1 1/]s|
= H/ pPrati=le=d Log p.dp
1

Ii(s) - /] .5 (Log|1 — t]).(Log|t]).dt A df
1<|t<1/]s

et il n’y a pas de terme en Log|s| dans le développement asymptotique de I3(s),
puisque p+q¢+2—|p—q| > 2.

Le cas p = ¢ est analogue en utilisant le calcul de Cy(x) dans le lemme précédent,
en prenant garde au cas > 1. [
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Corollaire 3.5.3 Soient a,b,p,q des entiers naturels. Pour s € D*, posons

1

F,q(a,b)]s] :== yrm e s — ul**.(s — u)P.Log|s — ul.|u|**.u. Log|u|.du A du
X <
F,4(a,b)[s] := e e |s — ul?.(s — u)P.Log|s — u|.|u|*®.u?. Log|u|.du A di

Le coefficient du terme en s/t 5P+ Log|s| dans le développement asympto-
tique de F,,(a,b) en s=10 est égal a

1@+ 1)T(d+1) Na+p+1)T(d+g+1)
4 T(a+b+2) =~ Tla+b+p+q+2)

Le coefficient du terme en |s|>@t%+D) sP 39 Log|s| dans le développement asympto-
tiqgue de F,z(a,b) en s=0 estégal a

AT(a+1).I(+g+1) Ila+p+1)I(b+1)
4 T(a+b+q+2) ~ T(a+b+p+2)

On remarquera a nouveau que, pour chacune de ces fonctions, le terme considéré
est le seul terme non > du développement asymptotique.

PREUVE. La formule du binome et la proposition précédente donne que le coeffi-
cient cherché vaut, pour la fonction F),,(a,b),

at+p a
-1 , . 1
—. —1)*tr.cl, Ok :
4 ;kzz(]< P Cas “btg+j+)b+k+1) P
at+p a
L I e S
4 parrd P+ ij+1)b+qg+k+1)

En utilisant la formule

- 1 r 1).T
S - LI
p n+k T(im+n+1)
on obtient facilement le résultat annoncé. L’autre cas est analogue. ]

REMARQUE. Le corollaire précédent montre, en particulier, que ces coefficients ne
sont jamais nuls.
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