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Remarques sur les spineurs de Killing

transversaux

Nicolas Ginoux
∗, Georges Habib

†

Résumé Nous montrons des conditions nécessaires d’existence de spineurs
de Killing transversaux sur une variété spinorielle munie d’un flot riemannien.

Remarks on transversal Killing spinors

Abstract We show necessary conditions for the existence of transversal
Killing spinors on a spin manifold endowed with a Riemannian flow.

Soit (M, g,F) une variété riemannienne munie d’un feuilletage riemannien
F . Notons par Q le fibré normal du feuilletage et ∇ la connexion de Levi-
Civita transversale. Dans [7], nous définissons la notion de spineurs de Killing
transversaux, i.e. les champs de spineurs basiques qui satisfont pour tout
Z ∈ Γ(Q) l’équation ∇Zψ = βZ · ψ où β est un nombre complexe et “ · ”
désigne la mutiplication de Clifford du fibré des spineurs de Q, supposé
spinoriel. Ces spineurs se manifestent naturellement dans l’étude du spec-
tre de l’opérateur de Dirac basique. Dans [6], nous étudions les conditions
d’intégrabilité de ces spineurs sur les flots riemanniens (feuilletages de dimen-
sion 1) et nous donnons une classification partielle sur les variétés de Sasaki
et les flots de dimension 3.

Dans cette note, nous montrons d’une part la non-existence de spineurs de
Killing transversaux imaginaires sur une variété compacte, d’autre part nous
étendons la classification en dimension 3 sans hypothèses de minimalité ni
de courbure.
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1 Préliminaires

Dans cette partie, on va rappeler quelques éléments de base des feuilletages
spinoriels, on se refère à [3, 11, 4, 7]. Soit (M, g,F) une variété riemannienne
de dimension n munie d’un feuilletage F donné par un sous-fibré L ⊂ TM .
Le feuilletage F est dit riemannien si la métrique g est quasi-fibrée, i.e.
la métrique induite de g sur le fibré normal Q := L⊥, de rang q, satisfait
la condition d’invariance d’holonomie. Cette condition est caractérisée par
l’existence d’une connexion métrique à torsion nulle ∇ sur Q. La courbure
transversale R∇ est une forme basique dans le sens qu’elle s’annulle le long
des feuilles. On peut ainsi associer à ∇ la courbure de Ricci transversale
Ric∇ et sectionelle transversale K∇. Dans toute la suite, on va considérer des
feuilletages riemanniens.
Supposons maintenant que Q porte une structure spinorielle (en tant qu’un
fibré vectoriel feuilleté) et notons par ΣQ son fibré des spineurs. L’opérateur
de Dirac basic Db agit sur les sections basiques du fibré des spineurs ΣQ pour
tout ψ par

Dbψ =

q∑

i=1

ei · ∇ei
ψ −

1

2
κ · ψ, (1.1)

où {ei}i=1,··· ,q est un repère local de Q et κ est la courbure moyenne des
feuilles. Ici, “ · ” désigne l’action de Q sur le fibré des spineurs ΣQ par la
multiplication de Clifford. Cet opérateur est transversalement elliptique et
auto-adjoint si M est compacte et donc a un spectre discret [4].

2 Résultats

Soient (M, g,F) une variété riemannienne et F un feuilletage spinoriel. On
rappelle, que si M est compacte, la courbure moyenne κ est une 1-forme
basique et harmonique [9]. Supposons que le fibré normal admet un spineur
Killing transversal pour β ∈ C. En utilisant la formule de Ricci transversale,
on montre que le feuilletage est transversalement Einstein et on a Ric∇Z =
4(q−1)β2Z pour tout Z ∈ Γ(Q) [7]. Donc une première conséquence est que
β est réel ou imaginaire pur.

Proposition 2.1 Soit (M, g,F) une variété riemannienne compacte munie
d’un feuilletage spinoriel F et admettant un spineur de Killing transversal
non nul pour la constante β. Alors β ∈ R et, si de plus β 6= 0, le feuilletage
est minimal.

Preuve. Supposons d’abord, par l’absurde, que β ∈ iR∗. En appliquant
l’opérateur de Dirac basique à ψ, on obtient par (1.1) que Dbψ = −qβψ −
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1
2
κ ·ψ. L’intégrale sur M du produit hermitien de cette identité avec ψ donne,

après avoir identifié les parties imaginaires pures β = − 1
2q

∫
M

(κ·ψ,ψ)vg∫
M

|ψ|2vg
. Main-

tenant on va calculer le terme D2
bψ à l’aide de la formule de Schrödinger-

Lichnerowicz transversal. En effet, on a ∇∗∇ψ = qβ2ψ + βκ · ψ et donc
on trouve d’une part D2

bψ = (q2β2 + 1
4
|κ|2)ψ + βκ · ψ, et d’autre part

|Dbψ|
2 = q2|β|2|ψ|2 + q(κ · ψ, βψ) + 1

4
|κ|2|ψ|2. En comparant l’intégrale sur

M de cette dernière identité avec
∫
M

(D2
bψ, ψ)vg, on en déduit que

∫

M

[(q2β2+
1

4
|κ|2)|ψ|2+β(κ·ψ, ψ)]vg =

∫

M

[q2|β|2|ψ|2+q(κ·ψ, βψ)+
1

4
|κ|2|ψ|2]vg.

Finalement, en écrivant β = iy = −i
2q

∫
M

Im(κ·ψ,ψ)vg∫
M

|ψ|2vg
et en la remplaçant dans

l’égalité ci-dessus on trouve que qy2 = 0 et on arrive à une contradiction.
Pour β ∈ R∗ la positivité de la courbure de Ricci transversale implique l’an-
nulation de la première classe de cohomologie basique H1(M/F) de F [8] et
le résultat se déduit par [5, Cor. 4.8]. �

On suppose désormais que M est de dimension 3 et est munie d’un flot rie-
mannien, i.e. d’un feuilletage de dimension 1 défini par un champ de vecteurs
unitaires ξ.

Proposition 2.2 Soit (M3, g, ξ) une variété riemannienne complète mu-
nie d’un flot riemannien. Supposons que M admette un spineur de Killing
transversal non nul associé à la constante β, alors on a

1. Cas où β = 0 : Le revêtement universel de M est difféomorphe à R3.
Si de plus M est compacte, alors c’est le tore plat T3 ou une fibration
de Seifert à fibres S1 avec χ(M/S1) = 0, et si en outre M/S1 est spin,
alors M est un fibré en cercles sur T

2.

2. Cas où β 6= 0 : Le revêtement universel de M est une fibration sur S
2

(cas où β ∈ R) ou une fibration sur H2 (cas où β ∈ iR). Si de plus M
est compacte, alors elle est soit le produit riemannien S1 × S2, soit une
fibration de Seifert à fibres S1 avec χ(M/S1) > 0. Si de plus M/S1 est
spin, alors M est un fibré en cercles sur S2.

Preuve. L’existence d’un spineur de Killing transversal associé à β im-
plique que la courbure sectionnelle transversale est égale à 4β2. Quitte à
effectuer une homothétie sur la métrique transversale on peut supposer que
β ∈ {±1

2
, 0,± i

2
}. Lorsque β = 0 le fibré normal de F est plat, par conséquent

le revêtement universel M̃ de M est difféomorphe à R
3 [2, Cor. 3.2]. Pour

β 6= 0, la courbure transversale R∇ vérifiant ∇R∇ = 0, on déduit de [2] que M̃
est une fibration riemannienne sur N = S2 (lorsque β = ±1

2
) ou sur N = H2
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(lorsque β = ± i
2
). Lorsque M est compacte une version transversale de la

formule de Gauss-Bonnet [10, Prop. 4] implique que χ(M/S1) est proportion-
nel à la courbure sectionnelle transversale totale sur M ; par la classification
de Y. Carrière [3] on en déduit les différents types de géométrie de M . En
particulier le quotient M/S1 est toujours une orbisurface. Si ce quotient est
en outre supposé spin, alors c’est une orbisurface orientable dont les singu-
larités - en nombre fini - sont de type R2/Zk, où k est un entier impair [1].
D’autre part le spineur de Killing transversal de M descend dans ce cas sur
M/S1. Or la condition d’équivariance de ce spineur en chaque point singulier
se traduit par la dichotomie suivante : soit cette singularité n’en est pas une
(i.e., k = 1), soit elle est un zéro du spineur. Mais un spineur de Killing non
trivial n’a pas de zéro, par conséquent M/S1 est soit T2 soit S2. �
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[4] A. El Kacimi, Opérateurs transversalement elliptiques sur un feuilletage
riemannien et applications, Compo. Math. 73 (1990), 57–106.
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