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UNE APPROCHE PARALL ÈLE ET MULTI- ÉCHELLES EN CALCUL
DESSTRUCTURES : EXEMPLES ET PERFORMANCES

David DUREISSEIX- PierreLADEVÈZE
LaboratoiredeMécaniqueetTechnologiedeCachan

(ENSdeCachan/ CNRS/ Universit́e Paris6)
61AvenueduPŕesidentWilson,F-94235CACHAN CEDEX (FRANCE)

Résuḿe: Aujourd’hui, lesordinateurs̀aarchitectureparall̀elesontceuxqui offrentla plusgrandepuissancede
calcul. Parmi lesméthodesbienadapt́eesà ce typed’architecture,lesméthodesdedécompositiondedomaine
peuvent êtreclasśeesen approchesprimales([Le 94]), duales([FAR 94]) ou “mixtes”, commecelle qui est
utilisée ici : les inconnuessont à la fois les déplacementset efforts aux interfaces.Un inconvénientde ces
méthodesest la diminution du taux de convergencelorsquele nombrede sous-domainescrôıt. L’utilisation
d’un mécanismeglobaldepropagationd’informationparmitouslessous-domainespeuty remédier[BRA 86]
etplusieursalgorithmes,commela méthodeFETI [FAR 94], ou la “BalancingDomainDecompositionmethod”
[MAN 93], en utilisent un. Nous proposonsici de prendreen comptedeux échellesintroduiteslors d’une
décompositionen sous-structureset interfaces.Le probl̀emeà grandeéchelleestalorsutilisé pour permettre
l’ échangeglobald’informationetainsiaméliorerlesperformances.De plus,nouscomparonscetteapprochèa
différentesvariantesdela méthodeFETI.

Abstract: Parallel architecturecomputersare nowadaysthe most powerfull ones. Domain decomposition
methodsconductstoalgorithmswell suitedtosucharchitectures.Severalapproachesrelatedwith thesemethods
have beendesigned;for instance,primal approaches([Le 94]), dualones([FAR 94]) or “mixed” ones,asthe
approachusedherein:bothdisplacementsandeffortsaretheunknowns.A generaldrawbackfor thesemethods
is the decreaseof convergencewhen increasingthe numberof substructures.Using a global mechanismto
propagateinformationamongall thesubstructurescanavoid this drawback[BRA 86]. It is now implemented
on severalalgorithms,suchasthe FETI method[FAR 94], or the“BalancingDomainDecompositionmethod”
[MAN 93]. Weareproposinghereinto takeinto accounttwoscalesintroducedwhendecomposingthestructure
into substructuresandinterfaces.Thelargescaleproblemis thenusedto build aglobalexchangeof information
andthereforeto improve performance.Moreover, comparisonswith differentvariantsof the FETI methodare
proposed.

1. Formulation du problème

Dansle but deproćederautraitementenparall̀eleduproblème,lastructureestdécouṕeeensous-
structuresΩE � E � E � et en interfacesLEE � , chacuneposśedantsespropresvariableset sespropres
équations.Lesprincipesdecetteapprochesontdécritsdans[LAD 96], safaisabilitéa ét́e montŕee
dans[LAD 92], et [COG 96] proposedesexemplessignificatifs.

1.1 Comportement des sous-structures
Chaquesous-structureestsoumisèal’action desonenvironnement(lesinterfacesvoisines): une

répartitiond’efforts FE et un champdedéplacementWE sursafrontière∂ΩE (figure1). Pourtout
E � E,

�
WE;FE � doit vérifier :� équationsde liaison: le champdedéplacementUE à énergie finie sur la sous-structureΩE (dont



on note � E l’espacefonctionnelassocíe) doit satisfaireà

� E � � � UE � et UE�
∂ΩE

� WE (1)

� équationsd’équilibre: le champdecontraintes	 E équilibre f
d

et FE , i.e.
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� relationdecomportement: ici, le comportementestcelui de l’ élasticit́e linéaire(K estle tenseur
deHooke)

	 E � K � E (3)

L’ensembledes inconnues
�
WE � FE � UE � 	 E � , pour E � E, qui caract́erisent l’ état des sous-

structuresestnotés.

ΩE
�

f
�
d
�

W� E

F
� E
�M

�

Figure1: Sous-structure
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Figure 2: Interface

1.2 Comportement des interfaces
L’ étatde la liaisonentredeuxsous-structuresΩE et ΩE � estdéfini à partir desdéplacementset

desefforts
�
WE;FE � et

�
WE � ;FE � � (figure 2). Par exemple,pour uneliaison parfaite,ils doivent

vérifier :

FE � FE �!� 0 et WE � WE � (4)

D’autrestypesdeliaisonpeuventêtreenvisaǵes: liaisonsàeffort impośe,àdéplacementimpośe,
liaisonsdecontactunilatéralavecousansfrottement,"#"#" , [LAD 96].

1.3 Description de l’algorithme
En suivantla tramedesméthodes̀a grandincrémentdetemps(LATIN enanglais)[LAD 92], les

équationssontrépartiesendeuxgroupespourséparerlesdifficultés:� Γ estl’ensembledesinconnuess qui vérifientle comportementdechaqueinterface(4).� Ad estcelui dess qui vérifientle comportementdechaquesous-structure(1), (2), (3) ;
La solutioncherch́eesex estalorsl’intersectiondeAd etΓ. Un algorithmeàdeuxétapesconstruit

alorssuccessivementun élémentdeAd puisdeΓ (figure3), enutilisantdesdirectionsderecherche
qui sontlesparam̀etresdela méthode:� l’ étapelocaleutilise la directionderechercheE � :

�
F̂ $ F �%$ k

�
Ŵ $ W � � 0

Trouver ŝ � Γ defaçon à ceque ŝ $ sn appartiennèa la directionderechercheE � estun problème
local sur lesinterfaces.Il esttrivialementparalĺelisable.



� l’ étapelinéaireutilise la directionderechercheE $ :
�
F $ F̂ �&� k

�
W $ Ŵ � � 0

Le problèmeconsistealorsà trouver sn' 1 � Ad detelle façon à cequesn' 1 $ ŝ appartiennèa E $ .
Celaconduità un problèmeglobaluniquementparsous-structure,qui peutdoncêtretraité enpar-
allèleunefois lessous-structuresdistribuéesparmilesprocesseursdisponibles.

Dansle casde l’ élasticit́e linéaire,cetalgorithmeestsimilaire à celui propośe dans[LAD 85],
[LIO 90], [GLO 90].
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Figure3: L’algorithmeLATIN à deuxétapes

2. Une extensionmulti- échelles

Un comportementclassiquedesméthodesdetypedécompositiondedomaineestla dégradation
du taux de convergencelorsquele nombrede sous-structurescrôıt [BRA 86]. Par exemple,pour
le problèmemod̀eled’unestructurebidimensionnelléelanćeesoumisèa un chargementde flexion
parabolique(figure4), la solutionderéférence

�
U ; 	.� ref élémentsfinis permetdedéfinir le tauxde

convergence:

τ � $ log
en' 1

en
où e2

n
�0/ Ω Tr � � 	 n $1	 ref � K 2 1 � 	 n $1	 ref ��� dΩ

/ Ω Tr �3	 refK 2 1 	 ref � dΩ

Le param̀etre de direction de recherchepeut être ici choisi sousla forme k � E 4 L0, E étant le
moduled’Youngdumat́eriauetL0 unelongueurqui caract́erisedoncla directionderecherche.Pour
l’approcheLATIN préćedente,Ph.Loronga montŕequela valeur“optimale” deL0 estli éeà la taille
de la structure,[COG 96]. La figure5 reportealorsle tauxdeconvergencemoyenpouratteindrela
convergence(en 5 1%)enfonctiondu nombredesous-structures.

Pour reḿedier à un tel inconvénientet construireun mécanismed’échangeglobal d’informa-
tion, nouschoisissonsici de repŕesenterla solutioncherch́eesurdifférenteśechelles:

�
UE; 	 E � ��

UE
1 ; 	 E

1 �6� �
UE

2 ; 	 E
2 � , où 1 et 2 sontrespectivementutiliséspour lesinconnuesrelativesà la grande

échelle(grandeurseffectives)et auxcorrectionssur l’ échellefine. Lesprincipesdecettetechnique
ont ét́e décritsdans[DUR 96]. On choisit de conserver le problèmesur la grandeéchelleglobal
afin deconstruireun mécanismed’échangeglobald’informationalorsquel’ échellefine esttraitée
par la techniquepréćedentede sous-structuration.̀A chaquéechelle,notéespar la suiteΩ1 et Ω2,
correspondici un maillagedifférentavec élémentsembôıtés. Les transfertsd’informationentreles
échellessontalorsréaliśesavecunopérateurdeprolongation7 etunopérateurderestriction8 � 7 T.
Avecdesmaillagesembôıtés,la prolongationpeutêtreréaliśeeavecuneprojectiondetypeéléments
finis hiérarchiques[ZIE 83].

Le problèmepeutmaintenant̂etreécrit surchaquéechelle:� surl’ échellefine 2, surchaquesous-structureΩE
2 ,
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� surla grandeéchelle1,



U �1 �� 1,

�
Ω1

Tr � 	 1
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Ω1

Tr � � � U �1 � ∑
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où � E
2 estla partiede � E correspondant̀a l’ échellefine 2 et où � 1 estrelatif auxchampsdéfinis

surl’ensembledela structureΩ, vérifiantdesconditionsauxlimites homog̀enes.
La solutionestalorsrecherch́eesuccessivementdanslesdeuxéchelles̀a chaqueitération.Pour

l’exemplepréćedent,le gainentauxde convergenceestillustré sur la figure5 quandchaquesous-
structureestmailléeavec 2048 éléments̀a 6 nœuds,et ceci pour chaquesous-structuration(4, 16
et 64 sous-structures).La grandeéchellea ét́e mailléeavecun nombred’élémentstriangulaires̀a 3
nœudśegalà deuxfois le nombredesous-structures.

La quasi-ind́ependancedu taux de convergencevis à vis du nombrede sous-structuresillustre
l’extensibiliténumériquedel’approcheLATIN multi-échelles.

Onpeutaussinotersurcetexemplequelanouvellevaleuroptimalepourladirectionderecherche,
enutilisantdeuxéchelles,estcettefois-ci relative à la longueurdesinterfaces(L0 a ét́e choisi égal
à 0,25 fois la longueurd’une sous-structure).Elle n’est donc cette fois plus caract́eriśee par le
comportementglobaldetoutela structure.
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Figure 4: Probl̀ememod̀ele avec unedécomposition
en16 sous-structureset interfaces

10@ -1

10@ -2

10@ -3

A BCC

4D 16E 64D

0.02F 8
0.02F 4 0.02F 3

0.02F
0.00@ 5

0.00@ 2
Nombre de souG s-structures 

T
au

x 
de

 c
on

H verge
nc

e

LATIN monI o-échelle
LATIN 2 éJ chelles

K

Figure5: Tauxdeconvergencefonctiondunombrede
sous-structures

3. Comparaisons

La méthodeFETI, [FAR 94],proposeunesolutionqui vérifiel’ équilibreauxinterfacesetaḿeliore
lessautsdedéplacementaucoursdesitérations,etqui doit deplussatisfaireà l’ équilibreglobalsur
chaquesous-domaine.Celaconduità la résolutiond’un problèmeglobalsurtouslessous-domaines
qui estl’analoguedu problèmeà grandéechelle.

L’exemplepropośe estcettefois-ci unepoutretridimensionnelleavec unecharge tranchantèa
l’extrémit́e. Le maillageestrepŕesent́e surla figure6 avecdesélémentscubiques̀a 20 nœuds,ainsi
queplusieursmaillagespossiblespourla grandeéchelle,avecdesélémentscubiques̀a 8 nœuds.

La figure7 reportel’erreur enénergie en en fonctiondesitérations,pour la méthodeFETI sans
préconditionnement,puis avec un préconditionneuŕeconomique,et le préconditionneurde Dirich-
let. Ces trois dernierscalculs ont ét́e réaliśes par F.-X. ROUX sur le PARAGON de l’ ONERA-
Châtillon. L’ancienalgorithmeLATIN mono-́echelleainsi que l’extensionmulti-échellespour les
diversesdiscŕetisationsdela grandéechellesontaussireport́ees.Ils ont ét́e réaliśessurle CRAY-T3D

del’ IDRIS à Orsay. Cesdeuxcalculateursont ét́e utilisésdansuneconfigurationoù 32 processeurs
sontdisponibles.



Commedescomparaisonsen tempsentredeuxapprochesdépenddesprocesseurs,réseauxde
communication,compilateurs,environnementde programmation,acc̀es disque, "L"#" , nous avons
retenuslesprincipalestendancesdesalgorithmesenpond́erantlespréćedentsrésultats: apr̀esavoir
analyśe les partiescoûteusesdessimulations,nousavonsidentifié les initialisationsdesapproches
FETI et LATIN mono-́echelleà 1, entempsCPU équivalent(cumuĺe sur les32 processeurs).Après
cela, les itérationsFETI et LATIN 2-échellespour le cas(a) sont identifiéesen termede coût. La
figure8 reportealorsl’ évolutiondel’erreur enfonctiondecetempsCPU équivalent.

Le coût d’uneapprochéelémentsfinis directeestici entempsCPU équivalentde18.
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Figure 6: Maillagesdu probl̀emesous-structuŕeetdu probl̀emeàgrandeéchelle
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4. Conclusions

L’originalit édel’utilisation conjointed’uneapprochèagrandincrémentdetempsavecunetech-
niquede sous-structurationrésidedansle rôle majeurjoué par les interfacesqui sontconsid́eŕees
commedesstructuresparticulièresavecleurspropresvariableset leurspropreśequations.



Celaconduitàunalgorithme“purement”parall̀elequi peutêtreaḿelioréparl’introductiond’un
sch́emaàdeuxéchelles.La conśequenceestl’ émergenced’un problèmeglobalsurtoutela structure
à résoudrèachaqueitération.L’algorithmeenrésultantestnumériquementextensible; il dépendde
pluspeudu raffinementdu maillage.

Le but à long termeest l’extensionà l’analysede structures̀a comportementnon-linéaireet à
grandnombrededegrésdeliberté,enconservantla tramedesapprochesLATIN.
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