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I . INTRODUCTION 
 
 Les ordinateurs à architecture parallèle sont, ou plutôt seront, un atout considérable 
dans l'analyse, notamment non linéaire, des structures. Leur exploitation sous-tend de 
nombreuses recherches, principalement dans le domaine informatique et numérique, tant pour 
le parallélisme «massif» que «moyennement massif» et ce jusqu'à quelques processeurs. Ce 
travail se situe avant tout en mécanique où nous proposons une approche «parallèle» qui peut 
être rangée dans la famille des méthodes de décomposition de domaine ([10] [2] [3]) ; elle est 
particulièrement bien adaptée aux calculateurs multiprocesseurs à mémoire distribuée ou 
partagée. 
 
 Le milieu est considéré comme un assemblage de deux entités mécaniques : les sous-

structures et les interfaces et la Méthode à Grand Incrément de Temps (MAGIT) est appliquée 
à la formulation du problème ainsi défini. Initialement la MAGIT est construite pour résoudre 
des problèmes non linéaires d'évolution [6]. Nous décrivons ici une version adaptée à la 
décomposition précédente, restreinte au cadre de l'élasticité linéaire pour lequel elle se 
confond avec les approches décrites dans [5], [8] et [4]. Les exemples de taille importante 
présentés permettent d'illustrer les performances de la méthode. 
 
 La convergence est liée à plusieurs facteurs : paramètres de la méthode, nombre de 
sous-structures, forme des sous-structures. En particulier, elle se dégrade quand le nombre de 
sous-structures croît ; ce trait semble être un dénominateur commun aux méthodes de type 
décomposition de domaine. Afin de pallier cette difficulté, une stratégie à deux échelles est 
mise en place et est illustrée sur un exemple modèle. 
 
 
II . FORMULATION DU PROBLÈME - PARTITIONNEMENT DU MILIEU 
 
 On considère une structure élastique soumise à un chargement quasi-statique dans les 
hypothèses des petites perturbations. Afin de briser la globalité en espace de son équilibre et 
pouvoir pratiquer un traitement en parallèle, elle est partitionnée en sous-structures et 
interfaces. Toutes deux sont des entités mécaniques à part entière ; le comportement de 
chacune est défini par ses propres variables auxquelles sont associées ses propres équations. 
 



 

 1. Comportement des sous-structures 
 
 Considérons la sous-structure ΩE (figure 1). C'est une structure en équilibre avec son 
propre environnement, limité aux interfaces qui l'entourent. Elle est soumise à des forces de 
volume fd, des densités d'effort FE et déplacements WE sur sa frontière ∂ΩE. 
 Dans ce cadre de l'élasticité linéaire, le problème associé à la sous-structure ΩE est de 
trouver (WE ; FE) vérifiant 
− les équations de liaison : 

 ∃ UE «régulier»,       E = (UE),    UE | ∂ΩE = WE  (1) 
− les équations d'équilibre : 

 ∃ E, champ de contraintes en équilibre avec fd et FE (2) 
− la partie de la relation de comportement qui est linéaire, qui se restreint ici à : 

E = K E (3)
où K est l'opérateur de Hooke caractéristique du matériau. 
 
 2. Comportement des interfaces 
 
 Considérons la liaison LEE' qui relie les sous-structures ΩE et ΩE' (figure 2). Son état est 
défini par les valeurs sur sa surface ΓEE' de (WE ; FE) et (WE' ; FE'), qui sont respectivement 
les couples déplacement-effort décrivant son action sur les sous-structure ΩE et ΩE'. 
 
 Le comportement d'une telle interface dépend du type de liaison entre sous-structures 
qu'elle représente. Par exemple : 
− pour une liaison parfaite : 

 FE + FE' = 0     et      WE = WE' (4) 
− pour une liaison «effort imposé» ou «déplacement imposé», le traitement est identique à 
celui d'une liaison parfaite ; toutefois, les conditions en déplacement ou en effort sont 
imposées au bâti E' , qui est une sous-structure particulière. 
D'autres types de liaison sont bien entendu envisageables [6]. 
 
 3. Méthode de résolution 
 
 La structure étudiée étant l'assemblage des sous-structures ΩE et des interfaces LEE', son 
état est caractérisé par s = ≈E (WE ; FE) défini sur ≈E∂ΩE. Suivant la méthode dite à grand 
incrément de temps [7], les équations sont partagées en deux groupes. On note : 

 Ad, l'ensemble des s qui vérifient les équations du premier groupe, à savoir les équations de 
liaison (1), d'équilibre (2), et la loi de Hooke (3) des sous-structures ΩE ; 

 Γ, l'ensemble des s qui vérifient les équations du deuxième groupe, à savoir le 
comportement (4) des liaisons ΓEE'. 
Le problème initial consiste alors à rechercher l'intersection de Ad et Γ. La méthode de 
résolution est itérative : on construit successivement un élément de Ad et de Γ au travers de 
deux étapes, chacune ayant une direction de recherche constituant les paramètres de la 
méthode. 

 L'étape locale est la recherche de ŝ n+1/2 (connaissant sn) tel que ŝ n+1/2 �  Γ et vérifiant la 
direction de recherche 

 (F̂ n+1/2 − Fn) − k (Ŵ n+1/2 − Wn) = 0 (5) 
Cette étape se traduit par un problème local sur les interfaces. 

 L'étape globale est la recherche de sn+1 (connaissant ŝ n+1/2) tel que sn+1 �  Ad et vérifiant la 
direction de recherche 

 (Fn+1 − F̂ n+1/2) + k (Wn+1 − Ŵ n+1/2) = 0 (6) 
Cette étape se traduit par un problème global uniquement par sous-structure : la formulation 
en déplacement de ce problème est un problème d'élasticité par sous-structure. 
 
 L'affectation par processeur, par exemple, d'une sous-structure ainsi que de ses 
interfaces reliées, permet alors de paralléliser le traitement. Les seuls points de 
synchronisation sont, une fois par itération, l'échange de messages entre processeurs pour 



 

rafraîchir les données «bord» et calculer un indicateur d'erreur ; aussi un point important est-il 
l'équilibrage des charges entre processeurs. Le choix d'un paramètre k, scalaire positif 
homogène à une raideur surfacique, pour définir les directions de recherche est lié à la 
convergence [6]. 
 
 
III . EXEMPLE D'UNE ÉPROUVETTE BIAXIALE 
 
 Afin d'illustrer les performances de la méthode en élasticité linéaire sur des ordinateurs 
de type MIMD à mémoire distribuée, l'algorithme a été implanté dans le cadre du code 
éléments finis de type industriel CASTEM 2000. L'exemple présenté ici est celui d'une 
éprouvette biaxiale utilisée au laboratoire. L'utilisation de l'IBM SP1 du CEA de Saclay avec 
l'aide de P. VERPEAUX, a permis de traiter 3 tailles de problèmes dont la plus important est 
représentée sur la figure 3, avec le partitionnement d'un seizième de la structure. Pour cet 
exemple à 31 sous-structures (réparties sur les 16 nœuds de calcul disponibles), les 
caractéristiques sont données dans la table 1. 
 
 Les résultats sont obtenus pour une bonne solution à la 100ème itération. La table 1 
donne le coût des trois simulations. Seul pour le premier maillage le calcul direct a pu être 
réalisé sur cet ordinateur : le coût a été de 4 300 s. Pour un découpage donné le coût 
augmente faiblement avec le nombre de degrés de liberté. 

Calcul direct Sous structuration 
ddl éléments encombrt ddl 

(par s-s) 
éléments 
(par s-s) 

encombrt 
(par s-s) 

encombrt

total 
coût 

(par proc.) 
coût 

cumulé 
175 740 11 961 2 160 Mo   6 573 364 25 Mo   750 Mo 194 s 2 910 s 
259 077 18 471 4 000 Mo 10 011 600 45 Mo 1 350 Mo 340 s 5 100 s 
340 734 24 764 6 400 Mo 12 687 800 71 Mo 2 130 Mo 580 s 8 700 s 

Table 1 : comparaison des caractéristiques et coût des simulations 
 
 
IV . ÉLABORATION D'UNE STRATÉGIE MULTI-ÉCHELLES 
 
 Lorsque le nombre de sous-structures croît, la convergence des méthodes de 
décomposition de domaine se dégrade [1]. Ceci peut être interprété par le fait qu'un 
découpage de la structure en sous-structures romp a priori un certain nombre de couplages 
entre sous-structures, couplages dont les effets doivent être recouvrés au cours des itérations. 
Aussi, plus le découpage est important, plus les effets à grande longueur d'onde dans la 
structure sont difficiles à atteindre, comme dans le cas de structures élancées en flexion, 
exemple modèle présenté figure 4 (64 sous-structures de 512 éléments). L'algorithme proposé 
fait intervenir une longueur caractéristique L0 dans la valeur optimale du paramètre k = E / L0 
où E est le module d'Young du matériau [7] ; elle est liée à celle des effets à rechercher. Pour 
capturer ceux-ci, un mécanisme d'échange global d'information sur la structure ([9] [3]) est 
généralement efficace ; une approche à deux échelles est ainsi mise en place. L'échelle fine est 
traitée par l'approche précédente avec une longueur caractéristique L1, alors qu'au niveau de 
la  grande échelle, les valeurs effectives sont obtenues de façon directe, avec une adaptation 
de l'approche de BRAMBLE [1]. Il est à noter que les valeurs optimales des paramètres 
(figure 5) sont liées aux échelles : L0 ≈ 2 L, alors que L1 ≈ 0,25 l. 
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 Figure 1 : sous-structure Figure 2 : interface 
 

 

 
Figure 3 : maillage et partitionnement d'un seizième de l'éprouvette 

 



 

 

 
 

 
 

 

 
 Figure 4 : échelles utilisées Figure 5 : convergence 
 


