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Probabilités/Probability Theory

Approximation du temps local des champs aléatoires
gaussiens stationnaires par régularisationdes trajectoires

Corinne BERZIN

Résumé— Soit {X (t), t e Rd} un champ aléatoiregaussien centré stationnaire.Nous nous intéres-
sons à la mesure d'aire (d

— l)-dimensionnelle de l'ensemble des passages à niveau du champ
régularisé par convolution.

Sous certaines hypothèses et moyennant une normalisation appropriée, cette mesure aléatoire
converge dans L2 vers une limite coïncidant avec le temps local du champ X, lorsque celui-ci admet
un temps local continu.

Smoothing of paths and approximationof local time of stationary gaussian fields
Abstract— Let (X(t), teR"1} be a stationary gaussian field. We are looking for the (d— 1)-

dimensionalarea measure of the intersection with the level zéro of the field regularized by convolution.
Undersome conditionsand with an appropriated normalization, this measure convergesin L2 towards

a limit which is the local time, when X admits a continuous local time.

INTRODUCTION.
— La théorie du temps local d'un processus stochastique X a été

élaborée par P. Lévy dans le cas du mouvement brownien. Depuis de nombreuses
approximationsont été proposées; en 1984, M. Wschebor[6] a proposé une construction
du temps local du processus de Wiener à ^-paramètres, en utilisant les régularisées de X.
Le résultat principal est que : si XE(î) = v|/8*X(t) est une régularisation de X obtenue à
l'aide de la C"-approximation de l'unité \|i où

\|i:IR->IR+ étant une fonction C00, de support inclus dans [—1,1] et telle que:

f(s)ds=l, Tun ensemble ouvert borné dont l'adhérence est contenue dans l'intérieur

de (U+)d, alors :

où od_1 désigne la mesure d'aire (d— l)-dimensionnelle, C(XE) = {teR'i, X£(t)=0} et le
temps local est défini de la façon suivante :

Soient A et B des boréliens respectifs de U et Ud, ud désignant la mesure de Lebesgue
dans Ud, la mesure d'occupationu (A, B) de X est définie par

et le temps local L (x, B) est caractérisé comme étant une fonction satisfaisant

L'existence de versions régulièresde telles fonctions est étudiée dans [4] et [5].
J.-M. Azaïs a étendu ce résultat aux PAI stables [1]. D. Florens-Zmirouet J.-M. Azaïs

ont ensuite donné une approximationsimilaire du temps local, pour une certaine classe
de processus gaussiens stationnaires indexés par le temps [2].

Note présentée par Jean-Pierre KAHANE.
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Le but de cette Note est de généraliser ce résultat au cas où le processus X est
multiindexé.

Plus précisément, si T est un ouvert et B un borélien de Ud, nous appelons « périmètre
relatif de B par rapport à T », QT(B), défini par

où C"(T)'i désigne l'ensemble des fonctions de Ud dans Rd, de classe C00 et à support
compact inclus dans T.

Nous considérons A (XE) = {te Ud, XE(t)<0}; lorsque XE est à trajectoires continues,

presque sûrement XE n'a pas de points critiques de valeur zéro et QT(A(XJ) n'est alors

que la mesure d'aire (d—l)-dimensionnelle de C(XE)HT; nous montrons alors, sous
certaines hypothèses, qu'il existe une normalisationd(s) strictement positive, telle que si

X admet une version continue du temps local, alors :

convergent dans L2 vers la même limite.
Il est à noter que lorsque d>\, les hypothèses de travail sont beaucoup plus générales

que dans le cas d=l, ceci provenant du fait que u-> 1/|[«|| est intégrable au voisinage
de u = 0.

NOTATIONSET HYPOTHÈSES. —
Soit {X(t), teR1*} un champ aléatoire gaussien centré

stationnaire de covariance r (t) continue en zéro, et de mesure spectraleF (dX) supposée

non nulle sur les quadrants ouverts de Ud. On suppose d> 1.

On note D'=d/3t\

Vie[l, d], Vue(U*)d. On note \j/ la transformée de Fourier de \[/. On définit \[rE par :

\l/£(u)=£-<i\}f(w/e),VueRd, et X£ par : X£=\|/E*X.
Soient A1 (E) _ . . .

5ï Ad (E) les valeurs propres de la matrice de covariance de XE(0).

Soit T un cube ouvert borné dans Ud dont les côtés sont parallèles aux axes de
coordonnées.

Soit rE ,,,(t) = E(X£(t)X£(0)) noté encore re(t).
8; j désigne le symbole de Kronecker.

HYPOTHÈSEHl. — La fonction de covariance r vérifie :

(a) Les dérivées partielles premières et secondes de r existent en dehors de l'origine, et
sont bornées à l'infini. Les dérivées partielles premières de r sont à variation bornée

autour de l'origine.
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(b) On pose H(i)= |x'|2dF(x), Vz'e[l, d]; on suppose qu'il existe une direction i0

4

pour laquelle H (i0) est infinie.

HYPOTHÈSEH2. — On suppose que l'on peut appliquer les formules de type Rice
adaptées à notre problème.

HYPOTHÈSEH3.
—

Soit C(E)= (A1(E))" 1; on suppose que
limc(£)Ai(8) = Ai, Vie[1,4

E "* 0

Soit A=[(A,-j)],-j- où Aij =8tiJAi; on note r le rang de A. On considère
X=(X1; X2,

• . ., Xr) où les X,- sont des variables aléatoires gaussiennescentrées indépen-
dantes, de variante AV 1 gig?v et 6 = E( || X ||r).

Nous démontronsalors :

THÉORÈME.
— Sous les hypothèses Hl, H2 et H3, les variables aléatoires

convergent au sens de L2, pour E et d tendant vers zéro, vers une même limite.

COROLLAIRE. — Sous les hypothèses Hl, H2 et H3 et si X admet un temps local L(u, T)
continu en u au point zéro, alors :

Commentaires.
—

Deux cas particuliers sont intéressants lorsque r vérifie Hl et H2 :

1° X est isotrope (?"(t)=g(|| t|[)) et \|/ est invariante par les transpositions et
par symétrie par rapport aux axes de coordonnées. Dans ce cas
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indice de covariance r'^.E. Si X,2>Jsup(Xl2<E) -> aj et r=rg(aj8ij)i j=1 d, et si
j £ -> O

À,2''E^À,^J£ pour l^i-^j^d, alors sous les hypothèses du corollaire on a :

où 6 = E( || X ||r) et X --N (0, (fl,-/fl1 r, (0)/rf (0) 8(i^ ,_u....r).
Exemple 2. — r;=r0 et \|/, = v|/0 où r0 vérifie Hl (traduit pour d=l), alors at= \,

Vie[l, 4
Remarque. —

Si on suppose par exemple que X (resp. XE) est à trajectoires continues
(resp. de classe C4), alors sous l'hypothèse Hl le cas particulier 1 et l'exemple 2 vérifient
H2[6]; ce dernier permet donc d'obtenir un sous-ensemble de la classe des processus à

un indice, stationnaires, de moment spectral d'ordre deux infini, qui contient une partie
de la classe exhibée dans le cas d— 1 par [2].

Note reçue et acceptée le 23 novembre1987.
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