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Probabilités/Probability Theory

Estimation de la matrice des moments spectraux d’ordre 2
d’un champ aléatoire gaussien a I’aide des courbes de
niveau

Corinne BErRzIN et Ileana IRIBARREN

Résumé — On propose des estimateurs pour la matrice des moments spectraux du second ordre
d’un champ aléatoire Gaussien bi-indexé stationnaire et centré. Les estimateurs sont définis a Paide
de fonctionnelles sur les courbes de niveau du champ. On etudie ses propriétés statistiques et on
donne une expression de la matrice de covariances asymptotique.

Estimation of the spectral moments matrix of second order of a gaﬁssian random
field based on the level curves

Abstract — We propose estimators for the spectral matrix of the second order moments of a
stationary and centered Gaussian bi-parametric random field. The estimators are defined as functionals
over the level curves of the field. We study their statistical properties and we give an expression of
the asymptotic covariance matrix.

I. INTRODUCTION. — Soit X={X(t):teR?} un champ aléatoire gaussien, centré. et
stationnaire. Soit I"(¢) sa fonction de covariance, que nous supposerons deux fois différen-
tiable et I'(0)=1. Si dF est la mesure spectrale associée a I', les moments spectraux c;;,
i, j=1, 2 sont définis par .

(1) cl.J.:j MAAE, =1, 2.
. 2

On notera X la matrice (0;); ;=, ;- On suppose que X admet des trajectoires presque
stirement deux fois différentiables; le processus gradient de X, X' (t)=(X7(t), X5(?)), on
X;(H)=0X(t)/ot,, j=1, 2, admet alors comme matrice de covariances (—1I7;(0)); ;= »
ou I'/;(t)=0*T (r)/ot,0t;, te R*. D’aprés la relation (1) les moments spectraux o;; sont
lies a la fonction I' par la relation o;;=—17;(0), i, j=1, 2.

Des techniques différentes ont été proposées par plusieurs auteurs pour estimer les
moments spectraux. Lorsque X est un processus gaussien uni-indexé (te€ R) Lindgren [5]
a proposé des estimateurs pour le second moment spectral en utilisant les passages a
niveau et Cabana [1] les extrémes du processus. Dans les cas ou X est un processus bi-
indexé, Longuet-Higgins [6] estime les moments spectraux de tous les ordres en ntilisant
le nombre des zéros du processus sur les droites faisant un angle donné avec l’axe
horizontal. |

L’objet de ce travail est de proposer des estimateurs pour la matrice £ en utilisant des
fonctionnelles définies sur les courbes de niveau de X du méme type que celles qui ont
été utilisées par Cabaia [2] pour estimer les paramétres d’isotropie.

L’étude générale du comportement asymptotique de ce type de fonctionnelles a été
faite par Iribarren [4]; on utilisera ses résultats. pour établir les proprictés des estimateurs
proposes.

II. DEFINITION ET PROPRIETES DES ESTIMATEURS DE LA MATRICE 2. — Solent 4 € R un niveau
fix¢ et T un rectangle de R? Etant donné que X est gaussien, I’ensemble aléatoire
C.={teT:X(t)=u} est p.s. une courbe différentiable si les conditions suivantes sont

Note présentée par Jean-Pierre KAHANE.
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veérifiées :

H1: X est p.s. de classe C2.

H2: detX>0 c’est-a-dire I (0) n’est pas dégénérée. -

Le processus gradient de X peut étre représenté par X’ (t)= H X(1) “ (cos O (¢), sin £} (t)) :_‘ :
ol || X’ (1) || et ® (¢), te R?, sont deux champs aléatoires réels stationnaires. Si f:[x, 1) > R
est une fonction continue, les conditions H 1 et H 2 permettent de defmlr p.s. les 1ntegrales" \
de ligne (voir [3]) | |

@ “ %Mﬂ#ﬂ*jﬂ@ﬁ
. C
Notre proposition d’estimateurs se fondera sur les valeurs des 1ntegrales .
3) (T, w=%,1,T71; ,T);  L(T,u)=% . (|sin 6|, T)

Les hypothéses H1, H2 permettent d’ecnre les dcux premlers moments. des
intégrales (2) sous la forme (voir [3])

/

F.05 D= 1O Proy 006 OEI X (0)[/X (0) =1, © 0)=6]d0

.

E#Z,(LDF, @ T

=]T|“2J dsdt f(e)dej
| xE[|X )] | X' ) |/X(s)=u, X()=v; ©(s)=86, @(t) (p]d(p

ot Py . e (4 ) désigne la densité conjointe des variables X (t) et ®(t) au point (u; 9) -7
Soient A, et L. (A, 2A_) les deux valeurs propres de la matrice ; le calcul montre
que

s o= [ (i)

/2 ' -
ou & (k)=J~ \/ 1—k* sin® ¢ do est I'intégrale elliptique de second ordre. .

(4) |
g ((P) Py (), X @®; e‘(s) G"(:) (u, v; 6, Q)

Les formules (4) appliquées aux fonctlonnclles (3) suggerent les estlmateurs sulvants .
pour les paramétres v, =(0,,)"2, y,=(0,,)? et Y=g ()"

6 { v, (T, W)=m exp (u2/2) €T, uw), 7,(T, uy=n exp (u?/2) .9"(T u)

Y3 (T, y=(2m)"? exp (u?/2) L (T, w) o |

lesquels ont la propriété d’étre sans biais. Si on suppose que 0< 62,<0,, 045, les valeurs B

propres A, A_ de la matrice T sont données par la relation. '

; | | _
(7) ' 7\' = [(0'11+0'22)i\/(0-11_'0'22)2+4 o121

Soit r=A_/A,; la fonction g (X) peut s’écrire alors comme une fonction de la vanable r
et des paramétres G, et G,, |

(8) 8=/ +onh®) ou h()=

| m( +r) g(" 1=)

et 62, peut s’écrire aussi comme
(1-r)*(oy,+ 022)2 —(1 +r)2 (0'11 — 0'22)2

2
9) C12= 4(1+7)?
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La fonction h est une fonction strictement croissante de r, et elle est définie de
I'intervalle (0, 1) sur (_ /2/n), \[ n/2). D’apres les relations (8) et (9) on peut définir les
estimateurs suivants :

Der: ,
FT, )= h™ 1 (a(T, u) s? %elmh
1 si o¢lmh

ou

&(T, u)= Y3(T, w) f Z (T, u)
JURT 0+ Vr €T, )+ (T, v

o (T, u) est toujours supérieur ou égale & _/(2/r), mais il peut dépasser \f /2, ce qui est
le cas quand le champ tend a devenir isotrope (r=1, 67,=0). Ce qui nous améne, en
utilisant (9), a définir estimateur de 6%, comme suit :

(1 =7 (T, W) 3 (T, w)+735 (T, W) —(1+r (T, w)* (v3(T, u)—73(T, w)?
4(1+r(T, u))?

o2, (T, u)=

si r(T, u)#1 et

o2, (T, u)=0si r(T, u)=1.

DermniTioN. — On dit que X satisfait une condition de p-mélange si

sup {|EZyZy—EZzEZy.|: Zyeo(B), Zy eo(B) }=p(d(B, B)) »0 quand d - 0
ol B et B’ sont deux boréliens de R? et 6(B)=c {X (t):teB}. |

THEOREME. — Si les conditions H 1 et H 2 sont vérifiées et qu’en plus

H3: La fonction de covariance I' de X est telle que " (u), I'' (u) et T (u) tendent vers
zéro quand Iu] — 0.

H4 : X satisfait une condition de p-mélange et il existe 6 >0 tel que

Z k2 P (k)ﬁjz +8< 0.

ke N
H5: Les moments d’ordre 2+ 06 de £ (T, u) sont finis.
Alors
(10) A2 cov (7, (AT, w), 7,0 T, w)) = Vi, (T), k,1=1, 2, 3.
quand A — o0, et de plus
(11) AT T, W) =71, 2 AT, W=7z 75 AT, u)—73)

converge faiblement vers un processus de Wiener tri-dimensionnel Wy (T) indexé par les
rectangles TeR? et de matrice de covariance V(T)=(Vi)i =1, 2, 3 dont les éléments sont
donnés par les formules suivantes :

(12) Vu(T)=|T| " exp (uz)J HE . (u, u)dt, k,1=1, 2, 3.
RZ

ou
H:,’ tI (u, v)="Px (), X (®) (u, v) h;‘: :l (u, v)— Py (5 (1) Px (y () h’: () hf (v)

et
m B(| X5 (0 || X; O VX (s)=u, X()=0), k,1=1, 2
Wl 0)={ 27E(||X' & || X®)]/X(s)=u X ()=0), k=1=3
n 2RE(|X' )| [Xi @) /X ()=u, X()=v), k=1,2 [=3
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et h*(u) Kl (v) désigne dans chaque cas le prodmt des esperances condzt:onnelles sachant- |
X (s)=u et sachant X (t)=v. '

Remarques — 1. Le théoréme entraine la consistance des estimateurs v, (AT u)
72 (AT, u), 73 (AT, u) et en plus leur indépendance asymptothue

2 On déduit aussi la consistance et la normalité asymptotique des estlmateurs r (kT "),-- |
et 62, (AT, u). |

Démonstration. — La démonstration découle du résultat général sur le comportement'--
asymptotique des fonctionnelles du type (2) qui est tralte dans [4] . g

Note regue le 19 septembre 1988 acceptee le 26 septembre 1988.
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