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Probabilités/Probability Theory

Convergence de mesures géométriques normalisées
d'ensembles de niveau des surfaces aléatoires vers le temps

local

Corinne BERZIN

Résumé — Nous proposons une approximation L2 du temps local évalué en u d'un champ X,
gaussien stationnaire indexédans

Cette approximation est définie à l'aide d'une intégrale stochastique par rapport à la mesure
géométriquede l'ensemble de niveau u, ueU, du champ régularisé, obtenu par la composition d'une
convoluéede soit, et d'une normalisation matriciellecontenant une partie de l'information de
la matrice des moments spectraux d'ordre deux de.

Convergence to the local time of the normalizedgéométrie measures of the level-
sets of random fields

Abstract — An L2approximation of the local time at u of a stationary Gaussian process X with a
d-dimensionalparameteris proposed

This approximation is definedas a stochastic intégral with respect to the géométriemeasure of the
set of level u, , of the regularizedfield obtained by composition of a convolution of X, say X,
with a matrix normalization which contains a part of the information in the matrix of second order
spectral moments of

Abridged English Version — The aim of this Note is to study certain local properties of
the trajectories of X, where X is a gaussian process with a i-dimensional parameter,
near the level u, that are closely related with the geometry of the level-set C„(X), whereWe will use the smoothed paths of X, say XE, obtained by convolution
ofX with a kernel, and we will look at the area measure, say

of the set of level u of the process Xe suitably normalized, to approximate the local
time of X at w.

I. HYPOTHÈSES AND NOTATIONS. — be a centered real-
valued stationary Gaussian process with continuous paths.

The covariance R of the process X is supposed to be C2 outside a set A and we shall

suppose that the support of its spectral measure denoted is not contained in an linear
subspace of Rd.

Let Xe be the convolution of X with the -approximation of unity
with sufficiently

decaying tails. We dénote
Let S be the s-dimensionalsubspace:
We shall be using an orthonormal basisinwhere .We dénote

where is diagonal, P unitary and

Note présentée par Jean-Pierre KAHANE.
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Let V be an open set in Rd, say stands for Lebesgue measure),
where is defined by:

dénotes , where X is standard normal in

Remarks on the hypothèses. — The set A must contain since otherwhise, R is C2 and

we are interested in the case where the second spectral moment is infinité.
is called the "normalizing matrix"; it takes into account only the part related with

S1 because the corresponding eigenvalues are the relevant ones for the local time of X; we
show that they converge to infinity when E converges to zéro.

II. RESULT.

THEOREM. — Under the hypothesis , the random variable

converges in L2 to the local time of X evalued at the point (u, V), say L is

the angle between the generalized normal to the boundary ofA that coincides

with the gradient of when belongs to C1] and its ortonormal projection on

I. INTRODUCTION. — Le but de cette Note est d'étudier le comportement local des
trajectoires d'un processus X, à valeurs réelles, au voisinage d'un niveau u, ce qui est
étroitement lié à la géométrie de ensemble de niveau u de X, soit :

or le processus étant en général à trajectoires irrégulières, il n'est
pas possible d'observer les passages en u de sa trajectoire. Nous considérons l'approxima-
tion du temps local du processus X (. ) à partir de la mesure géométrique des
ensembles de niveaux des régularisées de avec un noyau pour
des résultats apparentés).

Ici nous avons donné une normalisation matriciellepermettant l'inclusion de processus
dont le comportement géométrique de la matrice des moments spectraux d'ordre deux
est assez général, c'est-à-dire tel qu'on n'ait pas besoin de faire appel à des hypothèses
d'isotropie approchée comme il était question dans [3].

Nous allons mesurer l'ensemble à l'aide du périmètre relatif
et [7] pour sa définition) où et V un ouvert borné.

Pour notre problème, lorsqu'on pourra assurer la régularité de la frontière de l'ouvertet aussi sa coïncidenceP. p. s. avec [ce qui est vrai lorsque l'ensemble des
extrémas locaux de est P.p.s. vide], sera P.p.s. la mesure d'aire
(d- l)-dimensionnelle de

II. RÉSULTATS. — Les notations et hypothèses étant les mêmes que celles du résumé

en anglais ci-dessus nous avons le :

THÉORÈME. —
si , la variable aléatoire
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converge dans vers le temps local de X évalué en u et V, soit L
étant l'angle formé par la normale généralisée au bord dequi coïncide

avec le gradient de quand est avec sa projection orthogonale sur
(cf. [6] et [7]).

Commentaires sur le théorème. — La difficulté dans [3], de donner une normalisation

ne favorisant pas une valeur propre de la matrice A (E), vient du fait que la géométrie
de A (E) peut varier d'une manière très compliquée lorsque s tend vers zéro.

Il est à noter que ce type de résultat est plus général que celui obtenu dans [1] et
dans [3], d'une part parce-que la limite obtenue est toujours le temps local et d'autre
part parce-qu'aucune hypothèse n'est demandée au processus X, mis à part le fait que
sa covariance R soit régulière en dehors d'un ensemble A suffisamment « mince », et en
particulier aucune hypothèse croisée liant R et Y n'est requise.

Ajoutons pour terminer ces commentaires que dans un autre travail [4], nous donnons
des estimations pour la vitesse de convergence [dans établie dans l'énoncé du
théorème.

Ce théorème se montre à l'aide de deux propositions qui sont utiles en elles-mêmes et
qui méritent d'être énoncées ici; la premièreconcerne le temps local de X et ses propriétés;
la deuxième, la formule de Rice à l'ordre deux d'un processus gaussien stationnaire,
lorsque ses trajectoires sont supposées seulementcontinues et différentiables en moyenne
quadratique.

PROPOSITION 1. — (i) Le temps local L(.,V) de X existe P.p.s., appartient àest P.p. s. continu en tant que fonction de x lorsque(ii) converge dans vers L (u, V) lorsque

PROPOSITION 2. — Soit , un processus gaussien stationnaire
et centré, à valeurs réelles sur et à trajectoires continues.

Soit T un ouvert bornéde et T la covariance du processus Y, supposée
telle que :

Notons la mesure spectrale de Y supposée telleque
non concentrée sur un espace vectoriel de dimension strictement inférieure à d.

Sous les conditions précédentes et si Y désigne la dérivée en moyenne quadratique,
on a :

désigne la densité jointe du couple

Commentaire. — La démonstration de cette proposition suit de très près la démonstra-
tion de [7], chap. 3.

Cette formule a l'avantage de ne pas exiger de propriétés presque sûres; seule l'existence
de la dérivée en moyenne quadratique est demandée [si celle-ci n'existe pas, le premier
moment de vaut déjà et donc elle permet de s'affranchir des hypothèses
H 12 et H 22 de [7].
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III. EXEMPLES. — 1. Exemples de processus à spectre quasi stable symétrique et stable
symétrique. — Nous allons donner deux exemples que nous traiterons conjointement.

Soient et
avec

Nous dirons qu'un processus gaussien centré de covariance a un spectre quasi
stable symétrique.Soit (processus gaussien centré de densité spectrale stable symétri-
que).

Dans les deux cas nous avons: et donc
En supposant que ne dépend que de la norme, nous avons (l'indice

correspond à la covariance :

2. Exemple d'un processus somme de n processus indépendants et uni-indéxés. — Soit

sont des processus gaussiens centrés

stationnaires, indépendants, à trajectoires continues; est de covariance R de classeen dehors de borné à l'infini, ainsi quepour t dans un voisinage de zéro (. désigne la dérivée
première et

..
la dérivée seconde); est supposée également posséder une densité

spectrale, paire telleque lorsque bornée,

On suppose que est de la forme ou vérifie :

et suffisamment» décroissantesà l'infini.
Si , on impose en plus: Cte et, paire.

Sous les hypothèses et notations précédentes : A est la réunion des plans de coordon-
nées, et par conséquent , et :

désigne le symbole de Kronecker).

IV. VITESSES. — On peut donner des majorations de vitesse pour les approximations
considérées précédemment. A titre d'exemple, nous considérons ici le cas de processus à
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spectre quasi stable symétrique, à spectre stable symétrique (exemple 1) et celui de

processus somme de n processus d'Ornstein Uhlenbeck indépendantsde paramètre 1 (cas

particulier de l'exemple 2).

Pour le premier exemple. — Nous avons dans les deux cas (pour R1 et R2) :

Note remise le 15 juin 1990, acceptée le 26 juin 1990.
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