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Statistique/Statistics

Regularisées de processus gaussiens,
franchissements et temps Iocal

Corinne BeErziN, José R. LEON et Joaquin ORTEGA

Résumé — Soit {X,, 1€]0, 1]} un processus gaussien stationnaire centré, défini sur (2, A, P) un
2a
espace probabilisé, dont la covariance r vérifie au voisinage de zéro : r(1)~1—C|z|?, 0<a<1.On

définit X;=q@ %X, et Y® le processus réduit, on ¢, est un noyau de convolution. On étudie la
+ oo

convergence suivant les valeurs de «, de Z_(f)=g7® [(NY (x)/c (e)) — Ly (x)] f (x) dx lorsque &

tend vers zéro ou NY (x) représente le nombre de franchissements du niveau x par le processus Y*
sur P'intervalle de temps [0, 1], Ly (x) le temps local de X au point x sur [0, 1].

Regularized Gaussian processes, crossings and local time

Abstract — Let {X, tel0, l]} be a stationary, centered Gaussian process defined on (Q, A, P),
with covariance function r satisfying: r(t)~1 —C|¢]*%, 0<1<d, O<a< 1. We define the regularized

process Xe=@xX and Y*=X*/c, where o} =var X¢, with ¢, a kernel that approaches Dirac’s delta
+ a0

Sfunction. We study thg convergence of Z_(f)=g~*® [(NY" (x)/c (£))— Ly (X)] f (x) dx when & goes

10 zero, NY (x) is the number of crossings for Y* at level x in [0, 1] and Ly (x) is the local time of X
in x on [0, 1]. The limit depends on the value of 4.

Abridged English Version — Let X, be a centered stationary Gaussian process defined on
[0, 1]. We shall assume that its covariance r verifies: r(t)~1—CIt|2°‘, O0<t<d, O<a<l
and 7 has two continuous derivatives outside [0, 8]. Berman [2] has shown that such a process
has a continuous local time Ly. Several papers have been devoted to the study of the
approximation of Ly by the number of crossings NY° of Y° where Y:=X%/o,
oZ=var X¢ and X*=¢@_ %X, with @, a kernel that approaches Dirac’s delta function,
0. (-)=Q/e)o(-/e) and @eC* ([1] and [3]). Recently in [7] and [8], the authors and
Wschebor consider the random variable:

6 ()= wf(x)[

N (x)
c(g)

—Ly (x):l dx

with ¢ (€) a convenient normalization and f€ L* (¢ (x) dx) a continuous function where ¢ (x)dx
is the standard Gaussian measure. In fact in [8] Wschebor shows the a.s. convergence of {_
to zero and in [7] the L? convergence with rates was obtained. Let us now turn to describe
our results. First we define Z_(f)=(1/e*™){, (f) where z(o) comes from [7]. We describe
the limit when € goes to zero and we show that there exists three different types of limit
depending on whether o belongs to one of the following intervals: 0 <o <1/4, 1/4<a<3/4,
3/4<a<1. Let’s introduce our hypothesis and some notation.

HYPOTHESIS-NOTATIONS. — (H 1) For the process X: The covariance function r verifies in

a neighborhood of zero »(#)=1—|z|>**L(|#]), with L a function with two continuous deriva-

tives except at the origin, lim L(z)=C>0, |¢|L'(|z])=0(1) and £2L"(|z|)=0(1),
t—»0t

O<a<1, r has two continuous derivatives outside this neighborhood. Furthermore we sup-
pose that the process has a spectral density # when a>1/4, such that 2 (¥)= M(t){t"’
y=20+1 and M(z) has a limit when ¢ goes to infinity.
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| . +1
(H2) For the kernel @: @ is even, @ =0, supp o&[—1, 1], ¢ is C1, f o(t)dr=1. We
~1

define = @*0.

(H 3) For the function [+ feL*($ (x) dx) where ¢ is the standard Gaussian density and f is
continuous. Furthermore if we note ¢, the Hermite coefficients of f in the Hermite’s basis,
orthogonal with respect to the standard Gaussian measure and with leading coefficient equal
to 1, we suppose:

f"and " e L2 (§ (x) dx)

or

IB,—1<B<1 such that ¢2n!n*~nP when # goes to infinity.
We define: g(x)=_/n2|x|—1= ). a,,H,, (), x2=J. \:|}(z)lz|2“dz, Ye=X¢/G, and
n=1 =0
o2 =var X-.

ResurLts. — Let

Z.(f)=e @ J ) (N (1) () ~Lx @] f ()dx  and  ¢()=_/2[n(c/c)).

— 00

+

THEOREM 1. — Under the hypothesis H1, H2 and H3 we have
Q) If 0<a<1j4, a()=20, Z (f) converges in L?>(Q) mwhen € tends to zero to

o0 1 o0
K, > ¢, 11] H, (X,)ds where K, = -(23 J. U (w) | |** du.
n=1 0 -

(i) If 1/d<u<3/4, a()=1/2, Z.(f) converges weakly when & tends to zero to Y,
YeL?(Q) and the conditional distribution (Y[X,, 0=<s=<1) s Gaussian with zero mean and
random variance equal to |

1 © 00
o? f (X)) ds where ©2=2Y (20)! a3, J‘ o3, (v) dv
0

I=1 0
and

o5 (v)=[x_2jm {I}(z)lv'—z|2°‘dz} :

Gii) If 3j4<a<]1, a(@)=2(1—0a), Z (f) converges in L*(Q) when € tends to zero to
- 2 e _
—[Cy%?] lazl: Y MJ KA+ +8) Y A-tg- -1 g9 dZx (Mg) - .dZX(lk)]

k=2 k! rk n e I,

where K (W)= (exp (1) —1)]in, I, is the set of permutations of {1,2, ..., k}, dZy is the
random spectral measure associated to X and the integral is an I1t6-Wiener integral.

1. INTRODUCTION. — Une maniére naturelle d’étudier une approximation du temps
local Ly d’un processus X, irrégulier est de considérer ses régularisées X; =@ %X, ou @,
est une approximation de I'unité, ¢, (-)=(1/e) ¢ (-/¢) ou @€ C! et d’étudier le comporte-
ment asymptotique du nombre de franchissements N** (x) du niveau u par le processus X°
sur intervalle de temps [0, 1]. Divers travaux ont été faits pour mener 4 bien cette étude
([1] et [3]); en général les auteurs étudient la convergence dans L? de N** (i) convenable-
ment normalisé vers le temps local Ly (u), continu dans ce cas [2]. Cependant dans [8],
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+ o

I’auteur s’intéresse a I’étude de &,.(f)=1/C(g) f (x)N**(x)dx pour f continue ou
— 0

C(e) est une normalisation appropriée et X® une approximation du mouvement brownien.

+ o0

Il montre la convergence presque-sire de &, (f) vers j Ly (x) f(x)dx. Dans le méme

— o0
ordre d’idées que Wschebor, mais pour des processus gaussiens stationnaires, nous
étudions la convergence en loi de la différence convenablement normalisée entre ces
fonctionnelles et leur limite, soit Z,(f) [on considére ici le processus reduit Y¢=(X%/o,),
ol o? est la variance de X°]. Notre cadre d’étude est celui de processus dont le
comportement de la covariance au voisinage de lorigine est équivalent a : 1—C|¢{**
pour O<a<1. Trois types de limite sont mis en évidence en fonction des valeurs de
o: O<a<l/4, 1/4<a<3/4 et 3/4<o<1. Dans le premier cas, qui correspond a celui
ou le processus est le plus irrégulier, la normalisation est en £2* et la limite (L?%)
s’exprime, lorsque la fonction f qu’on intégre est suffisamment réguliere comme :

+ o0
Kav( H/f(x) Ly(x)dx ou H est 'opérateur différentiel d’Hermite pour la mesure
— 0
gaussienne standard. Dans le deuxiéme cas la normalisation est /2, la convergence a
lieu en loi et la variable limite a une distribution conditionnelle étant donnée toute la
trajectoire du processus original qui est gaussienne. Enfin, pour le troisiéme cas, la
convergence a lieu de nouveau dans L? pour la normalisation €2 ~* et la limite s’exprime
comme une intégrale stochastique multiple dans le chaos infini. Les normalisations citées

préecedemment proviennent d’un travail initial [7] dans lequel les auteurs ont €tudié le
+ 0

comportement de la variance de &_(f) —J Ly (x) f (x)dx.
- 0
2. HYPOTHESES ET NOTATIONS. — (H 1) Pour le processus X : Sa fonction de covariance
r vérifiée au voisinage de zéro: r(d)=1-—]z[>**L(|¢|), ou L est une fonction ayant

deux dérivées continues en dehors de zéro, lim L(z)=C>0, [7|L'([t])=0() et
t—0"

2L (Jt)=0(Q), 0<a<1 et en dehors de ce voisinage r est deux fois continfiment
dérivable. On supposera également pour o> 1/4 que le processus X posséde une densité
spectrale /i telle que : h()=M )/, y=2a+1 et M (¥) a une limite lorsque ¢ tend vers
Iinfini. |

+1
(H2) Pour le noyau ¢ : ¢ est pair, ¢ =0, supp o<[—1, 1], ¢ est C!, J o (t)dt=1.
-1
On définit ¥= @*.
(H3) Pour la fonction f: feL*($ (x)dx) ou ¢ est la densité gaussienne standard et f
est continue. De plus, si I'on appelle ¢, les coefficients de / dans la base d’Hermite

orthogonale non-normalisée pour la mesure gaussienne standard, nous supposons :

[ et £ eL2($ (x) dx)

ou

3B, —1ZB<1 tel que ¢ n!n*~nP lorsque n tend vers Pinfini.

Nous deéfinissons :

(0 [EIx1-1= Ty Ho ), SR CIE
n=1 -

et Yi=X¢/c, ou 62=var Xt
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3. ENONCE DES RESULTATS. — Soit

Z8m=s"“(“)J+m [NYS(X)—;LX(x)]f(x)dxh ol c(e)= %5
o c(g) T C,

THEOREME 1. — Sous les hypothéses H1, H2 et H3 nous avons :
() Si0<a<1/4, a(@)=2a, Z_(f) converge dans 1> (Q) lorsque ¢ tend vers zéro vers

0 1 : _ o
K, > cnnj H ,(X)ds = ou _Ka=gj W () | u|** du.

n=1 0 | 2

(1) Si l/d<a<3/4, a(c)=1/2, Zs(f)i converge en loi lorsque € tend vers zéro vers Y,
YeL?(Q) et la loi conditionnelle de (Y/X,, 0<s<1 ) est celle d’une loi normale centrée
dont la variance est aléatoire et égale a

i . © | 0
sz 2 (X ds ou o©o’=2 Y (21)!0%1J 65 (v)dv
0 =1 0
et

O‘%I('U)=lix_2 Jw \|!(z) |v;z|2“dz] .

(i) Si3/d<oa<l1, a(@)=2(1—0a), Z (f) converge dans L* (Q) lorsque & tend vers zéro
vers

oo

— Cy, —
—[C %] 1a2|: Y k2 J.kK(?L1+ coe A Y Mmtgep At g dZx (Ay). .dZX(?Lk)]
R |

k=2 k' nelly

on K (W) =(exp(iN)—1)/iA, I, est Uensemble des permutations de {1,2,...,k}, dZy la
mesure aléatoire spectrale associée a X et l'intégrale est une intégrale d’Ito-Wiener.

Remarque sur (i). — Si de plus f” et f!' appartiennent & L? (¢ (x) dx) puisque :
x 11 () 1" ()= § ne, H, (x)
nous avons que Z,_(f) converge dans L*(Q) lorsque & tend vers zéro vers :
ijw H f(x) Ly (x)dx

ou H f (x)=xf"(x) —f" (x) est I'opérateur différentiel d’Hermite.

4. BSQUISSE DE LA DEMONSTRATION. — En utilisant la formule de I'intégrale d’une
fonction par rapport a la mesure NY (x) dx [8], nous décomposons Z_(f) sous la forme :

Z.(f)= 1 1

8“ (o) 8&' (o)

1 1 :
J f(Y)g(YDds+ f [f (YD) —f XJlds=T; +T,.
0 0

Les techniques utilisées différent selon les valeurs de o : O<a<1/4, 1/d<o<3/4 et
3/d<a<l.

1" cas : O<oa<1/4, a(@)=20a. — Il est démontré dans [7] que dans ce cas le terme
dominant est T,. De plus,

0 1
E(T,)*—->KZ22 > n*cin! '[ (1—u)r" (u) du lorsque € — 0.
n=1 0
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Au vu de ces résultats, 1l est clair qu’il suffit de considérer f=H, pour neN. Dans ce
1

cas, on obtient en calculant E(T,—nK H ds)?, que T, converge dans L2(Q
2 o ! S 2

0
1

vers nK, .[ H, (X,) ds. Le résultat s’en déduit.
0

2° cas : 1/A<a<3/4, a(a)=1/2. — Ici, le terme important est :
1
T, = l/ﬁf S (Y5) g (Y?)ds.
0

t

Nous montrons que le processus S; défini par : S;=1 \/E J g(Y9ds converge en distri-
0
bution finies dimensionnelles vers un mouvement brownien W et que les vecteurs

X - - X, ) et (W,,..., W, ) sont gaussiens indépendants. Ce résultat se montre
en calculant tous les moments d’une combinaison linéaire finie de la forme

m m

Y, @, X, .+ ) b;S;. Ces moments sont calculés 4 I'aide de la formule du diagramme ({4]
i=1 i=1

et [6]).

Une construction similaire a celle de l'intégrale stochastique dans L?(Q) permet de
conclure, c’est-a-dire :
On définit :

1 n i/n . - n
Z;f(f)“; —8 Z f(Yfi—l)/n) 8(Y§) as et Z'(f)= Z f(X(i—l)/n) [Wijn_w(i—-l}/n]'
i=1 i=1

,\/_ i (i—1)/n

D’apres ce qui précede on sait que :
Z:(f) = Z"(f) en loi lorsque € — 0

et d’autre part on peut montrer que
7' (f) - Y dans L?(Q) lorsque n — o

1
et que la loi conditionnelle & (Y |X,, 0=<s<1)=N(0, ¢* J /% (X,) ds). De plus un calcul
0O

de moments montre que : lim lim E(T,—Z"(f))*=0, ce qui entraine le résultat.

n—- o0 eg—0

3% cas : 3/4<a<], a(@)=2(1—a). — T, est le terme dominant, lui-méme équivalent
a:

Jl H; ,(Y9)H, (YE) dS:I Cr—2-

0

1 [= 8]
e2 (1—a) ay Z [

k=2

Cette derniere expression s’écrivant griace a la formule d’Tt6-Wiener :

(1) 2(1_00 a, Y, Cp-sz _Jl Hy_, (i J“"’ EXp (iSk)dZs(k))
8 .

k=2 £ J—o0

o

1 [T 1
X HZ(—,— iAexp (ish) dZe(l))ds]= g % Y Cpes
. gt

k=2

o-ad—fx)

|
X [I — Y Py 8. O gy P ) AZ, (M) . dZ, (N ds]

o k! RF n e 1T}
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ou
o )
o, (\, )= exp (is )’ o, (., 5)= exp .(zs ) 2
08 O-E
et
~_ |1 si j<k—2
E-'U)'_‘ 2 sinon '

Comme dans I’article de D. Chambers et E. Slud [5] en intégrant par rapport a la variable
s et en définissant K (A)=(exp(iA)—1)/iA on a :

—1 ©
(1) = 2 (-0) 2 a k;Z Cr—2

£

Lo
x“ LK(ler...ﬂk) )3 xn-l(k_l,xﬁ_i(k)dze(xl)...dzg(xk)].
"

k—2
o O k! ne g

a0

La convergence lorsque & tend vers zéro de €2 ~9 g2 vers C J V(z)|z|**dz et de

— 00
"2 vers 1 et les critéres de convergence dans L*(Q) des intégrales d’It6-Wiener qui

interviennent montrent que T, converge dans L? vers :

_ 2
—[Cx*] laz[ Z - ZJ‘RK(M"‘---'H%) z ?“n-l(k—l)}“n—l(k)dzxo\‘l)'"dZ’XO"k):I-
R

k=2 k! ne Il

Ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Note remise le 7 juin 1993, acceptée le 24 juin 1993.
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