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Régularisées de processus gaussiens,
franchissements et temps local

Corinne BERZIN, José R. LEÔN et Joaquin ORTEGA

Résumé — Soit {X,, ze[0, 1]} un processus gaussien stationnaire centré, défini sur (Q., A, P) un
espace probabilisé,dont la covariance r vérifie au voisinage de zéro : r(t)~l —

C|/|2a, 0<<x<l. On
définit Xf= cpe*X, et Y' le processus réduit, où cpE est un noyau de convolution. On étudie la

p + oo

convergence suivant les valeurs de a, de Zc {f)=s~"(a) [(NY*{x)/c(B)) — Lx (x)]f{x) dx lorsque s
E

J
— °0tend vers zéro où NY (x) représente le nombre de franchissementsdu niveau x par le processus Yc

sur l'intervallede temps [0, 1], Lx(x) le temps local de X au point x sur [0, 1].

Regularized Gaussian processes, crossings and local rime
Abstract — Let {X,, te[0, 1]} be a stationary, centered Gaussian process defined on (Q, A, P),

with covariance function r satisfying: r(/)~l —
C|z|2a, 0</<5, 0<a<l. We define the regularized

process Xc= (p<i*X and Ye= X7o"E where CT^var XJ, with (pE a kernel that approaches Dirac's delta
P+ oofunction. We study the convergenceofZc(f)=E~°<,') [fNY° (x)/c(e)) —Lx (x)]f (x) dx when s goes

E

J - coto zéro, N (x) is the number ofcrossingsfor Ye at level x in [0, 1] and Lx(x) is the local time ofK
in x on [0, 1]. The limit dépends on the value ofa.

Abridged English Version — Let X, be a centered stationary Gaussian process defined on
[0, 1]. We shall assume that its covariance r vérifies: r(r)~l —

C|/:|2a, 0<r<5, 0<a<l
and r has two continuous derivatives outside [0, S]. Berman [2] has shown that such a process
has a continuous local time Lx. Several papers hâve been devoted to the study of the
approximation of Lx by the number of crossings NyE of YE where Yt

— Xz/ol.,
a2 = varX^ and Xe= cpE*X, with cpE a kernel that approaches Dirac's delta function,
9E(0 =(1/£)(P(-/£) aQd cpeC1 ([1] and [3]). Recently in [7] and [8], the authors and
Wschebor consider the random variable:

with c (e) a convenient normalization and fe L4 (<|> (x) dx) a continuous function where <|>(x) dx
is the standard Gaussian measure. In fact in [8] Wschebor shows the a. s. convergence of Çe

to zéro and in [7] the L2 convergence with rates was obtained. Let us now turn to describe
our results. First we define Z£(/)= (l/sa(a))ÇE(/) where a (a) cornes from [7]. We describe
the limit when s goes to zéro and we show that there exists three différent types of limit
depending on whether a belongs to one of the following intervais: 0<a<l/4, l/4<<x<3/4,
3/4<oc<l. Let's introduce our hyporhesis and some notation.

HYPOTHESIS-NOTATIONS. — (H 1) For the process X: The covariance function r vérifies in
a neighborhood of zéro r(t)= 1 —

|r|2aL(|ï|), with L a function with two continuous deriva-
tives except at the origin, lim L(/) =C>0, |f|L'(|f|)= 0(1) and r2L"(|r|)= 0(l),

t-> o +

0<a<l, r has two continuous derivatives outside this neighborhood. Furthermore we sup-
pose that the process has a spectral density h when a>l/4, such that h(t)= M.(t)jf,
y= 2 a+ 1 and M (t) has a limit when t goes to infinity.

Nofè présentée par Jean-Pierre KAHANE.
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(H2) For the kernel cp: cp is even, cp^O, supp cpg[—1, 1], cp is C1, q>(t)dt=l. We

define \|/ = cp*cp.

(H 3) For the function f: feL4 (<j> (x) dx) where co is the standard Gaussian density andf is

continuous. Furthermore if we note c„ the Hermite coefficients offin the Hermite's basis,

orthogonal with respect to the standard Gaussian measure and with leading coefficient equal

to 1, we suppose:

(ii) 7/" l/4<a<3/4, a (a) =1/2, Ze(/) converges weakly when s te«<& ta zéro fo Y,
YeL2(Q) and the conditional distribution (Y/Xs, O^sîSl) is Gaussian with zéro mean and
random variance equal to

rp/zere K(X) = (exp(z"A,) — l)/zX, FLk is the set of permutations of { 1, 2,
. . .,

£}, ^Zx is the

random spectral measure associated to X and the intégral is an Itô-Wiener intégral.

1. INTRODUCTION. — Une manière naturelle d'étudier une approximation du temps
local Lx d'un processus Xr irrégulier est de considérer ses régularisées X£=cp£*X, où cp£

est une approximationde l'unité, cpE(-)= (l/e)cp(-/s) où cpeC1 et d'étudier le comporte-
ment asymptotiquedu nombre de franchissements NXE (u) du niveau u par le processus XE

sur l'intervalle de temps [0, 1]. Divers travaux ont été faits pour mener à bien cette étude
([1] et [3]); en général les auteurs étudient la convergencedans Lp de NXE (u) convenable-
ment normalisé vers le temps local Lx(w), continu dans ce cas [2]. Cependant dans [8],
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" + 0O

l'auteur s'intéresse à l'étude de Ç£(/)= 1/C(s) / (x) NXE (x) dx pour / continue où
J — CO

C (e) est une normalisation appropriéeet X£ une approximation du mouvement brownien.
' + 00

Il montre la convergence presque-sûre de £,c(f) vers Lx(x)/(x)<fx. Dans le même
J

— co
ordre d'idées que Wschebor, mais pour des processus gaussiens stationnaires, nous
étudions la convergence en loi de la différence convenablement normalisée entre ces
fonctionnelles et leur limite, soit Ze (f) [on considère ici le processus réduit Yc= (X7o"£),

où cj2 est la variance de Xe]. Notre cadre d'étude est celui de processus dont le

comportement de la covariance au voisinage de l'origine est équivalent à : 1 —
C11 |2oL

pour 0<oc<l. Trois types de limite sont mis en évidence en fonction des valeurs de

a : 0<<x<l/4, l/4<a<3/4 et 3/4<a<l. Dans le premier cas, qui correspond à celui
où le processus est le plus irrégulier, la normalisation est en 82t* et la limite (L2)

s'exprime, lorsque la fonction/ qu'on intègre est suffisamment régulière comme :

" + 00
Ka H/ (x) Lx (x) dx où H est l'opérateur différentiel d'Hermite pour la mesure

J
— CO

gaussienne standard. Dans le deuxième cas la normalisation est E1/2, la convergence a
lieu en loi et la variable limite a une distribution conditionnelle étant donnée toute la
trajectoire du processus original qui est gaussienne. Enfin, pour le troisième cas, la

convergence a heu de nouveau dans L2 pour la normalisation s2 (1 _ct) et la limite s'exprime

comme une intégrale stochastique multiple dans le chaos infini. Les normalisations citées
précédemment proviennent d'un travail initial [7] dans lequel les auteurs ont étudié le

comportement de la variance de %E (f) — Lx (x)/ (x) dx.
J

— 00

2. HYPOTHÈSES ET NOTATIONS. — (H 1) Pour le processus X : Sa fonction de covariance

r vérifiée au voisinage de zéro : r(t)= 1 —
|r|2ciL(|ï|), où L est une fonction ayant

deux dérivées continues en dehors de zéro, lim L(?) = C>0, |?|L'(|j|)=0(l) et
,-+o +

r2L"(|/|)= t9(l), 0<oc<l et en dehors de ce voisinage r est deux fois continûment
dérivable. On supposera également pour oc>l/4 que le processus X possède une densité
spectrale h telle que : h(t)=M(t)/ty, y = 2a+l et M(f) a une limite lorsque t tend vers
l'infini.

r + i
(H2) Pour le noyau cp : cp est pair, cp^O, supp cpg[— 1, 1], cp est C1, (ç(t)dt= 1.

J-i
On définit \|/= cp*cp.

(H 3) Pour la fonctionf: /eL4 (cb (x) Û?X) OÙ <j> est la densité gaussienne standard et/
est continue. De plus, si l'on appelle c„ les coefficients de/ dans la base d'Hermite
orthogonale non-normaliséepour la mesure gaussienne standard, nous supposons :

Nous définissons :
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3. ÉNONCÉ DES RÉSULTATS. —
Soit

THÉORÈME 1. — Sous les hypothèses H1, H 2 et H 3 nous avons :
(i) Si 0<a< 1/4, a (a) = 2 a, Z€(/) converge dans L2 (Q) lorsque s te«rf aéra zéro vers

(ii) Sr l/4<a<3/4, a (a) =1/2, Zz(f) converge en loi lorsque s tend vers zéro vers Y,
YeL2(CS) et la loi conditionnelle de (Y/Xs, 0^5^ 1 ) est celle d'une loi normale centrée
dont la variance est aléatoire et égale à

(iii) .SÏ 3/4<a<l, a (a) = 2(1 —a), ZE(/) converge dans L2 (Q) lorsque e tend vers zéro

vers

où K(X) = (exp(iX)— l)/iX, Flk est l'ensemble des permutations de {l, 2,
. . .,

le}, dZx la

mesure aléatoire spectrale associée à X et l'intégrale est une intégrale d'Itô-Wiener.

Remarquesur (i). — Si de plus/' et/" appartiennentà L2($(x)dx)puisque :

nous avons que ZE (f) converge dans L2 (O) lorsque s tend vers zéro vers :

où H/ (x) =xf (x) —f" (x) est l'opérateur différentiel d'Hermite.

4. ESQUISSE DE LA DÉMONSTRATION. — En utilisant la formule de l'intégrale d'une
fonction par rapport à la mesure NY£ (x) dx [8], nous décomposons ZE (f) sous la forme :

Les techniques utilisées diffèrent selon les valeurs de a: 0<a<l/4, l/4<a<3/4 et
3/4<a<l.

1er cas : 0<a<l/4, a (oc) = 2 a. — Il est démontré dans [7] que dans ce cas le terme
dominant est T2. De plus,
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Au vu de ces résultats, il est clair qu'il suffit de considérer/=H„ pour zzeN. Dans ce
"i

cas, on obtient en calculant E(T2—zzKa FLn(Ks)ds)2, que T2 converge dans L2(Q)
Jo

'i
vers n Koe H„ (Xs) ds. Le résultat s'en déduit.

Jo

2e cas : l/4<a<3/4, a(a)= 1/2. — Ici, le terme important est :

C
Nous montrons que le processus S6 défini par : S£= 1 /s g(Yl)ds converge en distri-

Jo
bution finies dimensionnelles vers un mouvement brownien W et que les vecteurs
(X(1,

. .., X,m) et (W(1,
. . ., W(m) sont gaussiens indépendants. Ce résultat se montre

en calculant tous les moments d'une combinaison linéaire finie de la forme
m mE 0.^.+ E °;SÎ;. Ces moments sont calculés à l'aide de la formule du diagramme ([4]

;=i ï=i
et [6]).

Une construction similaire à celle de l'intégrale stochastique dans L2(Q) permet de
conclure, c'est-à-dire :

On définit :

D'après ce qui précède on sait que :

Z"c 00 -^ Z" 00 en loi lorsque s -»• 0

et d'autre part on peut montrer que
Z" if) -» Y dans L2 (Q) lorsque zz -»• co

et que la loi conditionnelle if (Y | Xs, 0 ^ 5^ 1) = N (0, a2 f2 (Xs) <fc). De plus un calcul
Jo

de moments montre que : lim lim E (T1 — Z" (f))2 = 0, ce qui entraîne le résultat.
n -* oo e -» 0

3e cas : 3/4<a<l, a (a)= 2 (1 — a). — Tj est le terme dominant, lui-même équivalent

Cette dernière expression s'écrivant grâce à la formule d'Itô-Wiener :
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Comme dans l'article de D. Chambers et E. Slud [5] en intégrantpar rapport à la variable

s et en définissant K(X) = (exp(iX)—l)/iXon a :

f OO ..La convergence lorsque e tend vers zéro de e2(1_a)6"2 vers C \|z (z) \ z |2ct dz et de
J

— 00
Qfc-2 vers j et jes crjjères de convergence dans L2(£2) des intégrales d'Itô-Wiener qui
interviennent montrent que Tx converge dans L2 vers :

Ce qui achève la démonstrationdu théorème.

Note remise le 7 juin 1993, acceptéele 24 juin 1993.
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