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Abstract.

Résumé.

Let iðF(t),t € [0, 1]] be an F-Brownian bridge process. We srudy the asymptoric
behaviour of non-linear functionals of regularizations by convolution of this process
and obtain several applications. @ Académie des SciencesÆlsevier, Paris

Accroissements et pøssages par un niaectu pour le pont
brounien : cont)ergence faible

Soit {bF(t),t e [0, 1]] un F-pont brownien. Nous étudions le comportement
asymptotique de fonctionnelles non linéaires des régularisations de ce processus et
obtenons quelques applications. @ Académie des SciencesÆlsevier, Paris

Version françaíse abrégée

La motivation principale de cette Note est de donner un point de vue unifié dans l'étude du
comportement asymptotique de fonctionnelles non linéaires des ponts browniens et empiriques. Dans
cette optique nous avons réussi à prouver que des problèmes apparemment non reliés entre eux,
comme le comportement asymptotique du nombre de franchissements d'un niveau pour le processus
empirique (déflni dans [7]), construit dans le but d'approcher la densité, etla convergence faible pour
sa norme W (voir [4]), peuvent être traités d'un même point de vue via un théorème d'approximation
forte. En fait, ces deux problèmes peuvent se réduire à l'étude de fonctionnelles particulières du
pont brownien pour lesquelles la convergence sera une conséquence directe du TCL pour une somme
de v.a. l-dépendantes.

Notre travail fera I'objet de deux Notes : celle-ci, dans laquelle nous établissons des résultats ne
concernant que le pont brownien, et la seconde [3] dans laquelle nous considérons des applications
statistiques en relation avec le pont empirique.

Précisons le problème.

Note présentée par Jean.Pierre K¡uexr.

07 64-4442/98103270587 @ Académie des SciencesÆlsevier, paris 587
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Soit {l4z(f)'¿ € [0,1]] le mouvement brownien standard et (p un noyau de convolution. pour e ) 0
nous définissons la < régularisarion >> de w par I par w,(t) = ve *w(t) =: fa ,p(+)wqsjas.
M. wschebor [8] a montré que, si À désigne la mesure de'Lebesgue rìi ¡o,il,ãiårt'påu. p...qu.-
tout t/, Jg^{t a r'**#]t" I "} = tÕ(r), où Õ désigne la fonction de répartition de la
v.a. gaussienne standard. On remarque que si rp = 1¡-r,ol, uto.r re$re = ur/2iv,(t) et une
généralisation naturelle de ce résultat consiste alors à'coniidérer cette variable comme une variable
en ú sur I'espace de Lebesgue; de cette manière, la distribution de llcpllllrr/2w,(t) converge en
loi vers celle d'une v.a, gaussienne standard. Ceci implique qug p_o-uT une fonction pìesque-snrement
continue g, possédant une croissance < modérée >>, 1im,*6 Iå r(tW)a, = tnigçiyp.s., où l,,.
est une v.a. gaussienne standard.

La vitesse à laquelle a lieu cette convergence a été étudiée par Berzin et León [2] :

I lt / .tlzri¡ r ^t\
æ J, n'(-ffit 

)o'-- "ñçt¡ raiblement' lorsque 6 - 0,

9ù g:1t) = g(r) - ¿[s(¡r)], ø est une constante positive "tfr ,n mouvement brownien indépendant
de W, Ce résultat est utile pour l'étude de la convergence d'une intégrale par rapport au nombre de
franchissements du processus régularisé. Nous définissons Nl(") = #{, i r , r,iz,(") = ø}, comme
le nombre de fois où le processus W'. franchit le niveau " Àur [ô,r]. sì,p est uuroiurn.nt continue,
cette v.a' a une espérance flnie qui peut être calculée grâce à la formule de Rice. D,autre part, d'après
une formule de Banach (voir It], [5] et [6]), /å /(")xI(r)dr = Ii ¡rw,þlllr,7,(r)l¿", wschebor
a montré que, p.s., lim,*o 

^. 
/: /(ø)Nf (ø)d * = IZ f þ){.w (r\dr, où l.ú (r) est le temps rocal

du mouvement brownien au point r sur [0,1] er Â, = (ffiO,)t'' .

Ensuite, Berzin er León ont prouvé que */å/(")ln.NI(") - (.w(r)ldr !, v, où v,
conditionnée à la ø-algèbre .F engendrée par'{W(t),ú € [0,1]], est une v.a. gaussienne centrée
et 

^de 
varian"":'I: f2(W(s))ds. c" qui peut égalemenr se rraduire en disanr que L(VIF) :

o ft f (w(s))dw(s).
Dans cette Note nous étendons ces résultats à des fins probabilistes. Dans une autre Note [3] nous

donnerons aussi des applications statistiques.
Soit ,F une fonction de répartition absolument continue et soit s sa densité. Nous supposerons

que son support est borné et, sans perte de généralité, que c'est [0, t]. t-e F-mouvement brownien
est défini comme WF(ù = W(F(t)). Les résultats quà nous uenoni d,énoncer peuvent tous être
généralisés à cette classe de processus.

Soit g.(2, u), g > 0, une certaine classe de fonctions satisfaisant des conditions de régularité; nous
définissons Sy' (t) = # l: s,@,€Y @Ddz, où €Y @) : #E et e(o! (x)), = u* qw! çr¡¡ =
å Jå ç' (T)'(a)dy --'@)llell\.

Nous montrons dans le théorème 2 que, comme précédemment, il existe un mouvement brownien ñ
terque sy'(t) 3ñq"r1t¡¡, où ø2(t) = I: l:rEls@,x)s@,e@)x+ft. e@v))ð,wd,u, x,y
sont des v.a. gaussiennes standard indépendantes, g(w) = ffi,rþ(.): p*Ø(w),Ø(w): p(-w)
et s(u,.) = jg.3u.(2,.) dans L2.

Soit maintenant {åF(ú), ¿ € [0, 1]], le F-pont brownien dans [0, 1], i.e. ôF(t) : WF (t) - F(t)W(I).
Nous voulons aussi étudier re comporrement de s!'(t) = + ïå s"@,6!'(ø))aø, o¡ €l'(") : S*
et (a!"(z))2 = var(¿í(r)). 

v€ rv ¿" \ / rè \ //---') - - r€ \-/ ¿!'(")
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lncrements and crossings for the Brownian bridge: weak convergence

Nous montrons dans te théorème 2 que, de nouveau, il existe un mouvement brownien indépendant
de W, fr, ø que s!'(r) 3 frç"2çt¡1¡.

Comme application des résultats précédents nous obtenons les corollaires i à 5.

1. Hypotheses and notation

(H1) Assumethekernel g satisfies: Ilre(ùat=r,g €cr,g ) 0 andhas supportasubset
of [-1,1].

(H2) For the function f t Í e C2 and / is bounded.
(H3) For the funcrion s : s € c2 on [0,1], 0 1 m 1s(r) < M rorall r e [0,1].(H4) For the funcrion gu :

1' ls"@,v) 3 p(u)Q(lvl) for a € [0,1] and y €. R, where P and e are polynomials with positive
coefficients;

2. f9r att a e [0, t] iio y ! R, g,(u,a) = DËz c¡,,,(u)H¡"(g), where {Hn,n e N} are the
Hermite's polynomials, orthogonal with respeci to the standard Gaussian *"urur" / and with
leading coefflcient equal to 1;

3. lktc¡,u(u)c¡,"(u)l I a¡,(u,u) and f;,Ë lË, a¡(u,u)dudu ( *oo,for a.e. (u,u) e 10,112 andu e [0,1];
4. lLTze<u<t-zeÌ l{2"<,+,.< t,-zr¡lclc¡,,,(u)cn,"(u* eu)l I b¡,(u,tø) and

¡r ¡2

J, J-,f:, b¡(u,w)dwd'u ( *oo,

_ for ?.".(u,tr.') e {0,1] x [-2,2] such thar u+etu e [0,1]l5' ck,e(ue) "-+ ck,"(u) as € --+ 0 if u" is aseq-uencein [0,I wúichconuerges to u e [0,1] as e --+ 0for a.e. u € [0,1]; IÊ, cx(u)Hn(ù deflnes the fi¡nciion s@,ù; 
- - t ) J

6. let us define o2(t) : finçu)au. where h(u) = lf,=rktcl(u)U3re-frl¿t,] is supposeo
continuous and non-vanishing in [0,1].

we shall write /(r) = 
^/Tlrl-r = ÐLr a2n$2n(r) and, o2, = J:, D_î_, a|,(2nl)02"(u.,)du;. Also

zu,'(Ð = r-È [* r{ùln,xl"(") -7,1r¡¡ar,r'-æ

where N!"(r) is the number of times that the process óf(.) crosses level r before time 1 analbo ç.¡is a modification of the local time for the B.B. on t0,1]iü sadsûes, for any continuous function /.
f* -F ¡7

J_*f {*)t'' (r)dr = J, Í{ur{"))r/r1"¡a".

In what follows we shall drop out the indices F when no confusion is possible.

2. Preliminary results

2.1. Almost sure convergence

T¡rnoReÀ4 l. - Under (HI) and (H3)

À{,, < t: 1ftb!fu) ( r} ---+ 
fr' 

r(J;6llellz¡/ s ")au a,s, as e -* 0.
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CoRol-leRy 1. - For every p ) 0, as e -+ 0,

weakly ln C[0,1] as e --+ 0 and

l,' lrei'! ç,) I 

B du .- E ( 
I 
¡/ 

I 

e 
) I l,p I I llf ,' V f,nu,, a"l 4..s.

we have, thus, an asymptoticaily unbiased and consistent estimator of
¡t

J^\reu{ {")f a"

11 , ¡ß

J, lr/s(z)l' dz given bv

E(wl\llçllp
ConolleRy 2

n, [* f @)N:(r)dr-- [ f @)T@)an a.s. ase * 0.J-æ J-- -

Proof. - The proof follows the sreps of igl. D

2.2. Weak convergence

THeonnvr 2' - under (H1), (H3) and (H4) and assuming that gu is rocary Lipschitz in the second
variable:

whereDisbounded,,u"'Tr'LÏ")r;,t:l;'l'rj,i!';üilir?"Y,;:r';,

s3'(¿) 2'fiço'1t'¡
in Cl},I), where fi ¡, o Brownian motion.

Furthermore, the vector process (bi( ), j3( )) converges weakly in c10,1] x c[0, r] towards (år'(.),ñþ'(.))) and the prorrrræ urç)Ziá w'1oî'1.¡ are"rnarprna"it.
Remark' - The same theorem holds for Sy' (t) under rhe slighter conditions (H1), (H3) and (H4).
Proof . - The proof fo , Sy' ('.).follows the same lines as in [2], we obtain then the result for Sj" ( ,)

by showing that S!" (.) anA S:'(.) are conrinuous in L2(O).' !
3. Applications

3.1. Increments

CoRor-r¡.Ry 3. - Under (H3), Íor every p ) 7,

t r'[lbF(u+e)-bF(u)tþ I
æ J, Ll ----G-- I - uttlut 

'@)lu'' )au 
' frçozoçt¡¡

oþçt¡ = zll,' ar,npr"] 
[Ð #,,,l[ wr orøn*rutau]f

Proof. - We show that

z,(t) : rt fr' rcu! @)lB - B0'l\lJ;a!1u¡1o1au : # Ir' s.(u,4!@))au - frçoþ{t))
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weakly as € --+ 0, where g,(u,a) =11/eo!(u)lB|ulp ; E'l¡/lBl, because g. verifies hypotheses (H4).
To finish the proof of corollarv 3 we show that rt Çåç'rca\f"tP - ttqã¡u/2)du - 0 uniformty inúase--+0. v"-" 

¡
Conorleny 4. - Under (H3),

lncrements and crossings for the Brownian bridge: weak convergence

ne(t,:x) = u(t, bF(u*")-bF (") 1r/:

converges weakly in Cl},Il as e --+ 0 tofrqorçt,r)) _ K(t,r), where

and

#(^{ l,' 
r(r/;@N r ") d")

K(t,r) : bF (t)ó(*) # - l,' u',,,dffir(a) lå -']."

o2(t,r):2I 1

@+1n

æ

n=2 lo',r-,(tr)r'( 6ø )."]
n

Proof. - Consider

t,(u,y¡ = \--,,¡(ø!(")rfuy) - r(xob,(u)rft S r) + ul:a :).' " \a!fu),F )'
we prove thaf g, verifies hypotheses (H4- I, 2, 5, 6) and also two conditions which, although weakerthan (H4-3, 4) are enough to ensure the result of rheorem 2, rhen

rft
G Jr 9"(2, $(u))du--- w1o2çt)) weakly as € -' 0.

Now

rte(t,r): # Ir' s"(u,g!(u))d"- # fr'e,,@)o(æóæ)."
_j ft, / 

-æ J, Lr(l;øt = ") - 
pWò!@),ß <")]a" - rt - rz - rs.

We show that the last term.tends to zero uniformly in ú as e _-+ 0. We observe that T2is tight, since
the function g,(u,y) = aÓ(ÉN) verifies all the hypotheses except for E(Ngu(u,l/)) : 0, whichis not necessary ro prou" tìgtr,ièisí tntegrating by parts, one has:

r,=u:Q)}_r(Aôo)

bi(.)ôrdp r(E&G) _ 
l,' uy r,tWùWr(E&G) [# _,] o,

wirh lim,*s [tÆou,(u)], i(z)'=¡ffiforue[0,1).
To finish the proof..or tird ioíotlary it remains to show that T1- ?2 converges weakly infinite-dimensional distributions, as r -- ô, to the required limit. 

¿¿ vv¡¡vwr6vù 
n
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3.2. Crossings and local time

coRor-r-¡Rv 5'-lf h= o{bFQ),0 ( u ( rl,under (H1), (H2) and(H3), z!(f) convergesweakry
a's e "+ 0 towards a r.v. V € L2(O) qnd the conditional distribution (,v lF)-¡i êauss¡oi with zero
mean and random variance equal to o? I: freF(tz))s(z)dz.

Remark. Given FL, the limit random variable (vlFr) is the stochastic integral

", i] ¡çuF ç"¡f;@añiz) (remember rhat .F1 is the ø-fleld generated by {b"(r),0 < z < 1}).
Proof. - The proof follows the same lines as in l2l. However the computation is more involved

given that the Brownian bridge has not independent increments. tr
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