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Abstract.  Let {b"(t),t € [0,1]} be an F-Brownian bridge process. We study the asymptotic
behaviour of non-linear functionals of regularizations by convolution of this process
and obtain several applications. © Académie des Sciences/Elsevier, Paris

Accroissements et passages par un niveau pour le pont
brownien : convergence faible

Résumé.  Soir {b¥(t),t € [0,1]} un F-pont brownien. Nous étudions le comportement
asymptotique de fonctionnelles non linéaires des régularisations de ce processus et
obtenons quelques applications. © Académie des Sciences/Elsevier, Paris

Version francaise abrégée

La motivation principale de cette Note est de donner un point de vue unifié dans I’étude du
comportement asymptotique de fonctionnelles non linéaires des ponts browniens et empiriques. Dans
cette optique nous avons réussi & prouver que des problémes apparemment non reliés entre eux,
comme le comportement asymptotique du nombre de franchissements d’un niveau pour le processus
empirique (défini dans [7]), construit dans le but d’approcher la densité, et la convergence faible pour
sa norme L? (voir [4]), peuvent &tre traités d’un méme point de vue via un théoréme d’approximation
forte. En fait, ces deux problémes peuvent se réduire a I’étude de fonctionnelles particuliéres du
pont brownien pour lesquelles la convergence sera une conséquence directe du TCL pour une somme
de v.a. 1-dépendantes.

Notre travail fera I’objet de deux Notes : celle-ci, dans laquelle nous établissons des résultats ne
concernant que le pont brownien, et la seconde [3] dans laquelle nous considérons des applications
statistiques en relation avec le pont empirique.

Précisons le probléme.

Note présentée par Jean-Pierre Kanane.
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Soit {W(t),t € [0,1]} le mouvement brownien standard et  un noyau de convolution. Pour € > 0
nous définissons la « régularisation » de W par ¢ par W.(t) = ¢, « W(t) = L% (=) W(s)ds.
M. Wschebor [8] a montré que, si A désigne la mesure de Lebesgue sur [0, 1], alors pour presque-
tout w, lh}%)\{s <t: MJ—E_M < x} = t®(z), ot P désigne la fonction de répartition de la

v.a. gaussienne standard. On remarque que si ¢ = 1i-1,0), alors 1""(t+'ic:"””(” = s'-/zlf"[”s(t) et une
généralisation naturelle de ce résultat consiste alors 2 considérer cette variable comme une variable
en ¢ sur I’espace de Lebesgue; de cette maniere, la distribution de llolls e/ 2 W, (¢) converge en
loi vers celle d’une v.a. gaussienne standard. Ceci implique que pour une fonction presque-siirement
continue g, possédant une croissance « modérée », lime_,o f;g(%ﬁ(—s))ds =tE[g(N)] p.s., o0 N
est une v.a. gaussienne standard. )

La vitesse a laquelle a lieu cette convergence a été étudide par Berzin et Ledn [2] :

! /t e We) 4 W(t)  faiblement, | 0
r— —_—— S — 0 aiblement, lorsque € — ,
Ve Jo P\ el !

ol g1(z) = g(x) — E[g(N))], o est une constante positive et W un mouvement brownien indépendant
de W. Ce résultat est utile pour I’étude de la convergence d’une intégrale par rapport au nombre de
franchissements du processus régularisé. Nous définissons NV (z)=#{s <1: W.(s) = z}, comme
le nombre de fois oli le processus W, franchit le nivean z sur [0,1]. Si ¢ est absolument continue,
cette v.a. a une espérance finie qui peut étre calculée grice 2 la formule de Rice. D'autre part, d’aprés
une formule de Banach (voir [1], [S] et [6]), [*°_ f(z)NY¥ (z)dz = Jo F(Wa(8))|W.(s)|ds, Wschebor
a montré que, p.s., lim. o A, [% f(z)N¥ (z)dz = S22, F(2)eY (z)dz, ot £V (z) est le temps local

1/2
du mouvement brownien au point z sur [0,1] et A, = (ﬁ) .

Ensuite, Berzin et Le6n ont prouvé que —}Effzo F@)ANY (2) — Y (2)ldz S V, o V,
conditionnée & la c-algtbre F engendrée par {W(¢),t € [0,1]}, est une v.a. gaussienne centrée
et de variance o2 ful [2(W(s))ds, ce qui peut également se traduire en disant que L(V/F) =

sy S
o [y F(W(s))dW(s). |

Dans cette Note nous étendons ces résultats a des fins probabilistes. Dans une autre Note [3] nous
donnerons aussi des applications statistiques.

Soit I une fonction de répartition absolument continue et soit s sa densité. Nous supposerons
que son support est borné et, sans perte de généralité, que c’est [0,1]. Le F-mouvement brownien

est défini comme W¥(t) = W(F(t)). Les résultats que nous venons d’énoncer peuvent tous &tre
généralisés a cette classe de processus.

Soit ge(u,v), € > 0, une certaine classe de fonctions satisfaisant des conditions de régularité ; nous
définissons SV (¢) = % f; 9e(u, Y (w))du, ob &% (u) = %&Fr—((,:—? et e(6l¥ (2))? = evar (WF(z)) =
e Jon P () s(y)dy — s(@)llell3: _

Nous montrons dans le théoreme 2 que, comme précédemment, il existe un mouvement brownien W
tel que S¥7 (t) 5 W(o2(t)), ob 02(t) = IN f_22 Elg(u, X)g(u, (w) X ++/1 — 02(w)Y)]dwdu, X, Y
sont des v.a. gaussiennes standard indépendantes, f(w) = %, Y(w) = ¢ * P(w), Blw) = w(—w)
et g(u,-) = lgr%)gs(u,') dans L2

Soit maintenant {6"(t),t € [0,1]}, le F-pont brownien dans [0, 1], i.e. b7 (t) = WF () - F(5)W(1).
Nous voulons aussi étudier le comportement de S (1) = L f; 9 (u, €87 (u))du, ot €87 () = be (u)

et (68 (u))? = var (b (u)).
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Nous montrons dans le théoréme 2 que, de nouveau, il existe un mouvement brownien indépendant
g L e~
de W, W, tel que S*"(¢) 5 W(o%(t)).
Comme application des résultats précédents nous obtenons les corollaires 1 2 5.

1. Hypotheses and notation

(HI)

(H2)
(H3)
(H4)

1.

2.

Assume the kernel ¢ satisfies: f_llgo(t)dt =1, ¢ € C', ¢ > 0 and has support a subset
of [-1,1]. }
For the function f : f € C? and f is bounded.

For the function s : s € C* on [0,1), 0 < m < s(z) < M forall ¢ € [0,1].
For the function g, :

19¢(u, ¥) £ P(w)Q(|y]) for u € [0,1] and y € R, where P and Q are polynomials with positive
coefficients;

for all w € [0,1] and y € R, g.(u,y) = Y ores Cke(u)Hi(y), where {H,,n € N} are the
Hermite's polynemials, orthogonal with respect 1o the standard Gaussian measure ¢ and with
leading coefficient equal to 1;

kleke(w)ere(v)] < ax(u,v) and [} [F°F° g, u,v)dvdu < +o0,for ae. (u,v) € [0,1]? and
[ ] : 0 Jo 2uk=2
v € |0,1];

|1{2£§u51—25} 1{25§u+ew51—-25}k!ck,e(u)ck,s<u + EU))l < bk:(uaw) and

12
/ / z b (u, w)dwdu < 400,
0 Jog k=2

for ae. (u,w) € [0,1] x [~2,2] such that u + ew € [0,1];

Cre(te) — cpe(u) as & — 0if u, is a sequence in [0, 1] which converges to u € [0,1] as € — 0
for ae. u € [0,1]; Y res cx(u)He(y) defines the function g(u,y);

let us define 0%(t) = [} h(u)du, where h(u) = Y po, klci(u) [f_zz Gk(w)dw] is supposed
continuous and non-vanishing in [0,1].

We shall write {(z) = /T |z|~1 = 3 | apnHyn(z) and o? = f_22 D heq @3, (20162 (w)dw. Also

2=t [ @ - @),

where N2 (2 is the number of times that the process b (-) crosses level z before time 1 and 22 ()
is a modification of the local time for the B.B. on [0, 1] that satisfies, for any continuous function f.

| " @R (@) = / F(F () /(@) d.

In what follows we shall drop out the indices F when no confusion is possible.

2. Preliminary results

2.1. Almost sure convergence

THEOREM 1. — Under (H1) and (H3)

Mu <t:VebF(u) <z} — /OlP(\/mugngN < x)du a.s. ase— 0.
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COROLLARY 1. — For every f > 0, as ¢ — 0,

/01 I\/Eéf(u)lﬂdu — E(|N|ﬁ)||(p“éi {/01 [S(u)]ﬁ/zdu} s,

1
B
We have, thus, an asymptotically unbiased and consistent estimator of / [\/ s(u)} du given by
t 0
[ e pay
0
E(IN1P)ell§

CoroLLARY 2
AE/ f(z) Nt (z)dz — / f(:c)zb(x)dx as.ase — Q.
Proof. - The proof follows the steps of [8]. O

2.2. Weak convergence

THEOREM 2. — Under (H1), (H3) and (H4) and assuming that g. is locally Lipschitz in the second
variable:

191, 7) = ge(u, y)| < D(e,u)|P(z,y)llz ~ 9,
where D is bounded in both variables and P has polynomial growth, then
8¢ (t) 2 W(o™(1)

in C[0,1], where W is a Brownian motion.
Furthermore, the vector process (bF'(-), S(-)) converges wealkly in C[0,1] x C[0, 1] towards (bF(.),
W(o*(-))) and the processes b¥(-) and W(c?(-)) are independent.

Remark. — The same theorem holds for SEWF(t) under the slighter conditions (H1), (H3) and (H4).

Proof. — The proof for S¥ g (-) follows the same lines as in [2], we obtain then the result for Sﬁp ()
by showing that 5" (.) and S®"(-) are continuous in L2(Q). a

3. Applications

3.1. Increments

COROLLARY 3. — Under (H3), for every 8 > 1,

16 (utg) = b (u)
71|

VE
weakly in C[0,1] as ¢ — 0 and

o0 =2[ [ (s)°au] [i el W (] } |
Proof. — We show that

Z.(t) = % /0 VA (W = BN Vst (w)])du = % /0 e, €2(u))du — W (03(8))

ﬂ —
- EINI"[S(U)]"/ZJ du — W(o5(t))
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weakly as € — 0, where ge(u,y) = [\/£6(u)|[ly|® — E|N|?], because g, verifies hypotheses (H4).
To finish the proof of Corollary 3 we show that % fot(l\/gaeb(u)]ﬁ — (s(w))??)du — 0 uniformly in
tase— 0. O

CoRrOLLARY 4. — Under (H3),

converges weakly in C[0,1] as ¢ — 0 to W(oz(t,x)) - K(t,z), where

2

B T 1 . u $(u) z o U
K(t,x)—bF(t)aﬁ(m)—/—s(t) /Ob ( )2[3('u)}3/2¢< s(u))[s(“) l}d

, o 1 ! z T \au
o (t,m)—QnZ_—:z I:m/o Hﬁ—l( Fs(u))¢2( s(u))d J

Proof. — Consider

5:01) = Ko (G200VE) ~ PN2VE < 0) 4375,

We prove that g, verifies hypotheses (H4-1, 2, 5, 6) and also two conditions which, although weaker
than (H4-3, 4) are enough to ensure the result of Theorem 2, then

and

% /t e (u, €2 (u))du — W(UZ(t)) weakly as € — 0.
0

Now

e = 72 [Camen- I [t a
- % Ot [p(@N < m) — P(N&b(u)ye < x)]du =T~ T, - Ts.

We show that the last term tends to zero uniformly in ¢ as ¢ — 0. We observe that Ty is tight, since

the function g.(u,y) = y¢(7§,,—(ﬁ) verifies all the hypotheses except for E(Ng, (u, N )) = 0, which
is not necessary to prove tightﬁcss. Integrating by parts, one has:

_F 1 r
%= Ot )

Oz (amoe) - L 0 et i) e o

with lim,_o[y/E6t (w)) = —2\% ; for u € [0,1).

W
To finish the proof of the Corollary it remains to show that -1 converges weakly in
finite-dimensional distributions, as z — 0, to the required limit, O
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3.2. Crossings and local time

COROLLARY 5. ~ If Fy = o {bF(u),0 < u < 1}, under (H1), (H2) and (H3), Z8(f) converges weakly
as € — 0 towards a rv. V € L2(Q) and the conditional distribution (V/F1) is Gaussian with zero
mean and random variance equal to o? fol F26F () s(w)du.

Remark. — Given Fi, the limit random variable (V/F1) is the stochastic integral
o1 fﬂl FF (u))/s(u)dW (u) (remember that F; is the o-field generated by {b¥(u),0 <u < 1}).

Proof. — The proof follows the same lines as in [2]. However the computation is more involved
given that the Brownian bridge has not independent increments. g
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