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Abstract. We study the asymptotic behaviour of several non-linear functionals of the empirical
bridge and obtain some applications to G-deviation in density estimation and to
Kullback deviation convergence. @ Académie des SciencesÆlsevier, Paris

Résumé.

Etude du comportefti.ent asymptotique de fonctionnelles
non-linêaires d,upont empíríque uia d,es a.pproximøtions fortes

Nous étudtons le comportement asymptotique de plusieurs fonctionnelles non linéaires
du pont empirique et applíquons ces résultats à la G-dévìation de l'estimateur à noyau
de la densité et à la convergence pour la dévíation de Kullback. O Académie des
Sciences/Elsevier, Paris

Version française abrégée

Dans cette Note nous étudions le comportement asymptotique de fonctionnelles non linéaires de
régularisations du pont empirique. En utilisant un résultat, montré dans une Note précédente [2], pour
le même type de fonctionnelles du pont brownien, et un théorème d'approximation forte, nous avons
prouvé quelques résultats concernant la déviation d'ordre p et plus généralement une déviation G
quelconque définie plus loin et servant dans I'estimation des dérivées d'une densité. Nous précisons
le comportement asymptotique du nombre de passages par un niveau pour Ie processus empirique
lissé perturbé défini par Yukich [6], et nous étudions aussi la convergence pour la déviation modifiée
de Kullback.

Note présentée par Jean.Pierre K¡xe¡¡e.
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La motivation principale de cette Note est de donner un point de vue uniflé pour les problèmes
cités auparavant et apparemment non reliés entre eux.

Enonçons les principaux résultats obtenus.

1. soient xt,',.,x' des v.a. i.i.d. de fonction de répartition F à support dans [0,1] etdF(u) = s(u)du . L'esrimareur à noyau de ta densité est défini par : â,(u) = å iå r(*lãiiirj,
où F' est la distribution empirique de la suite. Nous définissons comme yukich f6fî. ù;iempiriquerégularisé perturbé : ø*fu) : ¡nçî-fu) - r(")), or f (u) : j:*Ç(u)du. yukich a monrré que
s} t/nh2 -i 0 alors þ!1u¡ 

"on "rge 9l loi vers un F-polrt brownien" br(u). De plus, en utilisant un
développement de Tayror v2ur .,/n(F^(z) - F(u)), ot f 1r¡ : /å )(¡rç"'_ n iar,-rr obtient
que, si Jnh2 --- a, arors ol1"¡-- b'(u) + iKzs(u); icí Kz: n ç$¡rrar. En utilisant des
résultats antérieurs [2] po¡r Ñ[1";, .r" nombre de fois où le proces;;ø* rraverse le niveau r sur
l'interv.alle de temps [0,1] et pour {(.), une modification de la mesure d'occupation poy p; quoi.
corollaire 4 pour la définition), nous obtenons le résultat de convergence suivant :

a) si 1/nh2 -+ 0, alors eI(Ð = #, n/(rx^âñl(r¡ -vllr¡¡a, i- v,où À¿ : ( ^n \+
I/ esr une v.a. teue que L(vlF1) = o, Il ¡Orfrl4;@laå(;;';'"l;YBrJ
engendrée par {bF(z),95 " 3 \,frç'¡ ãst un mouvement brownien indépendant de åF(.)
(voir théorème 2 dans [2] pour l'énoncé) et .'1 esr défini dans la section l;

b) d'autre. part, si t/nhz -' ¿' nous prouvons alors que ln /î- /(ø)ñ*(n)dr converge en loi
u".r f f þ'(") + iKzs(u))fl@au. De prus, nous monrro; il A*ìi) .o"""rse vers une
v.a. V telle que L$ lFù : ", Ii Íþr(") + $K2l(u))¡;6awç"¡".' 

'

2. Nous définissons ,/"[î-(") - s,(u)] = * /å e(T)dp|(u), où þl@) : t/"(F.(r) - ¡(r))
est le pont
où Bj est

(")l
la dérivée de rp-régularisation par convolution du pont empirique. Si s posséde deux

dérivées il est bien connu fenêtre optimale pour le risque quadratique est obtenue pour
h(") O(n-1l5), i.e, si

que la
t/*t,' Cs La fenêtre est sous-optimale si h : o(n-1l5). Il est

également bien connu que limn-* t/îE [s"(u) - s(u)] c(u) pour une fenêrre optimale, où c(u) est
une fonction connue, et lim,-- ffif s,(ø) - s(u)l 0 pour une fenêtre sous-optimale.

Considérons la fonction go(ø) P_EIN p, p ) 1, où ly' est une v.a. gaussienne standard.
Les résultats que nous venons

+

suivant dt à Csörg6 et Horváth

est équivalent asymptotiquement à h It s,(

pour une fenêtre sous-optimale, le théorème
(z) - s(u))le - Ell\/nh(î"(u) - s(u))lnl

d'énoncer impliquent.

r3r'# ËlJ;n6" du
,/EB*@)

)
p

lra41/nþ¡çu¡¡y rz "arç'/nß!@))
du. En utilisant

maintenant le théorème de Komlós, Major et Tusnády (KMT) (voir l4l) nous pouvons remptacer Bl(ø)
par la dérivée de la cp-régularisation de taille h. du F-pont brownien et obtenir, ainsi, que la dernière
intégrale converge vers une loi normale N(0, o2)

p/ Un résuitat similaire est obtenu pour le cas optimal.
Notre approche nous permet également de retrouver le théorème de Beirlant et Mason t1l. En utilisant
nos techniques nous considérons aussi ce genre de problème pour les dérivées de la densité et pour
une fonction G générale au lieu de lrle.

3. Comme dernière application nous considérons la déviation de Kullback entre I'estimateur à

noyau Ç et s, soit: K(î,,r),= f a1u¡rn($s)au.
Nous montrons que 

"'/nlrcçe^,') -+f;#"[u,"(z) -s(u)lrdu-ftçt^qu) -s(z))du] esr

équivalent asymproriquement à # l: r-t(r)llr/;n6"ç"¡ - r(r))1, - nl:/nnê^1,¡ - sqz¡¡þ]au
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qui est un cas particulier du résultat précédent, obtenu pour p : 2, et converge donc vers une loinormale.

1. Hypotheses and notation

(Hl) Assume the kernel,p sarisfies: Ilree)at= I, p e Cr, p ) 0 and has support a subset of
[-1' 1]' Define 

.Ú1") = p *Q@), wrrere p(u) = e(-u) a.nd,0(u) = ,trf")ileil;2, u eR. LetK, = IÏ*ç(u)u2d,,u. Later, we shall assume that rp is even and satisfies additional conditions.(H2) For rhe funcrion f : Í e C2 and / is bounded.
(H3) Forthefunction.s:s€ c2 on [o,i],0<m<"(") lMforalrre [0,1].Further conditions wil be required tbr säme applicarions.

We shall write l(ø) = \/Tl*l - 1- D}raz,Hz,(r), where {Hn,n e N} are rhe Hermite,spolynomials, orthogonal 
-wiih-respect to tnãétan¿ard Gaussian measure @ and with leading coefficientequal to 1 and øf : I3rÐf,:ro|_enl)gz"(w)dw.

2. StatÍstical applications

All the results we are going to state are consequences of Theorem 2 proved in l2l.Indeed inthis theorem we study the asymptotic behaviour óf non-linear functionals of g-regularization byconvolution of the F-Brownian bridge ðF and show that they converge to w, a Brownian motionindependent of ðF.
The KMT theorem l4l shows that there exists some F-Brownian bridge bi such thatsuPte[o,r] IPIØ -b:(t)l = o(H) a.s., and thus, ir þl t"ri.afi; rtuno, for rhe derivative of the

:i",:,itit":l)o" 
p* (resp' öf ), tet l3!(u) = * /å e(T) pi @)du, then supte ro,rr rpne) - b!çt¡¡ =

"|.;ìÉJ' Now' to study the convergence of some particular functionals of Bf, it,s enough to usethe'stroúg approximation of KMT und Th"or"* Z of [2j.Let us state the Corollaries.

2.1. Convergence in L2 for the empirical process

Let g be a locally Lipschitz function, i,e.

ls@) - s(ùl S lp(r,y)llr - yl, (r)
wherePisapolynomial.

coRoLreRv r. - Let g be an evenfunctionverifuing (r), under (H1), (H3) and if h.- 0, # * o,rim,*- Ii s('/Ep*fu))du = ¡] n1sçJ;ã¡-,l¡e11,¡¡atu n r,.
If Nf (r) stands for the number of crossings for the process B! at Iever r on [0,1], we havethe following:

conou-aRv 2. - Let f be a function verifying .(H2) and (H3) an! (r), under (Hr) and ifo '.9, '#P -, 0, thei vo(il^"= 
^oi: iølñ*i;tá-- d'f @){.!(r)dr -¡ 0 in Lz, wherewe define, abusing the notation, rii* ¡ øl¿[G)dr as ,,1r, ,,orrupiîo"n 

measure,,, Iï* Í (r)¿!,(r)dr :li ¡w*rq¡,/@au.
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Remark. - using this coroilary one has the foilowing convergence

n^ l* /(r)rvl(ø)d, 2- l* f @)T@)ar.

conoru,Rv 3. - Assume that f verifies (H2) and (r), under (Hr) and (H3), ,f h - 0, ffi - 0,
then (.(f) = h I:*/(r)(Â¿N|( r) - {.!(r))d,* 2' v, where v is as in the Introduction.

2.2. Perturbed empirical process

tp shall stand for an even function until the end of this Note. we can apply the results obtained
previousty_ to ñf qr¡, the number of crossings ar revel n on fh,r - À11". ,ñJ;;;;;7*."

Let us define the following modification of the occupation measure q*ittt a non-rigoråus notation
as berore), IZ f @Vi,(r)dr - ji-^ ¡W\"¡r/í(:uiau.

coRor-r,¿Rv 4. - Assume that f verifies (H2) and (l), under (H1) and (H3), if h .-- 0, ffi * o
and if s in C3[0, I), then:

ù tf tnh2 '- 0, *: ob.tain ,!* l.U) 2. V, where V is the same r.v. that we obtained for the
process pf; in Corotlary 3;

b) on the other hand, if \/nhz --. a, then l"Ø 2. l, where I i, o, in îhe In¡oduction.

2.3. p-deviation
'We 

are interested in the asymptotic behaviour of the pth-order deviation D.(p) studied for the first
time by Csörgó and Horváth [3]. Our approach includes the estimation of the derivatives for the
density function (see for this the following section):

D-(p)= 
hln'-n {lrrOn(î,(r) -r(lr))lo - Ellnh4^(z) -s(u))lpidu.

Before stating the following corollary, let us introduce some notations:
¡1 @

oî= 
lo' å- [* l** u*{ùo(ùtat,daf'U'_,,rora,] lrrl,.Ã;l]'"a,,

4 = lo Ð 
- 

lfr I_ ,:g,l(a)ta +/,(,)t"ds]'ll_,trøa,flnrt,J-,t ))" au,

(Ka,a)= | I r@nu)(1 -F(uvu))a(u)a(u)dadtr, (z)
where Jo Jo

r*-
"(") - J _* lalo ô(a - lo(u))rt(u)r-,

[{, - fr{u)l' Ìo,)n.@) - }o@),t@) + (p - rXy - fo(u))nfu))da

/o( 
. Co s(u)'.") 

= ï ñfuK, and nz(u) =llellT'{1¿-). (3)

CoRoLr-eny 5. - Under (Hl) and (H3) ,/ h --. O, Y#Ì -- 0 and if s is in C3[0, t), then

D.(p) å N1o, o|), where

o?o in the sub-optimal case,
of; + \Ka,al in the optimal case.

ol
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Remørk. - In the sub-optimal case the result holds under the less restrictive condition s € C2[0,1].

2.4. Density's derivatives estimation

Assume that s is in C-+2[0,1] a¡d satisfies the conditions of Section 1, Define the estimator for
the rnth-derivative as in tSl.by e*I'(") : ;Eh Di=r,pt*l (5þ),with cp € c*+1. we shal use
the notation rP)1"¡ -- n¡*)1u¡l ana o2.',,')@l = i"rfalf,t"lj.U is well known that rhe oprimat
estimation window for the mean square error is h = O(n-r*$), i.e. ,/nh*¡g ---+ C* and in this case

"P)(r) - rt-l(,r) ¡7*"@+2)(u)Kz-;;ã---'Í*(u)=ffi Ø)

Let now G be a locally Lipschitz function (see (1) for the definition), we want to study

r(ù - t ['-' {c(*'rq -,',:¡t"l) _ u" (*)@) -:røtu)\ lo,tà'=mJ, 
1*\ ""-t"f / \ on,^\u) ))

Let us introduce some notation before stating the next corollary.

o?.,* =å - [* l_J ur,r,ó(ùc(a)dy)'ll:,.k-)duf

with

o*(r): l/_ r(,ù 1r¡r(*) fu +,layflç@) ll;r,

o3,* = l,' Ð- [å /- Hx(v)ó(a)G(y + r^(u))dt]'ll:,eiç,¡a,)au

ó""(z) : t/: -zc(z)se)0"1ffi,,*r,

t_:
1

F6t
å"(u) = G(a)ó(a - /o(u)) [@ - Ío("))' jo(")rt@) - iofu)rt@) - (y - /6(u))a(z)]ds

(see (3) and (4) for the definitions of r¡ and f^).
coRoI-r-RRv 6, - Let G be an evenfunctionverifying (r), under (Hr), (H3), tf h - 0, w -- 0

and if s is in C(-+3)[0, I], then IY) 2. N(0,ø],_), where,

if m t 0. oL = ! "3*,^ in the sub-optimal case,
' v,trl loá,^ in the optimal case.

and if m = 0, o'n ^ = { 
o""r^ + (Kó""' ð"o) in the sub'optimal case,' - v'm | 4, + (Kb",b") in the optimal case.

(See (2) for rhe definition of (Kó,ð).)
Remark 1. - In the sub-optimal case and since G is even, b""(u) :0 and then (Kb"o,b"o) = 0, soin the particular case G(r) =lrlr,we obtain the resulrs ptouáã'uy csorgo ano llorvãtir ¡ä1.
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Remark 2. - In the sub-optimal case, if m = 0 and since G is even as in the previous section we
can drop the hypothesis that s e C-*3 on 10, 1] and use the less restrictive condition s € C**2 on
[0, 1]. The same conclusion holds if rn I 0.

2.5. Kullback deviation

Consider the "modified" Kuliback deviation between the kernel estimator of the density Ç and the
true density s verifying conditions of Section 2. Let

K(î,,,) = In'-oÇ(u)rn(#)."
'We can show this definition makes sense under the condition h --+ 0, n#+a + *oo for some ¿ ) 0,

Let us now introduce some notation before proving the next corollary:

"i=ryll"e'øa"]'
-/\1n*æa(ut= _ I a2ó@-/o(u))2s(u) J _*

[,, - ,,(,)) 'Ío(u),t@) - Ìo@)nfu) + (y -/o(,)) l-0,,, - ffitlrf f r]]0,L 'L

(see (3) for the definitions of /s and 4).

CoRo¡.I-eRy 7. - Under (Hi), (H3) and the assumptions, h --+ 0, n¡2*ø + *oo for some ø ) 0,
n'/E¡rcyî^,s) - å Ii-^ 6ø¡î,(z) - s(z)l2du - Ii-"(ç,(u) - s(u))du å rvqo, o,]), where

ol
ol+ (Kã,,ã)

(See (2) for the definition of (Kã.,ã).)

Remark.- The term Il-'G"@)-s(u))da tends to zero more slowly than the required normalizarion
n^/î. so we couid not drop it.
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