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Abstract. we study the asymptotic behaviour of several non-linear functionals of the empirical
bridge and obtain some applications to G-deviation in density estimation and to
Kullback deviation convergence. © Académie des Sciences/Elsevier, Paris

Etude du comportement asymptotique de fonctionnelles
non-linéaires du pont empirique via des approximations fortes

Résumé.  Nous érudions le comportement asymptotique de plusieurs fonctionnelles non linéaires
du pont empirique et appliquons ces résultats a la G-déviation de I’estimateur & noyau

de la densité et a la convergence pour la déviation de Kullback. © Académie des
Sciences/Elsevier, Paris

Version francaise abrégée

Dans cette Note nous étudions le comportement asymptotique de fonctionnelles non linéaires de
régularisations du pont empirique. En utilisant un résultat, montré dans une Note précédente [2], pour
le méme type de fonctionnelles du pont brownien, et un théoréme d’approximation forte, nous avons
prouvé quelques résultats concernant la déviation d’ordre p et plus généralement une déviation G
quelconque définie plus loin et servant dans 1’estimation des dérivées d’une densité. Nous précisons
le comportement asymptotique du nombre de passages par un niveau pour le processus empirique

lissé perturbé défini par Yukich [6], et nous étudions aussi la convergence pour la déviation modifiée
de Kullback.

Note présentée par Jean-Pierre KaHANE.
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La motivation principale de cette Note est de donner un point de vue unifié pour les problemes
cités auparavant et apparemment non reliés entre eux.
Encngons les principaux résultats obtenus.

1. Soient Xi,...,X, des v.a. iid de fonction de répartition F 2 support dans [0,1] et
dF(u) = s(u)du . L’estimateur & noyau de la densité est défini par : Sa(u) = 3 [0, 0 (52)dF, (v),
ol £, est la distribution empirique de Ia suite. Nous définissons comme Yukich [6] le pont empirique
régularisé perturbé : B (u) = \/ﬁ(ﬁn(u) - F(u)), ot Fp(u) = ffm Sa(v)dv. Yukich a montré que
si y/nh? — 0 alors §(u) converge en loi vers un F-pont brownien b¥ (). De plus, en utilisant un
développement de Taylor pour /n(F,(u) — F(u)), ot fn(u) = [Z_ @(v)F(u — hu)dv, il obtient
que, si /nh? — a, alors G2 (u) — b7 (u) + 7K28(u); icl Ky = [ ¢(v)v?dv. En utilisant des
résultats antérieurs [2] pour ﬁi(-’ﬂ]; le nombre de fois o le processus ET’{ traverse le niveau z sur
Pintervalle de temps [0, 1] et pour £"(-), une modification de la mesure d’occupation pour G (voir
corollaire 4 pour la définition), nous obtenons le résultat de convergence suivant :

a) si Vah? = 0, alors E8(f) = = [ f(2)(AWNA(2) - 2(2))dz =55 V, ob Ap = (s22)",

V est une va. telle que L(V|F1) = oy fol FOOF(w)/s(u)dW (u), od F, est la o-algghre
engendrée par {67 (u),0 < u < 1}, W() est un mouvement brownien indépendant de b7(-)
(voir théoréme 2 dans [2] pour ’énoncé) et oy est défini dans la section 1;

b) d’autre part, si \/nh? — a, nous prouvons alors que Ay jf‘; f(z)N(z)dz converge en loi

vers fol FOOF(u) + 3K25(u))/s(u)du. De plus, nous montrons que g;’:(f) converge vers une
va. V telle que L(V/F)) = o1 [y F(B7 () + & Kaé(w))\/5(u)d W (u).

2. Nous définissons /n[8n(u) = sa(u)] = 3 [7 (%52)dBF (u), ot BF(v) = Vn(FL(v) — F(v))
est le pont empirique et s, (u) = E(5,(u)). En intégrant par parties, Vnh[Ea(u) — sp(u)] = VRBE (w),
ou B! est la dérivée de Bh, p-régularisation par convolution du pont empirique. Si s posséde deux
dérivées il est bien connu que la fenétre optimale pour le risque quadratique est obtenue pour
h(n) = O(n~1/%), ie. si Vnhh® — Cj. La fenétre est sous-optimale si b = o(n=Y%). 1l est
également bien connu que lim, o Vh[s,(u) — s(u)] = c(u) pour une fenétre optimale, ot c(u) est
une fonction connue, et lim,_,, Vh[s, (u) — ()] = 0 pour une fenétre sous-optimale.

Considérons la fonction g,(z) = |z|P — E|NJP, p > 1, oi N est une v.a. gaussienne standard.
Les résultats que nous venons d’énoncer im[pﬂquent, pour une fenétre sous-optimale, le théoréme

suivant dd & Csorg8 et Horvéth [3] : ﬁ ‘fnl IVnh(8,(u) — s(u))|P — E[|[Vnh(5,(u) — s(u))["]} du

est équivalent asymptotiquement & : - N (ﬁ%%) | \/var(vVhGR (u)) ‘p du. En uti'lisant
maintenant le théoréme de Komlés, Major et Tusnady (KMT) (voir [4]) nous pouvons remplacer ﬁg(u)
par la dérivée de la p-régularisation de taille b du F-pont brownien et obtenir, ainsi, que la derniére
intégrale converge vers une loi normale N(0, af,). Un résultat similaire est obtenu pour le cas optimal.
Notre approche nous permet également de retrouver le théoréme de Beirlant et Mason [1]. En utilisant
nos techniques nous considérons aussi ce genre de probléme pour les dérivées de la densité et pour
une fonction G' générale au lieu de |z|P.

3. Comme dernitre application nous considérons la déviation de Kullback entre 1’estimateur 2
~ . ~ 1 =
noyau §y, et s, soit : K(8,,s) = [ sn(u)ln(s—lﬁu—})du.

2 (u)

Nous montrons que n\/E[IC('s‘n, s) — %fol Ty BBn(u) — s(u)]?du - fol (Sn(u) — s(u))du] est
équivalent asymptotiquement a ﬁ fol s (u) [I\/ﬁ(é\n(u) — s(u))|? = E|vnh(8.(u) - s(u))|2] du
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qui est un cas particulier du résultat précédent, obtenu pour p = 2, et converge donc vers une loi
normale.

1. Hypotheses and notation

(H1) Assume the kernel ¢ satisfies: f_ll p(t)dt =1, ¢ € CY, » > 0 and has support a subset of
[—1,1]. Define ¢(u) = @ * B(u), where ?(u) = o(—u) and 6(u) = (u)|l¢|l72, v € R. Let
K, = Jfom @(v)v*dv. Later, we shall assume that ¢ is even and satisfies additional conditions.

(H2) For the function f : f € C? and § is bounded.

(H3) For the function s : s € C2 on [0,1], 0 < m < s(z) < M for all z € [0,1].

Further conditions will be required for some applications.

We shall write {(z) = \/Z|a| — 1 = > oneey W20 Hap(2), where {Hn,n € N} are the Hermite's
polynomials, orthogonal with respect to the standard Gaussian measure ¢ and with leading coefficient
equal to 1 and o? = f_zz > ey a3, (206%™ (w)duw.

2. Statistical applications

All the results we are going to state are consequences of Theorem 2 proved in [2]. Indeed in
this theorem we study the asymptotic behaviour of non-linear functionals of p-regularization by
convolution of the F-Brownian bridge b* and show that they converge to W, a Brownian motion
independent of bF.

The KMT theorem [4] shows that there exists some F-Brownian bridge bF such that

SUDyero .y 185 (£) — bE (1) = O(%}:E) as., and thus, if 3 (resp. b) stands for the derivative of the

p-regularization 3] (resp. b), let A% (u) = i oo w52 BF (v)dv, then SUPse(o, ] 162 (t) = bli(t)| =

.
O(i—f%) Now, to study the convergence of some particular functionals of gl?f;, it's enough to use
the strong approximation of KMT and Theorem 2 of 2]

Let us state the Corollaries.

2.1. Convergence in L2 for the empirical process
Let g be a locally Lipschitz function, i.e.
19(2) = 9(W)] < |P(z,y)||z - y], ey
where P is a polynomial.

COROLLARY 1, — Let g be an even function verifying (1), under (H1), (H3) and ifh — 0, 1\’}(:—73 — 0,
limoe fy 9(VRBEW)du = [} E{g(y/S@IN|]l2)}du in L2

If N%(z) stands for the number of crossings for the process 8" at level z on [0,1], we have
the following:

COROLLARY 2. — Let f be a function verifying (H2) and (H3) and (1), under (H1) and if
h — 0, %1 = 0, then Vi(f) = Ay [ f(2)NE(z)dz — 15 f@)ti(z)dz — 0 in 1.2, where
we define, abusing the notation, T2 F (@) (2)dx as the “occupation measure”, [ f(z)h(z)dy =

fol fat (u))v/s(u)dw.
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Remark. — Using this Corollary one has the following convergence
An / F@N" (@)ds 2 / F(2)(2)dz.,

COROLLARY 3. — Assume that f verifies (H2) and (1), under (H1) and (H3), if h — 0, 5—,_‘%1 — 0,

then &,(f) = \/_ I, F(@)(ARNR(z) - eh(z))dz 25V, where V is as in the Introduction.

2.2. Perturbed empirical process

¢ shall stand for an even function until the end of this Note. We can apply the results obtained
previously to N h (), the number of crossings at level z on [h,1 ~ h] for the process ,Bh
Let us define the followmg mod1ﬁcat10n of the occupatlon measure (with a non-rigorous notation

as before), [ f(z)i(z)dz = I s(u)du.

COROLLARY 4. — Assume that f verzﬁes (H2) and (1), under (H1) and (H3), if h — 0, %73 -0
and if s in C3[0,1], then:

a) if Vnh®* — 0, we obtain that §~n( ) 2LV, where V is the same r.. that we obtained for the
process Bk in Corollary 3

b) on the other hand, if \/nh? — a, then En( ) 2.V, where V is as in the Introduction.

2.3. p-deviation

We are interested in the asymptotic behaviour of the pth-order deviation D,.(p) studied for the first
time by Csorgd and Horvéth [3]. Our approach includes the estimation of the derivatives for the
density function (see for this the following section):

1—h
Dulp) = 7= /h {IVAR(Sa(4) = ()P — EVah(8,(u) - s(u))fP}du.

Before stating the following corollary, let us introduce some notations:

= / Z)srh, / j Hy(y) (unyipdyﬂ / i w dw} (el /5G] ",
-

2= Z‘»'[U S+ folw) |=’dy} [ o] 1ol e
(Ka,a) [ / FluAu)(1— F(uVv))a(uw)a(v)dud, (2)

where

a(u) = /_ N yIPé(y ~ folu))n(u)?P=*
[ = o) fo(w)n(u) = Folwin(u) + (o — Dy ~ fo(w))i(w)]dy

Pl = P It () = felBs(o) ®
CoROLLARY 5. — Under (H1) and (H3) if h — 0, %ﬂh)- — 0 and if s is in C3[0,1], then
D,(p) 2 N(0,02), where
2 o2 in the sub-optimal case,
% = { 2+ (Ka,a) in the optimal case.
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Remark. — In the sub-optimal case the result holds under the less restrictive condition s € C?(0,1].

24. Density’s derivatives estimation

Assume that s is in C™*2[0, 1] and satisﬁes the conditions of Section 1. Define the estimator for

the mth-derivative as in [5] by 4™ (u) = T Do) :'g (u&\ with © € C™*1, We shall use

the notation s,({")(u) = E[5{™(u)] and 0l (u) = var(55™ (u)). It is well known that the optimal
estimation window for the mean square error is h = O(n~ 2m+5) i.e. /nh™*% - C,, and in this case

{u) m)(u) . B Cms(m-rm(u}jr{z 4
Oy (1) ) = 2let™ |20/ 5(w) @
Let now G be a locally Lipschitz function (see (1) for the definition), we want to study
o= L / (=) p (W - s
Un,m('“‘) ) gn,m(ﬁ')
Let us introduce some notation before statiug the next corollary
o Z’“'ik' "o [ o (@)au]
with
o) = [ [~ o™y +w)ag] ot
1 o 1 +oco 2 2 “
2 _ il » ; ko ;
oin= ) 0 [ mec + ] [ [ ohns ju
b (1) = “:'°'°_ a $(u)
(v) [~/—w 2Gl2)e(=)d ]2\/ s(uw)]|l|as(u
+w v .
bo(w) = | G)(y — fo(w) 77— ( )[(y Fo(w))? fo(u)n(w) ~ fo(wn(w) — (y — fo(u))n(w)]dy

(see (3) and (4) for the definitions of n and f,).

COROLLARY 6. — Let G' be an even ﬁmcrton verifying (1), under (H1), (H3), if h — 0, 1\'}(1;3 — 0
and if s is in C™+3)[0, 1), then I{™ 2, N(0,0% ,,), where,

a2 in the sub-optimal case
; 2 s0,m - ’
m#0, oz, = . ;
fm#0, oGm { 0% .. inthe optimal case.
. ol b in the sub-opti se,
and if m = 0, Usz = {Tem (K) sos Dso) : sub-op imal ca
' + (Kbo,bo)  in the optimal case.

(See (2) for the definition of (Kb, b))

Remark 1. - In the sub-optimal case and since G is even, b, o(w) = 0 and then (Kbg,,bso) = 0, so
in the particular case G(z) = |z|P, we obtain the results proved by Csorgé and Horvath [3].
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Remark 2. — In the sub-optimal case, if m = 0 and since G is even as in the previous section we
can drop the hypothesis that s € C™*+3 on [0, 1] and use the less restrictive condition s € C™*2 on
[0,1]. The same conclusion holds if m # 0.

2.5. Kullback deviation

Consider the “modified” Kullback deviation between the kernel estimator of the density 3, and the
true density s verifying conditions of Section 2. Let

1-h .
=i o

We can show this definition makes sense under the condition A — 0, nh!*® — 400 for some a > 0.
Let us now introduce some notation before proving the next corollary:

o2 = ”“’;”4 U_z 92(w)dw],

+oo
a(u) = 2siu) / v2o(y — fo(u))

-0

(= folw)? folwhn(w) — fouln(u) + (y - folw)) | () - \/insonz

(see (3) for the definitions of fy and 7).

COROLLARY 7. — Under (H1), (H3) and the assumptions, h — 0, nh*te — +oo for some a > 0,
MVAIC(n, ) = § 17 sy Blon(w) — s(u)Pdu — 27" (5a(u) — s(u))du -2 N(0, 07, where
o = U,% in the sub-optimal case,
27 | o2+ (Ka,a) in the optimal case.

(See (2) for the deﬁnition of (Ka,a).)

Remark. — The term f n  (8n(u)—s(u))du tends to zero more slowly than the required normalization
nv'h, so we could not drop it.
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