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Hesumen

Extencjiendo la ¡cjea del caso uniparamétrico de definir esiimadcres del segunoo momento

especral a panir del número cte cruces del proceso con una berrera. se definen estimacjores de la

matriz de los momentos espectrales de segundo orclen Þasados en funcionales definidos sobre

los conjuntos de nivel del cafioo. Se obtienen prcpredades asintóticas y se da una expresión para

la vananza esintotica.

1 . lntroducción:

Sea X={ X(t)ld2} un campo aleatorio gaussiano, centrado y estacionario. Sea I.

su función de covarianza que supondremos normalizada (I-(0)=1) y dos veces

iiferenciable. S¡ dF denota la medida espectral asociada a f,la matriz :, simétrica,

ie los momentos espectrales de segundo orden de X, tiene por eiemento

"i= ,J, 
t¡ l¡d F

En el caso uniparamétrico la fórmula de Rice para la esperânza del número de

cruces del proceso con una barrerra. permite definir estimadores insesgados del

segundo momento espectral(Lindgren[5j).Cabaña[1] extendiendo ésta idea obtiene

estimadores basados solo en los extremos del proceso. En el caso multiparamétrico

Longuet-Higgins[6] estima los momentos espectrales de todos los ordenes

observando el número de ceros del proceso sobre rectas oblicuas.
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En este trabajo definimos estimadores de los elementos de la matriz E a partir de

funcionales definidos sobre los conjuntos de nivel de X del mismo tipo que los
utilizados por Cabaña l2lpara estudiar la isotropía de un campo.

Se obtienen estimadores insesgados de los elementos de la diagonal àe f y dé ta

función EllX(0)ll utilizando una generalización de la fórmula de Rice para la
esperanza de la integral de una función definida sobre una curva de nivel del campo

y el momento mixto es obtenido por un proceso de inversión de la función Ellx(o)ll.
Las propiedades asintóticas y la expresión de la varianza se obtienen de la
aplicación de resultados generales sobre el comportamiento asintótico de los
funcionales de la curva de nivel, (l.lribanen[4j).

2. Preliminares:

(1) F,(f,ï)= lrl

Supondremos en acielante que X tiene trayectorias c.s. de clase C2. El proceso

gradienre de X,X (t)= (Xr(t), Xr(t¡) donde Xr(t)=#(t) para i=1,2., admite como marriz

de covarianza (.f¡¡(O))¡,¡-,.r. donde f,ittl . 
aq¿ït) 

y los momentos espectrates están

relacionados con I-de acuerdo aoii=-f¡i(0). Supondremos en adelante que la matriz
! es no degenerada.

Con-éstas hipótesis y las fiiacas en la introducción. el conjunto de nivel
aieatorio Cu-{teT:X(t)=u}, donde u e R es un nivel filo y T un reciángulo deRz, es

una curva c.s. de clase C1. Además, si O y llXll son los campos aleatorios

estacionarios de la representación polar de X. es decir X(t)=llx(t)ll(cosO(t),sen@(t)) y

f :[-r,r)-r F una función continua y positiva, la integral de linea I f lO) OS donde
;'"

dS es el diferencial de longitud de curva, esta cjefinioa c.s.. Denotaremos por

f rtol os
;"

Con las mismas hipótesis vale la fórmula

(2) EFu(f,r) =# Etr(o(o))lx(o)lll

tt¿

donde Q(u) = exp (- þ. En en caso f = 
'1 la formula (2) se escribe como



(z'.)

Estimación de la Matriz de los Momentos Espectsales cle orclen 2 cle un campo ... 1t

0(u)

^12"
ELCI,U I - Ellx(o)il

donde LfI,u) . Fu(1,Ð.1

Entonæs

(3) rs= Ettx(o)tr = 1f,^ffi nto

donde yr= þtì1P , lr= (ou¡tny h(r) es una función definidade [0,1] -Í1,ßp\fÌ)
estrictamente creciente, positiva .

Demostración: Un cálculo directo muestra que

Lemai:Sean L*.! l-,(1,*2 l-)/os valores propiosde î,ysêá r=þO<rs1).

donde E(k)=

cgenta que

se tiene gue À* =

(4)

rs= EllX(o)lr = fffi e1 )
L

1_ -l,*
lEQ

J{t't<zsenze)d0 es ra integrar eríptica de segunda especie. Tomando enI

r= = å [(o11+ o22) t (o1; o2212 +4o 12 l

Orr* O¡a
Ë: Y defimos

nirl=E(@'Jl* r

Es fácil ver que h satisface ras propiedades dichas en er enunciado del lema.

Nota: De las relaciones anteriores se obtiene que el momento mixto

1 La fó¡mula (2') lué demosrada por M. wschebor [8] para t e Rd, para campos Gaussianos y porsteriormsnre

Seneralizada por él mismo [l y E. Cabaña [3]. La expresión (2) es una versión para luncionales, demostrada por
Cabaña.
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3. Estimación

Queremos definir estimadores de Tl y T2 en base a funcionales del tipo definido en

(1)

Considerem6s f=T., x T2 donde Tr Y Tz son intervalos de R

definimos el proceso seccion de X determinado por t2 como

X1r(.): T1'+ @

t1-r X1.(t1) = X(tr,t2 )

Para t2e T, fiio

si ruxþ(')(Tl ) = #{1r € Tr : X1r(t1) =u}, vale la fórmula de Rice

ENx'2(.)1r.,) = J o(u)r,lTr I

por lo tanto, el siguiente es un estimador insesgado de'¡':

? 1fir'tz'u) = r 0'1(u) ¡r,¡'r r'rxtz('lrt¡

la información contenida en la curva de nivel será utilizada al integrar en T2. lo que

nos lleva a definir el estimador

(6) .1'F,u)=lTzl'r inrrfirr,tz,u)dþ
12

Ahora bien, el estimador anteriormente definido es insesgado de acuerdo a la

fórmula de Rice, y heurísticamente, comparando los procesos de integración se

puede ver que

(7) Jr.rx'r{ 
l1r1)dr2 = Irlcoso(t)lds

12 cu

La expresión (7) tiene interér por sí misma, su demostración rigurosa puede ser

complicada y escapa a los objetivos de este lrabaio, haremos un esbozo ôe la idea y

geométrica. Si suponemos que la curua Cles tal que paral'2y t"2el proceso X1'a(.)

X¡,.(.) cortan el nivel u en un solo punto de T1, entonced se puede elegirdos Puntos

sobre la curva digamos s' y s" tales que

12
Ç12=
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At2 = | t'2' f¿ | L I cos O(fd I 65 =l sen[ d2 - e(t'2[ I ls' - s"l

l2
T
t(t:)t2

e(ti)

Tr

si se recorre toda la curva haciendo tender as a cero, las integrales que figuran en (7)

coinciden en el límite.

Utilizamos (7) para redefinir el estimador (6) por

(8) I , F ,u) = ¡r Qr (u)Cff 
'u)

donde B(T,u) = Fr( lcosgl'T) y por un procedimiento análogo' definimos

(9) ?2F,u)=ro'l(u)S(T'u)

donde S(T,u) = Fu( lsen0l'T)

Ambosestimadores(8)y(9)soninsesgadosenvirtudde.lafórmula(2).Un
estimador insesgado oe r. så define directamente de acuerdo a (2') como

(1 o) 13ff ,u) = r'6 o-r (u)Lfl''u)'

consideremosunnuevoparámetro,quedenotamosl,sugeridoporlarelación(3)
de la siguiente manera

(11)

tlz
5(lz- 8('z)

s

s

cI

y su estimador
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(12) l Cl-'ul-
e21T,u¡ + sz(T,u)

un estudio cuidadoso de t muestra que toma valores en el intervalo [1, €] ,es decir

que puede salirse del rango de h, por esta razón definimos

(13) 1(T,u) =
¡-t(|(T,u)) si T$,u)e Rg(h)

1 en otro caso

Finalmente y en virtud de la fórmula (5) definimos un estimador del momento

espectral mixto como:

(14) or,r,r,=

si î(T,u) = r yô.r12fi,u) = 0 en otro caso.

4. Prop¡edades de los Estimadores.

Los estimadores f .|1T ,u),rlz$,u) y ?¡(T ,u) son insesgados por la manera como han

sido definidos. Utilizaremos una adaptación del Teorema del Límite Central para

funcionales del tipo definido en (1) (lribarren[4]) para establecer la consistencia y

normalidad asintótica de estos estimadores. Los estimadores 1(T 'u)' t(T 'u) y

Oå[,ul por depender analíticamente de los anteriores tendrán también la propiedad

de ser consistentes y asintóticamente normales'

Definición. Decimos que X satisface una condición de p-mezcla si

sup{l E(YZ)-EYEZI :Ye o(B), Z-r o(B')} = p(d(B'B'))-r 0 cuando d -+ æ

donde B,B'son dos Borelianos deR2, d(8,B',) denota la distancia euclideana entre

ambosconjuntos,yo(B)=o{X(t)leB}yYeo(B)quieredeciro(B)-medibilidad.

Teorema. si el campo aleatorio x satisface tas condiciones de regularidad

supuestas en los párrafos anteriores y ademas
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-X satisface una cond¡ción de p'mezcla y existe un õ>0 talque

! rzPô(z*¡1k) ' -
ke

-La función de covarianza f de X es tal que f(u)J.(ü),I.(u) tienden a cero

cuando lul+ -.
-Los momentos deorden 2+6de L(f,u) son finitos.

Entonces

(15) 12cov (îkêT,u),t,@T,u)) -r V¡¡fi) para k,j=1'2'3

cuando l-+ æ, donde te N y 1,T es /a ditatación del rectánguloT porL, ademâs

(16) I(110J,u)-n,fr(IT,u)'Te,fr{lt,u)'13)

Converge debitmente a un proceso de Wiener tridimensional {Wy(T): T rectángulo de

paj y de matriz de covarianza V(T)= (Vk,fD)r,¡.r.2.: cuyos elememtos están dados por

las formulas siguientes :

(17\ Vxi(T) = lTl't6'a(u) -i 
H [l (u,u) dt Para k,i=1'2'3

donde

v

nllfu,v) = Px(,),x¡)(u,v¡h!i(u,v) - P¡¡"¡(u)P¡¡t¡(v)h! (u)hi (v)

n!ltu,

rzE(lXrr.rllXj(rll/X(s)=u,X(t)=v) k;j=1 ;2

2:rE(lXrsrl lXtrlUX(s)=u,X(t)=v) k=i=3

nrEe(lXr.lllXì(r)l/X(s)=u,X(t)=v) j=1 ;2; k=3

y h:(u) hir(v) designa en cada caso el producto de las esperanzas condicionales

dado X(s)=u Y dado X(t)=v.

Demostracion: La demostración resulta de adaptar el teorema 1 de lribarren[4i.

Agradecimiento: Queremos agradecer a! Prof. E. Cabaña,quien además de

proponernos et problema discutió con nosotras la solución'
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