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Resumen

Extendiendo la idea del caso uniparamétrico de definir estimadcres dei segundo momento
espectral a partir del nimero de cruces del proceso con una barrera, se definen estimadores de la
matriz de los momentos espectrales de segundo orden basados en funcionales definidos sobre
los conjuntos de nivel del campo. Se obtienen propiedades asintoticas y se da una expresion para

la vananza asintotica.

1. Introduccion:

Sea X={ X(t):teR2} un campo aleatorio gaussiano, centrado y estacionario. Sea T
su funcién de covarianza que supondremos normalizada (I'(0)=1) y dos veces
diferenciable. Si dF denota la medida espectral ascociada a I, la matriz £, simétrica,
ce los momentes espectrales de segundo orden de X, tiene por eiemento

Gj= [ AiXdF
IR2

En el caso uniparamétrico la férmula de Rice para la esperanza del nimero de
cruces del proceso con una barrerra. permite definir estimadores insesgados del
segundo momento espectral(Lindgren(S]).Cabanaf1] extendiendo ésta idea obtiene
estimadores basados solo en los extremos del proceso. En el caso multiparamétrico
Longuet-Higgins[6] estima los momentos espectrales de todos los ordenes
observando el nimero de ceros del proceso sobre rectas oblicuas.
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En este trabajo definimos estimadores de los elementos de la matriz I a partir de
funcionales definidos sobre los conjuntos de nivel de X del mismo tipo que los
utilizados por Cabana [2] para estudiar la isotropia de un campo. _

Se obtienen estimadores insesgados de los elementos de la diagonal de Ty de la
funcion ElIX(0)| utilizando una generalizacién de la térmula de Rice para la
esperanza de la integral de una funcién definida sobre una curva de nivel del campo
y el momento mixto es obtenido por un proceso de inversién de la funcién EIIX(0)ll.
Las propiedades asintéticas y la expresion de la varianza se obtienen de la
aplicacién de resultados generales sobre el comportamiento asintético de los
funcionales de la curva de nivel, (l.lribarren(4]).

2. Preliminares:

Supondremos en adelante que X tiene trayectorias ¢.s. de ctase C2. El proceso

. 4 ) . aX . .
gradiente de X, X (t) = (X;(t), X5(t)) donde X;(t) =a—t(t) para i=1,2., admite como matriz
i
) - " d2r .
de covarianza (- [(0))i jus,2. donde Ty(t) = m{t) y los momentos espectrales estan
Yy

relacionados con I" de acuerdo a oj = -T5(0). Supondremas en adelante que la matriz
X es no degenerada.

Con éstas hipétesis y las fijacas en la introduccién. el conjunto de nivel

aleatorio CZ ={te T:X(t)=u}, donde ue R es un nivel fijo y T un rectangulo deR2, es

una curva c.s. de clase C'. Ademas. si © y |IXll son los campos aleatorios
estacionarios de la representacion polar de X. es decir X(t)=IIX(t)ll(cos®(t),senO(t)) y

f:[-r.m)> R una funcién continua y positiva, la integral de linea J‘ f(®)dS donde
T
c u

dS es el diferencial de longitud de curva, esta definida c.s.. Denotaremas por
1
(1) FutT = 7 jT (@) dS
¢ u

Con las mismas hipdtesis vale la férmula

@) EFL(LT) =% Ef@ONIXO) ]

2
donde ¢(u) = exp (- 92—). En en caso f =1 la formula (2) se escribe como
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' o)
' LTu)a—/— E
(2" EL(T,u) N Xl
donde L(T,u) = F,(1,T)."

A
Lemat: Sean X,y A, (A, 2 A)los valores propios de Iy sea r= T*‘(O <r<i).

Entonces
. v 2 2 -2
(3) o= EIXO) = \[Z 4 /% + 73 hir
donde v,= (6y4)2, Y,= (022)'2 y h(r) es una funcion definida de [0,1] —[1 ,n:/2\/3]

estrictamente creciente, positiva .

Demostracion: Un calculo directo muestra que

19= EIXO)ll = \/ 2V, E(A[1- %)
/2

donde E(k)= oJ'(1- k2sen2@)de es la integral eliptica de segunda especie. Tomando en

cuenta que

’
A = 2 [(011+ Oz) £ \/(01 1 622)2 "'40122]

Cq1+ Gon

se tiene que A, = 1o ydefimos
. E(W1-r
(4) hir) =
N1+

Es facil ver que h satisface las propiedades dichas en el enunciado del lema.

Nota: De las relaciones anteriores se obtiene que el momento mixto

T La tarmula (2') fué demostrada por M. Wschebor [8] para t € RS, para campos Gaussianos y porsteriormente
generalizada por &l mismo {7] y E. Cabana [3]. La expresion (2) es una version para funcionales, demostrada por

Cabana.
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(1-1)2(G 11+ Gpz)2 = (1+1)3(0 - 032)?
5 Ci2= 4(1+02

3. Estimacion.
Queremos definir estimadores de Y,y ¥, €n base a funcionales del tipo definido en

(1)

Consideremos T=T;x T, donde T,y T, son intervalos de R . Para t,e T, fijo
definimos el procesc seccion de X determinado por t; como

th(.). T1'-) [c]
= Xgolts) = X(tt)
. xlz( ) . .
si N (Ty) = #{t;e Ty: Xpolty) =u}, vale la formuia de Rice

X
eny 2 ) = Loy Tl

por lo tanto, el siguiente es un estimador insesgado de ¥;:

9 (Tytp) =z 01(w) T N 20T

la informacion contenida en la curva de nivel sera utilizada al integrar en T, lo que
nos lleva a definir el estimador

(6) ? 1(T .U) = !TZIJTJ( A{1 (T1,t2,U)dt2
2

Ahora bien, el estimador anteriormente definido es insesgado de acuerdo a la
formula de Rice, y heuristicamente, comparando los procesos de integracién se

puede ver gue

7) JNTJ'Z(‘)m)dtZ = [ |cose(t)idS
2

T
Cu

La expresion (7) tiene interér por si misma, su demostracién rigurosa puede ser
complicada y escapa a los objetivos de este trabajo, haremos un esbozo de la idea y
geométrica. Si suponemos que la curva C es tal que parat',y t"ei proceso ){12( )

Xp,(.) cortan el nivel u en un solo punto de T, entonces se puede elegir dos puntos

sobre la curva digamos s' y s" tales que
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Aty= | to- 11| | cos ©(t) | s = sen[ w2 - 6(t2)] | Is'- <7l

T2 K ———i T )
R(t2)
s
p \s"

. N/2- Bt2) 8(t2)

t2 — —
e

G

T1

si se recorre toda la curva haciendo tender As a cero, las integrales que figuran en (7)

coinciden en el limite.
Utilizamos (7) para redefinir el estimador (6) por
(8) 4, =mo LT
donde C(T,u) = F,( lcos8|,T) y porun procedimiento analogo, definimos
® 9,(T u) == o (W)S(T.W)

donde S(T,u) = F( |sené|,T)

Ambos estimadores (8) y (9) son insesgados en virtud de la férmula (2). Un

estimador insesgado de v, se define directamente de acuerdo a (2') como

(10) 95T ) =V2r o (U)L(T.L).

Consideremos un nuevo parametro, que denotamos 7, sugerido por la relacion (3)

de la siguiente manera

) i
(1) N e

2
T+ Y2

y su estimador:
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L(T,u)
\e3(T.u) + S4(T.v)

(12) UE

un estudio cuidadoso de 9 muestra que toma valores en el intervalo {1, \E] ,es decir
que puede salirse del rango ce h, por esta razén definimos

hei(§(T,u)) si §(T.u)eRg(h)
(13) #(Tu) =
1 en otro caso
Finalmente y en virtud de la férmula (S) definimos un estimador del momento
espectral mixto como:
(1-4(T)2Q3(T,u)+93(T,u)2 - (1+H(T,u))2 (¥ (T.)-43(T, )2
(14) &2(T 0)= A1 +1(T,1))2

sit(Tuy=1y 6122(T,u) = 0 en otro caso.

4. Propiedades de los Estimadores.

Los estimadores 9,(T ,u), 7,(T ) y{,(T ,u) son insesgados por la manera como han

sido definidos. Utilizaremos una adaptaciéon del Teorema del Limite Central para
tuncionales del tipo definido en (1) (Iribarren(4}) para establecer la consistencia y
normalidad asintética de estos estimadores. Los estimadores AT L), H(T,u) y

6122(T,u) por depender analiticamente de los anteriores tendran también la propiedad
de ser consistentes y asintéticamente normales.
Definicion. Decimos que X satistace una condicién de p-mezcla si

sup{l E(Y2)-EYEZ| :Ye o(B), Z— o(B"} = p(d(B,B")) —» 0 cuandod — o

donde B,B' son dos Borelianos deR2, d(B,B") denota la distancia euclideana entre
ambos conjuntos, y 6(B) = o{X(t):teB} y Ye o(B) quiere decir o(B)-medibilidad.

Teorema. Si el campo aleatorio X satisface las condiciones de regularidad
supuestas en los parrafos anteriores y ademas
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- X satisface una condicién de p-mezcla y existe un 8>0 tal que

Z k2pd/(2+8)(k) < oo
ke
-La funcién de covarianza T de X es tal que T(u)I'(u),I'(u) tienden a cero
cuando |u| — oo.
-Los momentos de orden 2+5 de L(T,u) son finitos.
Entonces

(15) A2 cov (4, (AT ), ?i(lT b)) = Vig(T) para  kj=1,2,3
cuando A— oo, donde Ae N y AT es la dilatacién del rectdngulo T por A, ademas
(1 6) l(?1 O'T ,U) i 0| -?Z(A'T ,U) * Yo "?3(7\'1- ,U) - 13)

converge debilmente a un proceso de Wiener tridimensional {Wy(T): T rectéangulo de
IR2} y de matriz de covarianza V(T)= (Vi§(T)) je1,2,3 CUYOS elememtos estan dados por
las férmulas siguientes:

(17) V(M =Te2w) [ HE (uuydt  para kj=1.23
IR2

donde ) ) _
HY(uv) = Pxsyxq(Uuv)hS(u,v) - Px(s)(U)Px(V)RE (u)hl (v)

m2E(| Xyl X;ml/X(s)=u,X(t)=v) k;j=1;2
h9(uv)=Y 2rE(|Xsl [Xml/X(s)=uX(t)=v) k=j=3
e 2RE(IXelIXml/X (s)=u.X(t)=v) j=1:2; k=3

y h';(u) h{ (v) designa en cada caso el producto de las esperanzas condicionales

dado X(s)=u y dado X(t)=v.
Demostracion: La demostracién resulta de adaptar el teorema 1 de Iribarren{4].

Agradecimiento: Queremos agradecer al Prof. E. Cabana,quien ademas de
proponernos el problema discutié con nosotras la solucion.
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