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, APPROXIMATION DU TEMPS LOCAL
DES CHAMPS ALEATOIRES GAUSSIENS STATIONNAIRES
PAR REGULARISATION DES TRAJECTOIRES
PAR
CORINNE BERZIN (Orsay)

Abstract. Let {X(#), te R%} be a stationary gaussian field. We are looking for the
(d—1)-dimensional area measure of the intersection with zero level of the field
regularized by convolution. Under some conditions and with an appropriated nor-
malization, this measure converges in L? towards a limit which is the local time, when
X admits a continuous local time.

I. INTRODUCTION

1. Le cas du Wiener a d-parameétres (d > 1). La théorie du temps local d’un
processus stochastique X a été élaborée par P. Lévy dans le cas du mouvement
brownien. Depuis de nombreuses approximations ont été proposées; en 1984,
Wschebor [6] a proposé une construction du temps local du processus de
Wiener a d-paramétres, en utilisant les régularisées de X. Le résultat principal
est que si X, (f) = % X(¢) est une régularisation de X obtenue a I'aide d’une
C®-approximation de l'unité y,, si T est un ensemble ouvert borné, dont
'adhérence est contenue dans Pintérieur de (R™) et si le temps local est défini
de la maniére suivante:

Soient A et B des boréliens respectivement de R et RY, u, désignant la
mesure de Lebesgue dans R la mesure d’occupation u(4, B) de X est définie

par , ;

‘ u(A, B) = u,{teB, X(t)e 4}

et le temps local L(x, B) est caractérisé comme étant une fonction satisfaisant
(A, B) = [1,(x)L(x, B)dx.

L’existence de versions réguliéres de telles fonctions est étudiée dans [4] et [5],
alors pour une certaine normalisation d(g) d’ordre ¢ on a:

d(e)0a-1(C(X) N T) 25 LO, T), VpeN*®,
ol 0,-, désigne la mesure d’aire (d— 1)-dimensionnelle et
C(X) = {teR? X (1) = 0}.
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2. Les cas des processus stables et gaussiens stationnaires (d = 1). Azais [1]
a étendu ce résultat aux processus stables 4 accroissements indépendants.
Florens-Zmirou et Azais [2] ont ensuite donné une approximation similaire du
temps local pour une certaine classe de processus gaussiens stationnaires
indexés par le temps. Ils ont établi que si N, .Ja, b[ désigne le nombre de
passages par zéro de X, durant Pintervalle de temps Ja, b[, 4., le moment
spectral d'ordre 2 de X, et si X admet un temps local L{u, Ja, b[) continu en
u au point zéro, alors

V22512 Ny Ja, B[ > L(0, Ja, bD.

Le but de cette note est de généraliser ce résultat au cas ol le processus
X est multiindexé.

Nous généralisons la notion d’aire (d— 1)-dimensionnelle 4 celle de
périmétre Q.(-) utile dans les cas ou pour un processus Y et pour chaque
réalisation de la surface aléatoire Y(-), 'ensemble C(Y) est trés irrégulier
topologiquement. Nous considérons

A(X) = {teR%, X (1) < 0};

lorsque X, est a trajectoires continues, presque siirement X, n’a pas de points
critiques de valeur zéro et Qp(A(X,) n'est alors que la mesure daire
(d—1)-dimensionnelle de C{X,)n T (voir [6]); nous montrons alors sous
certaines hypothéses, qu’il existe une normalisation d(g) strictement positive,
telle que si X admet une version continue du temps local L, alors

Va6 8r(A(X,) 25 LO, T).

1l est 4 noter que lorsque d > 1, les hypothéses de travail sont beaucoup
plus générales que dans le cas d = 1; ceci provenant du fait que u — 1/]u]| est
intégrable au voisinage de u = 0.

IL RESULTATS

1, Notations et hypothéses. Soit {X (), t€ R‘} un champ aléatoire gaussien
centré et stationnaire de covariance r(-) continue en zéro, et de mesure
spectrale F(dA), supposée non nulle sur les quadrants ouverts de RY. On
suppose d > 1. On note D, = 8/0t,.

Soit ¥ un noyau de convolution de classe C' vérifiant:

Y < Ylul®t, DY) < 1/ul®™,  IDY()le LM dA),
Viel[l,d], Yue(R*' .

On note ¥ la transformée de Fourier de y. On définit \, par ¥, (u) = &~y (u/e),
VueR?, et X, par X, =y, = X.
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Soient A,(g) = ... 2 A4le) les valeurs propres de la matrice de covariance
de X,(0).

Soit T un cube ouvert borné dans RY dont les cotés sont paralléles aux
axes de coordonnées et de longueur C.

Soit 7,y(+) = E(X,(-)X,(0)) noté encore r,( )

d;; désigne le symbole de Kronecker.

81 B est un Borélien de RY, nous appelons Q(B) périmétre relatif de B par
rapport a4 T, défini par

Q(B) = sup{[divo()15(t)dt; ve CX(TY; o] < 1},
ol CP(T) désigne l'ensemble des fonctions de R’ dans R® de classe C* et
4 support inclus dans T,

Hyroruise H1. La fonction de covariance r vérifie:

(a) Les dérivées partielles premiéres et secondes de r existent en dehors de
lorigine et sont bornées 4 Pinfini. Les dérivées partielles premiéres de r sont
& variation bornée autour de lorigine.

(b) On pose H(i) = [x}dF(x), Vie[l,d]; on suppnse qu il existe une
direction j pour laquelle H(j) est infini.

Hyroraise H2. On suppose que 'on peut appliquer les formules de type

5

Rice adaptées 4 notre probléme [6].
HypoTaESE H3. Soit c(g) = (4,(e))™"'; on suppose que
lime(e)Ae) = A, Vie[l, d].

e=r

Soit A = [(A;)]i;, ou A;;=0d;;4; et p le rang de A. On considére
X=(X,X,,..., X,), ou les X sont des variables aléatoires gaussiennes
centrées indépendantes, de variaﬂee A, 1<i<p, et 0=E(X],).

Nous démontrons alors:
THEOREME. Sous les hypothéses H1, H2 et H3 les variables aléatoires

f= /@) 0r(AX) et 7’ =(0/28)J1()Lyxen<a(t)dt
convergent au sens de L*(Q) vers une méme limite pour & et 8 tendant vers zéro.

COROLLAIRE. Sour les hypothéses H1, H2 et H3 et si X admet un temps local
L{u, T) continu en u au point zéro, alors

c()87' @, (4(X) 5 L, 7).

2. Commentaires.

(a) Sur H2. Les formules de type Rice utilisées dans notre travail sont
valides par exemple lorsque X (respectivement X,) est & trajectoires continues
(respectivement de classe C*) [condition (A)] et si on a la propriété
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INeN, Yn= N, Je(C/n), Ye<e(C/n), Ja< C2n, Vi,eT, Vt,eT,
ViseT tels que fit,—t;3) <a, [tz;—1,] > C/n, la matrice de covariance de
(X,(t,), X(t,), X,(t)) est non dégénérée [6].

Cette derniére condition est vérifiée sous H1 dans les exemples suivants:

(o) X est isotrope (r(f) = g(||t]})) et ¥ est invariante par les transpositions
et par symétrie par rapport aux axes de coordonnées [condition (B)].
(B) ¥ et F sont invariantes par rapport aux axes de coordonnées et

lim A5, = +o0, Vie[l, d],

i)
ce qui est assuré par exemple sous H3 lorsque p = d.
(b) Sur H3. Deux cas particuliers sont intéressants:
(¢) Les conditions (A) et (B) sont vérifies et r vérifie H1. Dans ce cas:
A = [ (ex)xx;dF(x) =0  pour i #j,

et L ‘
E:‘£=C‘(ﬁ)“l, VIE[l, d]'

En particulier, si
d(x)=x*f(x) pour x=0,

ou —1<f et lim,ao« f(x)=a, a#0, [fX)] <M, VxeR", aﬂofs
cle)=e'"PK, 1,
ot K, supposée non nulle est définie par
K, = —afyh, )P~ D,y (u—hdudh, 0 =E(X|,),

ot X — N(O0, I}, et sous I'hypothése d’existence pour x d’un temps local
continu en O: ‘

07 (/K (/D 0 (A(X) 2 LO, T).

ExempPiE 1. r(t) =e 1" 0 < <2, f=a—1.

(B) r()) = [L:'(t), r; vérifie H1, r,eL?, r(0)> 0, ¢(t) = [];¢:(t), ¢u(x)
= P,(—x), ¥;(x) < const-[x|" Y, [p¥,(0)dt = 1, Vie[l,d], VieR’ et VxeR*
Dans ce cas 45/, = 0 pour i # j, A5, = 15 .g;(e), o0 g(e) = [ |;+:7},..(0) converge
vers [ ];#i7/(0) quand & — 0, et 45, est le moment spectral d’ordre deux d’un
processus a un indice de covariance r},,. Si

%,J Slfp (iiz,.s) o4 P= Taﬂg(ﬂjéi,j)f.jm,m

et si
21 2 dod
Mtzidiz.. =228,
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alors, sous 'hypothése d’existence pour x d’un temps local continu en 0 et sous
la condition (A) on a:

07! Jele) Qr(4(X)) £5 L(O, T),
o 6= E(|XI|,) et X — N(0, (a/a,r, O)r{0)8; ):i=1.5)-

ExempLE 2. ¥ = % et f; = W, ot # vérifie H1 (traduit pour d = 1), alors
a;=1, Yie[l, d].

Remarques. L'exemple 2 permet donc d’obtenir un sous-ensemble de la
classe des processus 4 un indice, stationnaires, de moment spectral d’ordre deux
infini, qui contient une partie de la classe exhibée dans le cas d = 1 par [2]. Le
cas () soit un peu du cadre de notre étude puisque r ne vérifie pas H1 (a) mais
on peut légéreiment modifier la preuve du théoréme général (en considérant
notamment les cubes partiellement proches au lieu des cubes proches (cf. [6],
p- 105).

III. DEMONSTRATIONS

On note: 7
7.(t) = E(X.()X(0), DR,(t) = (D;r (1)}

D*R,(t) = (D:Dyr®)y  ale)=(e/d)Y, ;= Al/d.

On dira que x <y, §’il existe une constante k >0 telle que x < ky.

Commengons par démontrer deux lemmes.

Lemme 1. (1) lim,,oc(e)=0.

(2) 7,(2) et y,(¢) tendent uniformément en t vers r(t) quand & tend vers zéro.

(3) IDyr )], ID;Dyr (1) et |D,y ()] sont bornées (V i, ¥ j) sur D(ty) = {teR’,
It > to} par des constantes ne dépendant que de tg.

Preuve. (1) On peut toujours supposer que

inf WO > 1
flxll <1

. (en effet, il existe > 0 tel que inf) ;| <, W {x)F > 0; on considére alors ¢ définie
par ¢(x) = ¥(x/n), ¥V xeR’), d'ou

ale) a{e} ‘
My [ .. | x}dF(x)
= g (E) e 1

d’aprés HIi(b):
. "j
(i) A% = to.
De plus, si
P & =0, 1,0, 0),
i
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on a
(i) —2z;D*R(0)z} = A% < A, (e) et
{iii) hmwg cle)d (=4, =1,
En utilisant (i}(iii) on obtient lim,..qc(g) =0
(2) On montre (2) 4 I'aide du théoréme de convergence dominée de Lebesgue.
(3) Gréce a la propriété de majoration de |[D,ir(- )|, on peut dériver r,(-)
sous le signe somme. On a alors
(*) Dyr, () = (1/e) [ () Dy3p (0)r (¢ + £ (s — v)) dudo.

On fait le changement de variables t+&(u—v)=h et on intégre alors par
parties, il vient

Dyr () = (1/ef* { )y (u+(t— h)/e)D,r(h)dudh = {(1).

Soit ¢, > 0; on pose 4 = t,/3 et on suppose [t]| > t, = 34. On découpe R
suivant la partition:

D, = {(u, WyeR*, —|lull < 24/e—|t||/e, |l < A4},
Dz = {(u, HeR*, —|u|| > 24/e—|tl/e, |h] < A},
= {(u, e R, | > 4}.

On majore }Dir @) par (1/e) [r(u)lu+{t— h)j&:)lﬂ,r(h)ldudh sur | Ji=y
Si (u, h)eD,, |ul = Ale, d’ou aj:(u) < g*! et donc on a
fii<e [ IDrh)dh <,
D Il <4
d’aprés Hi(a).
Si (u, h)eD,, ||t/fe+u—hfel| = Afe, Aol Y(t/e+u—h/s) < £*1; de méme:
[p (1)} <& o
Si ||| > A4, |D;r(h)} est majorée d’aprés Hi(a), d’ou

I I < (1/e)’ [rlu)(t/e+ u— hfe)dudh < [ (u)yr (v)dudv = 1,

et donc 11 existe Nit,) tel que |D;r,(-)| soit majoré par N(t,) sur D(t,).

(%) D.D;r(t) = (1/2)* { Dy (t/e — u)r(eu—&v) D,y (— v)dudv.
Pour simplifier les notations, on suppose que i = 2 et j = 1. On intégre alors
par parties, il vient
D,D,r(t) = (1/ef** [ (WD, r(h) D (t/e+u—h/e)dudh = j'(l),
On découpe R suivant la partition:
D, = {(u, WeRY, Ike2, ..., d}, bl > ¢},
D, = {(u, HeR*,Vke{l, ..., d}, h) < c;},

D, = {(u, H)eR¥, || > A/J d,Yke{2,...,d}, |h) <.
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Posons
S={heR'"', 3ke{2, ..., d}, |h) > ¢y}

et
U= -{&Eﬂﬂ_‘lg VkE{Z, cany d}s ¥hk| < cd‘};

§ @) =1/ [ [y )] § D, r(W)D,Yit/e+u—hje)dh, | dh, ... dhdu.
Dy s R

On intégre par parties le terme sous crochet, il vient d’aprés Hl(a):

Jo=ww ff W(w)D, Dyr (R (/s +u—hfe)dudh.

SxR
Mais les dérivées partielles secondes de r sont bornées sur Sx R, d’'ou
[f@]<1.

; Dy
On découpe D, suivant la partition:
Dy1 = {(u, e D,, —|ju|l <24/c—||t|/e},

Dy, = {(u, WeD,, —|ul| > 24/e— ltlife}.

On démontre de la méme facon que dans () que
fl<t
D,
Pour majorer |f,,(2)|, on intégre par parties en h,, d’oli
[ @) = B/,
ou ’
B= ju_[ @) D,r(cy, By, ..oy Bt fe+u,—cyfe, ..., tyfe+ug—hyfe)dh,...dhydu
= jfujvﬁ(u)Dzr(wcd, By ooy B (/e 1y +cfe, .., tyfe+ug—hyfe)dh, ... dh,du
+ I.E YWD, Dyr(h)y(¢/e+u—h/e)dudh;
3
f@=[®+ [®+ [(©.
Ds Ds Ds Ds
Pour majorer |[p,(A)| et |fp,(B), on partitionne
D, = {(u,h)eR*x R, Vke{2,...,d}, b} < c;}
en deux domaines
Dyy = {(u, W D,, —|ull < (24/e)— |it]/e},
Dy = {(u, W)eD,, —|lul| > (24/e)— |itl/e}.
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On fait alors un raisonnement analogue & celui dans (), en tenant compte du
fait que ,
[IDyr( ey, by, ooy B dby .. dhy < 1,
U
d’ou
)+ @) <e.
D3 D3

Pour majorer UDE(C)]Q il suffit de voir que les dérivées partielles secondes de
r sont bornées sur D,; on a donc [D,D,r(t)] <€ 1.

(%) Dy7,(0) = (1/6) § Dyt (¢/e— i)

posons &gu = v et intégrons par parties, il vient

Dyy,(t) = (1/e)’ [Y((t—v)/e) D;r(p)dv.

Il suffit alors d’intégrer sur la partition suivante: D, = {veR?, [[v|| < 4} et D5,
et d’appliquer les mémes raisonnements que précédemment.

LemME 2. Soit {(X,(t), Y,()), te B} un processus gaussien centré  valeurs
dans R*" et B un ouvert borné de R*. On suppose que la matrice de covariance
R,(t) de (Xg(t), Y, () converge uniformément en t lorsque & tend vers zéro vers

[4 o7
0 Af

ou A est diagonale, de rang q. Soient Ay = A,... = A, les q valeurs propres non
nulles de A et Ay = (4;0;)ij=1.4 Soit t—g,(t) une fonction définie sur
B d valeurs dans R qui converge uniformément en t vers g(t) bornée sur B, lorsque
e tend vers zéro. Alors

if, E(1X. 01 1 0)g.0)dt — [ [a(ndt] E* (| X1l),

Ol‘i X b N(D, AI)"

Démonstration. Elle se fait en trois étapes.

(EL) Il est clair gue le théoréme est vrai si le rang de A est g; en effet, il
suffit alors d’appliquer le théoréme de convergence dominée de Lebesgue.

) [aOEOXOM g B fot0de

(a) Si la matrice de covariance C,(t) de X, (1) est diagonale et si ses valeurs
propres convergent simplement et sont uniformément bornées en ¢ pour ¢ < &,
alors (E2) est prouvé en appliquant le théoréme de convergence dominée de
Lebesgue.

(b) Si C,(t) est quelconque, on la diagonalise 4 laide d’une matrice
orthogonale P,(t), soit D, (t) = P(t)C.(t)P.{t) et on peut ranger les valeurs
propres de D (t) par ordre croissant, par exemple; il suffit alors, pour appliquer
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(a), de voir que
E(I1X. 1) = E(|P.0) X, (®)]).

(E3) Pour montrer le lemme, on se sert alors de (E1) et (E2) en bruitant les
processus X, et ¥, puis on fait tendre le bruit vers zéro.
Plus précisément: Soit Z, un vecteur aléatoire gaussien centré de variance
¢*1,, indépendant de (X,(t), Y,(t)) et 4 valeurs dans R". Soit W, un vecteur
aléatoire vérifiant les mémes propriétés que Z,. On suppose de plus que Z, et
W, sont indépendants entre eux. On note T, un vecteur aléatoire & valeurs dans
R" et suivant une loi N(0, (4,+06%)8; ) =1, On décompose

fgg(f)E(iiX Ol 1 Y)l)de— _Fg(»t)E2 1XN)de = f(1)

en
f= ;E g, O [E(IX O 1 %01~ E(1X.0+ Z,} | V() + W, )] de

+ j:; gOE(IX.0+Z )10+ W) -E* (1T, )] dt

+ £ g:.O[E*(I T, 1) —E>(I Xl )1de + J; (g:(0)— g (O E*(1 X | de.
On pose ;

§() = f@+ f®)+ f©)+ [ (@),
@) < E(1Z,D[E(IX00)+E(I Y.0n+EZ,N]lg.0),

d’ou:

@) < o[E(1X.ON)+E(I @)+ 0]lg.0).

On applique alors (E2) et donc:

{p(a) converge vers zéro lorsque o tend vers zéro uniformément en e.

{p(b) converge vers zéro lorsque & tend vers zéro, d’aprés (EI) et le
théoréme de convergence dominée de Lebesgue.

{5(c) converge vers zéro lorsque o tend vers zéro uniformément en
¢ d’aprés (E2) et parce-que |g,(t)] € 1 pour & <¢g, et VieB.

{5 (d) converge vers zéro lorsque ¢ tend vers zéro d’aprés le théoréme de
convergence dominée de Lebesgue.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoréme.

Démonstration du théoréme. Montrons que

lim lim sup E(\/c(&) 0 (A(X,)) — (0/28) | 1.1 <aydlt)” = 0.

d-+0 20

Pour tout ne N*, on partitionne le cube T en cubes T; de c6tés paralléles aux
axes de coordonnées et de longueur C/n. On pose

& = /c(e) QT.(A(XJ) et nf=(0/25) j L xwi<adt.
Ty
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Nous voulons montrer que
lim lim sup E(Y (& —#f))* = lim lim sup B(} (& —#)(&5—7d) = 0.
P E i ] £ i, J
Soit ’
Z = B(L & —n)&—n)).
b
On divise Z en deux sommes X' et X" telles que:
Z' désigne la somme correspondante aux indices (i, j} tels que T, et T, ne
sont pas proches; cest-a-dire: VteT, Vt'eT, |[t—1'|| > C/n;
2" désigne la somme restante: on somme sur les couples (i, j) tels que
dteT, reT, |t—1| < C/n.
Nous noterons “T; proche de T,”: “T; pp T}".
Pour X': Soit un terme général aftf de X

ai] = Erind) + B(&E) ~ B &) —E@5) = () +(2)—(3)—@).

On applique les formules de type Rice [6] 4 chacune des quatre
espérances:
é 3
M= 07200 | [ Prenrxen(x, y)dxdydt,dt,,
Tyx Ty -§ ~d
ou py,,..r, désigne la densité de (Y}, ..., ¥).
(1) tend vers 0% [ [, Pxeoxea(0, O)dt dt, lorsque & tend vers zéro
d’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue.
Soit P, une matrice othogonale qui diagonalise —D?*R,(0) en A, définie
par A, = (A,()d; ) ;; on note pf,,, la densité de X,(z,), X,(t,). Nous avons
(2) = j‘ p';lx.fg(ﬂés D)A::(tl » tz)dtlidtli‘

. TyxTy
ou

Posons t,—t,=1; on décompose alors X,(r), X,(0) de la maniére
suivante:

P X,0) =&+ X, 00, +X,0pF,, PX,(1)=E~X (1)0,~X,(0)B,

ou (&,, £¥) est un couple gaussien centré, de coordonnées & valeurs dans R? et
indépendant de (X,(0), X,(z)) (voir [6]). On vérifie que

_ (0P, DR,(7) — P, Dr(9)r.(0)

%= 20—re T TR0

De plus,
r,(0)P,DR,(7) DR (1) P;

I
Varb = Var& = A== 02t
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Il est clair qu'en modifiant légérement le lemme 2 et en utilisant les
résultats () et (*x) et le lemme 1 on a

&
(3) 0 (6%/26) j J Pxien.xun(0s OD(t, —1t,, u)dudt dt,,
Tyx Ty —&
ou
D(z, 1) = exp (=271 wr(O)(20)— (@) ),
et donc

(3) — 6% j Pxen.xan(0, 0)dt, di,
T

30 Ty %]

d’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue.
De maniére analogue on montrerait que (4) converge vers la méme limite
que (3) lorsque ¢ puis § tendent vers zéro; et donc

lim lim X" = 0.
340 &0

Pour Z"”: Nous avons

=y EBE-m)&G—n),

Tr;ppT;,—
d’od
g Z (E(f?—"TI?FE(@?“}?}?)"’)“Z,
; TippTy
et donc
" < Z ( (6?)2)”2+(E(ﬂ_?)2)1,2]2-
TippTy

Majorons E(nf)*:

d &
EmdP = [ (6/20% [ [ pregxan(X, y)dt,dt,dxdy,

Tex Ty - =&

E(?I? 2 s‘ j. Gz(rz(ﬂ)“?"z(fl “‘tz])_yliz dll dtz,

Tix Ty
d'oti
Cin Cin ’
EmyP< [ ... | (PO~ (uy, ..., u)) P(Clu—luy))...(C/n—luy)du,
~Cin ~Cin
Cln Cin
EGD? <(Cm) | ... | (PO —r(uy, ..., u)) Pdu,...du,

-~ =~ Cin
Majorons r(0)—r(w) sur J—C/n, 0[ x]0, C/n[ x ... x]0, C/n[ par exemple:
r(0)—r(w) = [(1—cos {x, u))dF(x),
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doi
0 jdfull  1eliul
rO—rw= | } jf (1 —cos (x, ud)dF(x).
~idliull 0 0

Il est clair que 0< {x,u) <1 pour tout x appartenant au domaine
d’intégration de l'expression précédente; donc
0 wdllull  vdiju

r@—-rw> | [ . j {x, uD2dF(x).

= ijdjull 0
Mais x;u;, 2 0 Vie[l, d], d'ou
0 ydful  yaful

d
r@-r@> 3 uf | § o | x3dF(x).

~1fdfjull 0 ]

Or |lu|| <./dC/n implique 1/d{ju > n/Cd /d, —1/d|lu} < —n/Cd./d. Po-

sons
ﬂ,,(C) = inf 4 j(ﬂ'ﬂfd‘ﬂ ﬂ]j
a.j

ou
Afowy= [ [ ... | v}dF@»), u>0,

Ao{uy doz(u) A glu)

avec o = (04,0,,..., 05, oi Vie[l, d], o, = +1,

o J10, 000} si 6,20,
A} = {]af{u), of sio <0,

d’ot r(0)—r(u) = ||ull*a,(C), et donc

Cin  Cn Cln
Bt <cmf | | - m{., (1/ul) du

ou encore )
~dCfn B
E(ﬂia 2 < (C/ﬂ}d I Mgy = (C/n 2«1—1‘(\/'51)4—‘1/({1_“1)7
: )
et donc E(nf)® < (C/m)* .
Majorons E(&)*:

E¢Y =cl) | . Piota (0, OB(IX (O 1 X (8, — £2)]l | X,(0) = X (e, — 1) = O)dt,
TixT;

d
(1) = BIX,O) 1 X ()] X,(0) = X,(z) = 0) < .;;1 Var(D;X,(0)/X,(0), X.()),

d’ou
d

M < T (B ~r @D, (2O —r2() ),

k=1

4 — PAMS 122
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et donc

(Ug Z 2&9

on obtient alors

d
EEY < X c@k | (2O —ri(t,—t))" de dt,,
k=1 .

Tix Ty
d’oti
d Cin Cjn Cin
EEP? < Y c@BECmy | | ... | (F2O)—r2u,, ..., u)) du.
k=1 —Cln —Cin -C/n

On considére alors le vecteur z, défini au début de la partie concernant les
démonstrations; on peut écrire

Vke[l, d], ce)zi(—D*R,(0))z = () A% < c(e) A4, (e);

or c(e)A,(e) = A, =1, d’ou pour tout k appartenant & [1, d] c(e)A%% reste
majoré par une constante ne dépendant pas de & On a alors la majoration
suivante:

Cin  Cin Cin
BUEP < | [ o | (2O =72y, o )

=Cn ~Cjn =Cin
On intégre sur les domaines suivants:
= {re[—C/n, /Y| It > ¢//d}, D, ={re[—C/n, C/n1"| x| < &/\/d)}.

On suppose que & < &(C/n) = dC/n. 1l vient E(£5)* < (1)+(2).
Sur Dy: Soitte D, n]—C/n, 0] x 10, C/n[ % ... x]0, C/n[, par exemple

r,(0)—7,(v) = [(1—cos z, uD){* (cw)dF (u),

a )izl 1dfjzff
r0)-r(> | oo § < w)? iR (ew)dF (u).
=1/djix]l © 0
Mais |zul| < 1, d'ou
0 vyl el

rQ-rm>» | | § < uprdF),
~tjdlirll  © 0
d’aprés ce qui précéde:
F‘B(U)m?"e(ﬂ? }E’cﬂzv
et donc
(1)< (C/m**~*  pour & < &(C/n).
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Sur D,: Soit teD,n]~C/n, 0 %10, C/n[ x ... x 10, C/n[, par exemple

0 a5 ale)
r,(0)—r (1) = “iu g _g (1—cos {z, ud) 1> (eu)dF (u).

Or fleu| <l et 0<{r,u) <1, doi

o ale afey
@1 @ [ || < uy*dFa > [l pour &< a(Chn,
—af{g} O ¢

d’ot (2} < (C/m)**~! pour & < &(C/n). On en déduit donc que
"< Y (CMP*' pour e < &(C/n).

TippTy

Or il existe au plus (3n)? cubes proches, d'oti 2" < (C/n)*~* pour ¢ < &(C/n), et
donc
limsup limsup X < (C/n)*"! VneN*,

§-+0 =0
d’ot
lim msup & =0,

o+0 -0

ce qui achéve la démonstration du théoréme.
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