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FONCTIONS L D'ARTIN ET NOMBRE DE TAMAGAWAMOTIVIQUESparDavid Bourqui
Résumé. � Dans la première partie de e texte, nous dé�nissons des fontions
L d'Artin motivique à l'aide d'un produit eulerien motivique, et montrons qu'ellesoïnident ave les fontions introduites par Dhillon et Mina dans [DM06℄. Dans laseonde partie, nous dé�nissons, sous ertaines onditions, un nombre de Tamagawamotivique et montrons qu'il se spéialise sur le nombre de Tamagawa usuel dé�ni parPeyre dans le adre des onjetures de Manin sur le nombre de points de hauteurbornée des variétés de Fano.Abstrat ( Motivi Artin L-funtions and a motivi Tamagawa number )In the �rst part of this text, we de�ne motivi Artin L-fontions via a motiviEuler produt, and show that they oinide with the funtions introdued by Dhillonand Mina dans [DM06℄. In the seond part, we de�ne under some assumptions amotivi Tamagawa number and show that it speializes to the Tamagawa numberintrodued by Peyre in the ontext of Manin's onjetures about rational points ofbounded height on Fano varieties.1. IntrodutionComme l'ont illustré Denef et Loeser dans [DL04℄, les propriétés de nombre deséries rationnelles issues de la géométrie arithmétique sont de nature motivique : elless'obtiennent naturellement par spéialisation de séries à oe�ients dans un anneau deGrothendiek de motifs et leur propriétés se lisent déjà (au moins onjeturalement)sur es séries motiviques. Dans la même veine, on peut se demander si les propriétésdes fontions zêta des hauteurs, étudiées dans le adre des onjetures de Manin surles points de hauteur bornée (f. par exemple [Pey03b℄ et [Pey02℄) sont de natureClassi�ation mathématique par sujets (2000). � 14G10 14C35 (11M41 12E30 14J45) .Mots lefs. � Fontion L d'Artin motivique, nombre de Tamagawa, nombre de Tamagawa mo-tivique, produit eulerien motivique, fontion zeta des hauteurs.Je remerie Florian Ivorra pour de très utiles disussions.



2 DAVID BOURQUImotivique. Il est à noter qu'en général on ne s'attend pas à e que de telles sériessoient rationnelles (f. [BT95, in �ne℄).Dans e texte, nous montrons que l'on peut, dans ertains as, donner une versionmotivique naturelle du nombre de Tamagawa dé�ni par Peyre qui apparaît onje-turalement dans la partie prinipale de la fontion zêta des hauteurs. Dans le as las-sique, le volume adélique dé�nissant e nombre de Tamagawa peut s'exprimer ommeun produit eulerien. L'analogue motivique que nous proposons s'exprime omme un� produit eulerien motivique � (notion qui apparaît dans un préédent travail [Bou06℄onsaré aux fontions zêta des hauteurs motiviques des variétés toriques), dont onmontre la onvergene dans une ertaine omplétion de l'anneau de Grothendiek desmotifs (théorème 5.17). Cette omplétion est basée sur la �ltration par le degré dupolyn�me de Poinaré virtuel ℓ-adique (i.e. par le poids). Un de ses intérêts est quela réalisation � omptage des points � s'étend à ertains éléments de la omplétion.Nous remarquons qu'une approhe similaire est utilisée dans [BD07℄ et [Eke07℄.Dans le as d'un orps global, nous montrons que le nombre de Tamagawa motiviquese spéialise en presque toute plae sur le nombre de Tamagawa lassique (théorème5.20). Dans le as d'un orps �ni, nous montrons que le nombre de Tamagawa mo-tivique se spéialise sur le nombre de Tamagawa lassique (modulo une hypothèsemalhereusement peu naturelle f. théorème 5.21 et remarque 5.22). En�n dans le asd'une surfae, utilisant un résultat de Kahn, Murre et Pedrini nous donnons uneversion purement motivique du nombre de Tamagawa motivique, 'est-à-dire que saonvergene est dé�nie à l'aide d'un polyn�me de Poinaré virtuel absolu et non pas
ℓ-adique (théorème 5.34).La dé�nition de Peyre fait intervenir des fateurs de onvergene qui sont les fa-teurs loaux de la fontion L d'Artin assoiée au module de Neron-Severi de X . Nousavons besoin d'un analogue motivique de es fateurs loaux. Une version motiviquedes fontions L d'Artin a été proposée par Dhillon et Mina dans [DM06℄. Leur on-strution, quoique ompate et élégante, présente vis-à-vis de notre objetif le défautde ne justement pas faire intervenir de fateurs loaux. C'est pourquoi nous donnons,dans la première partie de e texte, une dé�nition alternative des fontions L mo-tivique via un produit eulerien motivique. Nous rappelons et préisons les propriétésde la fontion L de Dhillon et Mina à la setion 3. Dans la setion 4, nous dé�nissonsnotre fontion L. Nous montrons qu'elle oïnide ave la fontion L de Dhillon etMina et dans le as d'un orps de nombres se spéialise en presque toute plae sur lafontion L usuelle. Il est à noter que, strito sensu, les résultats de la première partiene sont pas utilisés dans la seonde (pour la plupart, ils ne sont d'ailleurs valablesa priori qu'en aratéristique zéro, à ause notamment de l'utilisation du résultat deDenef et Loeser permettant d'assoier de manière anonique un motif virtuel à unetelle formule, f. théorème 4.1). Cependant : 1) ils justi�ent moralement le fait queles fateurs loaux utilisés dans la dé�nition du nombre de Tamagawa motivique sont



NOMBRE DE TAMAGAWA MOTIVIQUE 3les fateurs � naturels � ; 2) ils donnent une interprétation arithmétique de la fon-tion L d'Artin motivique (pour un orps de aratéristique zéro quelonque) et 3) ilspermettent de dérire préisément les � p�les � de la fontion L motivique, e qui estutile pour une formulation d'une version motivique de la onjeture de Manin (f. lesremarques 5.12 et la setion 5.9).Pour onlure ette introdution, il faut remarquer que la dé�nition proposée dunombre de Tamagawa n'est pas entièrement satisfaisante oneptuellement : une� bonne � dé�nition devrait ertainement utiliser une (hypothétique) version glob-ale de l'intégration motivique (omme le remarquent les auteurs de [BD07℄ à proposd'une version motivique du nombre de Tamagawa d'un groupe algébrique).Table des matières1. Introdution. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12. Quelques rappels et notations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42.1. Anneaux de Grothendiek de variétés et de motifs. . . . . . . . . . 42.2. Caratéristique d'Euler-Poinaré ℓ-adique et nombre depoints modulo p. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52.3. Objets de dimension �nie et rationnalité. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52.4. Fontions zêta de Hasse-Weil géométrique et motivique. . . . . 62.5. Motifs d'Artin. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82.6. Formule de MaDonald motivique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83. La fontion L d'Artin motivique de Dhillon et Mina. . . . . . . . . . . . 103.1. Une remarque sur les ations de groupes sur les motifs. . . . . . 103.2. Dé�nition et propriétés de la fontion L motivique. . . . . . . . . . 114. La fontion L d'Artin motivique dé�nie omme produit eulerienmotivique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154.1. Motif virtuel assoié à une formule. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154.2. Le motif virtuel des points fermés de degré n . . . . . . . . . . . . . . . 174.3. Motif virtuel assoié à un symbole d'Artin. . . . . . . . . . . . . . . . . . 194.4. Dé�nition via le produit eulérien motivique. . . . . . . . . . . . . . . . . 224.5. Propriétés. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244.6. Formules et motifs virtuels assoiés aux symboles d'Artin. . . 285. Le volume de Tamagawa motivique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 325.1. Le volume de Tamagawa lassique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 325.2. Vers un analogue motivique du volume de Tamagawa. . . . . . . 355.3. Topologie utilisée. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 385.4. Énoné du résultat. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 395.5. Quelques lemmes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 405.6. Démonstration du théorème 5.17. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 425.7. Démonstration du théorème 5.20. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43



4 DAVID BOURQUI5.8. Démonstration du théorème 5.21. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 475.9. Lien onjetural ave la fontion zêta des hauteurs antianoniques 485.10. Une vraie version motivique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50Référenes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 512. Quelques rappels et notations2.1. Anneaux de Grothendiek de variétés et de motifs. � Dans tout etexte, les ations de groupes sont des ations à gauhe. Si G est un groupe, on note Gople groupe opposé. Soit k un orps. On note Vark (respetivement G-Vark) la atégoriedes variétés algébriques quasi-projetives dé�nies sur k (respetivement munie d'uneation algébrique d'un groupe �ni G) et K0(Vark) (respetivement K0(G-Vark)) sonanneau de Grothendiek (f. [And04, 13.1.1℄). Si F est un anneau, on note CHM(k)Fla atégorie des motifs de Chow dé�nis sur k à oe�ients dans F (f. [And04,Chapitre 4℄) et K0 (CHM(k)F ) son anneau de Grothendiek (f. [And04, 13.2.1℄). Lalasse du motif de Lefshetz 1(−1) dans K0 (CHM(k)F ) est notée L. Pour d ∈ Z, onnote M(−d)
déf
= M ⊗ 1(−1)⊗d la d-ème torsion de Tate de M .Théorème 2.1 (Gillet-Soulé,Guillen-Navarro-Aznar,Bittner)Soit k un orps de aratéristique zéro. Il existe un unique morphisme d'anneaux

χvar : K0(Vark) −→ K0 (CHM(k)F ) (2.1.1)qui envoie la lasse d'une variété projetive et lisse X sur la lasse de son motif deChow h(X).L'image de K0(Vark) par χvar sera notée Kvar
0 (CHM(k)F ).Notons C(G,Q) le Q-espae vetoriel des fontions Q-entrales de G dans Q (i.eles fontions α : G→ Q qui véri�ent α(x) = α(y) dès que les sous-groupes 〈x〉 et 〈y〉sont onjugués. On rappelle à présent un as partiulier d'une version équivariantedu théorème 2.1, due à Denef, Loeser, del Baño et Navarro-Aznar (f. [dBRNA98,theorem 6.1℄).Théorème 2.2. � Soit k un orps de aratéristique zéro et G un groupe �ni. Ilexiste une unique famille de morphismes d'anneaux

χeq(−, α) : K0(G-Vark) → K0 (CHM(k)Q) ⊗ Q (2.1.2)indexée par α ∈ C(G,Q) ayant les propriétés suivantes :1. si X est une k-G-variété projetive et lisse, ρ une Q-représentation linéaire dedimension �nie irrédutible de G et pρ déf
= 1
|G|

∑
g∈G ρ(g

−1)⊗ [g] l'idempotent de
Vρ ⊗ h(X) assoié, alors on a

χeq(X,χρ) = [Im(pρ)] ; (2.1.3)



NOMBRE DE TAMAGAWA MOTIVIQUE 52. l'appliation α 7→ χeq(X,α) est un morphisme de groupe.Dé�nition 2.3. � Si k est un orps de aratéristique non nulle, G un groupe �niet X une k-G-variété projetive et lisse, on dé�nit χeq(X,χρ) via la relation (2.1.3)puis par linéarité χeq(X,α) pour tout élément α de C(G,Q).Théorème 2.4 ([dBRNA98℄). � Soit k un orps de aratéristique zéro, G ungroupe �ni et X une k-G-variété projetive et lisse. Alors on a
χvar(X/G) =

[
h(X)G

]
. (2.1.4)2.2. Caratéristique d'Euler-Poinaré ℓ-adique et nombre de points mo-dulo p. � Pour tout orps k, on note ks une l�ture séparable de k et Gk = Gal(ks/k)le groupe de Galois absolu de k. Pour tout nombre premier ℓ, on note K0(Gk-Qℓ)l'anneau de Grothendiek de la atégorie des Qℓ-espaes vetoriels de dimension �niemunis d'une ation ontinue de Gk. On supposera toujours ℓ distint de la aratéris-tique de k, et on �xera un plongement Qℓ →֒ C. La aratéristique d'Euler-Poinaré

ℓ-adique est le morphisme d'anneaux
χℓ : K0(Vark) −→ K0(Gk-Qℓ) (2.2.1)dé�ni par χℓ([X ]) =

∑
i(−1)i

[
Hi
c(X

s,Qℓ)
], où Xs déf

= X ×k k
s. Si k est de aratéris-tique zéro, χℓ se fatorise par χvar .On suppose à présent que k est un orps global. Soit p une plae �nie de k. Onnote κp son orps résiduel, Ip ⊂ Gk un groupe d'inertie en p et Frp un Frobenius en

p. Le nombre de points modulo p d'un élément V de K0(Gk-Qℓ) est Tr(Frp |V
Ip). Onle notera Trp(V ). Si X est une k-variété, pour presque tout p on a

Trp(χℓ(X)) = |X(κp)| , (2.2.2)où X(κp) désigne (abusivement) l'ensemble des κp-points d'un modèle de X (ainsi
|X(κp)| est bien dé�ni � modulo un nombre �ni de p � ).2.3. Objets de dimension �nie et rationnalité. � Pour tout anneau A, onnote 1 + A[[t]]+ le sous-groupe de A[[t]]× formé des éléments de terme onstant égalà 1 et 1 +A[t]+ le sous-monoïde des polyn�mes de 1 +A[[t]]+. On dit qu'un élément
f de 1 +A[[t]]+ est rationnel s'il existe g ∈ 1 +A[t]+ tel que g f ∈ 1 +A[t]+.Soit A une atégorie tensorielle pseudo-abélienne F -linéaire, où F est une Q-algèbre. Soit G un groupe �ni, M un objet de A muni d'une ation de G et ρ une
F -représentation linéaire de dimension �nie de G. On note (M ⊗ Vρ)

G l'image dans
M ⊗ Vρ du projeteur 1

|G|

∑
g∈G g ⊗ ρ(g). Dans le as partiulier de l'ation de Snsur M⊗n et ρ est la représentation triviale (respetivement la signature), ette imageest notée SymnM (respetivement AltnM). Suivant la terminologie de [And05℄, unobjetM de A est dit pair (respetivement impair) s'il véri�e AltnM = 0 pour n >> 0(respetivement SymnM = 0 pour n >> 0. Un objet M de A est dit de dimension



6 DAVID BOURQUI�nie s'il s'érit omme somme direte d'un objet pair et d'un objet impair. Pour toutobjet M , on pose
ZA (M, t)

déf
=
∑

n>0

[SymnM ] tn ∈ 1 +K0(A )[[t]]+. (2.3.1)On a dans K0(A )[[t]] la formule (f. eg [Hei07, Lemma 4.1℄)
ZA (M, t)


∑

n>0

[AltnM ] (−1)n tn


 = 1 (2.3.2)d'où déoule la proposition suivante.Proposition 2.5 (André). � SoitM un objet de A . SiM est pair (respetivementimpair) alors ZA (M, t) ∈ 1 + A [t]+ (respetivement ZA (M, t)−1 ∈ 1 + A [t]+). Enpartiulier, pour tout objet M de dimension �nie, ZA (M, t) est rationnelle.2.4. Fontions zêta de Hasse-Weil géométrique et motivique. � Soit k unorps et X une k-variété quasi-projetive. On dé�nit, suivant Kapranov, la fontionzêta de Hasse-Weil géométrique de X

Zvar(X, t) déf
=
∑

n>0

[SymnX ] tn ∈ 1 +K0(Vark)[[t]]
+. (2.4.1)Il existe un unique morphisme de groupes

Zvar( . , t) : K0(Vark) −→ 1 +K0(Vark)[[t]]
+ (2.4.2)qui envoie la lasse d'une variété quasi-projetive X sur Zvar(X, t).Soit F un orps de aratéristique zéro. Pour tout objetM de CHM(k)F on dé�nit,suivant André, la fontion zêta de Hasse-Weil motivique de M

Zmot(M, t)
déf
= ZCHM(k)F

(M, t) =
∑

n>0

[Symn(M)] tn ∈ 1 +K0 (CHM(k)F ) [[t]]+.(2.4.3)On a en partiulier, pour tout entier d,
Zmot(M(−d), t) = Zmot(M,Ld t). (2.4.4)Il existe un unique morphisme de groupes

Zmot( . , t) : K0 (CHM(k)F ) −→ 1 +K0 (CHM(k)F ) [[t]]+ (2.4.5)qui envoie la lasse d'un motif M sur Zmot(M, t).Si X est une variété projetive et lisse, on pose Zmot(X, t) déf
= Zmot(h(X), t). Si kest de aratéristique zéro, on a d'après le théorème 2.4

χvar ◦ Zvar( . , t) = Zmot(χvar( . ), t). (2.4.6)Dans e as, il existe un unique morphisme de groupes
Zmot : K0(Vark) −→ 1 +K0 (CHM(k)F ) [[t]]+ (2.4.7)



NOMBRE DE TAMAGAWA MOTIVIQUE 7qui envoie la lasse d'une variété projetive et lisse X sur Zmot(X, t).Dé�nition 2.6. � Soit M un élément de K0 (CHM(k)F ). On dé�nit la famille demotifs virtuels (Φn(M))n>1 par la relation
∑

n>1

Φn(M)
tn

n
= t

d log

dt
Zmot(M, t). (2.4.8)Si X est une k-variété projetive et lisse, on pose Φn(X)

déf
= Φn(h(X)). Si X est unélément de K0(Vark), on dé�nit la famille de variétés virtuelles (Φn,var(X))n>1 par larelation ∑

n>1

Φn,var(X)
tn

n
= t

d log

dt
Zvar(X, t). (2.4.9)Remarque 2.7. � D'après (2.4.6), si k est de aratéristique zéro, on a

χvar ◦ Φn,var = Φn ◦ χvar . (2.4.10)Par ailleurs, si k est un orps �ni et X une k-variété quasi-projetive, le morphisme� nombre de k-points � K0(Vark) → Z envoie Zvar(X, t) sur la fontion zêta de Hasse-Weil lassique ZHW(X). D'après (2.4.9), le nombre de k-points de Φn,var(X) est donégal au nombre de points de X à valeurs dans kn, où kn est une extension de degré nde k. Une remarque similaire vaut pour Φn(X) si X est projetive et lisse.Comme on a |X × Y (kn)| = |X(kn)| . |Y (kn)| pour tout n, on peut se demanderplus généralement (sur un orps k quelonque) si les morphismes de groupes Φn(respetivement Φn,var) ne sont pas en fait des morphismes d'anneaux.Cei vaut pour Φn. Je tiens à remerier Evgeny Gorsky qui m'a indiqué l'argumentqui suit(1). Dans le langage de la théorie des λ-anneaux, les Φn (respetivement les
Φn,var) sont les opérations de Adams assoiées à la struture opposée à la λ struturedé�nie par le morphisme Zmot( . , t) (respetivement Zvar( . t)). Par ailleurs, Heinlothmontre dans [Hei07℄ que la struture opposée à la λ-struture dé�nie par Zmot est spé-iale. D'après [AT69, Proposition 5.1℄, ei entraîne que les Φn sont des morphismesde λ-anneaux, don en partiulier d'anneaux.Le même type d'argument permet de montrer, au moins si le orps de base est C,que Φn,var ne peut pas toujours être un morphisme d'anneaux. Cei est impliitementontenu dans la remarque du début la setion 8 de [LL04℄. Indiquons les arguments.Soit C une ourbe projetive, lisse et onnexe de genre supérieur à 1. Les auteurs de[LL04℄ onstruisent un orps H de aratéristique zéro et un morphisme d'anneaux
µ : K0(VarC) → H tel que µ(Zvar(C ×C , t)) n'est pas rationnelle (f. [LL03, Setion3℄). Supposons alors que l'on ait

∀n > 1, Φn,var(C × C ) = Φn,var(C )2. (2.4.11)
(1)Dans [Bou06℄, nous montrons que Φn ◦ χvar est un morphisme d'anneaux par une preuve � ari-thmétique � utilisant le théorème de Denef et Loeser 4.1.



8 DAVID BOURQUIComme H est sans torsion, ei entraîne (f. [Knu73, Theorem, p. 49℄) que le mor-phisme
µ ◦ Z−1var( . ,−t) : K0(VarC) −→ 1 + H[[t]]+ (2.4.12)envoie C ×C sur le arré de l'image de C . Rappelons la struture d'anneau mise en jeusur 1+H[[t]]+ : la loi de groupe additif sur 1+H[[t]]+ est induite par la multipliationdans H[[t]] et la multipliation est alors entièrement déterminée par la règle
∀a, b ∈ H, (1 + a t) • (1 + b t) = 1 + a b t. (2.4.13)En partiulier si A et B sont deux éléments de 1 + H[[t]]+ qui sont rationnelles,alors A • B l'est enore. Or, d'après un résultat de Kapranov (f. [And04, propo-sition 13.3.1.2℄), Zvar(C , t) est rationnelle. Ainsi µ(Zvar(C × C , t)) = µ(Zvar(C , t)) •

µ(Zvar(C , t)) est rationnelle, d'où une ontradition.2.5. Motifs d'Artin. � On note MA(k)F la atégorie des motifs d'Artin, i.e. lasous-atégorie de CHM(k)F engendrée par les motifs des k-variétés de dimension zéro.Rappelons que le fonteur qui au spetre d'une k-algèbre étale K assoie le Gk-moduledisret FHomk(K,ks) induit une équivalene de atégories
MA(k)F

∼
→ Gk-F (2.5.1)où Gk-F est la atégories des Gk-représentations disrètes à valeurs dans des F -espaes vetoriels de dimension �nie. On a don un isomorphisme d'anneaux anonique

K0 (MA(k)F )
∼
→ K0(Gk-F ) au moyen duquel nous identi�erons désormais es deuxanneaux de Grothendiek.2.6. Formule de MaDonald motivique. � Soit F un anneau, K un orps on-tenant F , GrVectK la atégorie des K-espaes vetoriels gradués de dimension �nie et

H : CHM(k)F −→ GrVectK une réalisation ohomologique de Weil (ave éventuelle-ment des strutures supplémentaires sur les objets GrVectK par exemple l'ation dugroupe de Galois absolu dans le as de la réalisation ℓ-adique) (f. [And04, �4.2.5et 7.1.1℄). L'appliation PoincH : K0 (CHM(k)F ) −→ K0(VectK)[u, u−1] qui à Massoie ∑
i∈Z

[
Hi(M)

]
ui est alors un morphisme d'anneaux, que l'on appelle polyn�mede Poinaré virtuel (assoié à la réalisation ohomologique H).Dans la suite, on ne onsidérera que des réalisations ohomologiques lassiques, ausens de [And04, �3.4℄. Pour i ∈ Z, on notera bi(M) le i-ème nombre de Betti de

M , i.e. la dimension du K-espae vetoriel Hi(M) (qui ne dépend pas du hoix de laohomologie lassique H d'après [And04, Théorème 4.2.5.2℄).Le résultat suivant, dû à del Baño, généralise la formule de MaDonald alulantles nombres de Betti d'un produit symétrique ([Ma62℄).



NOMBRE DE TAMAGAWA MOTIVIQUE 9Théorème 2.8 (del Baño). � Pour tout objet M de CHM(k)F , on a
PoincH(Zmot(M, t)) =

∏
i∈Z, i impair ∑n>0

[
n
∧Hi(M)

]
u i n tn

∏
i∈Z, i pair ∑n>0

[
n
∧Hi(M)

]
(−1)n u i n tn

(2.6.1)Démonstration. � Cei déoule de la proposition 3.8 de [dBR01℄, ompte tenu dela formule (2.3.2).Corollaire 2.9. � Supposons que k soit un orps global. Soit X une k-variété, sup-posée en outre projetive et lisse si k est de aratéristique non nulle. Pour presquetout p, on a Trp(χℓ(Zmot(X, t))) = ZHW(Xp, t), où ZHW est la fontion zêta de Hasse-Weil lassique de la κp-variété Xp.Le théorème 2.8 va nous permettre de donner une formule pour PoincH(Φd(M)),qui nous sera utile pour montrer la onvergene du volume de Tamagawa motivique(f. théorème 5.17).Notation 2.10. � Pour n > 1, soit (Pn,m)m>1 la famille d'éléments de Z[T1, . . . , Tn]dé�nie par la relation
t
d log

dt


1 +

∑

16i6n

Ti t
i


 =

∑

m>1

Pn,m(T1, . . . , Tn) t
m. (2.6.2)Remarque 2.11. � Si V est unK-espae vetoriel de dimension �nie et f ∈ End(V )on a don l'égalité

Tr(f |Pdim(V ),m(
j
∧V )j=1,...,dim(V )) = Tr(fn|V ) (2.6.3)Des relations (2.4.8) et (2.6.2) et du théorème 2.8 on déduit aussit�t la propositionsuivante.Proposition 2.12. � Soit n > 1. Pour tout objet M de CHM(k)F , on a

PoincH(Φn(M)) =
∑

i∈Z

Pbi(M),n

([
j
∧Hi(M)

])

16j6bi(M)

(−1)(n+1) i un i (2.6.4)En partiulier, pour toute k-variété projetive et lisse X on a
PoincH(Φn(X)) =

2 dim(X)∑

i=0

Pbi(X),n

([
j
∧Hi(X)

])

16j6bi(X)

(−1)(n+1) i un i (2.6.5)Remarque 2.13. � Si k est un orps �ni et H est la réalisation ℓ-adique, en prenantla trae du Frobenius et en faisant u = −1 dans la relation (2.6.5), on obtient, d'aprèsla remarque 2.11, la formule liant le nombre de points de X à valeurs dans uneextension de degré n de k et la somme alternée des traes de la puissane n-ème du



10 DAVID BOURQUIFrobenius agissant sur les groupes de ohomologie ℓ-adique. La formule (2.6.5) peutdon être vue omme une généralisation de ette formule de trae.3. La fontion L d'Artin motivique de Dhillon et Mina3.1. Une remarque sur les ations de groupes sur les motifs. � A�n de pré-iser les résultats de rationalité de [DM06℄, nous aurons besoin de la proposition 3.4i-dessous, qui est ertainement bien onnue des spéialistes, mais pour laquelle nousn'avons pas trouvé de référene. Soit M un objet d'une atégorie pseudo-abélienne,
G un groupe agissant sur M et p un idempotent de M . On dit que l'ation de G estompatible à p si la relation p g p h p = p g h p vaut pour tous g, h de G. Dans e asl'ation de G sur M induit naturellement une ation de G sur Im(p), donnée par lemorphisme g 7→ p g p. Les deux lemmes i-dessous sont élémentaires.Lemme 3.1. � Soit M et N des objets d'une atégorie pseudo-abélienne, M étantmuni de l'ation d'un groupe G.1. On suppose qu'il existe i ∈ Hom(N,M) et r ∈ Hom(M,N) tels que r i = IdN .Soit N ′ le fateur diret de M dé�nit par la rétration r, i.e. l'image du pro-jeteur i r. On suppose que l'appliation ψ : G → End(N) qui à g assoie r g ivéri�e ψ(g h) = ψ(g)ψ(h), e qui induit une ation de G sur N . Alors l'ationde G sur M est ompatible à i r et l'isomorphisme naturel i : N

∼
→ N ′ est

G-équivariant.2. On suppose qu'il existe p ∈ Hom(M,N) et s ∈ Hom(N,M) tels que p s = IdN .Soit N ′ le fateur diret de M dé�nit par la setion s, i.e. l'image du projeteur
s p. On suppose que l'appliation ψ : G → End(N) qui à g assoie p g s véri�e
ψ(g h) = ψ(g)ψ(h), e qui induit une ation de G sur N . Alors l'ation de G sur
M est ompatible à s p et l'isomorphisme naturel s : N

∼
→ N ′ est G-équivariant.Lemme 3.2. � Soit M un objet d'une atégorie tensorielle pseudo-abélienne F -linéaire, où F est une Q-algèbre. Soit G un groupe �ni agissant sur M . Soit p1, . . . , prun système omplet d'idempotents othogonaux de M . Pour tout i, on suppose que l'a-tion de G est ompatible à pi. On a alors un isomorphisme anonique

MG ∼
→ ⊕

16i6r
Im(pi)

G (3.1.1)Notations 3.3. � SoitX une k-variété projetive, lisse et intègre de dimension d. Leorps des onstantes de X est k′ déf= H0(X,OX). Soit π : X → Spec(k′) le morphismenaturel. Soit i : k′ → k′′ une extension �nie séparable de degré n telle que X(k′′)soit non vide, et x : Spec(k′′) → X . On a alors ([Sh94, �1.11℄) i∗x∗π∗ = n. et
π∗x∗i

∗ = n. Ainsi 1
n i∗x

∗ est une rétration de π∗ : h(Spec(k′)) → h(X), et induitdon un isomorphisme ιx de h(Spec(k′)) sur un fateur diret deX , à savoir l'image duprojeteur px déf
= 1

nπ
∗i∗x

∗ qui sera notée h0(X). De même 1
nx∗i

∗(−d) est une setion de



NOMBRE DE TAMAGAWA MOTIVIQUE 11
π∗ : h(X) → h(Spec(k′))(−d) et induit don un isomorphisme ι′x de h(Spec(k′))(−d)sur un fateur diret de X , à savoir l'image du projeteur p′x déf

= 1
nx
∗i∗(−d)π∗, quisera notée h2 d(X).Supposons à présent qu'un groupe G agisse sur X par k-automorphismes. Cetteation induit par omposition à gauhe une ation de G sur Hom(X, Spec(k′)) =

Autk(Spec(k′)), i.e. un morphisme de groupe ψ : G → Autk(Spec(k′)) d'où parfontorialité une ation de Gop sur h(Spec(k′)) et h(Spec(k′))(−d).Proposition 3.4. � L'ation de Gop sur h(X) déduite par fontorialité de l'ationde G sur X est ompatible aux projeteurs px et p′x. L'ation induite de Gop sur h0(X)(respetivement h2 d(X)) oïnide modulo identi�ation naturelle ave l'ation de Gopsur h(Spec(k′)) (respetivment h(Spec(k′))(−d)) induite par ψ.En partiulier, si X est géométriquement intègre l'ation induite de Gop sur h0(X)et h2 d(X) est triviale. Si X n'est pas géométriquement intègre, l'ation de Gop sur
h0(X) et h2 d(X) n'est pas néessairement triviale.Démonstration. � Compte tenu du lemme 3.1, il su�t de montrer pour tout g ∈ Gles relations

1

n
i∗ x
∗ g∗ π∗ = ψ(g)∗ (3.1.2)et

1

n
π∗ g

∗ x∗ i
∗ = ψ(g)∗. (3.1.3)La relation (3.1.2) est immédiate ompte tenu des égalités π g = ψ(g)π et i∗ x∗ π∗ = n.Pour montrer la relation (3.1.3), on utilise les égalités g∗ g∗ = Idh(X) et ψ(g)∗ ψ(g)∗ =

Idh(Spec(k′)) ([Sh94, �1.10℄) d'où g∗ = (g−1)∗ et ψ(g−1)∗ = ψ(g)∗. Compte tenu de
π g−1 = ψ(g−1)π, il s'ensuit

1

n
π∗ g

∗ x∗ i
∗ =

1

n
ψ(g−1)∗ π∗ x∗ i

∗ = ψ(g)∗. (3.1.4)Si X est géométriquement intègre, on a k′ = k et ψ est trivial, d'où la se-onde assertion. Pour montrer la dernière assertion, il su�t de onsidérer la variété
X ×Spec(k) Spec(k′), où X est projetive, lisse et intègre, k′/k est une extension �nietelle que Autk(k

′) est non trivial et G = Autk(k
′)op agit sur X ×Spec(k) Spec(k′) vial'ation naturelle sur le deuxième fateur.3.2. Dé�nition et propriétés de la fontion L motivique. �Notation 3.5. � Si G est un groupe �ni et F un orps, on appellera F -représentation de G toute représentation linéaire de dimension �nie de G dé�nie sur

F . Si ρ est une F -représentation on note Vρ son espae de représentation et χρ sonaratère.



12 DAVID BOURQUISoit G un groupe �ni et ρ une F -représentation de G. Les auteurs de [DM06℄assoient alors à tout objet M de CHM(k)F muni d'une ation de G une fontion Ld'Artin motivique
LDMmot(M,G, ρ, t)

déf
= Zmot((M ⊗ Vρ)

G, t) ∈ 1 +K0 (CHM(k)F ) [[t]]+ (3.2.1)et à toute k-G-variété projetive et lisse X la fontion
LDMmot(X,G, ρ, t) déf

= LDMmot(h(X), Gop, ρop, t) (3.2.2)où ρop est la représentation opposée de ρ. Notons que pour d ∈ Z, on a un isomor-phisme (M(−d) ⊗ V )G
∼
→ (M ⊗ V )G(−d), d'où, d'après (2.4.4),

LDMmot(M(−d), G, ρ, t) = LDMmot(M,G, ρ,Ld t). (3.2.3)Si k est de aratéristique zéro, la proposition 2.7 de [DM06℄ et le lemme 7.1 de[Bit04℄ montrent qu'il existe un unique morphisme de groupes
LDMmot( . , G, ρ, t) : K0(G-Vark) → 1 +K0 (CHM(k)F ) [[t]]+ (3.2.4)qui envoie la lasse d'une G-variété projetive et lisse X sur LDMmot(X,G, ρ, t).Remarque 3.6. � Les auteurs de [DM06℄ supposent dans tout leur artile que leorps F des oe�ients des motifs ontient toutes les raines de l'unité, mais ettehypothèse est inutile pour la dé�nition de LDMmot et les résultats de [DM06℄ utilisésdans la présente setion. Ils n'utilisent ette hypothèse qu'à partir de la setion 5 deleur artile.Remarque 3.7. � D'après [And04, �4.2.2.℄, si E → F est une extension, il existeun morphisme d'anneaux naturelK0 (CHM(k)E) → K0 (CHM(k)F ) et la formation de

LDMmot est ompatible à e hangement de oe�ients, i.e. si ρ est une F -représentation,l'image de LDMmot(X,G, ρ, t) par e morphisme oïnide ave LDMmot(X,G, ρ⊗E F, t).Lemme 3.8. � Si k est de aratéristique zéro et si ρ = triv est la représentationtriviale, on a pour toute G-k-variété quasi-projetive X
LDMmot(X,G, triv, t) = Zmot(X/G, t). (3.2.5)Démonstration. � Il su�t de le montrer pour X projetive et lisse. On a alors, pardé�nition,
LDMmot(X,G, triv, t) = Zmot(h(X)G, t) (3.2.6)D'après le théorème 2.4, on a Zmot(h(X)G, t) = Zmot(X/G, t).Proposition 3.9. � Si M est pair (respetivement impair), (M ⊗V )G est pair (re-spetivement impair). Si M est de dimension �nie, (M ⊗V )G est de dimension �nie ;en partiulier LDMmot(M,G, ρ, t) est rationnelle.



NOMBRE DE TAMAGAWA MOTIVIQUE 13Démonstration. � On a des isomorphismes Symn(M ⊗ V )
∼
→ Symn(M) ⊗ Symn(V )et Altn(M ⊗V )

∼
→ Altn(M)⊗Altn(V ). Ainsi si M est pair (repetivement impair) ilen est de même pour M ⊗ V . En partiulier si M est de dimension �nie, M ⊗ V estde dimension �nie. Or (M ⊗V )G est un fateur diret de M ⊗V , et un fateur diretd'un objet de dimension �nie est de dimension �nie.Proposition 3.10. � Si M est un motif d'Artin muni d'une ation de G et ρ une

F -représentation de G, alors (M ⊗ Vρ)
G est enore un motif d'Artin. En partiulier

LDMmot(M,G, ρ, t)−1 est un élément de 1 +K0 (MA(k)F ) [t]+.Démonstration. � La première assertion est immédiate. Compte tenu du fait que lesmotifs d'Artin sont pairs et de la formule (2.3.2), la deuxième en déoule.Lemme 3.11. � Soit G un groupe �ni et ρ une F -représentation de G. On onsidèrela struture de G-module sur W déf
= F [G] ⊗ Vρ donnée par la régulière gauhe sur

F [G] et l'ation triviale sur Vρ. Alors l'endomorphisme πG,ρ déf
= 1
|G|

∑
g∈G ρd(g)⊗ρ(g)(ρd désignant la régulière droite) est un projeteur G-équivariant de W , d'image G-isomorphe à Vρ.Démonstration. � On véri�e que l'appliation

Vρ −→ Im(πG,ρ)

v 7−→
∑
g∈G

g ⊗ ρ(g)v (3.2.7)est un isomorphisme G-équivariant.La proposition suivante préise les propositions 13.3.1.2 de [And04℄ et 4.5 de[DM06℄. Remarquons que dans es deux derniers énonés, il est néessaire de supposerla ourbe géométriquement intègre.Proposition 3.12. � Soit C une k-ourbe projetive et lisse.1. Zmot(C , t) est rationnelle. Plus préisément, si C est irrédutible et k′ est leorps des onstantes de C , la série formelle(2)
Zmot(k′, t)−1 Zmot(k′,L t)−1 Zmot(C , t) (3.2.8)est un élément de 1 +K0 (CHM(k)F ) [t]+. En partiulier, si C est géométrique-ment intègre on a

(1 − t) (1 − L t)Zmot(C , t) ∈ 1 +K0 (CHM(k)F ) [t]+ (3.2.9)On suppose à présent que C est irrédutible et qu'un goupe �ni G agit sur C . Rappelons(f. proposition 3.4) que Gop agit alors naturellement sur h0(C ) et h2(C ). Soit ρ une
F -représentation de G.
(2)La proposition 3.10 montre que Zmot(k′, t)−1 est dans 1 + K0 (CHM(k)F ) [t]+.



14 DAVID BOURQUI2. LDMmot(C , G, ρ, t) est rationnelle. Plus préisément(3), on a
Zmot((h0(C ) ⊗ Vρop)Gop

, t)−1 Zmot((h0(C ) ⊗ Vρop)Gop
,L t)−1 LDMmot(C , G, ρ, t)

∈ 1 +K0 (CHM(k)F ) [t]+ (3.2.10)3. On suppose que l'ation de Gop sur h0(C ) et h2(C ) est triviale.(a) Pour toute F -représentation ρ irrédutible non triviale, LDMmot(C , G, ρ, t)est un polyn�me.(b) Pour toute F -représentation ρ, on a
[
Zmot(k′, t)−1 Zmot(k′,L t)−1

]rg(V G
ρ )

LDMmot(C , G, ρ, t) ∈ 1 +K0 (CHM(k)F ) [t]+.(3.2.11)En partiulier, si C est géométriquement intègre on a
[(1 − t) (1 − L t)]

rg(V G
ρ )

LDMmot(C , G, ρ, t) ∈ 1 +K0 (CHM(k)F ) [t]+. (3.2.12)4. On suppose que C = Y ×k k
′, où Y est géométriquement intègre, Gop =

Gal(k′/k) et G agit sur Y ×k k
′ via l'ation naturelle sur le deuxième fateur.Pour toute F -représentation ρ de G, on a alors

[
Zmot(Vρop , t)−1 Zmot(Vρop ,L t)−1

]
LDMmot(C , G, ρ, t) ∈ 1 +K0 (CHM(k)F ) [t]+.(3.2.13)Démonstration. � On reprend les notations 3.3. Soit h1(C ) l'image du projeteur

Id−px − p′x. Alors h1(C ) est impair ([Kim05, Theorem 4.2℄), don (proposition 2.5)
Zmot(h1(C ), t) est dans 1 +K0 (CHM(k)Q) [t]+. La déomposition

h(C ) = h0(C ) ⊕ h1(C ) ⊕ h2(C ) (3.2.14)induit la déomposition
Zmot(C , t) = Zmot(h0(C ), t)Zmot(h1(C ), t)Zmot(h2(C ), t). (3.2.15)Des isomorphismes h0(C )

∼
→ h(Spec(k′)) et h2(C )

∼
→ h(Spec(k′))(−1) on déduit lepoint 1.Comme px et p′x sont ompatibles à l'ation de Gop (proposition 3.4), Id−px − p′xl'est également et on a (lemme 3.2)

(h(C ) ⊗ Vρ)
Gop

=
(
h0(C ) ⊗ Vρ

)Gop
⊕
(
h1(C ) ⊗ Vρ

)Gop
⊕
(
h0(C ) ⊗ Vρ

)Gop (3.2.16)d'où une déomposition
LDMmot(C , G, ρ, t)

= Zmot((h0(C ) ⊗ Vρ)
Gop

, t)Zmot((h1(C ) ⊗ Vρ)
Gop

, t)Zmot((h2(C ) ⊗ Vρ)
Gop

, t).(3.2.17)
(3)La proposition 3.10 montre que Zmot((h0(C ) ⊗ Vρop)Gop

, t)−1 est dans 1 + K0 (CHM(k)F ) [t]+.



NOMBRE DE TAMAGAWA MOTIVIQUE 15Comme h1(C ) est impair, (h1(C ) ⊗ Vρ)
Gop l'est également (proposition 3.9) et

Zmot((h1(C )⊗ Vρ)
Gop

, t) est un élément de 1 +K0 (CHM(k)F ) [t]+. Par ailleurs, on a
Zmot((h2(C ) ⊗ Vρ)

Gop
, t) = Zmot((h0(C )(−1) ⊗ Vρ)

Gop
, t) (3.2.18)

= Zmot((h0(C ) ⊗ Vρ)
Gop

(−1), t) (3.2.19)
= Zmot((h0(C ) ⊗ Vρ)

Gop
,L t). (3.2.20)Cei montre le point 2.Pour montrer le point 3, on remarque que si l'ation de Gop sur h0(C )

∼
→

h(Spec(k′)) est triviale, et si ρ est irrédutible, on a (
h0(C ) ⊗ Vρop)Gop

=

h0(C ) ⊗ V G
op

ρop = 0 Si ρ est quelonque, on obtient don en déomposant Vρ ensomme de G-représentations irrédutibles un isomorphisme de F -Gk-représentationsdisrètes
(
h0(C ) ⊗ Vρop)Gop ∼

→ h0(C )dim(V G
ρ ) ∼→ h(Spec(k′))dim(V G

ρ ) (3.2.21)et on applique le point 2.Montrons a présent le point 4. Via l'équivalene de atégories (2.5.1), le motifd'Artin h(Spec(k′)) s'identi�e à la représentation régulière gauhe de Gal(k′/k).D'après la proposition 3.4, l'ation de Gal(k′/k) sur h0(C )
∼
→ h(Spec(k′))

∼
→

F [Gal(k′/k)] induite par l'ation de Gal(k′/k)op sur Y ×k k
′ est la représentationrégulière droite. On applique alors le point 2 et le lemme 3.11.4. La fontion L d'Artin motivique dé�nie omme produit eulerienmotiviqueDans ette setion, nous allons donner, pour un orps k de aratéristique zéro,une autre dé�nition de la fontion L d'Artin motivique attahée à une k-G-variétéquasi-projetive et une Q-représentation de G, sous forme d'un � produit eulérienmotivique �, et montrer que la fontion obtenue oïnide ave elle de Dhillon etMina.4.1. Motif virtuel assoié à une formule. � Conernant les rappels que ontientette sous-setion, on renvoie à [DL01℄, [DL02℄ ou [Ni07℄ pour plus de détails.Dans toute la suite, on appelle k-formule une formule logique du premier ordre dansle langage des anneaux à oe�ients dans un orps k. Pour toute formule ϕ en nvariables libres et toute extension K de k on notera ϕ(K) le sous-ensemble de Knonstitué des éléments de Kn satisfaisant ϕ. Si X est une k-variété quasi-a�ne, onappellera formule sur X toute formule en n variables libres de la forme ϕ ∧ ϕX où ϕest une formule en n variables libres et ϕX la formule dé�nissant les équations d'unplongement de X dans l'espae a�ne An.Un orps pseudo-�ni est un orps parfait K véri�ant les propriétés suivantes :1. toute variété géométriquement irrédutible sur K a un point rationnel dans K ;



16 DAVID BOURQUI2. une l�ture algébrique de K étant �xée, pour tout n > 1, K admet une uniqueextension de degré n dans ette l�ture algébrique.Tout orps admet une extension qui est un orps pseudo-�ni.Soient ϕ et ψ des formules à oe�ients dans k en les variables libres (x1, . . . , xm)et (y1, . . . , yn), respetivement. On dit que ϕ est un d-revêtement de ψ s'il existe uneformule θ en les variables libres (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) tel que pour tout orps pseudo-�ni K ontenant k, l'ensemble θ(K) ⊂ Kn × Km est le graphe d'une appliation dpour 1 de ϕ(K) vers ψ(K). Les formules ϕ et ψ sont dites logiquement équivalentessi ϕ est un 1-revêtement de ψ.L'anneau de Grothendiek de la théorie des orps pseudo-�nis sur k, noté
K0(PFFk), est engendré omme groupe par les symboles [ϕ], où ϕ est une k-formule, et les relations [ϕ] = [ψ] si ϕ et ψ sont logiquement équivalentes, ainsi que
[ϕ ∨ ψ] + [ϕ ∧ ψ] = [ϕ] + [ψ] si ϕ et ψ ont les mêmes variables libres. Le produit estdé�ni par [ϕ].[ψ]

déf
= [ϕ ∧ ψ] .Si k est de aratéristique zéro, Denef et Loeser ont montré dans [DL01℄ et [DL02℄omment assoier de manière anonique à toute k-formule un motif de Chow virtuel� ave dénominateur �, i.e. un élément de K0 (CHM(k)Q) ⊗ Q. Dans [Ni07℄ etteonstrution est étendue à un adre relatif. Pour démontrer es résultats, une util-isation ruiale est faite de la théorie de l'élimination des quanti�ateurs dans lesorps pseudo-�nis en termes de formules galoisiennes, dûe à Fried, Jarden et Saer-dote. Rappelons e qu'est une formule galoisienne : soit X une variété a�ne normalemunie d'une ation libre d'un groupe �ni G. Si C est une lasse de onjugaison desous-groupes yliques de G, on note ϕ

X,G,C
une formule sur X/G telle que, pourtoute k-extension pseudo-�nie K, ϕ

X,G,C
(K) s'identi�e à l'ensemble des éléments de

(X/G)(K) qui admette les éléments de C omme groupes de déomposition dans
X → X/G. Si C est un élément de C, e dernier ensemble oïnide ave l'ensembledes éléments de (X/G)(K) qui se relèvent à un élément de (X/C)(K) mais pas à unélément de (X/D)(K) pour tout sous-groupe strit D de C, e qui montre l'existened'une telle formule d'anneau.On a alors le résultat suivant (f. [DL02, Theorem 2.1℄ et [Ni07, Lemma 8.5℄).Théorème 4.1 (Denef-Loeser,Niaise). � Soit k un orps de aratéristiquezéro. Il existe un unique morphisme d'anneaux

χform : K0(PFFk) −→ Kvar
0 (CHM(k)Q)

Q
(4.1.1)qui envoie la lasse d'une formule qui est une onjontion d'équations polyn�mialesur la lasse de la variété a�ne dé�nie par es équations et qui satisfait, pour toutesformules ϕ et ψ telle que ϕ est un d-revêtement de ψ,

χform (ϕ) = dχform (ψ) . (4.1.2)Ce morphisme possède en outre les propriétés suivantes :



NOMBRE DE TAMAGAWA MOTIVIQUE 171. si X est une k-variété a�ne normale munie d'une ation libre de G et C est unelasse de onjugaison de sous-groupes yliques de G, on a (f. théorème 2.2)
χform (ϕX,G,C

)
= χeq(X, θC) (4.1.3)où θC est la fontion

θC : g 7→

{
1 si le groupe engendré par g est dans C

0 sinon. (4.1.4)2. Supposons que k soit un orps de nombres. Soit ℓ un nombre premier. Soit
ϕ ∈ K0(PFFk). Alors pour presque tout idéal premier non nul p de k on a
Trp(χℓ(χform(ϕ))) = |ϕ(κp)|.Dé�nition 4.2. � Soit k un orps quelonque, G un groupe �ni et X une k-variétéquasi-projetive munie d'une ation libre de G. Si X est projetive et lisse, on dé�nit

χform(ϕ
X,G,C

) ∈ K0 (CHM(k)Q)⊗Q par la relation (4.1.3) (f. la dé�nition 2.3). Dansle as général, on dé�nit [ϕ
X,G,C

]var ∈ K0(Vark) ⊗ Q omme suit : si G est ylique,on dé�nit [ϕ
X,G,G

]var par réurrene sur |G| en utilisant la relation
|G| [X/G] =

∑

C<G

|C|
[
ϕ

X,C,C

]var ; (4.1.5)pour G quelonque et C une lasse de onjugaison de sous-groupes yliques de G, onpose [ϕ
X,G,C

]var = |C|
|NG(C)|

[
ϕ

X,C,C

]var où C est un élément de C.Remarque 4.3. � Supposons X projetive et lisse. Si k est un orps global, enraisonnant omme dans la preuve du lemme 3.3.2 de [DL01℄, on voit que pour presquetoute plae �nie p de k la quantité Trp(χℓ(χform(ϕ
X,G,C

))) est égale au ardinal del'ensemble des éléments de (X/G)(κp) ayant déomposition C dans le revêtement
X → X/G.Supposons à présent k �ni. Soit Fk ∈ Gk le Frobenius géométrique. Pour r > 1, onnote kr l'extension de degré r de k. Toujours en raisonnant omme dans la preuve dulemme 3.3.2 de [DL01℄, on voit que, pour tout entier r > 1, Tr(F rk |χℓ(χform(ϕ

X,G,C
)))est égal au ardinal de l'ensemble des éléments de (X/G)(kr) ayant déomposition Cdans le revêtement X → X/G.Par ailleurs, si k est de aratéristique zéro et X est a�ne normale, le théorèmepréédent montre que, par onstrution, on a

χvar([ϕX,G,C

]var) = χform(ϕX,G,C ). (4.1.6)4.2. Le motif virtuel des points fermés de degré n. � Nous rappelons dansette sous-setion la onstrution du paragraphe 2.5 de [Bou06℄. Soit k un orps dearatéristique zéro et X une k-variété quasi-projetive. Pour tout entier n > 1, onnote Symn(X)0 l'ouvert de Symn(X) onstitué des ensembles de n points deux à deuxdistints. Le morphisme πn : Xn → Symn(X) induit don un Sn-revêtement étale
πn : π−1

n (Symn(X)0) −→ Symn(X)0 (4.2.1)



18 DAVID BOURQUISupposons à présent X a�ne. Soit Cn est la lasse des sous-groupes de Sn engendrépar un n-yle. On note ψn(X) la formule galoisienne ϕ
π
−1
n (Symn(X)0),Sn,Cn

.Remarque 4.4. � Pour toute k-extension pseudo-�nie K, l'appliation qui a unélément de {x1, . . . , xn} de ψn(X)(K) assoie le zéro-yle K-rationnel ∑ xi induitdon une bijetion de ψn(X)(K) sur l'ensemble des points fermés de degré n de XK .La lasse de ψn(X) dans K0(PFFk) ne dépend pas du hoix du plongement a�nede X , on la note enore ψn(X).Remarque 4.5. � Si L est une k-extension �nie séparable, on a ψn(Spec(L)) = 0si n > [L : k].Comme K0(Vark) est engendré par les lasses de variétés a�nes et que pour toutouvert a�ne U d'une variété a�ne X on a la relation ψn(X) = ψn(U) + ψn(X \ U)(f. [Bou06, Lemme 3.7℄) il existe un unique morphisme de groupes
K0(Vark) → K0(PFFk) (4.2.2)qui envoie la lasse d'une variété a�ne X sur ψn(X). On note enore ψn( . ) le mor-phisme de groupes K0(Vark) → K0 (CHM(k)Q) ⊗ Q obtenu par omposition avele morphisme χform du théorème 4.1. Rappelons l'énoné de la proposition 2.17 de[Bou06℄.Proposition 4.6. � Soit k un orps de aratéristique zéro. Pour toute k-variété

X, on a la relation
∑

n>1


∑

d|n

dψd(X)


 tn

n
= t

d log

dt
Zmot(X, t) (4.2.3)soit de manière équivalente

∀n > 1, Φn(X) =
∑

d|n

dψd(X). (4.2.4)Dé�nition 4.7. � Si k est de aratéristique non nulle et X est une k-variété pro-jetive et lisse, on dé�nit ψn(X) ∈ K0 (CHM(k)Q)
Q
par la relation (4.2.4). De mêmesi k est quelonque et X est une k-variété quasi-projetive, on dé�nit ψn,var(X) ∈

K0(Vark) ⊗ Q par la relation
∀n > 1, Φn,var(X) =

∑

d|n

dψd,var(X) (4.2.5)(de sorte que si k est de aratéristique nulle, on a χvar(ψn,var(X)) = ψn(X)).Remarque 4.8. � Une autre possibilité pour dé�nir ψn,var(X) serait bien sûr deposer (f. dé�nition 4.2) ψn,var(X)
déf
=
[
ϕ

π
−1
n (Symn(X)0),Sn,Cn

]var. D'après (4.1.6), si k



NOMBRE DE TAMAGAWA MOTIVIQUE 19est de aratéristique 0 on a enore χvar(ψn,var(X)) = ψn(X). Mais il n'est pas lairque la relation (4.2.5) soit alors véri�ée.Corollaire 4.9. � Supposons que k soit un orps de nombres. Soit X une k-variété.Pour presque toute plae �nie p de k, on a la propriété suivante : pour tout n > 1,le nombre de points de Φn(X) (respetivement ψn(X)) modulo p est égal au nombrede points de Xp à valeurs dans une extension de degré n de κp (respetivement aunombre de points fermés de degré n de Xp).Démonstration. � Cei déoule du orollaire 2.9, de la relation (4.2.3) et des relationslassiques liant fontion zêta de Hasse-Weil, nombre de points fermés de degré n etnombre de points à valeurs dans une extension de degré n.4.3. Motif virtuel assoié à un symbole d'Artin. � Utilisant toujours la on-strution de Denef et Loeser, nous dé�nissons dans ette sous-setion des motifsvirtuels assoié naturellement aux symboles d'Artin (f. la proposition 4.14). Nousverrons à la setion 4.6 qu'en un ertain sens, ils oïnident ave les motifs virtuelsanalogues dé�nis par Dhillon et Mina dans [DM06℄. Le lemme élémentaire suivantnous sera utile.Lemme 4.10. � Soit π : X −→ Y un morphisme de k-variétés a�nes. Soit Kune k-extension pseudo-�nie de k, dont on �xe une l�ture algébrique. Soit n > 1un entier, Symn π : SymnX → Symn Y le morphisme induit par π et Kn l'uniqueextension de degré n de K. Soit y ∈ ψn(K) ⊂ (Symn Y )(K), soit ỹ le point fermé dedegré n de XK assoié, et soit y un élément de Y (Kn) ayant pour image ỹ. Alors yse relève via Symn π en un point de (SymnX)(K) si et seulement si y se relève via
π en un point de X(Kn).Notation 4.11. � Soit G un groupe �ni. On note IrrQ(G) l'ensemble des lassesd'isomorphismes de Q-représentations irrédutibles de G et Conj(G) l'ensemble deslasses de onjugaison de sous-groupes yliques de G.Soit ρ une Q-représentation de G, C un élément de Conj(G) et g un générateurd'un élément de C. La valeur de χρ(g) ne dépend pas du hoix d'un tel g : on la note
χρ(C).Soit G un groupe �ni, X une k-G-variété a�ne sur k et Y déf

= X/G. Soit I une lassede onjugaison de sous-groupes de G. On note YI le sous-ensemble ontrutible de Yformé des points ayant un groupe d'inertie dans I. Soit D une lasse de onjugaisonde sous-groupes de G véri�ant la propriété suivante : il existe des éléments I de I et
D de D tels que I ⊂ D ⊂ NG(I) et D/I est ylique.Soit n > 1 un entier. On note Symn(YI)0 le sous-ensemble onstrutible de
Symn(Y ) formé de l'intersetion de Sym(Y )n0 ave l'image de Y nI dans Symn(Y ).



20 DAVID BOURQUIOn note ψ
X,G,I,D,n

une formule dont l'interprétation dans toute k-extension pseudo-�nie K est l'ensemble des éléments de Symn(YI)0(K), satisfaisant ψn(Y ), qui serelèvent en un point K-rationnel de Symn(X/D) mais pas à un point K-rationnel de
Symn(X/D′) pour tout sous-groupe strit D′ de D.Remarque 4.12. � D'après le lemme 4.10, la bijetion naturelle entre ψn(K) etles points fermés de degré n de YK (f. la remarque 4.4) met en orrespondane leséléments de ψX,G,I,D,n (K) et les points fermés de degré n de YK ayant dans le G-revêtement XK → YK un groupe d'inertie dans I et un groupe de déompositiondans D.On suppose à présent k de aratéristique zéro. L'image de ψ

X,G,I,D,n
par le mor-phisme χform du théorème 4.1 ne dépend pas du hoix du plongement a�ne de X , onla note enore ψ

X,G,I,D,n
. On véri�e que si U est un ouvert a�ne G-stable de X , ona la relation
ψ

X,G,I,D,n
= ψ

U,G,I,D,n
+ ψ

X\U,G,I,D,n
(4.3.1)e qui permet de dé�nir, à G, I, C et n �xés, un morphisme de groupes

ψ
. ,G,I,D,n

: K0(G-Vark) −→ Kvar
0 (CHM(k)Q)

Q
. (4.3.2)Remarque 4.13. � Soit G un groupe �ni, L une extension �nie de k et π : G →

Autk(Spec(L)) un morphisme. Pour tout n > 1, on a ψ
Spec(L),G,I,D,n

= 0 si I 6=

{Ker(π)}. Par ailleurs, d'après la remarque 4.5, on a ψ
Spec(L),G,{ker(π)},D,n

= 0 si n >
[LG : k].Proposition 4.14. � Supposons que k soit un orps de nombres. Soit n > 1. Pourpresque toute plae �nie p, le nombre de points modulo p de ψ

X,G,I,D,n
est égal aunombre de points fermés de degré n de (X/G)p ayant un groupe d'inertie dans I etun groupe de déomposition dans D.Démonstration. � On peut supposer X a�ne. Pour presque tout p, la G-variété Xa bonne rédution en p. D'après le lemme 4.10 et le point 2. du théorème 4.1 il y aalors une bijetion entre les éléments de ψX,G,I,D,n (κp) et les points fermés de degré

n de Yκp
ayant dans le G-revêtement Xκp

→ Yκp
un groupe d'inertie dans I et ungroupe de déomposition dans D. On onlut grâe au point 2 du théorème 4.1.Remarque 4.15. � Nous ignorons s'il est possible de trouver un ensemble �ni deplaes S de k tel que pour tout n > 1 et tout p /∈ S le nombre de points modulo p de

ψ
X,G,I,D,n

est égal au nombre de points fermés de degré n de (X/G)p ayant un grouped'inertie dans I et un groupe de déomposition dans D (i.e. s'il existe une versionuniforme en n de la proposition 4.14). C'est en tout as vrai si X est de dimensionzéro (d'après la remarque 4.13) ou de dimension un (f. la remarque 4.39 i-dessous).



NOMBRE DE TAMAGAWA MOTIVIQUE 21Notation 4.16. � Si G est un groupe �ni, on note Conj(G) l'ensemble des lassesde onjugaison de sous-groupes de G. Si I est un élément de Conj(G), on noteConj(G, I) l'ensemble des lasses de onjugaison C de G véri�ant la propriété sui-vante : il existe des éléments I de I et C de C tels que I ⊂ C ⊂ NG(I) et C/I estylique.Remarque 4.17. � Soit X une G-variété a�ne. Pour n > 1 donné, d'après lesremarques 4.4 et 4.12 il est immédiat que les formules
(
ψ

X,G,I,D,n

)
I∈Conj(G),D∈Conj(G,I) (4.3.3)forment une partition de la formule ψn(X/G), i.e. on a pour toute k-extension pseudo-�nie K

ψn(X/G)(K) =
⊔

I∈Conj(G),
D∈Conj(G,I)ψX,G,I,D,n

(K). (4.3.4)En partiulier, pour toute G-variété quasi-projetive X , on a dans K0(PFFk) la rela-tion
ψn(X/G) =

∑

I∈Conj(G),
D∈Conj(G,I)ψX,G,I,D,n . (4.3.5)Nous introduisons à présent une onstrution qui nous sera utile pour la démon-stration de la ompatibilité à l'indution de la fontion L d'Artin motivique (f. lemme4.30).Notation 4.18. � Soit H un sous-groupe d'un groupe �ni G. Soit J ∈ Conj(H),

D ∈ Conj(H,J ), I ∈ Conj(G) et C ∈ Conj(G, I). On érit (J ,D) ⊂ (I, C)∩H sion a la propriété : il existe un élément (I, C) de I × C tel que I est distingué dans C,
C/I est ylique, C ∩H ∈ D et I ∩H ∈ J . On note alors

fI,CJ ,D
déf
=

|C| |I ∩H |

|C ∩H | |I|
(4.3.6)et

dI,CJ ,D
déf
=
∣∣{g ∈ C\G/H, g C g−1 ∩H ∈ D et g I g−1 ∩H ∈ J }

∣∣ . (4.3.7)Remarque 4.19. � SoitX une k-G-variété quasi-projetive. SoitK une k-extensionpseudo-�nie et y un point fermé de (X/H)K , ayant déomposition D et inertie J . Onnote C (respetivement I) les groupes de déomposition (respetivement d'inertie) del'image x de y dans (X/G)K . Alors le degré de l'extension de orps résiduel κx → κyest fI,CJ ,D, et il y a exatement dI,CJ ,D points fermés de (X/H)K ayant déomposition
D, inertie J , et image x.Soit n > 1 et d un diviseur de n. Pour toute k-variété quasi-projetive X ,on note π(d,n) : SymdX → SymnX le morphisme qui envoie {x1, . . . , xd} sur
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{x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸

n
d fois , x2, . . . , x2, . . . , xd, . . . , xd}. Considérons à présent une k-G-variété a�ne

X et H un sous-groupe de G. Soit p le morphisme naturel X/H → X/G. Soit
J ∈ Conj(H), D ∈ Conj(H,J ), I ∈ Conj(G) et C ∈ Conj(G, I) tels que
(J ,D) ⊂ (I, C) ∩ H . Pour n > 1, on note ψI,C

X,H,J ,D,n
une formule sur Symn(X/H)dont l'interprétation dans toute k-extension pseudo-�nie K est l'ensemble deséléments de Symn(X/H)(K)1. qui sont dans ψ

X,H,J ,D,n
(K) ;2. dont l'image par Symn p dans Symn(X/G)(K) est l'image par πn/fI,C

J ,D,n
d'unélément de Symn/fI,C

J ,D (X/G)(K) qui est dans ψ
X,G,I,C,n/f

I,C
J ,D

(K).L'identi�ation anonique de ψX,H,J ,D,n(K) à [(X/H)K ](0)
H,J ,D,n

met don en bijetion
ψI,C

X,H,{e},D,n
(K) ave l'ensemble des éléments de [(X/H)K ](0)

H,J ,D,n
dont l'image par pest dans [(X/G)K ](0)

H,I,C,d
. En partiulier, les ensembles ψI,C

X,H,J ,D,n
(K), où (C, I) déritl'ensemble des éléments de Conj(G)2 tels que C ∈ Conj(G, I) et (J ,D) ⊂ (I, C)∩H ,forment une partition de ψX,H,J ,D,n(K). On en déduit également que p induit uneappliation dI,CJ ,D pour 1 de ψ

X,H,J ,D,n
(K) sur son image par Symn p, laquelle est enbijetion ave ψ

X,G,I,C, n

f
I,C
J ,D

(K).Supposons à présent k de aratéristique zéro. L'image de ψI,C
X,H,J ,D,n

par le mor-phisme χform du théorème 4.1 ne dépend pas du hoix du plongement a�ne de X ,on la note enore ψI,C
X,H,J ,D,n

. En outre ψI,C
X,H,J ,D,n

est ompatible à la déompositiond'une G-variété a�ne en une sous-G-variété a�ne ouverte et son omplémentaire. Ondé�nit ainsi, à G, H , J , D, I, C et n �xés, un morphisme de groupes
ψI,C

. ,H,J ,D,n
: K0(G-Vark) −→ Kvar

0 (CHM(k)Q)
Q

(4.3.8)vér�ant, d'après e qui préède, les deux relations suivantes.Lemme 4.20. �
ψX,H,J ,D,n =

∑

(I,C)∈Conj(G)2

C∈Conj(G,I)
(J ,D)⊂(I,C)∩H

ψI,C
X,H,J ,D,n

(4.3.9)Lemme 4.21. �
ψI,C

X,H,J ,D,n
= dI,CJ ,D ψ

X,G,I,C,n/f
I,C
J ,D

. (4.3.10)4.4. Dé�nition via le produit eulérien motivique. �Notation 4.22. � Soit G un groupe �ni et ρ une Q-représentation de G. Soit I ∈Conj(G) et D ∈ Conj(G, I). Soient I et D des éléments de I et D respetivementtels qu'on ait I ⊂ D ⊂ NG(I) et D/I ylique. Soit g un élément de D dont l'image



NOMBRE DE TAMAGAWA MOTIVIQUE 23engendre D/I. L'élément de Q[t] det(Id−t ρ(g) |V I) ∈ Q[t] ne dépend pas des hoixde I, D et (omme ρ est dé�nie sur Q) g ; on le note Pρ,I,D(t).Rappelons la dé�nition de la fontion L d'Artin lassique omme produit eulerien.C'est sur ette dé�nition qu'est modelée notre dé�nition de la fontion L d'Artinmotivique omme produit eulerien motivique.Soit k un orps �ni, X une k-G-variété quasi-projetive, E un orps et ρ une
E-représentation de G. Soit (X/G)(0) l'ensemble des points fermés de X/G. Pour
y ∈ (X/G)(0), soit Dy un groupe de déomposition au-dessus de y, Iy le grouped'inertie orrespondant, et Fry une préimage dans Cy du Frobenius orrespondant.Le fateur loal de la fontion L d'Artin en y s'érit alors

Ly(X,G, ρ, t)
déf
= det(Id−tdeg(y) ρ(Fry) |V

Iy)−1 (4.4.1)La fontion L d'Artin assoiée aux données préédentes est l'élément de 1 + E[[t]]+dé�ni par
LAr(X,G, ρ, t) déf

=
∏

y∈(X/G)(0)

Ly(X,G, ρ, t). (4.4.2)Supposons à présent que E = Q. Pour y ∈ (X/G)(0), on note Iy (respetivement
Dy) l'ensemble des groupes d'inertie (respetivement de déomposition) au-dessus de
y. La dé�nition (4.4.1) se réérit alors

Ly(X,G, ρ, t) = Pρ,Iy,Dy(tdeg(y))−1. (4.4.3)Notation 4.23. � Soit X une k-G-variété quasi-projetive. Pour tout n > 1, tout
I ∈ Conj(G) et D ∈ Conj(G, I), on note X(0)

G,I,D,n
l'ensemble des points fermés de

X/G de degré n ayant inertie I et déomposition D.On a don la relation
LAr(X,G, ρ, t) =

∏

n>1

∏

I∈Conj(G)
D∈Conj(G,I)Pρ,I,D(tn)

−
∣∣∣X(0)

G,I,D,n

∣∣∣
. (4.4.4)Notation 4.24. � Si A est une Q-algèbre, P un élément de 1 + A[[t]]+ et a unélément de A on pose

P (t)a
déf
= 1 +

∑

n>1

a.(a− 1) . . . (a− n+ 1)

n!
(P (t) − 1)n (4.4.5)

= exp (a log[P (t)]) . (4.4.6)Dé�nition 4.25. � Soit k un orps de aratéristique zéro, G un groupe �ni, ρ une
Q-représentation de G, X une k-G-variété quasi-projetive et Y = X/G. Motivé par



24 DAVID BOURQUIla relation (4.4.4), on dé�nit la fontion L d'Artin motivique assoiée à es donnéesomme étant l'élément de 1 +Kvar
0 (CHM(k)Q)

Q
[[t]]+ dé�ni par

Lmot(X,G, ρ, t) déf
=
∏

n>1

∏

I∈Conj(G)

∏

D∈Conj(G,I) Pρ,I,D(tn)−ψX,G,I,D,n (4.4.7)4.5. Propriétés. � Dans toute ette partie, le orps k est supposé de aratéris-tique zéro.4.5.1. Lien ave la fontion zêta motivique. � Dans le as d'un orps de base �ni,si ρ est triviale, LAr(X,G, ρ, t) est la fontion zêta de Hasse-Weil de X/G. On a unrésultat similaire pour la fontion L motivique.Lemme 4.26. � Soit X une k-G-variété quasi-projetive. On a
Lmot(X,G, triv, t) = Zmot(X/G, t) (4.5.1)Démonstration. � D'après la relation (4.3.5) et la dé�nition de Lmot(X,G, triv, t),on a

Lmot(X,G, triv, t) =
∏

n>1

(1 − tn)
−ψn(X/G) (4.5.2)D'après la proposition 2.17 de [Bou06℄, le membre de droite de (4.5.2) oïnide ave

Zmot(X/G, t).4.5.2. Somme direte, quotient, indution et restrition. � Nous énonçons et démon-trons à présent quelques propriétés élémentaires des fontions L d'Artin motiviques,pendant naturel de propriétés des fontions L d'Artin lassiques : ompatibilité àla somme direte, au quotient, à l'indution et à la restrition des représentations.La ompatibilité à la somme direte et à l'indution nous permettra de montrer quenotre fontion oïnide ave la fontion dé�nie par Dhillon et Mina (qui véri�e lespropriétés analogues), et dans le as d'un orps de nombres se spéialise sur la fontiond'Artin lassique en presque toute plae.Lemme 4.27. � (Compatibilité à la somme direte) Si ρ = ρ1 ⊕ ρ2, alors
Lmot(X,G, ρ, t) = Lmot(X,G, ρ1, t)Lmot(X,G, ρ2, t). (4.5.3)Démonstration. � On a en e�et Pρ1⊕ρ2 = Pρ1Pρ2 .Lemme 4.28. � (Compatibilité au quotient) Soit H un sous-groupe distingué de G,

π : G → G/H le morphisme quotient, ρ une Q-représentation de G/H et X une
G-variété quasi-projetive. Alors on a

Lmot(X/H,G/H, ρ, t) = Lmot(X,G, ρ ◦ π, t), (4.5.4)



NOMBRE DE TAMAGAWA MOTIVIQUE 25plus préisément on a pour tout n > 1
∏

I∈Conj(G)
D∈Conj(G,I)Pρ◦π,I,D(tn)−ψX,G,I,D,n =

∏

I∈Conj(G/H)
D∈Conj(G/H,I)Pρ,I,D(tn)

−ψ
X/H,G/H,I,D,n .(4.5.5)Lemme 4.29. � (Compatibilité à la restrition) Soit H un sous-groupe de G, ρ une

Q-représentation de G et X une H-variété. Soit Y la G-variété formée de l'uniondisjointe de G/H-opies de X. Alors
Lmot(X,H, ρ|H , t) = Lmot(Y,G, ρ, t), (4.5.6)plus préisément on a pour tout n > 1

∏

I∈Conj(H)
D∈Conj(H,I) Pρ|H ,I,D

(tn)−ψX,H,I,D,n =
∏

I∈Conj(G)
D∈Conj(G,I) Pρ,I,D(tn)−ψY,G,I,D,n . (4.5.7)Lemme 4.30. � (Compatibilité à l'indution) Soit H un sous-groupe de G, ρ une

Q-représentation de H et X une G-variété. Alors
Lmot(X,H, ρ, t) = Lmot(X,G, IndGH ρ, t). (4.5.8)Démonstration. � Le prinipe de la démonstration de es trois résultats est le sui-vant : on montre que es relations sont �véri�ées� pour toutes k-extensions pseudo-�nies, en �opiant� la démonstration des propriétés analogues des fontions L d'Artinlassiques, puis on applique le théorème de Denef et Loeser.Nous nous ontentons de donner la démonstration du lemme 4.30, et nous sup-poserons pour simpli�er le revêtement X → X/G non rami�é, la preuve dans le asrami�é étant analogue. Rappelons tout d'abord que si ρ est une représentation d'unsous-groupe D d'indie f d'un groupe ylique C on a

PIndC
D ρ,{e},C(t) = Pρ,{e},D

(
tf
)
. (4.5.9)Soit C un élément de Conj(G), et C un élément de C. Soient C1, . . . , Cr les H-lasses de onjugaison de l'ensemble {C ∩H, C ∈ C}. Pour i = 1, . . . , r, soit

(C\G/H)i
déf
= {g ∈ C\G/H, g C g−1 ∩ H ∈ Ci} (4.5.10)Le ardinal de et ensemble est don (f. notations 4.18) d{e},C{e},Ci

, on le note ii di. Onnote également fi l'entier f{e},C{e},Ci
.D'après [Ser67, �7.4,Proposition 15℄, on a

PInd G
H ρ,{e},C(t) =

∏

g∈C\G/H

P
Ind g C g−1

g C g−1∩H
ρ,{e},g C g−1

(t) (4.5.11)soit, d'après la relation (4.5.9)
PInd G

H ρ,{e},C(t) =
∏

16i6r

Pρ,{e},Ci

(
tfi
)di (4.5.12)



26 DAVID BOURQUIAppliquant le lemme 4.21 on obtient
PInd G

H ρ,{e},C(t
n)
−ψ

X,G,{e},C,n =
∏

16i6r

Pρ,{e},Ci

(
tnfi

)−ψ{e},C

X,H,{e},Ci,nfi . (4.5.13)On en déduit
∏

n>1

∏

C∈Conj(G)

PInd G
H ρ,{e},C(t

n)
−ψ

X,G,{e},C,n (4.5.14)
=
∏

n>1

∏

f>1

∏

D∈Conj(H)

Pρ,{e},D

(
tn f
)
−

∑
D⊂C∩H
fC
D=f

ψ{e},C

X,H,{e},D,nf(4.5.15)
=
∏

n>1

∏

D∈Conj(H)

Pρ,{e},D (tn)

−
∑
f|n

∑
D⊂C∩H
fC
D=f

ψ{e},C

X,H,{e},D,n (4.5.16)
=
∏

n>1

∏

D∈Conj(H)

Pρ,{e},D (tn)
−

∑
D⊂C∩H

ψ{e},C

X,H,{e},D,n (4.5.17)(lemme 4.20) =
∏

n>1

∏

D∈Conj(H)

Pρ,{e},D (tn)
−ψ

X,H,{e},D,n (4.5.18)d'où le résultat.Corollaire 4.31. � 1. La fontion Lmot(X,G, ρ, t) oïnide ave l'image dans
1 +K0 (CHM(k)Q)

Q
[[t]]+ de la fontion LDMmot(X,G, ρ, t).2. Supposons que k soit un orps de nombres. Soit ℓ un nombre premier. Alorspour presque toute plae p de k, on a la relation

Trp(χℓ (Lmot(X,G, ρ, t))) = LAr(Xp, G, ρ, t). (4.5.19)Démonstration. � D'après le théorème d'Artin ([Ser67, II-45, proposition 25℄), ilexiste un entier positif d tel qu'on puisse érire
dχρ =

∑

C

nC χIndG
C(trivC) (4.5.20)où la somme porte sur des sous-groupes yliques C de G et les nC sont des entiers.D'après les lemmes 4.26, 4.27 et 4.30, on a don

Lmot(X,G, ρ, t)d =
∏

C<G
C yliqueLmot(X,C, trivC , t)nC =

∏

C<G
C yliqueZmot(X/C, t)nC(4.5.21)



NOMBRE DE TAMAGAWA MOTIVIQUE 27De même, d'après les propositions 2.7 et 2.10 de [DM06℄ et le lemme 3.8, on a
LDMmot(X,G, ρ, t)d =

∏

C<G
C yliqueZmot(X/C, t)nC . (4.5.22)Ainsi Lmot(X,G, ρ, t) et LDMmot(X,G, ρ, t) sont deux éléments de 1 +K0 (CHM(k)Q)⊗

Q[[t]]+ dont une puissane oïnide. Ils sont don égaux.Pour montrer le deuxième point, on remarque que la relation (4.5.21) entraîne
χℓ (Lmot(X,G, ρ, t))d =

∏

C<G
C yliqueχℓ (Zmot(X/C, t)))nC . (4.5.23)D'après le orollaire 2.9, il existe un ensemble �ni S de plaes tel que pour tout p /∈ Set pour tout C on a la relation

Trp(χℓ (Zmot(X/C, t)))) = ZHW((X/C)p, t). (4.5.24)D'après la relation (4.5.23) on en déduit que pour presque tout p on a
Trp(χℓ (Lmot(X,G, ρ, t)))d =

∏

C<G
C yliqueZHW((X/C)p, t)

nC . (4.5.25)Comme les fontions L d'Artin lassiques sont également ompatibles à la sommedirete, la restrition et l'indution, on en déduit le résultat.Remarque 4.32. � Soit k un orps �ni et #k : K0 (CHM(k)Q) → C le morphisme� nombre de k-points � obtenu en onsidérant la trae du Frobenius sur une réalisation
ℓ-adique. On a en partiulier, pour toute k-variété projetive et lisse, #kZmot(X, t) =

ZHW(X, t). En fait, un raisonnement analoge à elui de [DM06, �5.2℄ montre en outreque si G est un groupe �ni agissant sur X , on a #kZmot(h(X)G, t) = ZHW(X/G, t).Comme dans la démonstration préédente, le théorème d'Artin permet alors de mon-trer qu'on a pour toute k-variété X projetive et lisse et toute Q-représentation ρd'un groupe �ni G la relation LAr(X,G, ρ, t) = #kL
DMmot(X,G, ρ, t). Une relation ana-logue est montrée dans [DM06℄ dans le as de représentations dé�nies sur un orpsontenant toutes les raines de l'unité.Remarque 4.33. � La relation (4.5.19) pourrait aussi être vue omme déoulantde la omparaison des expressions (4.4.4) et (4.4.7) et du fait que pour tout n > 1et presque tout p le nombre de points modulo p de ψX,G,I,D,n est égal au ardinalde l'ensemble ((X/G)p)

(0)
n,I,D (proposition 4.14). Cependant, pour rendre l'argumentrigoureux, il faudrait disposer d'une version uniforme en n de la proposition 4.14 (f.la remarque 4.15).Corollaire 4.34. � Si X est de dimension au plus 1, Lmot(X,G, ρ, t) est ra-tionnelle.



28 DAVID BOURQUIDémonstration. � Cei déoule de la proposition 3.12 et du orollaire 4.31.Nous verrons à la setion suivante que dans le as d'un orps k de aratéristiquenon nulle et d'une variété X de dimension au plus 1, on peut enore dé�nir desmotifs virtuels ψ
X,G,I,C,n

de sorte que LDMmot véri�e la déomposition en produit eulerienmotivique (4.4.7).4.6. Formules et motifs virtuels assoiés aux symboles d'Artin. � Soit kun orps, G un groupe �ni, C une k-G-ourbe projetive et lisse sur k, Y = C /Get E un orps de aratéristique zéro ontenant toutes les raines de l'unité. Lesauteurs de [DM06℄ dé�nissent pour tout entier n > 1 et pour toute lasse de onju-gaison C de G le �motif virtuel des éléments de degré n de symbole d'Artin C� noté
Ar(C , G,C, n))n>1 ∈ K0 (CHM(k)E)⊗Q ayant la propriété suivante : si k est un orpsglobal, pour presque toute plae �nie p et pour tout n > 1, Trp(χℓ(Ar(C , G,C, n))) estle nombre d'éléments de ((C /G)p)ét de degré n et de symbole d'Artin C. La dé�nitionpréise de es motifs virtuels est rappelée i-dessous.Le but de ette setion est d'expliquer (lorsque k est de aratéristique zéro) om-ment es motifs virtuels sont reliés aux motifs (ψ

C,G,{e},C,n
). Au passage, nous expli-querons également, pour un orps k de aratéristique non nulle, omment on peutdonner un sens aux motifs virtuels (ψ

X,G,I,C,n
) si X est une k-variété projetive lissede dimension au plus 1.La remarque de départ est la suivante. Supposons que k soit un orps de nombres.D'après la proposition 4.14 et la propriété évoquée i-dessus, pour tout n > 1, on apour presque toute plae p l'égalité

Trp(χℓ(ψC,G,{e},C,n
)) =

∑

C C

Trp(χℓ(Ar(C , G,C, n))), (4.6.1)où, pour toute lasse de onjugaison C et tout C ∈ Conj(G) on note C  C lapropriété : tout élément de C engendre un élément de C.Nous allons montrer que la relation 4.6.1 est déjà vraie au niveau des motifs virtuels,i.e. la proposition suivante.Proposition 4.35. � Soit k un orps de aratéristique zéro, G un groupe �ni, Cune k-G-ourbe projetive et lisse sur k et E un orps de aratéristique zéro ontenanttoutes les raines de l'unité. Pour tout n > 1 et tout C ∈ Conj(G) on a dans
K0 (CHM(k)E) ⊗ Q la relation

ψ
C,G,{e},C,n

=
∑

C C

Ar(C , G,C, n) (4.6.2)Avant toute hose, rappelons la dé�nition des motifs virtuels (Ar(C , G,C, n)). Sousles hypothèses de la proposition 4.35, les auteurs de [DM06℄ assoient à toute E-représentation ρ de G une fontion L non rami�ée dé�nie omme suit : le lieu derami�ation (C /G)ram de C → C /G est une union �nie de points fermés de C /G.



NOMBRE DE TAMAGAWA MOTIVIQUE 29Pour tel point y, on note Iy (respetivement Dy) l'ensemble de ses groupes de dé-omposition (respetivement d'inertie), xy un point de la �bre au-dessus de y, Dy(respetivement Iy) le groupe de déomposition (respetivement d'inertie) assoié, et
ρy la Q-représentation de Dy/Iy induite par ρ. On pose alors, suivant [DM06℄,
LDM,nrmot (C , G, ρ, t) = LDMmot(C , G, ρ, t) ∏

y∈(C/G)ram LDMmot(Spec(κxy), Dy/Iy, ρy, t)
−1.(4.6.3)Remarque 4.36. � Tout omme pour la dé�nition de LDMmot, il est inutile dans ladé�nition de LDM,nrmot de supposer que le orps E ontient toutes les raines de l'unité.En partiulier, la dé�nition a un sens pour une Q-représentation ρ.Remarque 4.37. � La ompatibilité de LDMmot aux sommes diretes de représenta-tions ([DM06, Proposition 2.8℄) entraîne aussit�t la propriété similaire pour LDM,nrmot .Par ailleurs la remarque 3.7 montre que LDM,nrmot est ompatible au hangement deoe�ients.Soit C une lasse de onjugaison de G. On note pour n > 1

Pn(C)
déf
= {D ∈ Conj(G), x ∈ D ⇒ xn ∈ C}. (4.6.4)On note 1C la fontion qui vaut 1 sur C et 0 sinon. Il existe don des nombresrationnels mρ,C tels que

1C =
∑

ρ∈IrrE(G)

mρ,C χρ (4.6.5)Les motifs virtuels Ar(C , G,C, n) sont alors dé�nis par réurrene sur n > 1 à l'aidede la formule suivante
∑

n>1




∑

d|n
D∈P n

d
(C)

Ar(C , G,D, d)


 tn =

∑

ρ∈IrrQ(G)

mρ,C t
d log

dt
Lnr(C , G, ρ, t). (4.6.6)Lemme 4.38. � Pour toute Q-représentation ρ, on a dans K0 (CHM(k)Q) ⊗ Q larelation

LDM,nrmot (C , G, ρ, t) =
∏

n>1

∏

D∈Conj(G)

Pρ,{e},D (tn)
−ψ

C,G,{e},D,n . (4.6.7)Démonstration. � D'après le point 1 du orollaire 4.31 et les dé�nitions de LDM,nrmotet Lmot il su�t de montrer qu'on a la relation
∏

n>1

∏

I∈Conj(G)\{e}

∏

D∈Conj(G,I)Pρ,I,D(tn)−ψC,G,I,C,n

=
∏

y∈(C/G)ramLmot(Spec(κxy), Dy/Iy, ρy, t). (4.6.8)



30 DAVID BOURQUIOr pour y ∈ (C /G)ram on a
Lmot(Spec(κxy), Dy/Iy, ρy, t)

=
∏

16n6[κ(y):k]

∏

D6Dy/Iy

Pρy ,{e},D (tn)
−ψ

Spec(κxy ),Dy/Iy,{e},D,n . (4.6.9)Par ailleurs pour n > 1, I ∈ Conj(G) \ {e} et D ∈ Conj(G, I), on a pour toute
k-extension pseudo �nie K

ψ
C,G,I,D,n

(K) =
⊔

y∈(C/G)ram
[κy :k]>n
Iy=I
D⊂Dy

ψ
Spec(κxy ),Dy/Iy,{e},πy(D),n

(K). (4.6.10)où πy(D) est l'image dans Dy/Iy d'un élément de D de D véri�ant D ⊂ Dy. Ceidéoule en e�et de la remarque 4.12. On en déduit l'égalité
ψ

C,G,I,D,n
=

∑

y∈(C/G)ram
[κy:k]>n
Iy=I
D⊂Dy

ψ
Spec(κxy ),Dy/Iy,πy(D),n

. (4.6.11)Le résultat herhé en déoule aisément.Démonstration de la proposition 4.35. � Pour tout ρ ∈ IrrE(G) et tout C ∈Conj(G) on pose (f. (4.6.5)) mρ,C
déf
=
∑
C C

mρ,C . On note pour n > 1

Pn(C)
déf
= {D ∈ Conj(G), ∀D, D  D ⇒ ∃C, C  C, D ∈ Pn(C)}. (4.6.12)En sommant (4.6.6) sur toutes les lasses de onjugaison C véri�ant C  C, onobtient la relation

∑

n>1



∑

d|n

∑

D∈P d
n

(C)

(
∑

D D

Ar(C , G,D, d)

)
 tn =

∑

ρ∈IrrE(G)

mρ,C t
d log

dt
LDM,nrmot (C , G, ρ, t)(4.6.13)On rappelle que l'on désigne par θC la fontion

θC : g 7→

{
1 si le groupe engendré par g est dans C
0 sinon. (4.6.14)En partiulier, θC est une fontion Q-entrale. Il existe don des rationnels

(m̃ρ,C)ρ∈IrrQ(G) tels que
θC =

∑

ρ∈IrrQ(G)

m̃ρ,C χρ. (4.6.15)Comme θC =
∑
C C

1C , on a alors
∑

ρ∈IrrQ(G)

m̃ρ,C χρ =
∑

ρ∈IrrE(G)

mρ,C χρ. (4.6.16)



NOMBRE DE TAMAGAWA MOTIVIQUE 31D'après la remarque 4.37, il vient
∑

ρ∈IrrE(G)

mρ,C t
d log

dt
LDM,nrmot (C , G, ρ, t) =

∑

ρ∈IrrQ(G)

m̃ρ,C t
d log

dt
LDM,nrmot (C , G, ρ, t).(4.6.17)Pour C ∈ Conj(G), on note xC un générateur d'un élément de C. On a alors pourtoute Q-représentation ρ

t
d log

dt
Pρ,{e},C(t

n) = −n
∑

k>1

Tr(ρ(xkC)) t
n k. (4.6.18)D'après le lemme 4.38, on a don

∑

ρ∈IrrQ(G)

m̃ρ,C t
d log

dt
LDM,nrmot (C , G, ρ, t) (4.6.19)

=
∑

ρ∈IrrQ(G)

m̃ρ,C

∑

D∈Conj(G)

∑

n>1

−ψ
C,G,{e},D,n

t
d log

dt
Pρ,{e},D(tn) (4.6.20)

=
∑

ρ∈IrrQ(G)

m̃ρ,C

∑

D∈Conj(G)

∑

n>1

nψ
C,G,{e},D,n

∑

k>1

Tr(ρ(xkD)) tn k (4.6.21)
=
∑

n>1

∑

D∈Conj(G)

nψ
C,G,{e},D,n

∑

k>1

∑

ρ∈IrrQ(G)

m̃ρ,C Tr(ρ(xkD)) tn k. (4.6.22)Or on a d'après (4.6.15)
∑

ρ∈IrrQ(G)

m̃ρ,C Tr(ρ(xkD)) = θC(x
k
D) =

{
1 si 〈xkD〉 ∈ C i.e. si D ∈ Pk(C)

0 sinon. (4.6.23)Finalement on obtient
∑

ρ∈IrrQ(G)

m̃ρ,C t
d log

dt
LDM,nrmot (C , G, ρ, t) =

∑

n>1

∑

k>1

∑

D∈Pk(C)

nψ
C,G,{e},D,n

tn k (4.6.24)
=
∑

n>1



∑

d|n




∑

D∈P n
d

(C)

dψ
C,G,{e},D,d





 tn.(4.6.25)D'après (4.6.13), (4.6.17) et ette dernière relation, on obtient pour tout n > 1 l'égalité

∑

d|n

∑

D∈P d
n

(C)

(
∑

D D

Ar(C , G,D, d)

)
=
∑

d|n

∑

D∈P n
d

(C)

dψ
C,G,{e},D,d

(4.6.26)d'où le résultat herhé.Remarque 4.39. � En érivant les relations (4.6.25) pour tous les éléments C deConj(G) et en utilisant le point 2 du orollaire 4.31 et les propriétés standards desfontions L d'Artin lassiques, on montre par réurrene sur n que si k est un orps



32 DAVID BOURQUIde nombres, il existe un nombre �ni de plaes S tel que pour tout p /∈ S, pour tout
C ∈ Conj(G) et tout n > 1 Trp(χℓ(ψC,G,{e},D,n

)) est égal au nombre de points fermésde degré n de (X/G)p,ét ayant un groupe de déomposition dans C (f. remarque 4.15).Remarque 4.40. � Comme la dé�nition de LDM,nrmot (C , G, ρ, t) a un sens en ara-téristique non nulle, les relations (4.6.25) permettent de dé�nir ψ
C,G,{e},D,n

en ar-atéristique non nulle. Par ailleurs, si k est de aratéristique zéro et si L est une
k-extension �nie séparable munie d'une ation libre de G on a également pour tout
C ∈ Conj(G)

∑

ρ∈IrrQ(G)

m̃ρ,C t
d log

dt
Lmot(Spec(L), G, ρ, t) =

∑

n>1



∑

d|n




∑

D∈P n
d

(C)

dψ
Spec(L),G,{e},D,d





 tn.(4.6.27)Ces relations permettent de dé�nir ψ

Spec(L),G,{e},D,d
(et don ψ

Spec(L),G,I,D,d
d'après laremarque 4.13) si k est de aratéristique non nulle. Finalement, ompte tenu de larelation (4.6.11), il est possible pour un orps k de aratéristique non nulle de donnerun sens aux motifs virtuels ψ

X,G,I,D,n
pour toute k-G-variété projetive et lisse X dedimension au plus 1. En utilisant les relations d'orthogonalité

∑

C∈Conj(G)

χρ0(C) m̃ρ,C =

{
0 si ρ 6= ρ0

1 si ρ = ρ0
, (4.6.28)on peut alors montrer en partant des relations (4.6.25) et (4.6.27) qu'on a pour tout

ρ la déomposition
LDMmot(X,G, ρ, t) =

∏

n>1

∏

I∈Conj(G)

∏

D∈Conj(G,I) Pρ,I,D(tn)−ψX,G,I,D,n . (4.6.29)5. Le volume de Tamagawa motivique5.1. Le volume de Tamagawa lassique. � Soit k un orps �ni de ardinal q, Cune k-ourbe projetive, lisse et géométriquement intègre, K son orps de fontions,
X → C un morphisme projetif, lisse, à �bres géométriquement intègres, dont la�bre générique X véri�e les hypothèses suivantes :Hypothèses 5.1. � 1. On a H1(X,OX) = H2(X,OX) = 0.2. Pic(Xs) est un GK-module disret libre de rang �ni qui oïnide ave Pic(X).3. Le rang de Pic(Xs) oïnide ave le deuxième nombre de Betti de X.Sous es hypothèses, nous rappelons la dé�nition, dûe à Peyre, du volume de Tam-agawa de la famille X /C . Lorsque X /C véri�e l'approximation faible, e volumeapparaît onjeturalement dans l'estimation asymptotique du nombre de setions de
X → C de degré antianonique borné (f. [Pey03a℄ pour plus de détails, ainsi quela remarque 5.2 et la setion 5.9 i-dessous).



NOMBRE DE TAMAGAWA MOTIVIQUE 33Soit H un sous-groupe d'indie �ni de GK agissant trivialement sur Pic(X), K ′ déf=

(Ks)H, G déf
= Gal(K ′/K) et D → C le k-revêtement galoisien rami�é de groupe Gorrespondant à l'extension K ′/K. On note ρNS la Q-représentation de G induite parl'ation de GK sur Pic(X).Le volume de Tamagawa de X /C peut alors être dé�ni omme le produit eulerien

V (X /C )
déf
= q(1−g(C )) dim(X)

∏

y∈C (0)

Ly(D , G, ρNS , q−1)−1 |Xy(κy)|

|κy|
dim(X)

. (5.1.1)Grâe à la ompatibilité des fontions L d'Artin au quotient, ette dé�nition estindépendante du hoix de H. Dans le as où la famille X → C est onstante, nousdonnerons dans la setion suivante une version motivique du volume de Tamagawa.Rappelons d'abord suintement les arguments qui permettent à Peyre de montrer laonvergene du produit eulerien (5.1.1). La onvergene du produit eulerien motiviquedé�nissant le volume de Tamagawa motivique sera démontrée par une adaptationmotivique de es arguments. Les hypothèses 5.1 ont les onséquenes suivantes :1. b1(X) = 0 et b1(Xy) = 0 pour tout y ∈ C (0) ;2. pour presque tout y ∈ C (0), on a un isomorphisme
Pic(Xs) ∼→ Pic(X y) (5.1.2)ompatible aux ations de GK et Gκy ;3. pour tout ℓ distint de la aratéristique de k et pour presque tout y ∈ C (0) ona un isomorphisme de Gκy -Qℓ-module

Pic(Xy) ⊗ Qℓ
∼
→ H2

ℓ (Xy) ⊗ Qℓ(1). (5.1.3)Soit y ∈ C (0) un élément non rami�é, et Fy un frobenius assoié. Son image dans Gκyest don Fκy . On a l'estimation
Ly(D , G, ρNS , q−1)−1 = 1 − Tr

(
Fy |Pic(X)

)
q− deg(y) + O

(
q−2 deg(y)

) (5.1.4)soit d'après l'isomorphisme (5.1.2)
Ly(D , G, ρNS , q−1)−1 = 1 − Tr

(
Fκy |Pic(Xy)

)
q− deg(y) + O

(
q−2 deg(y)

) (5.1.5)Par ailleurs, on a d'après la formule des traes de Grothendiek-Lefshetz
|Xy(κy)| =

∑

06r62 dim(X)

(−1)r Tr(Fκy |H
r
ℓ (Xy)) (5.1.6)En utilisant le théorème de Deligne sur les valeurs propres du Frobenius, la nullité dupremier nombre de Betti, l'isomorphisme (5.1.3) et la dualité de Poinaré on déduitde (5.1.6) l'estimation

|Xy(κy)| = q dim(X) deg(y)+Tr
(
Fκy |Pic(Xy)

)
q(dim(X)−1) deg(y)+O

(
q(dim(X)− 3

2 ) deg(y)
)(5.1.7)



34 DAVID BOURQUIDe (5.1.5) et (5.1.7), on déduit �nalement que le produit eulerien
∏

y∈C (0)

Ly(D , G, ρNS , q−1)−1 |X (κy)|

|κy|
dim(X)

(5.1.8)est absolument onvergent.Remarque 5.2. � Pour x ∈ C (0), notons Kx le omplété de K pour la valuationdé�nie par x. Le volume de Tamagawa (5.1.1) orrespond au volume de l'espae∏
x∈C (0) X(Kx) pour une ertaine mesure adélique dé�nie par Peyre (ette dernièredé�nition est plus générale et vaut pour des K-variétés n'ayant pas néessairementbonne rédution partout), et le nombre de Tamagawa de la famille X /C est dé�niomme étant le volume de l'adhérene de X(K) pour ette même mesure. Il oïnidedon ave le volume de Tamagawa si X véri�e l'approximation faible, i.e. si X(K) estdense dans ∏x∈C (0) X(Kx) (par exemple si X est rationnelle).Remarque 5.3. � Peyre normalise la mesure utilisée par la partie prinipale de lafontion L d'Artin en t = q−1, i.e. par la quantité

[
(1 − q t)rg(Pic(X)G) LAr(D , G, ρNS , t)]

t=q−1
. (5.1.9)Nous nous éartons de ette dé�nition notamment à ause du fait que l'analoguemotivique naturel de ette quantité n'a pas néessairement de sens dans l'anneauque nous onsidérons (f. la remarque 5.12). Bien entendu il faudra tenir ompte dee hoix dans la formulation de la version motivique de la onjeture de Manin, equi se fait à peu de frais, grâe la proposition 3.12 (f. la setion 5.9). Une questionpertinente pour une � bonne � formulation de la onjeture de Manin semble d'ailleursplut�t être liée aux p�les qui doivent apparaître sur le erle de onvergene (f. laremarque 5.33).Remarque 5.4. � Supposons que la famille X → C soit isotriviale, i.e. qu'il existeune k-variété X telle que pour tout y ∈ C (0) on a Xy

∼
→ X×k κy. Le produit eulerien(5.1.8) peut se réérire

q (1−g(C )) dim(X)
∏

n>1

∏

I∈Conj(G)
D∈Conj(G,I) PρNS ,I,D(q−n)

∣∣∣D(0)
G,I,D,n

∣∣∣
(

|X(kn)|

q n dim(X)

)|C (0)
n |(5.1.10)Remarque 5.5. � On se plae à présent dans le as d'une famille triviale X =

X × C . Remarquons que les trois premières hypothèses de 5.1 équivalent alors auxhypothèses suivantes : H1(X,OX) = H2(X,OX) = 0, et Pic(X) est libre de rang �niégal à b2(X). On a alors un isomorphisme Pic(Xs
K) = Pic(X) ompatible aux ationsde GK à gauhe et Gk à droite. On a D

∼
→ C ×k k

′. En partiulier le revêtement
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D → C est non rami�é et (5.1.10) se réérit
q (1−g(C )) dim(X)

∏

n>1

∏

C<G

PρNS ,{e},C(q−n)

∣∣∣D(0)

G,{e},C,n

∣∣∣
(

|X(kn)|

q n dim(X)

)|C (0)
n | (5.1.11)Pour tout sous-groupe ylique C de G et tout n > 1, on pose ηn(C) = 1 si |C| =

[k′:k]
n∧[k′:k] et ηn(C) = 0 sinon. On a don

∣∣∣D(0)
G,{e},C,n

∣∣∣ = ηn(C)
∣∣∣C (0)
n

∣∣∣ (5.1.12)et (5.1.11) peut se réérire
q (1−g(C )) dim(X)

∏

n>1

∏

C<G

(
PρNS ,{e},C(q−n)ηn(C) |X(kn)|

q n dim(X)

)|C (0)
n |

. (5.1.13)5.2. Vers un analogue motivique du volume de Tamagawa. � Désormais,on onsidère uniquement le as d'une famille onstante. Dans le as d'une familleisotriviale, il est immédiat de onevoir un analogue motivique de l'expression 5.1.10,mais nous ne savons pas démontrer la onvergene du produit eulerien motivique enquestion.5.2.1. Dé�nitions. � Soit k un orps et X une k-variété projetive, lisse etgéométriquement intègre, véri�ant les hypothèses suivantes :Hypothèse 5.6. � Pic(X) est un Z-module libre de rang �ni égal à b2(X), qui oïn-ide ave Pic(Xs).Hypothèse 5.7. � Les groupes H1(X,OX) et H2(X,OX) sont nuls.Remarque 5.8. � Si k est de aratéristique zéro, l'hypothèse H1(X,OX) = 0 estsuper�ue au vu de l'hypothèse 5.6.Lemme 5.9. � L'hypothèse 5.6 entraîne la nullité de b1(X) et l'existene d'un iso-morphisme de Gk-Qℓ-modules
Pic(X) ⊗ Qℓ

∼
→ H2

ℓ (X) ⊗ Qℓ(1). (5.2.1)Si k est de aratéristique zéro et X est une variété de Fano, les hypothèses 5.6 et 5.7sont véri�ées.Démonstration. � Tous les arguments néessaires se trouvent dans [Pey95℄, nous lesrappelons. Les suites exates de Kummer induisent des suites exates de Gk-modules
0 → H1ét(X,Zℓ(1)) → Tℓ(Pic(X) → 0 (5.2.2)et

0 → Pic(X) ⊗ Zℓ → H2ét(X,Zℓ(1)) → Tℓ(Br(X)) → 0 (5.2.3)où Tℓ(M) désigne le module de Tate de M . Sous l'hypothèse 5.6, Tℓ(Pic(X)) est nul,et don b1(X) = 0.



36 DAVID BOURQUID'après [Gro68, Corollaire 3.4℄, le orang ℓ-adique de Br(X) est la di�érene entre
b2(X) et le rang de Pic(X). Sous l'hypothèse 5.6 il est don nul, d'où Tℓ(Br(X)) = 0,d'où l'isomorphisme reherhé.Si k est de aratéristique zéro et X est une variété de Fano, l'hypothèse 5.7 déouledu théorème d'annulation de Kodaira. D'après [Pey95, Lemme 1.2.1 et remarques1.2.2 et 1.2.3℄) Pic(X) est libre de rang �ni égal à b2(X).Lemme 5.10. � Supposons que k soit un orps global. Alors, sous les hypothèses5.6 et 5.7, pour presque toute plae �nie p, il existe un isomorphisme

Pic(X)
∼
→ Pic(Xp) (5.2.4)ompatible aux ations de Gk et Gκp

.Démonstration. � Cei déoule de la démonstration du lemme 2.2.1 de [Pey95℄.Sous les hypothèses i-dessus nous allons dé�nir, pour toute k-ourbe C projetive,lisse et géométriquement intègre le volume de Tamagawa motivique de la familleonstante X ×k C → C . Il serait intéressant d'étendre es dé�nitions à une famillenon onstante, par exemple à une famille isotriviale.Notations 5.11. � Soit H un sous-groupe d'indie �ni de Gk agissant trivialementsur Pic(X), k′ déf= k
H et G = Gal(k′/k). On note ρNS la Q-représentation de G induitepar l'ation de Gk sur Pic(X). On pose D

déf
= C ×Spec(k) Spec(k′), de sorte que D → Cest un k-revêtement galoisien étale de groupe G.Un analogue motivique naturel du produit eulerien (5.1.11) est alors donné(formellement du moins dans un premier temps) par le produit eulerien motivique

L(1−g(C )) dim(X)
∏

n>1

∏

C∈Conj(G)

PρNS ,{e},C(L−n)
ψ

D,G,{e},C,n

[
Φn(X)

Ln dim(X)

]ψn(C )

.(5.2.5)Notons que, grâe à la ompatibilité au quotient des fontions L d'Artin motiviques,pour tout n la série formelle
∏

C∈Conj(G)

PρNS ,{e},C(tn)ψD,G,{e},C,n (5.2.6)est indépendante du hoix de H (i.e. de l'extension de k trivialisant Pic(X)).Remarque 5.12. � Si l'on désire adapter à e adre la normalisation utilisée parPeyre (f. remarque 5.3), il faut en outre multiplier l'expression préédente par lavaleur en t = L−1 de la série
(1 − L t)rg(Pic(X)G) Lmot(D , G, ρNS , t). (5.2.7)



NOMBRE DE TAMAGAWA MOTIVIQUE 37Mais d'après le point 4 de la proposition 3.12, on a
Zmot(Pic(X), t)−1 Zmot(Pic(X),L t)−1 Lmot(C , G, ρ, t) ∈ 1 +K0 (CHM(k)Q) [t]+.(5.2.8)On voit alors que la série (5.2.7) ne onverge pas en t = L−1 pour la topologieque l'on va utiliser si Pic(X) n'est pas un module galoisien trivial : si M est unereprésentation irrédutible non triviale la série Zmot(M, t) ne onverge pas en t = 1.Une solution pourrait être d'inverser Z−1mot(M, 1) =

∑
n>0(−1)n [AltnM ], mais outreque le morphisme de loalisation orrespondant n'est pas injetif, on ne disposera plusensuite dans le as d'un orps global du morphisme de spéialisation en presque touteplae p (on a Trp(χℓ(Z

−1mot(M, 1))) = det(Id−Frp |M) et ette quantité est nulle si Montient la Gκp
représentation triviale).Nous allons maintenant donner, dans le as d'un orps de aratéristique zéro k,un analogue motivique de l'expression (5.1.13). Notons Conj(G)C,n l'ensemble deséléments D de Conj(G) qui véri�ent la propriété suivante : si D est un élément de

D, il existe un élément C de C qui véri�e C < D et |C| = |D|
|D|∧n Soit

η
k′,G,C,n

déf
= ∨
D∈Conj(G)C,n

ϕ
Spec(k′),Gop,D

. (5.2.9)Proposition 5.13. � 1. Soit K une extension pseudo-�nie de k, CK < G ungroupe de déomposition de K dans l'extension k → k′, et n > 1. Notons Knune extension de degré n de K. Alors pour tout C ∈ Conj(G), on a
η

k′,G,C,n
(K) =

{
{e} s'il existe C ∈ C tel que C < CK et |C| = |CK |

n∧|CK|

∅ sinon. (5.2.10)En d'autres termes, η
k′,G,C,n

(K) = {e} si et seulement si Kn a pour déomposi-tion C dans l'extension k′/k.2. Supposons que k soit un orps de nombres. Il existe un ensemble �ni S de plaesde k tel que pour tout p /∈ S et tout n > 1, on ait, en notant Cp la lasse desgroupes de déomposition de p dans l'extension k → k′,
Trp

[
χℓ

(
η

k′,G,C,n

)]
=

{
1 s'il existe C ∈ C et Cp ∈ Cp tel que C < Cp et |C| =

|Cp|
n∧|Cp|

0 sinon. (5.2.11)En d'autres termes, si on note Cp un élément de Cp et κ′p/κp l'extension deorps résiduels orrespondante, le membre de gauhe de l'expression i-dessusvaut 1 si l'extension κp,n/κp a pour groupe de déomposition dans κ′p/κp unélément de C, et vaut 0 sinon.3. On a pour tout C ∈ Conj(G) et tout n > 1

ψ
D,G,{e},C,n

= η
k′,G,C,n

. ψn(C ). (5.2.12)



38 DAVID BOURQUIDémonstration. � Le premier point déoule de la dé�nition de η
k′,G,C,n

et des pro-priétés lassiques des groupes de déomposition. Le deuxième point déoule de esmêmes dé�nitions et propriétés, ainsi que du point 2 du théorème 4.1.Pour montrer le troisième point, on se ramène au as où C est a�ne. Alors, d'aprèsle premier point, les formules ψ
D,G,C,n

et ψn(C ) ∧ η
k′,G,C,n

sont deux formules de
Symn(C ) dont les K-points oïnident pour toute k-extension pseudo-�nie K, d'oùle résultat.D'après (5.2.12) le produit eulerien (5.2.5) se réérit (formellement du moins)

L(1−g(C )) dim(X)
∏

n>1

∏

C∈Conj(G)

[
PρNS ,{e},C(L−n) ηk′,G,C,n

Φn(X)

Ln dim(X)

]ψn(C )

.(5.2.13)C'est sous ette forme que nous allons dé�nir le volume de Tamagawa motivique enaratéristique non nulle. Dans e as, il n'est malheureusement pas lair que ettedernière forme soit équivalente à (5.2.5), i.e. que la relation (5.2.12) soit véri�ée. Si kest un orps global de aratéristique nulle, l'analogue du point 2 de la proposition 5.13est enore valide, d'après la remarque 4.3. Si k est �ni, toujours d'après la remarque4.3, l'analogue suivant du point 2 de la proposition 5.13.Proposition 5.14. � Supposons que k soit �ni. Alors pour tout n > 1, tout m > 1et tout sous-groupe C de G, Tr(Fmk |χℓ(ηk′,G,C,n
)) vaut 1 si kmn/km a pour groupe dedéomposition C dans l'extension k′ ⊗k km/km et 0 sinon.Nous allons montrer que le produit eulerien motivique (5.2.13) onverge e�etive-ment dans une ertaine omplétion de l'anneau K0 (CHM(k)Q)⊗Q et, dans le as où

k est un orps global, se spéialise sur le volume de Tamagawa de Xp × Cp/Cp pourpresque tout p.5.3. Topologie utilisée. � Soit A et B des anneaux et ϕ : A −→ B[u, u−1] unmorphisme d'anneaux. On dé�nit une �ltration déroissante de A par des sous-groupesen posant pour i ∈ Z FiϕA = {a ∈ A, deg(ϕ(a)) 6 −i}.Notation 5.15. � On pose Âϕ déf
= lim
←−

A/FiϕA.On a FiϕA .F
j
ϕA ⊂ Fi+jϕ A e qui permet de munir Âϕ d'une struture d'anneau.Le morphisme ϕ s'étend alors en un morphisme d'anneaux de Âϕ vers l'anneau desséries de Laurent à oe�ients dans B i.e ϕ : Âϕ → B((u−1)).On a immédiatemment le ritère de onvergene suivants.Lemme 5.16. � On suppose que A est une Q-algèbre. Soit (an)n>0 et (bn)n>0deux suites d'éléments de A. On suppose qu'on a pour tout n deg(ϕ(bn)) > 0, et
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deg(ϕ(an)) + deg(ϕ(bn)) < 0, et qu'on a deg(ϕ(an)) + deg(ϕ(bn)) −→ −∞. Alors leproduit ∏n>0(1 + an)

bn onverge dans Âϕ, et on a
ϕ


∏

n>0

(1 + an)
bn


 =

∏

n>0

(1 + ϕ(an))ϕ(bn). (5.3.1)Nous allons dé�nir le volume de Tamagawa motivique omme un élément de
̂[K0 (CHM(k)Q) ⊗ Q]

Poincℓ où Poincℓ est le polyn�me de Poinaré virtuel ℓ-adique.L'intérêt d'utiliser la réalisation ℓ-adique est de pouvoir spéialiser le résultat dans leas d'un orps global ou d'un orps �ni. On montrera que ette spéialisation donnebien le résultat attendu, à savoir le volume de Tamagawa lassique. Cei étant, onaurait pu utiliser une autre ohomologie de Weil. Dans le as d'une surfae, on peutmême utiliser un polyn�me de Poinaré absolu, f. la setion 5.10.5.4. Énoné du résultat. �Théorème 5.17. � Soit k un orps, C une k-ourbe projetive, lisse et géométrique-ment intègre et X une k-variété projetive, lisse, géométriquement intègre et véri�antles hypothèses 5.6 et 5.7. Le produit eulerien motivique
L(1−g(C )) dim(X)

∏

n>1


 ∏

C∈Conj(G)

PρNS ,{e},C(L−n)
η

k′,G,C,n
Φn(X)

Ln dim(X)



ψn(C ) (5.4.1)onverge dans ̂[K0 (CHM(k)Q) ⊗ Q]

Poincℓ . On l'appelle volume de Tamagawa mo-tivique de X × C , et on le note Vmot(X × C /C ).Ce théorème sera démontré à la sous-setion 5.6.Remarque 5.18. � Si k est un orps quelonque, on peut dé�nir un polyn�me dePoinaré virtuel ℓ-adique Poincℓ : K0(Vark) → K0(Gk-Qℓ)[u] qui en aratéristiquezéro se fatorise par χvar (si k est de type �ni, ei provient de l'existene d'une�ltration par le poids sur les groupes de ohomologie ℓ-adique à support ompat ;pour le as général f. [Eke07℄). On peut alors se poser la question de la onvergenede (5.4.1) dans M̂k ⊗ Q
Poincℓ où Mk

déf
= K0(Vark)[L

−1] (f. les dé�nitions 2.6, 4.7 et4.3). En aratéristique zéro, ompte tenu du fait que la situation � se fatorise � àtravers χvar , la réponse à ette question est positive. En aratéristique non nulle, enl'absene d'analogue de χvar , nous ne onnaissons pas la réponse. L'un des problèmesqui se posent est qu'on n'est plus a priori assuré de l'égalité Poincℓ(Zmot(X, t)) =

Poincℓ(Zvar(X, t)), et don de la validité de la relation (2.6.5) pour Φn,var(X).On peut également onsidérer la onvergene dans le omplété M̂k ⊗ Q
dim de

Mk ⊗ Q pour la �ltration dimensionnelle, utilisée dans la théorie de l'intégrationmotivique (f. [DL99, �3.2℄). Comme une variété de dimension n a un polyn�me de



40 DAVID BOURQUIPoinaré virtuel de degré 2n, on a un morphisme ontinu naturel M̂k ⊗ Q
dim

→

M̂k ⊗ Q
Poincℓ , mais nous ne savons pas s'il est injetif, et nous ignorons si (5.4.1)onverge dans M̂k ⊗ Q

dim.Dé�nition 5.19. � Soit k un orps global, et p une plae �nie de k. Un élément de
K0(Gk-Qℓ)⊗Q((u−1)) est dit pur en p s'il s'érit∑n6n0

an u
n où, pour tout n 6 n0,

an est une ombinaison linéaire d'éléments de la forme [V ] où les valeurs propres de
Frp agissant sur V Ip sont des nombres algébriques dont tous les onjugués omplexesont pour module N(p)

n
2 . Il est dit pur s'il est pur en presque tout p (en partiulierl'image par Poincℓ d'un élément de K0 (CHM(k)Q) est pur).Théorème 5.20. � On onserve les hypothèse du théorème 5.17 et on sup-pose en outre que k est un orps global. Alors, pour presque toute plae �nie p,

Poincℓ(Vmot(X × C /C )) est pur en p, et la série
Trp [Poincℓ(Vmot(X × C /C ))] ∈ C[[u−1]] (5.4.2)onverge absolument en u = −1 vers le volume de Tamagawa V (Xp × Cp/Cp) dé�nipar le produit eulerien (5.1.1).Ce théorème sera démontré à la sous-setion 5.7.Théorème 5.21. � On onserve les hypothèse du théorème 5.17 et on suppose enoutre que k est un orps �ni. Alors pour tout entier m véri�ant

m >
1

2
logq(1 + Supi bi(X)) (5.4.3)la série

Tr [Fmk |Poincℓ(Vmot(X × C /C ))] ∈ C[[u−1]] (5.4.4)onverge absolument en u = −1 vers le volume de Tamagawa V (Xkm × Ckm/Ckm)dé�ni par le produit eulerien (5.1.1).Ce théorème sera démontré à la sous-setion 5.8.Remarque 5.22. � La ondition (5.4.3) semble bien entendu arti�ielle, et onaimerait s'en débarrasser. Elle serait super�ue si par exemple Poincℓ(Vmot(X×C /C ))était à roissane polyn�miale bornée au sens de [Eke07, �2℄, mais nous ne savonspas si ette propriété est véri�ée.5.5. Quelques lemmes. �Lemme 5.23. � Soit k′ une extension galoisienne �nie de k, de groupe G. Soit ρune Q-représentation de G. Alors χeq(Spec(k′), χρop) (f. le théorème 2.2 en ara-téristique nulle et la dé�nition 2.3 en aratéristique non nulle) oïnide ave la lassede Vρ dans K0 (MA(k)Q).



NOMBRE DE TAMAGAWA MOTIVIQUE 41Démonstration. � D'après le point 1 du théorème 2.2 en aratéristique nulle etla remarque 2.3 en aratéristique non nulle, via l'équivalene de atégories (2.5.1),
χeq(Spec(k′), χρop) s'identi�e à la lasse dans K0 (MA(k)Q) de l'image du projeteurde Vρ ⊗ Q[G] donné par

1

|G|

∑

g∈Gop ρop(g−1) ⊗ g∗ =
1

|G|

∑

g∈G

ρ(g) ⊗ ρd(g). (5.5.1)D'après le lemme 3.11, ette image est isomorphe à Vρ.Lemme 5.24. � Soit k′ une extension galoisienne �nie de k, de groupe G. Soit ρ0une Q-représentation de G. On a dans K0 (CHM(k)Q)
Q

la relation
∑

C∈Conj(G)

χρ0(C)ϕ
Spec(k′),Gop,C

= [Vρ0 ] . (5.5.2)Démonstration. � On peut supposer ρ0 irrédutible. Soit C ∈ Conj(G). On rappelleque θC est la fontion qui à g ∈ G assoie 1 si le groupe engendré par g est dans C et
0 sinon. C'est une fontion Q-entrale à valeurs dans Q. Il existe don des éléments
mρ,C ∈ Q tels que θC =

∑
ρ∈IrrQ(Gop)mρ,C χρ. On a alors d'après les théorèmes 2.2 et4.1 en aratéristique nulle et les dé�nition 2.3 et 4.2 en aratéristique non nulle

ϕ
Spec(k′),Gop ,C

=
∑

ρ∈IrrQ(Gop)

mρ,C χeq(Spec(k′), χρ). (5.5.3)soit d'après le lemme 5.23
ϕ

Spec(k′),Gop,C
=

∑

ρ∈IrrQ(Gop)mρ,C [Vρop ] . (5.5.4)Le lemme déoule alors des relations d'orthogonalité (4.6.28).Lemme 5.25. � Soit k′ une extension galoisienne �nie de k, de groupe G. Pourtout n > 1 et toute Q-représentation ρ de G , on a dans K0 (MA(k)Q)⊗Q la relation
∑

C∈Conj(G)

χρ(C)χℓ(ηk′,G,C,n
) = Pdim(ρ),n

([
j
∧Vρ

])

16j6dim(ρ)

(5.5.5)Démonstration. � Pour C ∈ Conj(G) on note θC,n la fontion Q-entrale qui à
g ∈ G assoie 1 si le groupe engendré par gn est dans C et 0 sinon. En partiulier, on



42 DAVID BOURQUIa les relations ∑
C∈Conj(G)

χρ(C) θC,n = χnρ et θC,n =
∑

D∈Conj(G)C,n

θD. On a don
∑

C∈Conj(G)

χρ(C) η
k′,G,C,n

=
∑

C∈Conj(G)

χρ(C)
∑

D∈Conj(G)C,n

ϕ
Spec(k′),Gop,D

(5.5.6)
=

∑

C∈Conj(G)

χρ(C)
∑

D∈Conj(G)C,n

χeq(Spec(k′), θD) (5.5.7)
=

∑

C∈Conj(G)

χρ(C)χeq(Spec(k′), θC,n) (5.5.8)
= χeq(Spec(k′), χnρop). (5.5.9)Par ailleurs, il déoule de la remarque 2.11 que l'élément de K0 (G-Q-Vect) donnépar Pdim(ρ),n

([
j
∧Vρ

]) a pour aratère χnρ . D'après le lemme 5.23, il est don égal à
χeq(Spec(k′), χnρ ).5.6. Démonstration du théorème 5.17. � Notons ℓ la lasse de Qℓ(−1) dans
K0(Gk-Qℓ). Pour n > 1, soit PX,ℓ,n(u) l'élément de 1 +K0(Gk-Qℓ)[[u

−1]]+ dé�ni par
PX,ℓ,n(u)

déf
= Poincℓ


 ∏

C∈Conj(G)

PρNS ,{e},C(L−n)
η

k′,G,C,n
Φn(X)

Ln dim(X)


 (5.6.1)

=
∏

C∈Conj(G)

PρNS ,{e},C(ℓ−n u−2n)
χℓ(ηk′,G,C,n

) Poincℓ(Φn(X))

ℓn dim(X) u 2n dim(X)
.(5.6.2)Il déoule de la relation (2.6.5) qu'on a deg(PoincH(Φn(C ))) = 2n. Ainsi, d'après larelation (4.2.4) et la remarque 4.8, on a pour tout n

0 6 deg(Poincℓ(ψn(C )) 6 2n. (5.6.3)En vertu du lemme 5.16, il su�t don pour établir la onvergene dans ̂[K0 (CHM(k)Q) ⊗ Q]
Poincℓdu produit eulerien motivique (5.4.1) de montrer qu'on a

degu(PX,ℓ,n(u) − 1) 6 −3n. (5.6.4)D'après la proposition 2.12 et le fait que b1(X) est nul, il existe un polyn�me Q0 àoe�ients dans K0(Gk-Qℓ) véri�ant
Poincℓ(Φn(X)) = ℓn dimX u 2n dim(X) + Pb2(X),n

([
j
∧H

2 dim(X)−2
ℓ (X)

])
un (2 dim(X)−2)

+ un (2 dim(X)−3)Q0(u
−1). (5.6.5)D'après (5.2.1) et la dualité de Poinaré, on a l'égalité

[
H

2 dim(X)−2
ℓ (X)

]
= [Pic(X)∨] ℓ dim(X)−1. (5.6.6)



NOMBRE DE TAMAGAWA MOTIVIQUE 43Compte tenu du fait qu'une Q-représentation est isomorphe à sa duale, on en tirepour tout j la relation
[
j
∧H

2 dim(X)−2
ℓ (X)

]
= ℓ j (dim(X)−1)

[
j
∧Pic(X)

] (5.6.7)et �nalement
Pb2(X),n

(
j
∧H

2 dim(X)−2
ℓ (X)

)
= ℓn (dim(X)−1) Pb2(X),n

([
j
∧Pic(X)

])
. (5.6.8)Ainsi, on a

Poincℓ(Φn(X))

ℓn dim(X) u 2n dim(X)
= 1 + ℓ−n Pb2(X),n

([
j
∧Pic(X)

])
u−2n

+ u−3n ℓ−n dim(X)Q0(u
−1). (5.6.9)Par ailleurs, il existe un élément Q1 de K0(Gk-Qℓ) ⊗ Q[[u]] tel qu'on ait

∏

C∈Conj(G)

PρNS ,{e},C(ℓ−n u−2n)
χℓ(ηk′,G,C,n

)

= 1 − ℓ−n
∑

C∈Conj(G)

χρ(C)χℓ(ηk′,G,C,n
)u−2n + u−4nQ1(u

−1). (5.6.10)D'après la relation (5.5.5) appliquée à ρNS , on a pour tout n la relation
∑

C∈Conj(G)

χρNS (C)χℓ(ηk′,G,C,n
) = Pb2(X),n

([
j
∧Pic(X)

])

16j6b2(X)

. (5.6.11)De (5.6.9), (5.6.10) et (5.6.11) on déduit l'inégalité 5.6.4, et don le théorème 5.17.5.7. Démonstration du théorème 5.20. �Notations 5.26. � Pour toute plae p de k non rami�ée dans l'extension k′/k,notons Cp la lasse des groupes de déomposition de p dans l'extension k′/k, et pour
n > 1, Cp,n l'unique lasse de Conj(G) tel qu'il existe C ∈ Cp,n et Cp ∈ Cp véri�ant
C < Cp et |C| =

|Cp|
n∧|Cp|

.Lemme 5.27. � Soit b(X) le plus grand nombre de Betti de X. Il existe un ensemble�ni S de plaes �nies de k (dépendant de X et de C ), tel que pour tout p /∈ S on ales propriétés suivantes :1. Pour tout n > 1, Poincℓ(Φn(X)), Poincℓ(ψn(C )) et PX,ℓ,n(u) sont purs en p.2. Poincℓ(Vmot(X × C )) est pur en p.3. Pour tout n > 1, il existe des nombres algébriques (αp,n,r)r>3 véri�ant
∀r > 3, |αp,n,r| 6

2 (dim(X) + b2(X)) (1 + b(X))r

r
(5.7.1)
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Trp (log(PX,ℓ,n(u))) =

∑

r>3

αp,n,rN(p)−
n r
2 u−n r. (5.7.2)4. Pour tout n > 1, il existe des nombres algébriques (βp,n,r)06r62n véri�ant

|βp,n,r| 6
b1(C ) + 1

n
(5.7.3)et

Trp (Poincℓ(ψn(C ))) =
∑

06r62n

βp,n,rN(p)
r
2 ur. (5.7.4)5. Il existe des nombres algébriques (γp,r)r>1 véri�ant

|γp,r| 6 6 r (b1(C ) + 1) (dim(X) + b2(X)) (1 + b(X))r (5.7.5)et
Trp


∑

n>1

Poincℓ(ψn(C )) log(PX,ℓ,n)


 = 1 +

∑

r>1

γp,rN(p)−
r
2 u−r. (5.7.6)6. La série entière Trp(Poincℓ[Vmot(X×C )]) ∈ C[[u−1]] onverge absolument pourtout u = z ∈ C véri�ant

|z| > (1 + b(X))N(p)−
1
2 (5.7.7)et sa somme vaut alors

exp


∑

n>1

Trp[Poincℓ(ψn(C ))]u=z log

(
PρNS ,Cp,n(N(p)−n z−2n)

Trp[Poincℓ(Φn(X))]u=z

N(p)n dim(X) z 2n dim(X)

)
 .(5.7.8)Démonstration. � Notons S la réunion des plaes �nies p qui véri�ent l'une desonditions suivantes :1. p appartient à l'ensemble �ni du point 2 de la proposition 5.13 ;2. il existe C ∈ Conj(G) tel que χℓ (ϕSpec(k′),Gop,C

)
= Poincℓ

(
ϕ

Spec(k′),Gop,C

) n'estpas pur en p ;3. Poincℓ(X) n'est pas pur en p ;4. Poincℓ(C ) n'est pas pur en p ;5. p est rami�é dans l'extension k′/k ;6. p divise ℓ.Pour p /∈ S et n > 1, la relation (5.2.9) montre que χℓ(ηk′,G,C,n
) est pur en p. Parailleurs, pour p /∈ S et n > 1, la proposition 2.12 montre que Poincℓ(Φn(X)) et

Poincℓ(Φn(C )) sont pur en p. La relation (4.2.4) montre alors que Poincℓ(ψn(C )) estpur en p. On en déduit que PX,ℓ,n(u) est pur en p, puis que Poincℓ(Vmot(X ×C )) estpur en p.



NOMBRE DE TAMAGAWA MOTIVIQUE 45Soit p /∈ S. Posons v = N(p)−
1
2 u−1. Soit n > 1. Comme Poincℓ(Φn(X)) est pur en

p, on a
Trp

(
Poincℓ(Φn(X))

ℓn dim(X) u 2n dim(X)

) (5.7.9)
=

∑

06r62 dim(X)

Tr(Frnp |H2 dim(X)−r(X))N(p)−n
2 dim(X)−r

2 v n r (5.7.10)
=

∑

06r62 dim(X)

ap,n,r v
n r (5.7.11)où les ap,n,r sont des nombres algébriques véri�ant ap,n,r = ap,n,2 dim(X)−r et

∀ 0 6 r 6 2 dim(X), |αp,n,r| 6 b(X). (5.7.12)Il déoule de la proposition 5.13 et de (5.7.11) que l'on a
Trp(PX,ℓ,n(u)) = PρNS ,Cp,n(N(p)−n u−2n)


 ∑

06r62 dim(X)

ap,n,r v
n r


 . (5.7.13)On voit ainsi que Trp(PX,ℓ,n(u)) s'érit Q1,p,n(v

n)Q2,p,n(v
n) où Q1,p,n est unpolyn�me de degré 2 b2(X) dont les raines sont de module 1 et Q2,p,n est unpolyn�me réiproque de degré 2 dim(X) dont les raines sont de module inférieur à

1 + b(X). On en déduit (5.7.2) et (5.7.1).Montrons le point 4. D'après la proposition 2.12 et la remarque 2.11, on a pourtout d > 1

Tr (Frp |Poincℓ(Φd(C ))) = 1 + (−1)d+1 Tr(Frdp |H
1
ℓ (C ))ud +N(p)d u2 d. (5.7.14)Par ailleurs, omme Poincℓ(Φd(C )) est pur en p on a

∀d > 1,
∣∣Tr(Frnp |H1

ℓ (C ))
∣∣ N(p)−

d
2 6 b1(C ). (5.7.15)D'après la relation (4.2.4), on a

∀n > 1, ψn(C ) =
1

n

∑

d|n

µ

(
d

n

)
Φd(C ), (5.7.16)où µ : N → {0, 1,−1} est la fontion de Möbius. On a don pour tout n > 1

Trp (Poincℓ(ψn(C )))

=
1

n

∑

d|n
d impair (−1)d+1 µ

(n
d

)
Tr(Frdp |H

1
ℓ (C ))N(p)−

d
2 vd

+
1

n

∑

d|n
d pair [(−1)d+1 µ

(
d

n

)
Tr(Frdp |H

1
ℓ (C ))N(p)−

d
2 + µ

(
2n

d

)]
vd (5.7.17)d'où le résultat annoné. Les deux derniers points en déoulent aisément.



46 DAVID BOURQUIMontrons à présent le théorème 5.20. Tout d'abord, d'après le lemme 5.10, il existeun ensemble �ni S′ de plaes de k tel que pour toute plae p /∈ S′, on a un isomorpisme
Pic(X)

∼
→ Pic(Xp) (5.7.18)ompatible aux ations de Gk à gauhe et Gκp

à droite. Pour p /∈ S′, soit Gp ungroupe de déomposition de p dans l'extension k′/k, ρNS,p
la Q-représentation de Gpinduite par l'ation de Gκp

sur Pic(X), κ′p l'extension galoisienne de groupe Gp de κpet D(p)
déf
= Cp ×κp κ

′
p. Le volume de Tamagawa de la famille Xp × Cp/Cp est donégal à

N(p) (1−g(C )) dim(X)
∏

n>1

∏

C<Gp

PρNS,p
,{e},C(N(p)−n)

∣∣∣D(p)
(0)

Gp,{e},C,n

∣∣∣
(

|X(κp,n)|

N(p)n dim(X)

)|(Cp)(0)n |(5.7.19)Comme Dp = (C ×kk
′)p est isomorphe à la réunion disjointe de G/Gp opies de D(p),par ompatibilité à la restrition des fontions L d'Artin lassique on a l'égalité

V (Xp×Cp/Cp) = N(p) (1−g(C )) dim(X)
∏

n>1

∏

C<G

PρNS ,{e},C(N(p)−n)

∣∣∣(Dp)
(0)

G,{e},C,n

∣∣∣
(

|X(κp,n)|

N(p)n dim(X)

)|(Cp)(0)n |(5.7.20)D'après la remarque 5.5, on a don
V (Xp×Cp/Cp) = N(p) (1−g(C )) dim(X)

∏

n>1

[
PρNS ,Cp,n(N(p)−n)

|X(κp,n)|

N(p)n dim(X)

]|(Cp)(0)n |
.(5.7.21)Soit S′′ l'ensemble �ni de plaes de k onstitué de la réunion de l'ensemble Sdu lemme 5.27, des plaes p véri�ant N(p) 6 (1 + b(X))2 et de l'ensemble S′ in-troduit i-dessus. Il déoule alors du lemme 5.27 que pour tout p /∈ S′′ la série

Poincℓ (Vmot(X × C )) est pur en p et que la série entière
N(p) (g(C−1)) dim(X) Trp [Poincℓ (Vmot(X × C ))] ∈ C[[u−1]] (5.7.22)onverge absolument en u = −1 vers

exp


∑

n>1

Trp[Poincℓ(ψn(C ))]u=−1 log

(
PρNS ,{e},Cp,n

(N(p)−n)
Trp[Poincℓ(Φn(X))]u=−1

N(p)n dim(X)

)


= exp


∑

n>1

Trp[χℓ(ψn(C ))] log

(
PρNS ,{e},Cp,n

(N(p)−n)
Trp[χℓ(Φn(X))]

N(p)n dim(X)

)
 .(5.7.23)Mais d'après le orollaire 4.9, on a Trp[χℓ (ψn(C ))] =

∣∣∣(Cp)
(0)
n

∣∣∣ et Trp[χℓ (Φn(X))] =

|Xp(κp,n)|. On en déduit que l'expression (5.7.23) oïnide bien aveN(p) (g(C )−1) dim(X) V (Xp×

Cp/Cp).



NOMBRE DE TAMAGAWA MOTIVIQUE 475.8. Démonstration du théorème 5.21. �Notations 5.28. � Pour tout entier m > 1, notons Cm le groupe de déompositionde km/k dans l'extension k′/k, et pour n > 1, Cm,n le sous-groupe de Cm véri�ant
|Cm,n| = |Cm|

n∧|Cm|
.Lemme 5.29. � Soit b(X) le plus grand nombre de Betti de X. On a alors :1. Pour tout n > 1, il existe des nombres algébriques (αn,r)r>3 véri�ant
∀r > 3, |αn,r| 6

2 (dim(X) + b2(X)) (1 + b(X))r

r
(5.8.1)et pour tout m > 1

Tr (Fmk | log(PX,ℓ,n(u))) =
∑

r>3

αn,rq
−n m r

2 u−n r. (5.8.2)2. Pour tout n > 1, il existe des nombres algébriques (βn,r)06r62n véri�ant
|βn,r| 6

b1(C ) + 1

n
(5.8.3)et pour tout m > 1

Tr (Fmk |Poincℓ(ψn(C ))) =
∑

06r62n

βn,r q
m r
2 ur. (5.8.4)3. Il existe des nombres algébriques (γr)r>1 véri�ant

|γr| 6 6 r (b1(C ) + 1) (dim(X) + b2(X)) (1 + b(X))r (5.8.5)et pour tout m > 1

Tr


Fmk |

∑

n>1

Poincℓ(ψn(C )) log(PX,ℓ,n)


 = 1 +

∑

r>1

γr q
−m r

2 u−r. (5.8.6)4. Pour m > 1, la série entière Tr(Poincℓ[F
m
k |Vmot(X × C )]) ∈ C[[u−1]] onvergeabsolument pour tout u = z ∈ C véri�ant

|z| > (1 + b(X)) q−
m
2 (5.8.7)et sa somme vaut alors

exp


∑

n>1

Tr[Fmk |Poincℓ(ψn(C ))]u=z log

(
PρNS ,{e},Cm,n

(q−nm z−2n)
Tr[Fmk |Poincℓ(Φn(X))]u=z

qnm dim(X) z 2n dim(X)

)
 .(5.8.8)La démonstration de e lemme est très similaire à elle du lemme 5.27. Par unraisonnement analogue à elui de la setion 5.7, on en déduit le théorème 5.21.



48 DAVID BOURQUI5.9. Lien onjetural ave la fontion zêta des hauteurs antianoniques.� On se plae sous les hypothèses du théorème 5.17. On suppose en outre que le�ne e�etif de X est �niment engendré et que la lasse du faiseau antianonique de
X est à l'intérieur du �ne e�etif. Ces hypothèses permettent de dé�nir un invariantrationnel α∗(X) (f. [Pey03a, �3.1℄). On dé�nit par ailleurs l'invariant β(X) ommeétant le ardinal du groupeH1(k,Pic(X)). SiK désigne le orps des fontions de C , onsuppose en outre que l'ensemble X(K) est Zariski dense. Par soui de simpli�ation,on supposera également qu'on a

Max{d ∈ N>0,
1

d

[
ω−1
X

]
∈ Pic(X)} = 1. (5.9.1)Supposons tout d'abord que k soit un orps �ni de ardinal q. Pour U ouvertde Zariski de X assez petit, on peut alors onsidérer la fontion zêta des hauteursantianonique ZH(X ×C /C , U, t) : 'est la série génératrie qui ompte le nombre demorphismes de C vers X de degré antianonique donné dont l'image n'est pas inlusedans le omplémentaire de U . Voii une version de la onjeture de Manin dans eadre.Question 5.30. � On suppose que X ×C /C véri�e l'approximation faible (par ex-emple que X est rationnelle). Est-il vrai que pour un ouvert U assez petit, la sérieentière ZH(X × C /C , U, t) a un rayon de onvergene égal à q−1 et que pour un er-tain ε > 0 sa somme se prolonge en une fontion méromorphe sur {|t| < q−1+ε},admettant un p�le d'ordre rg(Pic(X)) en t = q−1 tel que

lim
t→q−1

(1 − qt)rg(Pic(X))ZH(X × C /C , U, t)

= α∗(X)β(X)
[
(1 − q t)rg(Pic(X)) LAr(D , G, ρNS , t)]

t=q−1
V (X × C /C ). (5.9.2)Nous donnons i-dessous un pendant motivique de la version a�aiblie suivante dela question 5.30.Question 5.31. � On suppose que X × C /C véri�e l'approximation faible. Est-ilvrai que pour un ouvert U assez petit, la série

det(Id−Fk t|Pic(X)) det(Id−q Fk t|Pic(X))ZH(X × C /C , t) (5.9.3)onverge en t = q−1 vers
α∗(X)β(X)

[
det(Id−Fk t|Pic(X)) det(Id−q Fk t|Pic(X))LAr(D , G, ρNS , t)]t=q−1 V (X×C /C ) ?(5.9.4)Revenons au as d'un orps k quelonque. Pour U ouvert de Zariski de X assezpetit, on peut alors onsidérer la fontion zêta des hauteurs antianonique géométrique

ZH,var(X × C /C , U, t) : 'est une série formelle dont les oe�ients sont les lassesdans K0(Vark) des espaes de modules paramétrant les morphismes de C vers X dedegré antianonique donné dont l'image n'est pas inluse dans le omplémentaire de
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U . Lorsque k est un orps �ni, le morphisme � nombre de points � envoie ZH,var sur
ZH. Si k est de aratéristique zéro, on peut onsidérer la fontion zêta des hauteursmotiviques ZH,mot déf

= χvar(ZH,var). Par analogie ave la question 5.31, on peut alorsposer la question suivante.Question 5.32. � Supposons k de aratéristique zéro. Est-il vrai que pour un ou-vert U assez petit la série
Zmot(Pic(X), t)−1 Zmot(Pic(X), t)−1 ZH,mot(X × C /C , U, t) (5.9.5)onverge dans ̂[K0 (CHM(k)Q) ⊗ Q]

Poincℓ en t = L−1 vers
α(X)β(X)

[
Zmot(Pic(X), t)−1 Zmot(Pic(X),L t)−1Lmot(D , G, ρNS , t)]t=L−1 Vmot(X×C /C ) ?(5.9.6)Les arguments développés dans [Bou06℄ montrent que la réponse à ette questionest positive dans le as où X est une variété torique déployée et C = P1.Remarque 5.33. � On pourrait imaginer renforer la question 5.31 en demandanten outre la onvergene de la série (5.9.3) en t = q−1+ε pour ε > 0 assez petit. Ceiaurait deux avantages : d'une part une telle onvergene impliquerait une réponsepositive à la question 5.30, d'autre part l'adaptation au adre motivique serait aisée(quitte à introduire formellement des raines de L dans l'anneau de Grothendiek desmotifs). Cependant une réponse positive à la question ainsi reformulée entraîneraiten outre que les p�les de la fontion zêta des hauteurs sur le erle de rayon q−1 sontinlus dans l'ensemble {α−1 q−1}, α dérivant les valeurs propres de Fk sur Pic(X).Cei n'est pas véri�é par exemple dans le as du plan projetif élaté en un point (où

q−1 n'est pas l'unique p�le du prolongement méromorphe sur le erle de rayon q−1).La question de la nature des p�les qui doivent apparaître sur le erle de rayon q−1reste à étudier.Supposons à présent que k soit un orps de nombres et indiquons omment lesquestions 5.31 et 5.32 pourraient être reliées. On suppose qu'il existe un ouvert U telque la réponse à la question 5.32 soit positive. Notons, pour alléger l'ériture,
Z̃H,mot(t) déf

= Zmot(Pic(X), t)−1 Zmot(Pic(X),L t)−1 ZH,mot(X×C /C , U, t) ∈ K0 (CHM(k)Q) [[t]](5.9.7)et̃
Lmot(t) déf

= Zmot(Pic(X), t)−1 Zmot(Pic(X),L t)−1 Lmot(D , G, ρNS , t) ∈ K0 (CHM(k)Q) [[t]].(5.9.8)Ainsi, d'après le point 4 de la proposition 3.12, L̃mot(t) est un polyn�me.Supposons en outre que pour presque tout p on ait Trp(χℓ(Z̃H,mot(t)) = Z̃H,p(t) où
Z̃H,p(t) déf

= det(Id−Frp t|Pic(Xp)) det(Id−N(p) Frp t|Pic(Xp))ZH(Xp×Cp/Cp, Up, t) ∈ C[[t]].(5.9.9)
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Poincℓ(Z̃H,mot(t))

∈K0(Gk-Qℓ)⊗Q[u,u−1][[t]]

�

t=ℓ−1u−2
//

_

Trp

��

α(X)β(X)L̃mot(ℓ−1 u−2)Vmot(X × C /C )
∈K0(Gk-Qℓ)⊗Q((u−1))

_

Trp

��

Trp( . )
∈C[u,u−1][[t]]

�

t=N(p)−1u−2

//

_

u=−1

��

Trp( . )
∈C((u−1))

_

u=−1

��
Z̃H,p(t)
∈C[[t]]

�

t=N(p)−1 ?
// α∗(X)β(X)L̃Ar(N(p)−1)V (Xp × Cp/Cp)(5.9.10)Si on arrive à montrer que la �èhe horizontale inférieure est bien dé�nie et fait� ommuter �le arré inférieur, on obtient que la réponse à la question 5.31 est positiveen p. Conrètement, on est ramené à un problème d'interversion de série. Il s'agiraitalors de dégager les propriétés de Z̃H,mot assurant que ette interversion est liite.5.10. Une vraie version motivique. � L'appelation � motivique �pour le vol-ume de Tamagawa dont l'existene est montrée par le théorème 5.17 est abusive auvu de la omplétion utilisée. Il devrait plut�t être quali�é de � ohomologique �. Sion admet la onjeture que tout motif de Chow admet une déomposition de Chow-Künneth (f. [Mur93℄), on peut dé�nir un polyn�me de Poinaré virtuel � absolu �

Poincabs :
K0 (CHM(k)Q) −→ K0 (CHM(k)Q) [u, u−1]

[M ] 7−→
∑
i∈Z

[
hi(M)

]
ui (5.10.1)et on peut se demander si la onvergene du nombre de Tamagawa motivique a lieudans ̂K0 (CHM(k)Q) ⊗ QPoincabs (et pas seulement dans une omplétion liée à uneréalisation ohomologique). En fait on peut montrer un résultat de onvergene in-onditionnel pour les surfaes : soit Sk la sous-atégorie pleine de CHM(k)Q dont lesobjets sont les motifs déoupés sur les variétés de dimension au plus 2, leurs sommeset leurs duaux. Comme les variétés de dimension au plus 2 admettent des déom-position de Chow-Künneth (f. [Mur90℄), on peut dé�nir un polyn�me de Poinarévirtuel absolu

Poincabs :
K0(Sk) −→ K0(Sk)[u, u

−1]

[M ] 7−→
∑
i∈Z

[
hi(M)

]
ui (5.10.2)Théorème 5.34. � Soit k un orps de aratéristique zéro. Soit C une ourbeprojetive, lisse et géométriquement intègre. Soit S une surfae projetive, lisseet géométriquement intègre véri�ant les hypothèses 5.6. On suppose en outre que
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A0(Sk(S)) est nul. On reprend les notations 5.11. Le produit eulerien motivique

L 2 (1−g(C ))
∏

n>1


 ∏

C∈Conj(G)

PρNS ,{e},C(L−n)
η

k′,G,C,n
Φn(S)

L2n



ψn(C ) (5.10.3)onverge dans ̂K0(Sk) ⊗ Q

Poincabs (f. la notation 5.15).Remarque 5.35. � L'hypothèse que A0(Sk(S)) est nul est véri�ée dès que A0(Sk(S))est nulle. Cei vaut en partiulier si S est k(S)-rationnellement onnexe, et don si Sest une surfae de Fano.Démonstration. � Comme H1(S,OS) = 0, la variété d'Albanese de S est triviale.D'après [KMP07, Propositions 14.2.1, 14.2.3 et Corollary 14.4.9 (a)℄, on a une dé-omposition
h(S) = 1⊕ Pic(S)(−1) ⊕ t2(S) ⊕ 1(−2) (5.10.4)où t2(S) est un motif de poids 2 qui est nul si et seulement si A0(Sk(S)) est nul. Ainsion a

Zmot(S) = Zmot(1, t)Zmot(Pic(S),Lt)Zmot(1,L2 t) (5.10.5)d'où
Zmot(S)−1 = (1 − t)(

∑

n>0

(−1)n
[
Altn(Pic(S))

]
Lntn) (1 − L2, t)). (5.10.6)On en déduit l'analogue pour le polyn�me de Poinaré virtuel absolu de la proposition2.12 : pour tout n > 1, on a

Poincabs(Φn(S)) = 1 + Pb2(S),n

([
j
∧Pic(S)

])

16j6b2(S)

u2n + L2n u4n (5.10.7)À partir de là, il est faile de véri�er que toutes les égalités de la démonstration duthéorème 5.17 ont lieu dans K0(Sk)⊗Q (et pas seulement dans K0(Gk-Qℓ)⊗Q).Référenes[And04℄ Y. André � Une introdution aux motifs (motifs purs, motifs mixtes, périodes),Panoramas et Synthèses, vol. 17, Soiété Mathématique de Frane, Paris, 2004.[And05℄ , � Motifs de dimension �nie (d'après S.-I. Kimura, P. O'Sullivan. . . ) �,Astérisque (2005), no. 299, p. Exp. No. 929, viii, 115�145, Séminaire Bourbaki.Vol. 2003/2004.[AT69℄ M. F. Atiyah & D. O. Tall � � Group representations, λ-rings and the J-homomorphism �, Topology 8 (1969), p. 253�297.[BD07℄ K. Behrend & A. Dhillon � � On the motivi lass of the stak of bundles �,Adv. Math. 212 (2007), no. 2, p. 617�644.[Bit04℄ F. Bittner � � The universal Euler harateristi for varieties of harateristizero �, Compos. Math. 140 (2004), no. 4, p. 1011�1032.
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