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FONCTIONS L D’ARTIN ET NOMBRE DE TAMAGAWA
MOTIVIQUES

par

David Bourqui

Résumé. — Dans la premiére partie de ce texte, nous définissons des fonctions
L d’Artin motivique a P’aide d’un produit eulerien motivique, et montrons qu’elles
coincident avec les fonctions introduites par Dhillon et Minac dans [DMO6]. Dans la
seconde partie, nous définissons, sous certaines conditions, un nombre de Tamagawa
motivique et montrons qu’il se spécialise sur le nombre de Tamagawa usuel défini par
Peyre dans le cadre des conjectures de Manin sur le nombre de points de hauteur
bornée des variétés de Fano.

Abstract ( Motivic Artin L-functions and a motivic Tamagawa number )

In the first part of this text, we define motivic Artin L-fonctions via a motivic
Euler product, and show that they coincide with the functions introduced by Dhillon
and Minac dans [DMO6]. In the second part, we define under some assumptions a
motivic Tamagawa number and show that it specializes to the Tamagawa number
introduced by Peyre in the context of Manin’s conjectures about rational points of
bounded height on Fano varieties.

1. Introduction

Comme l'ont illustré Denef et Loeser dans [DLO04], les propriétés de nombre de
séries rationnelles issues de la géométrie arithmétique sont de nature motivique : elles
s’obtiennent naturellement par spécialisation de séries & coefficients dans un anneau de
Grothendieck de motifs et leur propriétés se lisent déja (au moins conjecturalement)
sur ces séries motiviques. Dans la méme veine, on peut se demander si les propriétés
des fonctions zéta des hauteurs, étudiées dans le cadre des conjectures de Manin sur
les points de hauteur bornée (cf. par exemple [Pey03b]| et [Pey02]) sont de nature

Classification mathématique par sujets (2000). — 14G10 14C35 (11M41 12E30 14J45) .
Mots clefs. — Fonction L d’Artin motivique, nombre de Tamagawa, nombre de Tamagawa mo-
tivique, produit eulerien motivique, fonction zeta des hauteurs.

Je remercie Florian Ivorra pour de trés utiles discussions.
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motivique. Il est & noter qu’en général on ne s’attend pas & ce que de telles séries
soient rationnelles (cf. [BT95, in fine]).

Dans ce texte, nous montrons que ’on peut, dans certains cas, donner une version
motivique naturelle du nombre de Tamagawa défini par Peyre qui apparait conjec-
turalement dans la partie principale de la fonction zéta des hauteurs. Dans le cas clas-
sique, le volume adélique définissant ce nombre de Tamagawa peut s’exprimer comme
un produit eulerien. I’analogue motivique que nous proposons s’exprime comme un
« produit eulerien motivique » (notion qui apparait dans un précédent travail [Bou06]
consacré aux fonctions zéta des hauteurs motiviques des variétés toriques), dont on
montre la convergence dans une certaine complétion de ’anneau de Grothendieck des
motifs (théoréme 5.17). Cette complétion est basée sur la filtration par le degré du
polyndéme de Poincaré virtuel ¢-adique (i.e. par le poids). Un de ses intéréts est que
la réalisation « comptage des points » s’étend & certains éléments de la complétion.
Nous remarquons qu’une approche similaire est utilisée dans [BD07] et [Eke07].
Dans le cas d’un corps global, nous montrons que le nombre de Tamagawa motivique
se spécialise en presque toute place sur le nombre de Tamagawa classique (théoréme
5.20). Dans le cas d’un corps fini, nous montrons que le nombre de Tamagawa mo-
tivique se spécialise sur le nombre de Tamagawa classique (modulo une hypothése
malhereusement peu naturelle cf. théoréme 5.21 et remarque 5.22). Enfin dans le cas
d’une surface, utilisant un résultat de Kahn, Murre et Pedrini nous donnons une
version purement motivique du nombre de Tamagawa motivique, c’est-a-dire que sa
convergence est définie & ’aide d’un polynéme de Poincaré virtuel absolu et non pas
l-adique (théoréme 5.34).

La définition de Peyre fait intervenir des facteurs de convergence qui sont les fac-
teurs locaux de la fonction L d’Artin associée au module de Neron-Severi de X . Nous
avons besoin d’un analogue motivique de ces facteurs locaux. Une version motivique
des fonctions L d’Artin a été proposée par Dhillon et Minac dans [DMO6]. Leur con-
struction, quoique compacte et élégante, présente vis-a-vis de notre objectif le défaut
de ne justement pas faire intervenir de facteurs locaux. C’est pourquoi nous donnons,
dans la premiére partie de ce texte, une définition alternative des fonctions L mo-
tivique via un produit eulerien motivique. Nous rappelons et précisons les propriétés
de la fonction L de Dhillon et Minac 4 la section 3. Dans la section 4, nous définissons
notre fonction L. Nous montrons qu’elle coincide avec la fonction L de Dhillon et
Minac et dans le cas d’'un corps de nombres se spécialise en presque toute place sur la
fonction L usuelle. Il est & noter que, stricto sensu, les résultats de la premiére partie
ne sont pas utilisés dans la seconde (pour la plupart, ils ne sont d’ailleurs valables
a priori qu’en caractéristique zéro, a cause notamment de ’utilisation du résultat de
Denef et Loeser permettant d’associer de maniére canonique un motif virtuel & une
telle formule, cf. théoréme 4.1). Cependant : 1) ils justifient moralement le fait que
les facteurs locaux utilisés dans la définition du nombre de Tamagawa motivique sont
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les facteurs « naturels » ; 2) ils donnent une interprétation arithmétique de la fonc-
tion L d’Artin motivique (pour un corps de caractéristique zéro quelconque) et 3) ils
permettent de décrire précisément les « poles » de la fonction L motivique, ce qui est
utile pour une formulation d’une version motivique de la conjecture de Manin (cf. les
remarques 5.12 et la section 5.9).

Pour conclure cette introduction, il faut remarquer que la définition proposée du
nombre de Tamagawa n’est pas entiérement satisfaisante conceptuellement : une
< bonne » définition devrait certainement utiliser une (hypothétique) version glob-
ale de l'intégration motivique (comme le remarquent les auteurs de [BD07] & propos
d’une version motivique du nombre de Tamagawa d’un groupe algébrique).
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2. Quelques rappels et notations

2.1. Anneaux de Grothendieck de variétés et de motifs. — Dans tout ce
texte, les actions de groupes sont des actions & gauche. Si G est un groupe, on note G°P
le groupe opposé. Soit k un corps. On note Vary (respectivement G- Vary) la catégorie
des variétés algébriques quasi-projectives définies sur k (respectivement munie d’une
action algébrique d’un groupe fini G) et Ky(Vary) (respectivement Ky(G- Vary)) son
anneau de Grothendieck (cf. [And04, 13.1.1]). Si F' est un anneau, on note CHM(k) p
la catégorie des motifs de Chow définis sur k a coefficients dans F' (cf. [And04,
Chapitre 4]) et Ko (CHM(k)F) son anneau de Grothendieck (cf. [And04, 13.2.1]). La
classe du motif de Lefschetz 1(—1) dans K (CHM(k)r) est notée L. Pour d € Z, on
note M (—d) Mo 1(—1)®4 la d-éme torsion de Tate de M.
Théoréeme 2.1 (Gillet-Soulé,Guillen-Navarro-Aznar,Bittner)

Soit k un corps de caractéristique zéro. Il existe un unique morphisme d’anneauz

Xvar : Ko(Varg) — Ko (CHM(k)p) (2.1.1)

qui envoie la classe d’une variété projective et lisse X sur la classe de son motif de
Chow h(X).

L’image de Ko(Vary) par x,,, sera notée K" (CHM(k)r).

Notons C(G, Q) le Q-espace vectoriel des fonctions Q-centrales de G dans Q (i.e
les fonctions o : G — Q qui vérifient a(z) = a(y) dés que les sous-groupes (z) et (y)
sont, conjugués. On rappelle & présent un cas particulier d’une version équivariante
du théoréme 2.1, due a Denef, Loeser, del Bafo et Navarro-Aznar (cf. [IBRNA9S,
theorem 6.1]).

Théoréeme 2.2. — Soit k un corps de caractéristique zéro et G un groupe fini. I
eziste une unique famille de morphismes d’anneaux
Xeq(—> @) + Ko(G-Vary) — Ko (CHM(k)q) ® Q (2.1.2)
indexée par o € C(G, Q) ayant les propriétés suivantes :
1. si X est une k-G-variété projective et lisse, p une Q-représentation linéaire de
dimension finie irréductible de G et p, =4 ‘—é,‘ > ogea p(g~Y) ®[g] Uidempotent de
V, ® h(X) associé, alors on a

Xeq (X, Xp) = [Im(py)]; (2.1.3)
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2. Uapplication o — X (X, ) est un morphisme de groupe.

Définition 2.3. — Si k est un corps de caractéristique non nulle, G un groupe fini
et X une k-G-variété projective et lisse, on définit x,, (X, x,) via la relation (2.1.3)
puis par linéarité x,, (X, a) pour tout élément o de C(G, Q).

Théoreme 2.4 ([ABRNA98|). — Soit k un corps de caractéristique zéro, G un
groupe fini et X une k-G-variété projective et lisse. Alors on a

Xvar (X/G) = [R(X)]. (2.1.4)

2.2. Caractéristique d’Euler-Poincaré /-adique et nombre de points mo-
dulo p. — Pour tout corps k, on note k* une cloture séparable de k et G5, = Gal(k®/k)
le groupe de Galois absolu de k. Pour tout nombre premier ¢, on note K(Gx-Qp)
I’anneau de Grothendieck de la catégorie des Qg-espaces vectoriels de dimension finie
munis d’une action continue de Gj. On supposera toujours ¢ distinct de la caractéris-
tique de k, et on fixera un plongement Q, — C. La caractéristique d’Euler-Poincaré
f-adique est le morphisme d’anneaux

xe  Ko(Varg) — Ko(5x-Qe) (2:2.1)
défini par x¢([X]) = 3,(~1)" [HE(X®, Qe)], ot X® ' X x;, k. Si k est de caractéris-

3
tique zéro, x, se factorise par X, -
On suppose a présent que k est un corps global. Soit p une place finie de k. On
note kp son corps résiduel, I, C G un groupe d’inertie en p et Fr, un Frobenius en
p. Le nombre de points modulo p d’un élément V de Ko(5x-Qr) est Tr(Fr, [V7¢). On

le notera Tr, (V). Si X est une k-variété, pour presque tout p on a
Ty (xe(X)) = [ X (kp)] (2.29)

ou X (kp) désigne (abusivement) l’ensemble des k,-points d’un modeéle de X (ainsi
| X (kp)]| est bien défini « modulo un nombre fini de p » ).

2.3. Objets de dimension finie et rationnalité. — Pour tout anneau A, on
note 1 + A[[t]]* le sous-groupe de A[[t]]* formé des éléments de terme constant égal
alet 1+ Aft]T le sous-monoide des polynomes de 1+ A[[t]]". On dit qu’un élément
f de 1+ A[[t]]* est rationnel 8'il existe g € 1 + A[t]T tel que g f € 1+ A[t]T.

Soit &/ une catégorie tensorielle pseudo-abélienne F'-linéaire, ou F est une Q-
algébre. Soit G un groupe fini, M un objet de &/ muni d’une action de G et p une
F-représentation linéaire de dimension finie de G. On note (M ® V,)¢ I'image dans
M ® V, du projecteur ﬁ decg ® p(g). Dans le cas particulier de l’action de &,,
sur M®" et p est la représentation triviale (respectivement la signature), cette image
est notée Sym™ M (respectivement Alt"™ M). Suivant la terminologie de [And05], un
objet M de <7 est dit pair (respectivement impair) s’il vérifie Alt™ M = 0 pour n >> 0
(respectivement Sym”™ M = 0 pour n >> 0. Un objet M de <7 est dit de dimension
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finie 8’1l s’écrit comme somme directe d’un objet pair et d’un objet impair. Pour tout
objet M, on pose
def

Zor (M) =3 " [Sym™ M]t" € 1+ Ko()[[t]] . (2.3.1)

n=0
On a dans Ky(&)[[t]] 1a formule (cf. eg [Hei07, Lemma 4.1])

Zo (M) | DA M](~1)"¢" | =1 (2.3.2)

n=0

d’ot1 découle la proposition suivante.

Proposition 2.5 (André). — Soit M un objet de of . Si M est pair (respectivement
impair) alors Z;(M,t) € 1+ [t]* (respectivement Z,(M,t)~1 € 1 + /[t|*). En
particulier, pour tout objet M de dimension finie, Z (M, t) est rationnelle.

2.4. Fonctions zéta de Hasse-Weil géométrique et motivique. — Soit k£ un
corps et X une k-variété quasi-projective. On définit, suivant Kapranov, la fonction
zéta de Hasse-Weil géométrique de X

> [Sym" X] " € 14 Ko(Vary)[[t]]*. (2.4.1)

n=0

déf

Zyar (X, t) =
Il existe un unique morphisme de groupes

Zear( 1) + Ko(Varg) — 1+ Ko(Vary)[[]]* (2.4.2)

qui envoie la classe d’une variété quasi-projective X sur Zyar (X, t).

Soit F un corps de caractéristique zéro. Pour tout objet M de CHM(k)r on définit,
suivant André, la fonction zéta de Hasse-Weil motivique de M

Zinot (M, 1) € Zomagy (M, 1) = [Sym™(M)] " € 1+ Ko (CHM(k)F) [[t]]F.

n=0

(2.4.3)
On a en particulier, pour tout entier d,
Zmot(M(—d), t) = Zmot(M,L%t). (2.4.4)
Il existe un unique morphisme de groupes
Zmot(-,1) : Ko (CHM(k)p) — 1+ Ko (CHM(K) ) [[t]T (2.4.5)

qui envoie la classe d’un motif M sur Znot(M,t).
Si X est une variété projective et lisse, on pose Zmot(X,t) L

est de caractéristique zéro, on a d’aprés le théoréme 2.4

Xvar © Zvar( . at) = Zmot (Xvar( ) t)' (2-4-6)

Dans ce cas, il existe un unique morphisme de groupes

Zumos + Ko(Varg) — 1+ Ko (CHM(k)#) [[t]* (2.4.7)

mot (R(X),t). Si k
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qui envoie la classe d’une variété projective et lisse X sur Zpot(X,t).

Définition 2.6. — Soit M un élément de Ko (CHM(k)r). On définit la famille de
motifs virtuels (®,,(M)),>1 par la relation
" dlog
O, (M) = =t 2287 (M, 1). 4.

D Ou(M) — =t = Tt (M. 1) (2.4.8)

nz=1
Si X est une k-variété projective et lisse, on pose @, (X) et D, (h(X)). Si X est un
élément de Ko(Vary), on définit la famille de variétés virtuelles (@, var(X))n>1 par la
relation

t" dlog
Dy var (X)) — =t —=Zoar (X, 7). 2.4.
S B (X) = =1 B 2 (X, 1) (249)
n>1
Remarque 2.7. — D’aprés (2.4.6), si k est de caractéristique zéro, on a
Xvar © Prvar = Pn 0 Xyar- (2.4.10)

Par ailleurs, si k& est un corps fini et X une k-variété quasi-projective, le morphisme
«nombre de k-points » Ko(Vary) — Z envoie Zy,, (X, t) sur la fonction zéta de Hasse-
Weil classique Zrw (X). D’aprés (2.4.9), le nombre de k-points de ®@,, var (X)) est donc
égal au nombre de points de X & valeurs dans k,,, ou k,, est une extension de degré n
de k. Une remarque similaire vaut pour ®,(X) si X est projective et lisse.

Comme on a | X x Y (k)| = | X (kn)|.|Y (kn)| pour tout n, on peut se demander
plus généralement (sur un corps k quelconque) si les morphismes de groupes @,
(respectivement ®,, y5r) ne sont pas en fait des morphismes d’anneaux.

Ceci vaut pour ®,,. Je tiens a remercier Evgeny Gorsky qui m’a indiqué I’argument
qui suit(). Dans le langage de la théorie des A-anneaux, les @, (respectivement les
®,, var) sont les opérations de Adams associées a la structure opposée a la A structure
définie par le morphisme Znot( ., t) (respectivement Zya,(.t)). Par ailleurs, Heinloth
montre dans [Hei07] que la structure opposée a la A-structure définie par Zmot est spé-
ciale. D’aprés [AT69, Proposition 5.1], ceci entraine que les ®,, sont des morphismes
de A-anneaux, donc en particulier d’anneaux.

Le méme type d’argument permet de montrer, au moins si le corps de base est C,
que @, var ne peut pas toujours étre un morphisme d’anneaux. Ceci est implicitement
contenu dans la remarque du début la section 8 de [LLO04]. Indiquons les arguments.
Soit & une courbe projective, lisse et connexe de genre supérieur & 1. Les auteurs de
[LLO4]| construisent un corps H de caractéristique zéro et un morphisme d’anneaux
p o Ko(Vare) — H tel que p(Zyar (€ X €, t)) n’est pas rationnelle (cf. [LLO3, Section
3]). Supposons alors que 'on ait

Vn =1, ®pyar(@ X E) = Opyar (%) (2.4.11)

(D Dans [Bou06], nous montrons que ®,, 0 Xyar €st un morphisme d’anneaux par une preuve « ari-
thmétique » utilisant le théoréme de Denef et Loeser 4.1.
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Comme H est sans torsion, ceci entraine (cf. [Knu73, Theorem, p. 49]) que le mor-
phisme

po Z (., —t) : Ko(Varg) — 1+ H[[t]]* (2.4.12)

var

envoie € X € sur le carré de 'image de €. Rappelons la structure d’anneau mise en jeu
sur 1+H|[t]]T : la loi de groupe additif sur 1 +H|[[t]]T est induite par la multiplication
dans H[[t]] et la multiplication est alors entiérement déterminée par la régle

Va,be ™M, (L+at)e(1+bt)=1+abt. (2.4.13)

En particulier si A et B sont deux éléments de 1 + H[[t]]" qui sont rationnelles,
alors A e B l’est encore. Or, d’aprés un résultat de Kapranov (cf. [And04, propo-
sition 13.3.1.2]), Zyar(%, t) est rationnelle. Ainsi p(Zyar (% X €,1)) = u(Zyar(€,t)) ®
1(Zyar (€, t)) est rationnelle, d’ott une contradiction.

2.5. Motifs d’Artin. — On note MA(k)r la catégorie des motifs d’Artin, i.e. la
sous-catégorie de CHM (k) p engendrée par les motifs des k-variétés de dimension zéro.
Rappelons que le foncteur qui au spectre d’une k-algébre étale K associe le Gx-module
discret FHomx(KF) induit une équivalence de catégories

MA(k)p = Gy-F (2.5.1)

ou Gi-F est la catégories des Gi-représentations discrétes & valeurs dans des F-
espaces vectoriels de dimension finie. On a donc un isomorphisme d’anneaux canonique
Ko (MA(K)r) = Ko(Gx-F) au moyen duquel nous identifierons désormais ces deux
anneaux de Grothendieck.

2.6. Formule de MacDonald motivique. — Soit F’ un anneau, KX un corps con-
tenant F', GrVectx la catégorie des K-espaces vectoriels gradués de dimension finie et
H : CHM(k)r — GrVectg une réalisation cohomologique de Weil (avec éventuelle-
ment des structures supplémentaires sur les objets GrVectx par exemple ’action du
groupe de Galois absolu dans le cas de la réalisation ¢-adique) (cf. [And04, §4.2.5
et 7.1.1]). L’application Poincy : Ko (CHM(k)r) — Ko(Vectx)[u,u™t] qui & M
associe » [Hl(M)} u® est alors un morphisme d’anneaux, que I’on appelle polynéme
i€Z

de Poinz:earé virtuel (associé a la réalisation cohomologique H).

Dans la suite, on ne considérera que des réalisations cohomologiques classiques, au
sens de [And04, §3.4]. Pour i € Z, on notera b;(M) le i-éme nombre de Betti de
M, i.e. la dimension du K-espace vectoriel H*(M) (qui ne dépend pas du choix de la
cohomologie classique H d’aprés [And04, Théoréme 4.2.5.2]).

Le résultat suivant, di a del Bano, généralise la formule de MacDonald calculant
les nombres de Betti d’un produit symétrique ([Mac62]).
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Théoreme 2.8 (del Bano). — Pour tout objet M de CHM(k)p, on a
I > {AHi(M)} win g
i€Z, 1 impair n>0

I [Aron] yruine

i€Z, 1 pair n>0

Poincy (Zmot (M, 1)) = (2.6.1)

Démonstration. — Ceci découle de la proposition 3.8 de [dBRO1], compte tenu de
la formule (2.3.2). O

Corollaire 2.9. — Supposons que k soit un corps global. Soit X une k-variété, sup-
posée en outre projective et lisse si k est de caractéristique non nulle. Pour presque
toutp, on a Try(xe(Zmot (X, 1)) = Zuw(Xy,t), 04 Zaw est la fonction zéta de Hasse-
Weil classique de la ky-variété X,.

Le théoréme 2.8 va nous permettre de donner une formule pour Poincy (®4(M)),
qui nous sera utile pour montrer la convergence du volume de Tamagawa motivique
(cf. théoréme 5.17).

Notation 2.10. — Pour n > 1,80it (P, )m>1 lafamille d’éléments de Z[T7, . . ., T;,]
définie par la relation

dl .
t B 1 S Tt | =Y Pu(Th . T 6 (2.6.2)

dt :
1<i<n m2=1

Remarque 2.11. — SiV est un K-espace vectoriel de dimension finie et f € End(V')
on a donc I’égalité

T (| Paimn(vyan (AV ) 1. aim(v)) = TE(F7V) (2.6.3)

Des relations (2.4.8) et (2.6.2) et du théoréme 2.8 on déduit aussitot la proposition
suivante.

Proposition 2.12. — Soit n > 1. Pour tout objet M de CHM(k)r, on a
Poincy (® => Py <[/\H1( )D (=)Dt (2.6.4)
i€EZ 1<5<bi (M)
En particulier, pour toute k-variété projective et lisse X on a

2 dim(X)

Poincy (® Z Py.(X)m ({AH%‘(X)D (=) HDiyne (2.6.5)
1<hi (X)

Remarque 2.13. — Si k est un corps fini et H est la réalisation ¢-adique, en prenant

la trace du Frobenius et en faisant © = —1 dans la relation (2.6.5), on obtient, d’aprés

la remarque 2.11, la formule liant le nombre de points de X & valeurs dans une
extension de degré n de k et la somme alternée des traces de la puissance n-éme du
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Frobenius agissant sur les groupes de cohomologie ¢-adique. La formule (2.6.5) peut
donc étre vue comme une généralisation de cette formule de trace.

3. La fonction L d’Artin motivique de Dhillon et Minac

3.1. Une remarque sur les actions de groupes sur les motifs. — Afin de pré-
ciser les résultats de rationalité de [DMOG6], nous aurons besoin de la proposition 3.4
ci-dessous, qui est certainement bien connue des spécialistes, mais pour laquelle nous
n’avons pas trouvé de référence. Soit M un objet d’une catégorie pseudo-abélienne,
G un groupe agissant sur M et p un idempotent de M. On dit que ’action de G est
compatible a p si la relation pgphp = pghp vaut pour tous g,h de G. Dans ce cas
Paction de G sur M induit naturellement une action de G sur Im(p), donnée par le
morphisme g — pgp. Les deux lemmes ci-dessous sont élémentaires.

Lemme 3.1. — Soit M et N des objets d’une catégorie pseudo-abélienne, M étant
muni de l'action d’un groupe G.

1. On suppose qu’il existe 1 € Hom(N, M) et r € Hom(M, N) tels que ri = Idy.
Soit N' le facteur direct de M définit par la rétraction r, i.e. l’image du pro-
jecteur ir. On suppose que Uapplication v : G — End(N) qui & g associe r gi
vérifie Y(gh) = P (g) Y (h), ce qui induit une action de G sur N. Alors laction
de G sur M est compatible ¢ ir et Uisomorphisme naturel i : N = N’ est
G-équivariant.

2. On suppose qu’il existe p € Hom(M,N) et s € Hom(N, M) tels que ps = Idy.
Soit N' le facteur direct de M définit par la section s, i.e. l’image du projecteur
sp. On suppose que Uapplication ¢ : G — End(N) qui d g associe p g s vérifie
W(gh) =¥(g)¥(h), ce qui induit une action de G sur N. Alors laction de G sur
M est compatible ¢ sp et lisomorphisme naturel s : N = N’ est G-équivariant.

Lemme 3.2. — Soit M un objet d’une catégorie tensorielle pseudo-abélienne F'-
linéaire, ou F est une Q-algébre. Soit G un groupe fini agissant sur M. Soit p1, ..., p,
un systeme complet d’idempotents othogonauzx de M. Pour tout i, on suppose que l’ac-
tion de G est compatible a p;. On a alors un isomorphisme canonique

MY 5 @ Im(p)© (3.1.1)
1<isr
Notations 3.3. — Soit X une k-variété projective, lisse et intégre de dimension d. Le

corps des constantes de X est k' % H°(X,0x). Soit 7 : X — Spec(k’) le morphisme
naturel. Soit ¢ : k' — k” une extension finie séparable de degré n telle que X (k")
soit non vide, et  : Spec(k”) — X. On a alors ([Sch94, §1.11]) i.a*7* = n. et
T.x.i* = n. Ainsi Li,z* est une rétraction de 7* : h(Spec(k’)) — h(X), et induit
donc un isomorphisme ¢, de h(Spec(k’)) sur un facteur direct de X, a savoir I'image du

déf 1 1

projecteur p, = +7*i,x* qui sera notée h(X). De méme +z,i*(—d) est une section de

n
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e+ h(X) — h(Spec(k'))(—d) et induit donc un isomorphisme ¢!, de h(Spec(k’'))(—d)
sur un facteur direct de X, & savoir I'image du projecteur p/, L 1

sera notée h24(X).

x*i*(—d) s, qui

n

Supposons & présent qu'un groupe G agisse sur X par k-automorphismes. Cette
action induit par composition & gauche une action de G sur Hom(X, Spec(k')) =
Auty(Spec(k')), i.e. un morphisme de groupe ¢ : G — Autg(Spec(k’)) d’ou par
fonctorialité une action de G°P sur h(Spec(k’)) et h(Spec(k'))(—d).

Proposition 3.4. — L’action de G°P sur h(X) déduite par fonctorialité de [’action
de G sur X est compatible auz projecteurs p, et p’.. L’action induite de G°P sur h°(X)
(respectivement h? (X)) coincide modulo identification naturelle avec l’action de G°P
sur h(Spec(k’)) (respectivment h(Spec(k'))(—d)) induite par .

En particulier, si X est géométriquement intégre l'action induite de G°P sur h°(X)
et h24(X) est triviale. Si X n’est pas géométriquement intégre, l'action de G°P sur
hO(X) et h?4(X) n'est pas nécessairement triviale.

Démonstration. — Compte tenu du lemme 3.1, il suffit de montrer pour tout g € G
les relations

1 - * * * *

Siatgtmt = ¥(g) (3.1.2)
et

1 * <k *

ST g Ll =9(g)". (3.1.3)

La relation (3.1.2) est immeédiate compte tenu des égalités m g = ¢(g) m et i, z* 7° = n.
Pour montrer la relation (3.1.3), on utilise les égalités g. g* = Idy(x) et ¥(g)« ¥(g)* =
Idp,(spec(iry) ([Sch94, §1.10]) d’ot g* = (¢71). et ¥(97")s = ¥(g)*. Compte tenu de

7g t =1(g~ )7, il s’ensuit

1 o 1 _ . X
— T gF T i = —P(g7 e T i i = Y(g)". (3.1.4)
n n

Si X est géométriquement intégre, on a k' = k et v est trivial, d’ou la sec-

onde assertion. Pour montrer la derniére assertion, il suffit de considérer la variété
X Xgpec(k) Spec(k’), ott X est projective, lisse et intégre, k'/k est une extension finie
telle que Autg (k") est non trivial et G = Auty (k)P agit sur X Xgpecr) Spec(k’) via
I’action naturelle sur le deuxiéme facteur. O

3.2. Définition et propriétés de la fonction L motivique. —

Notation 3.5. — Si G est un groupe fini et F un corps, on appellera F-
représentation de G toute représentation linéaire de dimension finie de G définie sur
F'. Si p est une F-représentation on note V), son espace de représentation et x, son
caractere.
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Soit G un groupe fini et p une F-représentation de G. Les auteurs de [DMO6]
associent alors a tout objet M de CHM(k)p muni d’une action de G une fonction L
d’Artin motivique

Lot (M, G, p,1) € Znot(M @ V,)%,1) € 14+ Ko (CHM(k)p) []]T (3.2.1)
et & toute k-G-variété projective et lisse X la fonction

LM(X,G,p,t) = LEN (M(X), GP, p™ . 1) (3-2.2)

mot mot

ol p°P est la représentation opposée de p. Notons que pour d € Z, on a un isomor-
phisme (M (—d) @ V)¢ = (M @ V)%(—d), d’oti, d’aprés (2.4.4),

LoYi(M(—d), G, p,t) = LEM (M, G, p, L t). (3.2.3)

mot

Si k est de caractéristique zéro, la proposition 2.7 de [DMO6] et le lemme 7.1 de
[Bit04] montrent qu'’il existe un unique morphisme de groupes

LPM( G p,t) : Ko(G-Varg) — 1+ Ko (CHM(k)p) [t]] (3.2.4)

qui envoie la classe d'une G-variété projective et lisse X sur LPM(X G, p, t).

Remarque 3.6. — Les auteurs de [DMO06] supposent dans tout leur article que le
corps F' des coefficients des motifs contient toutes les racines de 'unité, mais cette
hypothése est inutile pour la définition de LPM et les résultats de [DMO6] utilisés
dans la présente section. Ils n’utilisent cette hypothése qu’a partir de la section 5 de

leur article.

Remarque 3.7. — D’aprés [And04, §4.2.2.], si E — F est une extension, il existe
un morphisme d’anneaux naturel Ko (CHM(k)g) — Ko (CHM(k)F) et la formation de

LPM est compatible & ce changement de coefficients, i.e. si p est une F-représentation,
I'image de LDM (X G, p,t) par ce morphisme coincide avec LDM (X, G, p @5 F,t).
Lemme 3.8. — Si k est de caractéristique zéro et si p = triv est la représentation
triviale, on a pour toute G-k-variété quasi-projective X

LEPM(X . G, triv,t) = Zmot(X/G, ). (3.2.5)
Démonstration. — 1l suffit de le montrer pour X projective et lisse. On a alors, par
définition,

LPM(X, G, triv, 1) = Zmot (W(X)C, 1) (3.2.6)
D’aprés le théoréme 2.4, on a Zmet (W(X)9, 1) = Zmot(X/G, 1). O

Proposition 3.9. — Si M est pair (respectivement impair), (M @ V) est pair (re-
spectivement impair). Si M est de dimension finie, (M @ V)€ est de dimension finie ;

en particulier LPM(M, G, p,t) est rationnelle.
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Démonstration. — On a des isomorphismes Sym™(M ® V) = Sym™ (M) ® Sym" (V)
et Alt" (M ®V) = Alt" (M) ®@ Alt" (V). Ainsi si M est pair (repectivement impair) il
en est de méme pour M ® V. En particulier si M est de dimension finie, M ® V est
de dimension finie. Or (M ® V)% est un facteur direct de M ® V, et un facteur direct
d’un objet de dimension finie est de dimension finie. O

Proposition 3.10. — Si M est un motif d’Artin muni d’une action de G et p une
F-représentation de G, alors (M ® VP)G est encore un motif d’Artin. En particulier
LPM(M G, p,t)~1 est un élément de 1+ Ko (MA(k)p) [t]T.

Démonstration. — La premiére assertion est immédiate. Compte tenu du fait que les
motifs d’Artin sont pairs et de la formule (2.3.2), la deuxiéme en découle. O
Lemme 3.11. — Soit G un groupe fini et p une F-représentation de G. On considére

la structure de G-module sur W =/ F[G] ® V,, donnée par la réguliére gauche sur
F[G] et Uaction triviale sur V,,. Alors 'endomorphisme 7, % ﬁ > gec Pa(9)®p(9)
(pa désignant la régulicre droite) est un projecteur G-équivariant de W, d’image G-
isomorphe a V.

Démonstration. — On vérifie que 'application
V, — Im(ng,)
v 3 g®p(g)v (3.27)
geG
est un isomorphisme G-équivariant. O

La proposition suivante précise les propositions 13.3.1.2 de [And04] et 4.5 de
[DMO06]. Remarquons que dans ces deux derniers énoncés, il est nécessaire de supposer
la courbe géométriquement intégre.

Proposition 3.12. — Soit € une k-courbe projective et lisse.

1. Zmot(€,t) est rationnelle. Plus précisément, si € est irréductible et k' est le
corps des constantes de €, la série formelle®

Zmot (K, 1) ™! Zinot (K, Lit) ™ Zinot (€, 1) (3.2.8)

est un élément de 1+ Ko (CHM(k)p) [t|T. En particulier, si € est géométrique-
ment intégre on a

(1= t) (1 = Lt) Zmot (€, 1) € 1+ Ko (CHM(k) ) [1]* (3.2.9)

On suppose a présent que € est irréductible et qu’un goupe fini G agit sur €. Rappelons
(cf. proposition 3.4) que G°P agit alors naturellement sur h°(€) et h?(€). Soit p une
F-représentation de G.

(2La proposition 3.10 montre que Zmog (k', )~ est dans 1+ Ko (CHM (k) ) [t]T.
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2. LPM(% G, p,t) est rationnelle. Plus précisément®), on a

Zmoﬁ((h’o ((g) & VPOP)Gopv t)_l Zmot((ho (Cg) ® ‘/POP)Gopﬂ L t)_l Lﬁ%(%v Gv P t)
€1+ Ko (CHM(K)r) [t]"  (3.2.10)
8. On suppose que laction de G°P sur h(€) et h*(€) est triviale.

(a) Pour toute F-représentation p irréductible non triviale, LEM (¢ G, p,t)
est un polyndome.

(b) Pour toute F-représentation p, on a

G
[Zmot (K1)~ Zomor (K, L) %) LOM(% G, p,1) € 1+ Ko (CHM(k)p) [t]*.

(3.2.11)
En particulier, si € est géométriquement intégre on a
G
(1—t)(1=L)sY%) LPM(5 G p,t) € 1 + Ko (CHM(k)p) []* (3.2.12)
4. On suppose que 6 = Y Xy k', ou Y est géométriquement intégre, G°P? =

Gal(k'/k) et G agit sur'Y xi k" via Uaction naturelle sur le deuziéme facteur.
Pour toute F-représentation p de G, on a alors
[Zmot (Vioor ) ™! Zinot (Vioor, Lt) 1] LEM(€, G, p,t) € 1+ Ko (CHM(k)p) [t]*.
(3.2.13)

Démonstration. — On reprend les notations 3.3. Soit h'(%) I'image du projecteur
Id —p, — pl,.. Alors h'(%) est impair ([Kim05, Theorem 4.2]), donc (proposition 2.5)
Zmot(RY(%),t) est dans 1+ Ko (CHM(k)q) [t]*. La décomposition
h(€) = h°(€) & h* (€) ® h*(¥) (3.2.14)
induit la décomposition
Znot (€ 1) = Zinot (h°(6), 1) Zimot (R (F), 1) Zmos (W2 (€), 1). (3.2.15)
Des isomorphismes h°(¢) = h(Spec(k’)) et h?(€¢) = h(Spec(k’))(—1) on déduit le
point 1.
Comme p,, et p/, sont compatibles a l’action de G°P (proposition 3.4), Id —p, — p/,
lest également et on a (lemme 3.2)
(@) 2 V,)?" = (@) o V,)" & (@) ov,) &0 @) eV, (3216

d’ott une décomposition

LPM(%, G, p,t)

= Zmot(K2(€) @ V)9 8) Zinot (RM(€) @ V,)T™ 1) Zmot (B3 (€) @ V,) 9™, ).
(3.2.17)

()La proposition 3.10 montre que Zmot ((h%(€) ® Vyor )™, 1)~ est dans 1 4 Ko (CHM(k) ) [t] .
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Comme h'(%) est impair, (h'(€) ® V,)" lest également (proposition 3.9) et
Zmot (RH(€) @ V)¢ | t) est un élément de 1+ Ko (CHM(k)g) [t]*. Par ailleurs, on a

Zmot (B2(€) @ V)™ 1) = Zmot (O(F)(=1) @ V)¢ 1) (3.2.18)
= Zmot (R2(€) @ V)¢ (=1), 1) (3.2.19)
= Zmot (R°(€) @ V)9 | Lt). (3.2.20)

Ceci montre le point 2.

Pour montrer le point 3, on remarque que si l'action de G°P sur h%(¥) =
h(Spec(k’)) est triviale, et si p est irréductible, on a (ho(‘g)®Vpop)Gop
h(€) ® Vpg:P = 0 Si p est quelconque, on obtient donc en décomposant V, en
somme de G-représentations irréductibles un isomorphisme de F-Gy-représentations

discrétes

(BA(€) ® Voo )© 2 BO(%) ™V 2 p(Spec(k’))4im(V) (3.2.21)

et on applique le point 2.

Montrons a présent le point 4. Via I’équivalence de catégories (2.5.1), le motif
d’Artin h(Spec(k’)) s’identifie & la représentation réguliére gauche de Gal(k'/k).
D’aprés la proposition 3.4, l'action de Gal(k'/k) sur h°(¢) = h(Spec(k’)) =
F[Gal(k'/k)] induite par Paction de Gal(k'/k)°P sur Y xj k' est la représentation
réguliére droite. On applique alors le point 2 et le lemme 3.11. O

4. La fonction L d’Artin motivique définie comme produit eulerien
motivique

Dans cette section, nous allons donner, pour un corps k de caractéristique zéro,
une autre définition de la fonction L d’Artin motivique attachée & une k-G-variété
quasi-projective et une Q-représentation de G, sous forme d’un « produit eulérien
motivique », et montrer que la fonction obtenue coincide avec celle de Dhillon et
Minac.

4.1. Motif virtuel associé a une formule. — Concernant les rappels que contient
cette sous-section, on renvoie & [DLO1|, [DL02] ou [Nic07] pour plus de détails.
Dans toute la suite, on appelle k-formule une formule logique du premier ordre dans
le langage des anneaux & coefficients dans un corps k. Pour toute formule ¢ en n
variables libres et toute extension K de k on notera ¢(K) le sous-ensemble de K™
constitué des éléments de K™ satisfaisant ¢. Si X est une k-variété quasi-affine, on
appellera formule sur X toute formule en n variables libres de la forme ¢ A px ol ¢
est une formule en n variables libres et px la formule définissant les équations d’un
plongement de X dans l’espace affine A™.
Un corps pseudo-fini est un corps parfait K vérifiant les propriétés suivantes :

1. toute variété géométriquement irréductible sur K a un point rationnel dans K ;
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2. une cloture algébrique de K étant fixée, pour tout n > 1, K admet une unique
extension de degré n dans cette cloture algébrique.

Tout corps admet une extension qui est un corps pseudo-fini.

Soient ¢ et ¢ des formules & coefficients dans & en les variables libres (z1, ..., Zm)
et (y1,...,Yn), respectivement. On dit que ¢ est un d-revétement de v s’il existe une
formule 6 en les variables libres (x1, ..., Tm, Y1, - ., Yn) tel que pour tout corps pseudo-
fini K contenant k, 'ensemble §(K) C K™ x K™ est le graphe d’une application d
pour 1 de ¢(K) vers 1(K). Les formules ¢ et ¢ sont dites logiquement équivalentes
si ¢ est un l-revétement de ).

L’anneau de Grothendieck de la théorie des corps pseudo-finis sur k, noté
Ko(PFFy), est engendré comme groupe par les symboles [p], ol ¢ est une k-
formule, et les relations [p] = [¢] si ¢ et ¥ sont logiquement équivalentes, ainsi que
[0V ] + [ Ab] = [¢] + [2] si @ et 1 ont les mémes variables libres. Le produit est
defini par [¢].[¢] < [p A ]

Si k est de caractéristique zéro, Denef et Loeser ont montré dans [DL0O1] et [DL02]
comment associer de maniére canonique & toute k-formule un motif de Chow virtuel
« avec dénominateur », i.e. un élément de Ko (CHM(k)q) ® Q. Dans [Nic07] cette
construction est étendue & un cadre relatif. Pour démontrer ces résultats, une util-
isation cruciale est faite de la théorie de I’élimination des quantificateurs dans les
corps pseudo-finis en termes de formules galoisiennes, dtie a Fried, Jarden et Sacer-
dote. Rappelons ce qu’est une formule galoisienne : soit X une variété affine normale
munie d’une action libre d’un groupe fini G. Si C est une classe de conjugaison de
sous-groupes cycliques de G, on note ¢, . . une formule sur X/G telle que, pour
toute k-extension pseudo-finie K, ¢, . .(K) s’identifie & I’ensemble des éléments de
(X/G)(K) qui admette les éléments de C comme groupes de décomposition dans
X — X/G. Si C est un élément de C, ce dernier ensemble coincide avec I'ensemble
des éléments de (X/G)(K) qui se relévent & un élément de (X/C)(K) mais pas & un
élément de (X/D)(K) pour tout sous-groupe strict D de C, ce qui montre 'existence
d’une telle formule d’anneau.

On a alors le résultat suivant (cf. [DL02, Theorem 2.1] et [Nic07, Lemma 8.5]).

Théoréme 4.1 (Denef-Loeser,Nicaise). — Soit k un corps de caractéristique
zéro. Il existe un unique morphisme d’anneauz

. Ko(PFFy) — K3 (CHM(k)q) (4.1.1)

Xtorm Q

qui envoie la classe d’une formule qui est une conjonction d’équations polynémiale
sur la classe de la variété affine définie par ces équations et qui satisfait, pour toutes
formules ¢ et ¢ telle que p est un d-revétement de 1,

Xtorm (£) = @ X o (V) - (4.1.2)

Ce morphisme posséde en outre les propriétés suivantes :
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1. si X est une k-variété affine normale munie d’une action libre de G et C est une
classe de conjugaison de sous-groupes cycliques de G, on a (cf. théoréme 2.2)

Xform (QDX,G,C) = Xeq (X7 GC) (413)

ot O¢ est la fonction

Be g { 1 sile groupe engendré par g est dans C (4.1.4)

0 sinon.

2. Supposons que k soit un corps de nombres. Soit ¢ un nombre premier. Soit
© € Ko(PFFy). Alors pour presque tout idéal premier non nul p de k on a

Trp (Xt (Xgorm (9))) = [0 (i)

Définition 4.2. — Soit k un corps quelconque, G un groupe fini et X une k-variété
quasi-projective munie d’une action libre de G. Si X est projective et lisse, on définit
Xiorm (Px.c.c) € Ko (CHM(k)q) ® Q par la relation (4.1.3) (cf. la définition 2.3). Dans
le cas général, on définit [p, .| € Ko(Vary) ® Q comme suit : si G est cyclique,
on définit [¢, . .| par récurrence sur |G| en utilisant la relation

G [X/Gl= > 1C! [exco)var ; (4.1.5)
Cc<G
pour G quelconque et C une classe de conjugaison de sous-groupes cycliques de G, on

c N 1
pose [0y cclia = m [©x.cc] gy O C est un élément de C.

Remarque 4.3. — Supposons X projective et lisse. Si k est un corps global, en
raisonnant comme dans la preuve du lemme 3.3.2 de [DLO01], on voit que pour presque
toute place finie p de k la quantité Try (xXe(X;om (Px.c.c))) €st égale au cardinal de
I’ensemble des éléments de (X/G)(k,) ayant décomposition C dans le revétement
X — X/G.

Supposons & présent k fini. Soit Fy, € Gy le Frobenius géométrique. Pour r > 1, on
note k, 'extension de degré r de k. Toujours en raisonnant comme dans la preuve du
lemme 3.3.2 de [DLO1], on voit que, pour tout entier 7 > 1, Tr(F{ [xe(X;orm (Px.c.c)))
est égal au cardinal de I’ensemble des éléments de (X/G)(k,) ayant décomposition C
dans le revétement X — X/G.

Par ailleurs, si k& est de caractéristique zéro et X est affine normale, le théoréme
précédent montre que, par construction, on a,

Xvar([‘px,c,c]var) = Xform((px,c,c)' (4'1'6)

4.2. Le motif virtuel des points fermés de degré n. — Nous rappelons dans
cette sous-section la construction du paragraphe 2.5 de [Bou06]. Soit k un corps de
caractéristique zéro et X une k-variété quasi-projective. Pour tout entier n > 1, on
note Sym" (X )o 'ouvert de Sym™ (X) constitué des ensembles de n points deux & deux
distincts. Le morphisme 7, : X™ — Sym"(X) induit donc un &,-revétement étale

T+ Tt (Sym™ (X)) — Sym™(X)o (4.2.1)
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Supposons a présent X affine. Soit C,, est la classe des sous-groupes de &,, engendré

par un n-cycle. On note 1, (X) la formule galoisienne ¢ _, .
mn (Sym™(X)0),&n Cn

Remarque 4.4. — Pour toute k-extension pseudo-finie K, I’application qui a un
élément de {z1,...,2,} de ¢, (X)(K) associe le zéro-cycle K-rationnel Y z; induit
donc une bijection de 1, (X )(K) sur ’ensemble des points fermés de degré n de Xk.

La classe de v¢,,(X) dans Ko(PFF}) ne dépend pas du choix du plongement affine
de X, on la note encore ¢, (X).

Remarque 4.5. — Si L est une k-extension finie séparable, on a 1, (Spec(L)) = 0
sin>[L: k.

Comme Kj(Vary) est engendré par les classes de variétés affines et que pour tout
ouvert affine U d’une variété affine X on a la relation ¢, (X) = ¢, (U) + ¢ (X \ U)
(cf. [Bou06, Lemme 3.7]) il existe un unique morphisme de groupes

KO(Vark) — Ko(PFFk) (422)

qui envoie la classe d’une variété affine X sur ¢, (X). On note encore ¥,(.) le mor-
phisme de groupes Ky(Vary) — Ko (CHM(k)q) ® Q obtenu par composition avec
le morphisme x; -~ du théoréme 4.1. Rappelons ’énoncé de la proposition 2.17 de
[Bou06].

Proposition 4.6. — Soit k un corps de caractéristique zéro. Pour toute k-variété
X, on a la relation

S S dvax) | &= T 7 x01) (4.2.3)

n>1 \ din

soit de maniére équivalente

V=1, &.(X) =) dga(X). (4.2.4)
d

Définition 4.7. — Si k est de caractéristique non nulle et X est une k-variété pro-
jective et lisse, on définit ¢, (X) € Ko (CHM(k)q)q par la relation (4.2.4). De méme
si k est quelconque et X est une k-variété quasi-projective, on définit 1y, var(X) €
Ky(Var,) ® Q par la relation

V=1, ®nuar(X) = dtdvar(X) (4.2.5)
d|n

(de sorte que si k est de caractéristique nulle, on a X,ar (¥ var (X)) = ¥n(X)).

Remarque 4.8. — Une autre possibilité pour définir 1, yar(X) serait bien str de

poser (cf. définition 4.2) ¢y var(X) & . D’aprés (4.1.6), si k

[(pw;1<8ym"<x)o),en,cn } var
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est de caractéristique 0 on a encore X ap (¥nvar(X)) = ¥ (X). Mais il n’est pas clair
que la relation (4.2.5) soit alors vérifiée.

Corollaire 4.9. — Supposons que k soit un corps de nombres. Soit X une k-variété.
Pour presque toute place finie p de k, on a la propriété suivante : pour tout n > 1,
le nombre de points de @, (X) (respectivement 1b,,(X)) modulo p est égal au nombre
de points de X, a valeurs dans une extension de degré n de k, (respectivement au
nombre de points fermés de degré n de X, ).

Démonstration. — Ceci découle du corollaire 2.9, de la relation (4.2.3) et des relations
classiques liant fonction zéta de Hasse-Weil, nombre de points fermés de degré n et
nombre de points & valeurs dans une extension de degré n. O

4.3. Motif virtuel associé a un symbole d’Artin. — Utilisant toujours la con-
struction de Denef et Loeser, nous définissons dans cette sous-section des motifs
virtuels associé naturellement aux symboles d’Artin (cf. la proposition 4.14). Nous
verrons a la section 4.6 qu’en un certain sens, ils coincident avec les motifs virtuels
analogues définis par Dhillon et Minac dans [DMO06]. Le lemme élémentaire suivant
nous sera utile.

Lemme 4.10. — Soit 7 : X — Y un morphisme de k-variétés affines. Soit K
une k-extension pseudo-finie de k, dont on fize une cloture algébrique. Soit n > 1
un entier, Sym” 7w : Sym" X — Sym"Y le morphisme induit par © et K, ['unique
extension de degré n de K. Soit y € ¢, (K) C (Sym" Y)(K), soit y le point fermé de
degré n de Xy associé, et soit § un élément de Y (K,,) ayant pour image y. Alors y
se reléve via Sym"™ m en un point de (Sym™ X)(K) si et seulement si G se reléve via
7 en un point de X (K,).

Notation 4.11. — Soit G un groupe fini. On note Irrq(G) ensemble des classes
d’isomorphismes de Q-représentations irréductibles de G et Conj,(G) ’ensemble des
classes de conjugaison de sous-groupes cycliques de G.

Soit p une Q-représentation de G, C un élément de Conj.(G) et g un générateur
d’un élément de C. La valeur de x,(g) ne dépend pas du choix d’un tel g : on la note

XP(C)'

Soit G un groupe fini, X une k-G-variété affine sur k et Y’ et X/G. Soit T une classe
de conjugaison de sous-groupes de G. On note Y7 le sous-ensemble contructible de Y
formé des points ayant un groupe d’inertie dans Z. Soit D une classe de conjugaison
de sous-groupes de G vérifiant la propriété suivante : il existe des éléments I de 7 et
D de D tels que I € D C Ng(I) et D/I est cyclique.

Soit n > 1 un entier. On note Sym"(Y7)o le sous-ensemble constructible de
Sym"(Y) formé de lintersection de Sym(Y)§ avec I'image de Y} dans Sym"(Y).
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On note 9y  ; 5, une formule dont I'interprétation dans toute k-extension pseudo-
finie K est ’ensemble des éléments de Sym"(Y7)o(K), satisfaisant ¢, (Y), qui se
relévent en un point K-rationnel de Sym™ (X /D) mais pas & un point K-rationnel de
Sym"(X/D') pour tout sous-groupe strict D’ de D.

Remarque 4.12. — D’aprés le lemme 4.10, la bijection naturelle entre ), (K) et
les points fermés de degré n de Yx (cf. la remarque 4.4) met en correspondance les
éléments de 1y ; ; 5., (K) et les points fermés de degré n de Yx ayant dans le G-
revétement Xx — Yx un groupe d’inertie dans Z et un groupe de décomposition
dans D.

On suppose a présent k de caractéristique zéro. L’'image de v  , ,, ., par le mor-
phisme x, - du théoréme 4.1 ne dépend pas du choix du plongement affine de X, on
la note encore v  ; .- On vérifie que si U est un ouvert affine G-stable de X, on
a la relation

wX,G,I,D,n = wU,G,I,D,n + wx\U,G,I,D,n (431)
ce qui permet de définir, & G, Z, C et n fixés, un morphisme de groupes
Y grpn : Ko(G-Varg) — Kgar(CHM(k)Q)Q. (4.3.2)
Remarque 4.13. — Soit G un groupe fini, L une extension finie de k et 7 : G —
Auty(Spec(L)) un morphisme. Pour tout n > 1, on a ¢y .\ c,p, = 0si T #
{Ker(r)}. Par ailleurs, d’aprés la remarque 4.5, 0n & g 1\ ¢ (eernyy.on = 0 81 70 >
[LY : K.
Proposition 4.14. — Supposons que k soit un corps de nombres. Soit n > 1. Pour

presque toute place finie p, le nombre de points modulo p de ¢ ;. est égal au
nombre de points fermés de degré n de (X/QG), ayant un groupe d’inertie dans T et
un groupe de décomposition dans D.

Démonstration. — On peut supposer X affine. Pour presque tout p, la G-variété X
a bonne réduction en p. D’aprés le lemme 4.10 et le point 2. du théoréme 4.1 il y a
alors une bijection entre les éléments de v, , ;. (kp) et les points fermés de degré
n de Y, ayant dans le G-revétement X, — Y, un groupe d’inertie dans Z et un
groupe de décomposition dans D. On conclut grace au point 2 du théoréme 4.1. O

Remarque 4.15. — Nous ignorons s’il est possible de trouver un ensemble fini de
places S de k tel que pour tout n > 1 et tout p ¢ S le nombre de points modulo p de
Yy ¢z, et égal au nombre de points fermés de degré n de (X/G), ayant un groupe
d’inertie dans Z et un groupe de décomposition dans D (i.e. s’il existe une version
uniforme en n de la proposition 4.14). C’est en tout cas vrai si X est de dimension
zéro (d’apres la remarque 4.13) ou de dimension un (cf. la remarque 4.39 ci-dessous).
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Notation 4.16. — Si G est un groupe fini, on note Conj(G) I'ensemble des classes
de conjugaison de sous-groupes de G. Si Z est un élément de Conj(G), on note
Conj.(G,T) I'ensemble des classes de conjugaison C de G vérifiant la propriété sui-
vante : il existe des éléments I de Z et C de C tels que I C C C Ng(I) et C/I est
cyclique.

Remarque 4.17. — Soit X une G-variété affine. Pour n > 1 donné, d’aprés les
remarques 4.4 et 4.12 il est immédiat que les formules

(vaGvIvan)IEConj(G),DeConjc(G,I) (433)

forment une partition de la formule ¢, (X/G), i.e. on a pour toute k-extension pseudo-
finie K
baX/AEK) = || Yero.(K). (4.3.4)

Z€eConj(G),
DeConj . (G,T)

En particulier, pour toute G-variété quasi-projective X, on a dans Ko(PFFy) la rela-
tion

¢n(X/G) = Z wX,G,I,D,n,' (435)

ZeConj(G),
DeConj (G,1)
Nous introduisons & présent une construction qui nous sera utile pour la démon-
stration de la compatibilité a I’induction de la fonction L d’Artin motivique (cf. lemme
4.30).

Notation 4.18. — Soit H un sous-groupe d’un groupe fini G. Soit J € Conj(H),
D € Conj (H,TJ), T € Conj(G) et C € Conj.(G,Z). On écrit (J,D) C (Z,C)N H si
on a la propriété : il existe un élément (I,C) de Z x C tel que I est distingué dans C,
C/I est cyclique, CNH € Det INH € J. On note alors

z.c aer |C] [TNH|

I7p = m (4.3.6)

et
d5% € {ge C\G/H, gCg'nHeDetglg'nHeJT} . (4.3.7)
Remarque 4.19. — Soit X une k-G-variété quasi-projective. Soit K une k-extension

pseudo-finie et y un point fermé de (X/H) g, ayant décomposition D et inertie 7. On
note C (respectivement 7) les groupes de décomposition (respectivement d’inertie) de
l'image = de y dans (X/G) k. Alors le degré de l'extension de corps résiduel r, — £y
est fg:%, et il y a exactement d?,cp points fermés de (X/H)g ayant décomposition
D, inertie J, et image z.

Soit n > 1 et d un diviseur de n. Pour toute k-variété quasi-projective X,
on note (g : Sym?X — Sym" X le morphisme qui envoie {zi,...,z4} sur
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{z1,...,21,22,...,Z2,...,Zd,...,2q}. Considérons & présent une k-G-variété affine
———

4 fois
X et H un sous-groupe de G. Soit p le morphisme naturel X/H — X/G. Soit
J € Conj(H), D € Conj.(H,J), T € Conj(G) et C € Conj.(G,T) tels que
(J,D) C (Z,C) N H. Pour n > 1, on note %€ une formule sur Sym"(X/H)

X,H,7,D,n
dont linterprétation dans toute k-extension pseudo-finie K est ’ensemble des

éléments de Sym"™(X/H)(K)
1. qui sont dans ¢, - , (K);
2. dont 'image par Sym” p dans Sym"(X/G)(K) est I'image par T pze , dun
7.0

élément de Sym™ 77> (X/G)(K) qui est dans ) (K).

X,G,I,c,n,/f?%
L’identification canonique de ¥, , ., (K) a [(X/H)K]EJO)J 5, met donc en bijection

e (D (K) avec I’ensemble des éléments de [(X/H )] dont I'image par p

H,7,D,n

est dans [(X/G) k] En particulier, les ensembles %€ (K), ou (C,T) décrit

H,Z,C,d" X,H,J,D,n

’ensemble des éléments de Conj(G)? tels que C € Conj.(G,T) et (J,D) C (Z,C)NH,
forment une partition de ¢y ,; , 5, (K). On en déduit également que p induit une
application d?% pour 1 de ¢y . , . . (K) sur son image par Sym" p, laquelle est en
bijection avec v (K).

X,G,I,c,ﬂ?—

7%

Supposons & présent k de caractéristique zéro. L'image de ¢Z€ ' par le mor-

phisme x, - du théoréme 4.1 ne dépend pas du choix du plongement affine de X,
7. 7,.c : 5 : i

on la note encore U s o Enoutre o est compatible & la décomposition

d’une G-variété affine en une sous-G-variété affine ouverte et son complémentaire. On
définit ainsi, & G, H, J, D, Z, C et n fixés, un morphisme de groupes

Ve o Ko(G-Var,) — K5 (CHM(k)qQ)q, (4.3.8)
vérfiant, d’aprés ce qui précéde, les deux relations suivantes.
Lemme 4.20. —
D D P (4.3.9)
(Z,C)eConj(G)?
CeConj.(G,I)
(J,D)C(Z,C)nH
Lemme 4.21. —
Z,C
wif{,y,ﬂ:,n = dJ,D (4 (4.3.10)

X,G,I,C,n/fg’cv ’
4.4. Définition via le produit eulérien motivique. —

Notation 4.22. — Soit G un groupe fini et p une Q-représentation de G. Soit 7 €
Conj(G) et D € Conj (G,T). Soient I et D des éléments de Z et D respectivement
tels qu’on ait I C D C Ng(I) et D/I cyclique. Soit g un élément de D dont l'image
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engendre D/I. L’¢lément de Q[t] det(Id —t p(g) |V!) € Q[t] ne dépend pas des choix
de I, D et (comme p est définie sur Q) g; on le note &, 7 p(t).

Rappelons la définition de la fonction L d’Artin classique comme produit eulerien.
C’est sur cette définition qu’est modelée notre définition de la fonction L d’Artin
motivique comme produit eulerien motivique.

Soit k un corps fini, X une k-G-variété quasi-projective, E un corps et p une
BE-représentation de G. Soit (X/G)(® I'ensemble des points fermés de X/G. Pour
y € (X/G)©), soit D, un groupe de décomposition au-dessus de y, I, le groupe
d’inertie correspondant, et Fr, une préimage dans C, du Frobenius correspondant.
Le facteur local de la fonction L d’Artin en y s’écrit alors

Ly(X, G, p,t) 4 det(1d —t950) p(Fr, )| V1v) ! (14.1)
La fonction L d’Artin associée aux données précédentes est I’élément de 1+ E[[¢]]T
défini par
LAr(Xvapa t) d:éf H Ly(Xa Gapat) (442)
YE(X/G)©

Supposons & présent que E = Q. Pour y € (X/G)(®, on note Z, (respectivement
D,) 'ensemble des groupes d’inertie (respectivement de décomposition) au-dessus de
y. La définition (4.4.1) se réécrit alors

Ly(X,G,p,t) = P, 1, p, (W)L, (4.4.3)

Notation 4.23. — Soit X une k-G-variété quasi-projective. Pour tout n > 1, tout
T € Conj(G) et D € Conj . (G,T), on note Xg’) »., U'ensemble des points fermés de

z,

X/G de degré n ayant inertie Z et décomposition D.

On a donc la relation

—|x )
X, Gt = [ TI  Zozolery X&monl.
nzl ZeConj(G)
DeConj . (G,T)

(4.4.4)

Notation 4.24. — Si A est une Q-algébre, P un élément de 1 + A[[t]]T et a un
élément de A on pose

o déf a(fa—1)...(a—n+1) "
PH)* <1+ m (P(t) — 1) (4.4.5)
nz=1
= exp (a log[P(t)]) . (4.4.6)
Définition 4.25. — Soit k un corps de caractéristique zéro, G un groupe fini, p une

Q-représentation de G, X une k-G-variété quasi-projective et Y = X/G. Motivé par
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la relation (4.4.4), on définit la fonction L d’Artin motivique associée & ces données
comme étant I'élément de 1+ K5 (CHM(k)q)q [[t]]" défini par

Loot(X.G.o.t) E T ] [I  Pozot)y Vxezon  (447)

n>1 ZeConj(G) DeConj . (G,T)

4.5. Propriétés. — Dans toute cette partie, le corps k est supposé de caractéris-
tique zéro.

4.5.1. Lien avec la fonction zéta motivique. — Dans le cas d’un corps de base fini,
si p est triviale, La.(X, G, p,t) est la fonction zéta de Hasse-Weil de X/G. On a un
résultat similaire pour la fonction L motivique.

Lemme 4.26. — Soit X une k-G-variété quasi-projective. On a

Linot (X, G, triv, t) = Zmot(X/G, 1) (4.5.1)

Démonstration. — D’aprés la relation (4.3.5) et la définition de Lot (X, G, triv,t),
on a
Linot (X, G, triv, ) = [] (@ —¢m) 7/ (4.5.2)
n>1
D’aprés la proposition 2.17 de [Bou06], le membre de droite de (4.5.2) coincide avec
Zmot(X/G, t). O

4.5.2. Somme directe, quotient, induction et restriction. — Nous énongons et démon-
trons & présent quelques propriétés élémentaires des fonctions L d’Artin motiviques,
pendant naturel de propriétés des fonctions L d’Artin classiques : compatibilité &
la somme directe, au quotient, & 'induction et & la restriction des représentations.
La compatibilité a la somme directe et & l’induction nous permettra de montrer que
notre fonction coincide avec la fonction définie par Dhillon et Minac (qui vérifie les
propriétés analogues), et dans le cas d’un corps de nombres se spécialise sur la fonction
d’Artin classique en presque toute place.

Lemme 4.27. — (Compatibilité a la somme directe) Si p = p1 ® pa, alors
LmOt(Xv G7 Py t) = Lmot(X, Gﬂ P1, t) LmOt(Xv G7 P25 t) (453)
Démonstration. — On a en effet P, gp, = Pp, Pp,- O

Lemme 4.28. — (Compatibilité au quotient) Soit H un sous-groupe distingué de G,
7w : G — G/H le morphisme quotient, p une Q-représentation de G/H et X une
G-variété quasi-projective. Alors on a

LmOt(X/Hv G/H;Pat) = LmOt(Xﬂ Gﬂpoﬂ-vt)ﬂ (454)
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plus précisément on a pour tout n > 1

H gzpovr,I,D(tn)id}X'G’I'D’n — H (@p111D(tn)_wx/H,G/H,I,D,n .
ZeConj(G) ZeConj(G/H)
DeConj.(G,T) DeConj.(G/H,T)
(4.5.5)

Lemme 4.29. — (Compatibilité a la restriction) Soit H un sous-groupe de G, p une
Q-représentation de G et X une H-variété. Soit Y la G-variété formée de 'union
disjointe de G/H-copies de X. Alors

Lot (X, Hap|Hat) = Lmot(Y, G, p, 1), (4.5.6)
plus précisément on a pour tout n > 1
H '@P\H,I,D(tn)in’H’I’D’" = H e@p,z,p(tn)ti,G’I,D’". (4.5.7)
ZeConj(H) ZeConj(G)
DeConj.(H,T) DeConj.(G,T)

Lemme 4.30. — (Compatibilité & linduction) Soit H un sous-groupe de G, p une
Q-représentation de H et X une G-variété. Alors

Lot (X, H, p,t) = Linot(X, G, Ind & p, t). (4.5.8)

Démonstration. — Le principe de la, démonstration de ces trois résultats est le sui-
vant : on montre que ces relations sont «vérifiées» pour toutes k-extensions pseudo-
finies, en «copianty la démonstration des propriétés analogues des fonctions L d’Artin
classiques, puis on applique le théoréme de Denef et Loeser.

Nous nous contentons de donner la démonstration du lemme 4.30, et nous sup-
poserons pour simplifier le revétement X — X /G non ramifié, la preuve dans le cas
ramifié étant analogue. Rappelons tout d’abord que si p est une représentation d’un
sous-groupe D d’indice f d’un groupe cyclique C on a

‘@Indg p,{e},C(t) = yp,{e},D (tf) . (459)

Soit C un élément de Conj.(G), et C' un élément de C. Soient Cy,...,C, les H-
classes de conjugaison de ’ensemble {C N H, C €C}.Pouri=1,...,r, soit

(C\G/H), ¥ {ge C\G/H, ¢gCg~' N HeC} (4.5.10)

Le cardinal de cet ensemble est donc (cf. notations 4.18) d%gg, on le note ici d;. On

note également f; 'entier f{{g CC
D’aprés [Ser67, §7.4,Proposition 15], on a
'@Indgp,{e},C(t) = H '@Indygg:imH p,{e},gCg*l(t) (4511)
geC\G/H 9C9
soit, d’aprés la relation (4.5.9)
\ds
Pina§ piere) = [ Zogere (t7) (4.5.12)

1<isr
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Appliquant le lemme 4.21 on obtient
1y ~¥x a (e} .c nfi 77’%:2(:{ }.Cin s
Prnatypter o) x0i0en = [ Ppgope, () Fiocn . @s13)

1<isr

On en déduit

H H ‘@Indgp,{e},C(tn) 7¢X,G,{e},c,n, (4514)

n>=1CeConj.(G)

— {e},C
DCXC:meX,H,{E},Dmf

n €=
=11 II Zuan@h) 77
n=1 f>1 DeConj,.(H)
(4.5.15)

- w{e},C
fln DCCnH CH Al D

II Il “Zu@ot I5=1 (4.5.16)

n=1 DeConj.(H)

— Z w{e},c
[T II Zoap@r) pecom Xmiane (4.5.17)

n=1 DeConj.(H)

(lemme 4.20) = [[  [I = Zotep.o (t") “xmicrom (4.5.18)

n=1 DeConj. (H)

d’ou le résultat.
O

Corollaire 4.31. — 1. La fonction Lmot(X,G,p,t) coincide avec limage dans

1+ Ko (CHM(k)qQ)q [[t]]* de la fonction LPM(X G, p,t).

2. Supposons que k soit un corps de mombres. Soit £ un nombre premier. Alors
pour presque toute place p de k, on a la relation

Try (e (Lmot (X, Gy p, 1)) = Lar(Xy, G, p, t). (4.5.19)

Démonstration. — D’aprés le théoréme d’Artin ([Ser67, 11-45, proposition 25]), il
existe un entier positif d tel qu’on puisse écrire

pr = ch Xlndg(trivc) (4520)
c
ou la somme porte sur des sous-groupes cycliques C de G et les ne sont des entiers.
D’apreés les lemmes 4.26, 4.27 et 4.30, on a donc

Lnot(X,Gp )" =[] Lmot(X, Cotrive, )" =[] Zumot(X/C.1)"¢

c<G c<G
C cyclique C cyclique

(4.5.21)
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De méme, d’aprés les propositions 2.7 et 2.10 de [DMO6] et le lemme 3.8, on a

Lo (X.Gopt) = [ Zwa(X/C.t)". (4.5.22)
c<G
C cyclique
Ainsi Lot (X, G, p,t) et LEM (X, G, p,t) sont deux éléments de 1 + Ko (CHM(k)q) ®

Q[[t]]*T dont une puissance coincide. Ils sont donc égaux.
Pour montrer le deuxiéme point, on remarque que la relation (4.5.21) entraine

Xe (Lot (X, Gop, ) =TT xe (Zimon(X/C, 1)) . (4.5.23)

Cc<G
C cyclique

D’aprés le corollaire 2.9, il existe un ensemble fini S de places tel que pour tout p ¢ S
et pour tout C' on a la relation

Trp (Xt (Zmot(X/C,1)))) = Zuw ((X/C)y, t). (4.5.24)
D’aprés la relation (4.5.23) on en déduit que pour presque tout p on a
Trp (xe (Lot (X, G, ps ) = [ Zuw((X/C)p, )" (4.5.25)
Cc<G
C cyclique

Comme les fonctions L d’Artin classiques sont également compatibles & la somme
directe, la restriction et I'induction, on en déduit le résultat.
O

Remargque 4.32. — Soit k un corps fini et #; : Ko (CHM(k)q) — C le morphisme
«nombre de k-points » obtenu en considérant la trace du Frobenius sur une réalisation
¢-adique. On a en particulier, pour toute k-variété projective et lisse, #x Zmot (X, t) =
Zuw (X, t). En fait, un raisonnement analoge & celui de [DMO6, §5.2] montre en outre
que si G est un groupe fini agissant sur X, on a #5 Zmot(R(X)%,t) = Zuw(X/G, ).
Comme dans la démonstration précédente, le théoréme d’Artin permet alors de mon-
trer qu’on a pour toute k-variété X projective et lisse et toute Q-représentation p
d’un groupe fini G la relation La,(X, G, p,t) = #, LPM (X, G, p,t). Une relation ana-

logue est montrée dans [DMO06] dans le cas de représentations définies sur un corps
contenant toutes les racines de l'unité.

Remarque 4.33. — La relation (4.5.19) pourrait aussi étre vue comme découlant
de la comparaison des expressions (4.4.4) et (4.4.7) et du fait que pour tout n > 1
et presque tout p le nombre de points modulo p de 9y ; ;. est égal au cardinal
de I’ensemble ((X/G)p)fS)LD (proposition 4.14). Cependant, pour rendre l’argument
rigoureux, il faudrait disposer d’une version uniforme en n de la proposition 4.14 (cf.
la remarque 4.15).

Corollaire 4.84. — Si X est de dimension au plus 1, Lyot(X,G,p,t) est ra-
tionnelle.
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Démonstration. — Ceci découle de la proposition 3.12 et du corollaire 4.31. O

Nous verrons & la section suivante que dans le cas d’un corps k de caractéristique
non nulle et d’une variété X de dimension au plus 1, on peut encore définir des
motifs virtuels v de sorte que LPM vérifie la décomposition en produit eulerien

X,G,I,C,n mot p p
motivique (4.4.7).

4.6. Formules et motifs virtuels associés aux symboles d’Artin. — Soit k
un corps, G un groupe fini, ¢ une k-G-courbe projective et lisse sur k, Y = /G
et £ un corps de caractéristique zéro contenant toutes les racines de l'unité. Les
auteurs de [DMO06] définissent pour tout entier n > 1 et pour toute classe de conju-
gaison C' de G le «motif virtuel des éléments de degré n de symbole d’Artin C» noté
Ar(%,G,C,n))n>1 € Ko (CHM(E) g)®Q ayant la propriété suivante : si k est un corps
global, pour presque toute place finie p et pour tout n > 1, Try(x¢(Ar(%, G, C, n))) est
le nombre d’éléments de ((6/G)y)er de degré n et de symbole d’Artin C. La définition
précise de ces motifs virtuels est rappelée ci-dessous.

Le but de cette section est d’expliquer (lorsque k& est de caractéristique zéro) com-

ment ces motifs virtuels sont reliés aux motifs ( . Au passage, nous expli-

wﬁf,G,{e},C,n)
querons également, pour un corps k de caractéristique non nulle, comment on peut
donner un sens aux motifs virtuels (v . ;. ) si X est une k-variété projective lisse
de dimension au plus 1.

La remarque de départ est la suivante. Supposons que k soit un corps de nombres.
D’apreés la proposition 4.14 et la propriété évoquée ci-dessus, pour tout n > 1, on a

pour presque toute place p ’égalité

Trp (Xf(wﬁf,c,{e},c,n)) = Z Trp (XZ(AY((K’ G,C, n)))a (4-6-1)
C~C

ot, pour toute classe de conjugaison C et tout C € Conj.(G) on note C ~ C la
propriété : tout élément de C' engendre un élément de C.

Nous allons montrer que la relation 4.6.1 est déja vraie au niveau des motifs virtuels,
i.e. la proposition suivante.

Proposition 4.35. — Soit k un corps de caractéristique zéro, G un groupe fini, €
une k-G-courbe projective et lisse sur k et E un corps de caractéristique zéro contenant
toutes les racines de l'unité. Pour tout n > 1 et tout C € Conj.(G) on a dans
Ko (CHM(k)g) ® Q la relation

Veciyen = > A€, G,C,n) (4.6.2)

C~C
Avant toute chose, rappelons la définition des motifs virtuels (Ar(%, G, C,n)). Sous
les hypothéses de la proposition 4.35, les auteurs de [DMO6] associent & toute E-
représentation p de G une fonction L non ramifiée définie comme suit : le lieu de
ramification (¢/G)™™ de € — € /G est une union finie de points fermés de €/G.



NOMBRE DE TAMAGAWA MOTIVIQUE 29

Pour tel point y, on note Z, (respectivement D,) l’ensemble de ses groupes de dé-
composition (respectivement d’inertie), x, un point de la fibre au-dessus de y, D,
(respectivement I,) le groupe de décomposition (respectivement d’inertie) associé, et
py la Q-représentation de D, /I, induite par p. On pose alors, suivant [DMO06],

L™ (€,G,p,t) = Lot (€,G,p,t)  [[  Lost(Spec(tn,), Dy/Iy, py.t) .

ye(%/G)ram
(4.6.3)
Remarque 4.36. — Tout comme pour la définition de LDM il est inutile dans la
définition de ng/i’nr de supposer que le corps E contient toutes les racines de I'unité.

En particulier, la définition a un sens pour une Q-représentation p.

Remarque 4.37. — La compatibilité de LDM aux sommes directes de représenta-
tions ([DMO6, Proposition 2.8]) entraine aussitot la propriété similaire pour LDN™.

mot
Par ailleurs la remarque 3.7 montre que Lﬁ{}{’m est compatible au changement de
coefficients.

Soit C une classe de conjugaison de G. On note pour n > 1
P.(C) ¥ {D € Conj(G), zeD=a"cC}. (4.6.4)
On note 1¢ la fonction qui vaut 1 sur C' et 0 sinon. Il existe donc des nombres
rationnels m, ¢ tels que
lo= Y. mpcXxe (4.6.5)
pE€lrrp(G)
Les motifs virtuels Ar(¢, G, C,n) sont alors définis par récurrence sur n > 1 a l’aide
de la formule suivante

dl
I Y a@ana|er= Y met d(;ng(%,G,p,t). (4.6.6)
nzl d|n pelrrq(G)

DET%(C)

Lemme 4.38. — Pour toute Q-représentation p, on a dans Ko (CHM(k)q) ® Q la
relation

Lpa™(@.Go)=[[ [  Zogao @) Peotrmn, (4.6.7)
n21 DeConj, (G)

DM,nr

Démonstration. — D’aprés le point 1 du corollaire 4.31 et les définitions de L,

et Lmog il suffit de montrer qu’on a la relation

H H H 'QZ/J,I,D(Tfn)_w’ff,c¥,1,c,7l

n>1 ZeConj(G)\{e} DeConj.(G,T)

= H Lot (Spec(kz,, ), Dy /Iy, py,t). (4.6.8)
ye(e/G)ram
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Or pour y € (¢/G)™™ on a
Linot (Spec(ki, ), Dy /Ly, py, 1)
n ¥ pec(k e n
= 1I [T 2o qep.p () ErctenPurivicron o (46.9)

1<n<[k(y):k] DDy /I,
Par ailleurs pour n > 1, Z € Conj(G) \ {e} et D € Conj.(G,T), on a pour toute
k-extension pseudo finie K

VooronE) = L Copctun oy, 1ermycorn - (4.6.10)
ye(@)Gyrom
[ry:k] 20
I,-T
DCD,
ou my(D) est I'image dans D, /I, d’un élément de D de D vérifiant D C D,. Ceci

découle en effet de la remarque 4.12. On en déduit ’égalité

w%,c,z,v,n = Z "/Jspec(wy)WDy/Iywﬂy(D)yn- (4.6.11)
ye(e/G)™m
AR
I,=1
DCD,
Le résultat cherché en découle aisément. O
Démonstration de la proposition 4.35. — Pour tout p € Irrg(G) et tout C €

Conj.(G) on pose (cf. (4.6.5)) m,c &« >~ m,.c. On note pour n > 1
C~~C

déf

P.(C) ¥ {D € Conj,(G), VD, D~D=13C, C~C, DeP,(C)}. (4.6.12)

En sommant (4.6.6) sur toutes les classes de conjugaison C vérifiant C' ~~ C, on
obtient la relation

D (z Ar(%,G,D,d)) =Y et CEIRN(6,Gp )

nzl [ din DeEP 4(C) \D~D pElrrp (G)
(4.6.13)
On rappelle que I'on désigne par ¢ la fonction
B g { 1 s? le groupe engendré par g est dans C (4.6.14)
0 sinon.

En particulier, 6c est une fonction Q-centrale. Il existe donc des rationnels
(Mp.c)petrrq(a) tels que
b= D cxs (4.6.15)
pelrrq(G)

Comme 6 = > 1, on a alors
C~~C

Z ﬁlP»C Xp = Z Mp.c Xp- (4616)

pelrrq(G) p€lrrg (G)
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D’aprés la remarque 4.37, il vient

dlo or dlo or
Z mpct gLng{ (¢,G,p,t) = Z mpct gLDM (¢,G,p,t).

d mot
pElrrp (G) pElrrq (G

(4.6.17)
Pour C € Conj.(G), on note x¢ un générateur d’un élément de C. On a alors pour
toute Q-représentation p

dl
t D, et = —n Y Tr(p(ak)) tm . (4.6.18)
k>1
D’aprés le lemme 4.38, on a donc
dl
S et Ongﬁ’;[ (GG p,t) (4.6.19)
pElrrq(G)
. dlog n
= Z Mp,c Z Z Ve pn 71@97{6},73(’t ) (4.6.20)
pelrq(G) DeConj . (G)n=1
= Y e Y e, ST (4621)
pElrq(G) DeConj (G)n>1 k>1
=X Y emmn D DL e T(p(ah))tn (4.6.22)
n>1DeConj, (G) k21 pehrrq(G)

Or on a d’apreés (4.6.15)
~ 1 si(zh) €Cie siDePy(C
S0 e Tlolab)) = teteh) = { o % 1P HO

pElrq(G)

4.6.2
sinon. (4.6.23)

Finalement on obtient

> et LN, Gt =30 S S w7 (4620

pElrq(G) n>1l k21 DeP(C)

:Z Z Z A% 6 1y,p.a .

n>1 | din \ DePy (€)
(4.6.25)
D’aprés (4.6.13), (4.6.17) et cette derniére relation, on obtient pour tout n > 11’égalité

>y (Z Ar(%,G,D,d))zZ Y dYuiiou (4.6.26)
)

dln DeP 4 (C) \D~D d|n DET%(C)
d’on le résultat cherché. O
Remarque 4.39. — En écrivant les relations (4.6.25) pour tous les éléments C de

Conj.(G) et en utilisant le point 2 du corollaire 4.31 et les propriétés standards des
fonctions L d’Artin classiques, on montre par récurrence sur n que si k est un corps
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de nombres, il existe un nombre fini de places S tel que pour tout p ¢ S, pour tout
C € Conj,(G) et tout n > 1 Try(Xe(Vys .12y .p..)) €t égal au nombre de points fermés
de degré n de (X/G)y ¢ ayant un groupe de décomposition dans C (cf. remarque 4.15).

DM,nr

Remarque 4.40. — Comme la définition de L .,

(¢,G,p,t) a un sens en carac-
téristique non nulle, les relations (4.6.25) permettent de définir ¢, . ., en car-
actéristique non nulle. Par ailleurs, si k est de caractéristique zéro et si L est une
k-extension finie séparable munie d’une action libre de G on a également pour tout

C € Conj.(G)

~ dlog "
Z mP,C t WLmot(SpeC(L)a Ga P t) = Z Z Z depcc(L),G,{e},’D,d te.

pelrrq(G) n=1 | d|n DET%(C)

(4.6.27)
Ces relations permettent de définir Vpee(L).G. e} D.d (et donc Vepee(ry.cz.0.a 'APTES la
remarque 4.13) si k est de caractéristique non nulle. Finalement, compte tenu de la
relation (4.6.11), il est possible pour un corps k de caractéristique non nulle de donner
un sens aux motifs virtuels ¢, ., ., =~ pour toute k-G-variété projective et lisse X de
dimension au plus 1. En utilisant les relations d’orthogonalité

> xpo(C)mp,c{ 0 st p#po (4.6.28)

CeConj, (G) Losip=po
on peut alors montrer en partant des relations (4.6.25) et (4.6.27) qu’on a pour tout
p la décomposition

x.con=11 I [  Zoaot’)y 'xozon.  (4629)

n>1 TeConj(G) DeConj . (G,I)

5. Le volume de Tamagawa motivique

5.1. Le volume de Tamagawa classique. — Soit k£ un corps fini de cardinal ¢, €
une k-courbe projective, lisse et géométriquement intégre, K son corps de fonctions,
Z — % un morphisme projectif, lisse, & fibres géométriquement intégres, dont la
fibre générique X vérifie les hypothéses suivantes :

Hypothéses 5.1. — 1. Ona HY(X,0x) = H*(X,0x) = 0.

2. Pic(X?) est un Gx-module discret libre de rang fini qui coincide avec Pic(X).

3. Le rang de Pic(X?) coincide avec le deuziéme nombre de Betti de X .

Sous ces hypothéses, nous rappelons la définition, die a Peyre, du volume de Tam-
agawa de la famille 2" /%. Lorsque 2 /€ vérifie approximation faible, ce volume
apparait conjecturalement dans l’estimation asymptotique du nombre de sections de

Z — € de degré anticanonique borné (cf. [Pey03a] pour plus de détails, ainsi que
la remarque 5.2 et la section 5.9 ci-dessous).
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Soit H un sous-groupe d’indice fini de G agissant trivialement sur Pic(Y), K&
(K%’ G &« Gal(K'/K) et 2 — € le k-revétement galoisien ramifié de groupe G
correspondant a I'extension K'/K. On note p,, la Q-représentation de G induite par
'action de Gx sur Pic(X).

Le volume de Tamagawa de 2 /% peut alors étre défini comme le produit eulerien
_1 12y ()]

V(L )6) L& g1-9(®)) dim(x) H L(2,G, pxs,q" 1) Tm(X)

(5.1.1)
yEE O |y |

Gréce a la compatibilité des fonctions L d’Artin au quotient, cette définition est
indépendante du choix de H. Dans le cas ou la famille 2~ — % est constante, nous
donnerons dans la section suivante une version motivique du volume de Tamagawa.
Rappelons d’abord succinctement les arguments qui permettent & Peyre de montrer la
convergence du produit eulerien (5.1.1). La convergence du produit eulerien motivique
définissant le volume de Tamagawa motivique sera démontrée par une adaptation
motivique de ces arguments. Les hypothéses 5.1 ont les conséquences suivantes :

1. b1(X) =0cet b;(Z,) =0 pour tout y € € ;
2. pour presque tout y € %, on a un isomorphisme
Pic(X®) = Pic(Z,) (5.1.2)
compatible aux actions de Gx et 9,.% ;

3. pour tout ¢ distinct de la caractéristique de k et pour presque tout y € € on
a un isomorphisme de G, -Qg-module

Pic(Z,) © Qe = HZ(Z,) ® Qu(1). (5.1.3)

Soit y € €(©) un élément non ramifié, et F,, un frobenius associé. Son image dans G,
est donc Fy, . On a I'estimation

Ly(2,G, pys,q” )71 =1~ Tr (F| Pic(X)) ¢~ @) + 0 (q*2 deg(y)) (5.1.4)
soit d’aprés I’isomorphisme (5.1.2)
Ly(2,G, pe, g~ )" = 1= Tr (B, | Pic(Z)) ¢~ 5@ 4+ 0 (q*Q deg(y)) (5.1.5)
Par ailleurs, on a d’apreés la formule des traces de Grothendieck-Lefschetz

(Zy(k)l = > (=) Te(Fy, |H{(25)) (5.1.6)
0<r<2 dim(X)
En utilisant le théoréme de Deligne sur les valeurs propres du Frobenius, la nullité du
premier nombre de Betti, I’isomorphisme (5.1.3) et la dualité de Poincaré on déduit
de (5.1.6) l’estimation

|2, (ky)| = qdim(X) deg(y) LTy (me | pic(yy)) q(dim(X)—l) deg(y) 1.9 (q(dim(X)—%) deg(y))
(5.1.7)
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De (5.1.5) et (5.1.7), on déduit finalement que le produit eulerien

NS ACH]
[I 2u(2.G pra™) ' 45 (5.1.8)
MSAC) |y
est absolument convergent.
Remarque 5.2. — Pour z € €, notons K, le complété de K pour la valuation

définie par z. Le volume de Tamagawa (5.1.1) correspond au volume de ’espace
[l.co@ X (K,) pour une certaine mesure adélique définie par Peyre (cette derniére
définition est plus générale et vaut pour des K-variétés n’ayant pas nécessairement
bonne réduction partout), et le nombre de Tamagawa de la famille 2" /% est défini
comme étant le volume de ’adhérence de X (K) pour cette méme mesure. Il coincide
donc avec le volume de Tamagawa si X vérifie 'approximation faible, i.e. si X (K) est
dense dans [], .0 X (K) (par exemple si X est rationnelle).

Remarque 5.3. — Peyre normalise la mesure utilisée par la partie principale de la
fonction L d’Artin en t = ¢!, i.e. par la quantité

(1= qtys ™% Ly (9,Gope )] - (5.1.9)

—q-

Nous nous écartons de cette définition notamment & cause du fait que ’analogue
motivique naturel de cette quantité n’a pas nécessairement de sens dans ’anneau
que nous considérons (cf. la remarque 5.12). Bien entendu il faudra tenir compte de
ce choix dans la formulation de la version motivique de la conjecture de Manin, ce
qui se fait & peu de frais, grace la proposition 3.12 (cf. la section 5.9). Une question
pertinente pour une « bonne » formulation de la conjecture de Manin semble d’ailleurs
plutot étre lice aux poles qui doivent apparaitre sur le cercle de convergence (cf. la
remarque 5.33).

Remarque 5.4. — Supposons que la famille 2~ — % soit isotriviale, i.e. qu’il existe
une k-variété X telle que pour tout y € (%) on a 2, = X xj #,. Le produit eulerien

(5.1.8) peut se réécrire
X (k)] [
qm dim(X)

(5.1.10)

_ i _ @(U)
q(l g9(€)) dim(X) H H gZpNS,I,D(q n)’ G,T,D,n
n=21l ZeConj(G)
DeConj . (G,T)

Remarque 5.5. — On se place i présent dans le cas d’une famille triviale 2 =
X x %. Remarquons que les trois premiéres hypothéses de 5.1 équivalent alors aux
hypothéses suivantes : H(X,0x) = H?(X,0x) = 0, et Pic(X) est libre de rang fini

égal & b2(X). On a alors un isomorphisme Pic(X3,) = Pic(X) compatible aux actions
de Gx a gauche et G a droite. On a 2 = ¥ x; k'. En particulier le revétement
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2 — € est non ramifié et (5.1.10) se réécrit

|
—g(%)) dim(X oy |28 o | X (k) [
g (1—9(%)) dim(X) ” II P, qercla )‘ G.{e}.C, ‘ (m (5.1.11)
n>1 C<G

Pour tout sous-groupe cyclique C' de G et tout n > 1, on pose n,,(C) = 1 si |C| =
% et 7, (C) = 0 sinon. On a donc

0
D& ey.cm| = m(O) ’%E”‘ (5.1.12)
et (5.1.11) peut se réécrire
(0)
~o() - X (k) \ "]
(1—g(€)) dim(X) AT (C) | -
o’ II 11 (%Nsy{e},c(q Y 69 . (5.1.13)
n>1 C<G

5.2. Vers un analogue motivique du volume de Tamagawa. — Désormais,

on considére uniquement le cas d’une famille constante. Dans le cas d’une famille
isotriviale, il est immédiat de concevoir un analogue motivique de ’expression 5.1.10,
mais nous ne savons pas démontrer la convergence du produit eulerien motivique en
question.

5.2.1. Définitions. — Soit k un corps et X une k-variété projective, lisse et
géométriquement intégre, vérifiant les hypothéses suivantes :

Hypothése 5.6. — Pic(X) est un Z-module libre de rang fini égal a b2(X), qui coin-
cide avec Pic(X*).

Hypothése 5.7. — Les groupes H' (X, Ox) et H*(X, Ox) sont nuls.

Remarque 5.8. — Si k est de caractéristique zéro, 'hypothése H'(X, Ox) = 0 est
superflue au vu de I’hypothése 5.6.

Lemme 5.9. — L’hypothése 5.6 entraine la nullité de by (X) et lexistence d’un iso-
morphisme de G -Qg-modules
Pic(X) @ Q¢ = HZ(X) @ Qu(1). (5.2.1)

Si k est de caractéristique zéro et X est une variété de Fano, les hypothéses 5.6 et 5.7
sont vérifiées.

Démonstration. — Tous les arguments nécessaires se trouvent dans [Pey95], nous les
rappelons. Les suites exactes de Kummer induisent des suites exactes de Gi-modules

0 — HE(X,Z(1)) — Ty(Pic(X) — 0 (5.2.2)
et
0 — Pic(X) ® Zy — HZ(X,Z(1)) — Ty(Br(X)) — 0 (5.2.3)
ott Ty(M) désigne le module de Tate de M. Sous I’hypothése 5.6, Ty(Pic(X)) est nul,
et donc by (X) = 0.
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D’aprés [Gro68, Corollaire 3.4], le corang (-adique de Br(X) est la différence entre
ba(X) et le rang de Pic(X). Sous ’hypothése 5.6 il est donc nul, d’ott Ty(Br(X)) = 0,
d’ot 'isomorphisme recherché.

Si k est de caractéristique zéro et X est une variété de Fano, I’hypothése 5.7 découle
du théoréme d’annulation de Kodaira. D’aprés [Pey95, Lemme 1.2.1 et remarques

1.2.2 et 1.2.3]) Pic(X) est libre de rang fini égal & bay(X). O

Lemme 5.10. — Supposons que k soit un corps global. Alors, sous les hypothéses
5.6 et 5.7, pour presque toute place finie p, il existe un isomorphisme

Pic(X) = Pic(X,) (5.2.4)
compatible aux actions de Gy et Gy, .

Démonstration. — Ceci découle de la démonstration du lemme 2.2.1 de [Pey95]. O

Sous les hypothéses ci-dessus nous allons définir, pour toute k-courbe ¥ projective,
lisse et géométriquement intégre le volume de Tamagawa motivique de la famille
constante X xj & — €. Il serait intéressant d’étendre ces définitions & une famille
non constante, par exemple a une famille isotriviale.

Notations 5.11. — Soit H un sous-groupe d’indice fini de G agissant trivialement
sur Pic(X), k' WE et G = Gal(k’/k). On note p,, la Q-représentation de G induite
par l’action de G sur Pic(X). On pose 2 Lo X $pec(k) Spec(k’), de sorte que  — ¢

est un k-revétement galoisien étale de groupe G.

Un analogue motivique naturel du produit eulerien (5.1.11) est alors donné
(formellement du moins dans un premier temps) par le produit eulerien motivique

L@ am) T [ Py o) e@™) Vocioen [ ®n(X)
s oled,

P (€)
L dim(X) :|
n=1 CeConj, (G)

(5.2.5)
Notons que, grace a la compatibilité au quotient des fonctions L d’Artin motiviques,
pour tout n la série formelle

I[[ 2o ety oen (5.2.6)
CeConj.(G)

est indépendante du choix de 3 (i.e. de 'extension de k trivialisant Pic(X)).

Remarque 5.12. — Si 'on désire adapter & ce cadre la normalisation utilisée par
Peyre (cf. remarque 5.3), il faut en outre multiplier l'expression précédente par la
valeur en t = L™ de la série

(1 = Lt)s®c)) [ (D, G, pus,t). (5.2.7)
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Mais d’aprés le point 4 de la proposition 3.12, on a

Zmot(Pic(X), 1) ™! Zimot (Pic(X), Lt) ™ Linot(%, G, p,t) € 1 + Ko (CHM(k)q) []T.

(5.2.8)
On voit alors que la série (5.2.7) ne converge pas en t = L~! pour la topologie
que 'on va utiliser si Pic(X) n’est pas un module galoisien trivial : si M est une
représentation irréductible non triviale la série Zy,ot(M,t) ne converge pas en t = 1.
Une solution pourrait, étre d’inverser Z,,a,(M,1) = > nso(—1)" [Alt" M], mais outre
que le morphisme de localisation correspondant n’est pas injectif, on ne disposera plus
ensuite dans le cas d’un corps global du morphisme de spécialisation en presque toute
place p (on a Try(xe(Zmey(M, 1)) = det(Id — Fry | M) et cette quantité est nulle si M

contient la 9,{p représentation triviale).

Nous allons maintenant donner, dans le cas d’un corps de caractéristique zéro k,
un analogue motivique de Iexpression (5.1.13). Notons Conj.(G)c,, I'ensemble des
éléments D de Conj.(G) qui vérifient la propriété suivante : si D est un élément de

D, il existe un élément C de C qui vérifie C < D et |C| = |[‘)|D/\‘n Soit
def
nk’,G,C,n = Decon\j/c(G)C’n(pSpec(k’),GOP,D‘ (5‘2'9)
Proposition 5.13. — 1. Soit K une extension pseudo-finie de k, Cx < G un

groupe de décomposition de K dans l'extension k — k', et n > 1. Notons K,
une extension de degré n de K. Alors pour tout C € Conj (G), on a

9- - _ |CK|
Mo oo () = { {e} %l eiste C € C tel que C < Ck et |C| = 7 5E o (5.2.10)

I sinon.

En d’autres termes, n,, . . (K) = {e} si et seulement si K,, a pour décomposi-

tion C dans l’extension k' /k.

2. Supposons que k soit un corps de nombres. Il existe un ensemble fini S de places
de k tel que pour tout p ¢ S et tout n > 1, on ait, en notant C, la classe des
groupes de décomposition de p dans ’extension k — k',

nA[Cyp]|

1 s%l existe C € C et Cp € Cp tel que C < Cy et |C| = G|
Trp {Xé (nk’,G,C,n):| = .
0 sinon.

(5.2.11)

En d’autres termes, si on note C, un élément de Cy et K, /ky Uextension de

corps résiduels correspondante, le membre de gauche de ’expression ci-dessus

vaut 1 si Uextension ky /Ky a pour groupe de décomposition dans ki /ky, un
élément de C, et vaut O sinon.

3. On a pour tout C € Conj,(G) et tout n > 1

Vo aerem =M cem Y (F). (5.2.12)



38 DAVID BOURQUI

Démonstration. — Le premier point découle de la définition de Ny cen €6 des pro-
priétés classiques des groupes de décomposition. Le deuxiéme point découle de ces
mémes définitions et propriétés, ainsi que du point 2 du théoréme 4.1.

Pour montrer le troisiéme point, on se raméne au cas ou % est affine. Alors, d’aprés
le premier point, les formules ¢, ... et ¥n(%) A1, .. sont deux formules de
Sym" (%) dont les K-points coincident pour toute k-extension pseudo-finie K, d’ou
le résultat. O

D’aprés (5.2.12) le produit eulerien (5.2.5) se réécrit (formellement du moins)

. B, (X) 1%®
Lo dm) T ] {«%NS,{e},c(L‘”)"k”G’C’" Ln dim(X) '
n21 CeConj (G)

(5.2.13)
C’est sous cette forme que nous allons définir le volume de Tamagawa motivique en
caractéristique non nulle. Dans ce cas, il n’est malheureusement pas clair que cette
derniére forme soit équivalente a (5.2.5), i.e. que la relation (5.2.12) soit vérifiée. Si k
est un corps global de caractéristique nulle, ’analogue du point 2 de la proposition 5.13
est encore valide, d’aprés la remarque 4.3. Si k est fini, toujours d’aprés la remarque
4.3, analogue suivant du point 2 de la proposition 5.13.

Proposition 5.14. — Supposons que k soit fini. Alors pour tout n > 1, tout m > 1
et tout sous-groupe C de G, Tr(F}"|x¢(n,, . o..)) vaut 1 i ky, /Ky a pour groupe de
décomposition C dans lextension k' Qy ky, [k et 0 sinon.

Nous allons montrer que le produit eulerien motivique (5.2.13) converge effective-
ment dans une certaine complétion de I'anneau Ko (CHM(k)q) ® Q et, dans le cas ou
k est un corps global, se spécialise sur le volume de Tamagawa de X, x 6,/%, pour
presque tout p.

5.3. Topologie utilisée. — Soit A et B des anneaux et ¢ : A — Blu,u"!] un
morphisme d’anneaux. On définit une filtration décroissante de A par des sous-groupes
en posant pour i € Z FL,A = {a € A, deg(p(a)) < —i}.

Notation 5.15. — On pose A% % lim AJFLA.

On a F,A.FJA C FLH A ce qui permet de munir A% Q’une structure d’anneau.
Le morphisme ¢ s’¢tend alors en un morphisme d’anneaux de A¢ vers anneau des
séries de Laurent & coefficients dans B i.e ¢ : A — B((u™1)).

On a immédiatemment le critére de convergence suivants.

Lemme 5.16. — On suppose que A est une Q-algébre. Soit (an)n>0 et (bn)n>o0

o et (by)
deuz suites d’éléments de A. On suppose qu’on a pour tout n deg(p(by,)) = 0, et
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deg(p(an)) + deg(p(by)) < 0, et quon a deg(p(ay)) + deg(p(by)) — —oo. Alors le
produit ], (1 + an)b converge dans A®, et on a

o | T +an)™ | =TT +elan))e®. (5.3.1)

n=>0 n>0

Nous allons définir le volume de Tamagawa motivique comme un élément de
o — Poinc

[Ko (CHM(k)q) ® Q] "o Poincy est le polynome de Poincaré virtuel ¢-adique.
L’intérét d’utiliser la réalisation /-adique est de pouvoir spécialiser le résultat dans le
cas d’un corps global ou d’un corps fini. On montrera que cette spécialisation donne
bien le résultat attendu, a savoir le volume de Tamagawa classique. Ceci étant, on
aurait pu utiliser une autre cohomologie de Weil. Dans le cas d’une surface, on peut
méme utiliser un polynéme de Poincaré absolu, cf. la section 5.10.

5.4. Enoncé du résultat. —

Théoréeme 5.17. — Soit k un corps, € une k-courbe projective, lisse et géométrique-
ment intégre et X une k-variété projective, lisse, géométriquement intégre et vérifiant
les hypothéses 5.6 et 5.7. Le produit eulerien motivique
Yn (%)
LO-o@) am) T | [ 2, e ) eoen % (5.4.1)
nzl | CeConj, (G)

—— Poinc

converge dans [Ko (CHM(k)q) ® Q] " On Pappelle volume de Tamagawa mo-
tivique de X x €, et on le note ¥,,,.(X X €/F).

Ce théoréme sera démontré a la sous-section 5.6.

Remarque 5.18. — Si k est un corps quelconque, on peut définir un polynéme de
Poincaré virtuel ¢-adique Poinc, : Ko(Varg) — Ko(Gk-Qe)[u] qui en caractéristique
zéro se factorise par y,,, (si k est de type fini, ceci provient de lexistence d’une
filtration par le poids sur les groupes de cohomologie ¢-adique & support compact ;
pour le cas général cf. [Eke07]). On peut alors se poser la question de la convergence

de (5.4.1) dans M/ngpomw ott M, & Ko(Varg)[L™1] (cf. les définitions 2.6, 4.7 et
4.3). En caractéristique zéro, compte tenu du fait que la situation « se factorise » a
travers ..., la réponse a cette question est positive. En caractéristique non nulle, en
Pabsence d’analogue de x.,,, nous ne connaissons pas la réponse. L'un des problémes
qui se posent est qu’'on n’est plus a priori assuré de I’égalité Poince(Zmot(X,1t)) =
Poincy(Zyar (X, 1)), et donc de la validité de la relation (2.6.5) pour ®, var(X).

On peut également considérer la convergence dans le complété M/kQ?lem de
My ® Q pour la filtration dimensionnelle, utilisée dans la théorie de l'intégration
motivique (cf. [DL99, §3.2]). Comme une variété de dimension n a un polynoéme de
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dim

—_—
Poincaré virtuel de degré 2n, on a un morphisme continu naturel My ® Q —
—— _ Poinc, . 9e . . . .
M ®Q , mais nous ne savons pas s’il est injectif, et nous ignorons si (5.4.1)

—— dim

converge dans M; ® Q

Définition 5.19. — Soit k un corps global, et p une place finie de k. Un élément de
Ko(G5k-Qr) @ Q((u™1)) est dit pur en p 8'il s’écrit > n<ng @n U™ O, pour tout n < no,
an, est une combinaison linéaire d’éléments de la forme [V] ou les valeurs propres de
Fr, agissant sur V¢ sont des nombres algébriques dont tous les conjugués complexes
ont pour module N(p)=. Il est dit pur s'il est pur en presque tout p (en particulier
I'image par Poinc, d’un élément de Ko (CHM(k)q) est pur).

Théoréeme 5.20. — On conserve les hypothése du théoréeme 5.17 et on sup-
pose en outre que k est un corps global. Alors, pour presque toute place finie p,
Poinc(¥not(X X €/€)) est pur en p, et la série

Try, [Poincy(¥oi(X x €/%))] € Cllu™]] (5.4.2)

converge absolument en u = —1 vers le volume de Tamagawa ¥ (X, X 6,/%,) défini
par le produit eulerien (5.1.1).

Ce théoréme sera démontré & la sous-section 5.7.

Théoréeme 5.21. — On conserve les hypothése du théoréme 5.17 et on suppose en
outre que k est un corps fini. Alors pour tout entier m vérifiant
m > % log, (1 + Sup, b;(X)) (5.4.3)
la série
Tr [F{"| Poincy (¥mot(X x €/€))] € Cllu™1]] (5.4.4)
converge absolument en u = —1 vers le volume de Tamagawa V (X, X 6k, /k,,)

défini par le produit eulerien (5.1.1).
Ce théoréme sera démontré a la sous-section 5.8.

Remarque 5.22. — La condition (5.4.3) semble bien entendu artificielle, et on
aimerait s’en débarrasser. Elle serait superflue si par exemple Poinc (¥ (X X € /€))
était & croissance polynomiale bornée au sens de [Eke07, §2], mais nous ne savons
pas si cette propriété est vérifiée.

5.5. Quelques lemmes. —

Lemme 5.23. — Soit k' une extension galoisienne finie de k, de groupe G. Soit p
une Q-représentation de G. Alors X, (Spec(k'), X,or) (cf. le théoreme 2.2 en carac-
téristique nulle et la définition 2.3 en caractéristique non nulle) coincide avec la classe
de V, dans Ko (MA(k)q).
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Démonstration. — D’aprés le point 1 du théoréme 2.2 en caractéristique nulle et
la remarque 2.3 en caractéristique non nulle, via ’équivalence de catégories (2.5.1),
Xeq (Spec(k’), xpor ) s’identifie & la classe dans Ko (MA(k)q) de I'image du projecteur
de V, ® Q[G] donné par

1
— Z PP ) ®g" = ) @ palg (5.5.1)
Gl o |G| geG
D’aprés le lemme 3.11, cette image est isomorphe & V,. O
Lemme 5.24. — Soit k' une extension galoisienne finie de k, de groupe G. Soit pg

une Q-représentation de G. On a dans Ko (CHM(k)q)q la relation

Z Xpo (C) wspec(k./)wcopyc = [Vpo] . (5-5.2)
CceConj (G)

Démonstration. — On peut supposer pg irréductible. Soit C € Conj.(G). On rappelle
que ¢ est la fonction qui & g € G associe 1 si le groupe engendré par g est dans C et
0 sinon. C’est une fonction Q-centrale a valeurs dans Q. Il existe donc des éléments
mpc € Q tels que O = Zpehrq(Gop) mp.c Xp- On a alors d’aprés les théorémes 2.2 et
4.1 en caractéristique nulle et les définition 2.3 et 4.2 en caractéristique non nulle

Papooiniycor.c = Z Mp.C Xoq (SPEC(E'), X,)- (5.5.3)
pElrrq(Ger)

soit d’apres le lemme 5.23

(pspec(k-’),ccp,c = Z mp.c [V;JOP]- (554)

pElrrq (G°P)
Le lemme découle alors des relations d’orthogonalité (4.6.28). O
Lemme 5.25. — Soit k' une extension galoisienne finie de k, de groupe G. Pour

tout n > 1 et toute Q-représentation p de G , on a dans Ko (MA(k)q)® Q la relation

J
> Ol ) = Panion (A1) (5.5.5)
CeConj,(G) 1<j<dim(p)
Démonstration. — Pour C € Conj.(G) on note 6¢ , la fonction Q-centrale qui a

g € G associe 1 si le groupe engendré par g™ est dans C et 0 sinon. En particulier, on
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a les relations Y. Xp(C)Ocn=x} et Ocn = > fp. On a donc
CeConj (G) DeConj (G)e,n
S O = O %0 Y eiwnews  (556)
CeConj.(G) CeConj.(G) DeConj. (G)e,n
= Xp(C) Z Xeq (Spec(k),0p) (5.5.7)
CeConj.(G) DeConj. (G)e,n
= Y X(C) Xeq(Spec(k), Oc ) (5.5.8)
CeConj.(G)
= Xeq (SPeC(K’), Xpor )- (5.5.9)

Par ailleurs, il découle de la remarque 2.11 que ’élément de Ky (G-Q-Vect) donné
par Pgim(p),n /j\Vp ) a pour caractere xj. D’apres le lemme 5.23, il est donc égal a
Xeq (Spec(k), X7)).

O

5.6. Démonstration du théoréme 5.17. — Notons ¢ la classe de Q,(—1) dans
Ko(Gk-Qe). Pour n > 1, soit Px ¢ n(u) Pélément de 1+ Ko(Sx-Qe)[[u™?]]" défini par

& _ P, (X
Px.o.n(u) £ Poincg Il Zriere@™) v een ﬁ (5.6.1)
CEConj, (G)
_ —n , —2ny\Xe(n,, ) Poine,(®n(X))
- H c@pNS7{e},C(£ U ) kG En dim(X) u2n dim(X) '
CeConj.(G)
(5.6.2)

Il découle de la relation (2.6.5) qu’on a deg(Poincy (®,(%))) = 2n. Ainsi, d’aprés la
relation (4.2.4) et la remarque 4.8, on a pour tout n

0 < deg(Poinc, (¢, (€)) < 2n. (5.6.3)

En vertu du lemme 5.16, il suffit donc pour établir la convergence dans [K (CHmQ) ® Q]

du produit eulerien motivique (5.4.1) de montrer qu’on a
deg, (Px,en(u) —1) < =3n. (5.6.4)

D’aprés la proposition 2.12 et le fait que b;(X) est nul, il existe un polyndome Qo a
coefficients dans Ko(Gr-Qy) vérifiant

Poincy(®, (X)) = £" dim X 2n dim(X) | Py, (x)m ([/J\Hf dim(X)2(X):|) o1 (2 dim(X)-2)

+ " (2 dmX)=3) O (4,71, (5.6.5)
D’aprés (5.2.1) et la dualité de Poincaré, on a 1’égalité

|:H42 dim(X)f2(X):| _ [PiC(X)V] pdim(X)—1 (566)

Poincy
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Compte tenu du fait qu’une Q-représentation est isomorphe & sa duale, on en tire
pour tout j la relation

[ﬂHj dim(X”(X)] — ¢J (dim(X)=1) [ﬁ Pic(X)] (5.6.7)
et finalement
Po(x)m (ﬁHj dim(X)Q(X)) = r@mX)-1p ([ﬁ Pic(X)D . (5.6.8)

Ainsi, on a

Poinc, (P, (X)) o i Com
Jn dim(X) 4,20 dim(X) 1+07" Ppyx)n | |[APIC(X)| | u

4y 73n g A 00 (Y. (5.6.9)

Par ailleurs, il existe un élément Q; de Ko(Gk-Qr) ® Q[[u]] tel qu’on ait

H '@pNS,{e}ﬁc(f_" U_2")X€(nk',c,c,n)
CeConj (G)

=1-(" Z X, (C) xz(nk,’c,c’n)uﬁ” +u Qi (u™t). (5.6.10)
CECon;, (G)

D’aprés la relation (5.5.5) appliquée & py, on a pour tout n la relation

> XPNS(C)XZ(UM’G,C,R)sz(x),,L({/j\Pic(X)]) . (5.6.11)

CceConj, (G) 1<i<h2(X)

De (5.6.9), (5.6.10) et (5.6.11) on déduit 'inégalité 5.6.4, et donc le théoréme 5.17.

5.7. Démonstration du théoréme 5.20. —

Notations 5.26. — Pour toute place p de k non ramifiée dans l'extension k'/k,
notons C, la classe des groupes de décomposition de p dans I'extension k'/k, et pour
n > 1, Cp,n Punique classe de Conj,(G) tel qu'il existe C € Cp , et C, € C, vérifiant
C < Cpet |C] = 1]

nA[Cp|*

Lemme 5.27. — Soit b(X) le plus grand nombre de Betti de X . Il existe un ensemble
fini S de places finies de k (dépendant de X et de € ), tel que pour tout p ¢ S on a
les propriétés suivantes :

1. Pour tout n > 1, Poincy(®, (X)), Poince(vn(€)) et Px.en(u) sont purs en p.
2. Poincy(¥oi(X X €)) est pur en p.
3. Pour tout n > 1, il existe des nombres algébriques (ap . r)r>3 vérifiant

2 (dim(X) + b2(X)) (1 +b(X))"

Vr 23, |apar < (5.7.1)
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et
Try (log(Px en (1)) = Y _ 0pn o N(p) ™2 u™"". (5.7.2)

r>3

4. Pour tout n > 1, il existe des nombres algébriques (Bp nr)o<r<2n VErifiant

bi(%)+1
Byl < LI L (573)
n
et
Try (Poincs (4 (€)= D Bpmr N(p) 2 0’ (5.7.4)
0<r<2n
5. 1l existe des nombres algébriques (yp r)r>1 vérifiant
o.rl <67 (02(F) + 1) (dim(X) + b2(X)) (1 4 b(X))" (5.7.5)
et
Tr, Z Poince (1, (%)) log(Pxen)| =1+ Z%’T N(p) Zu". (5.7.6)

nz1 r>1

6. La série entiére Tr,(Poince[¥;,0.:(X x €)]) € Cl[u™!]] converge absolument pour
tout u = z € C vérifiant

=

2| > (14 b(X)) N(p)~ (5.7.7)

et sa somme vaut alors

. o —any Irp|Poincg(®,(X))]u==
exp | 32 o [Potnr (0 ()] 108 (., (Vo) +72) L2 ks

n>1

(5.7.8)

Démonstration. — Notons S la réunion des places finies p qui vérifient I'une des
conditions suivantes :
1. p appartient & I’ensemble fini du point 2 de la proposition 5.13;

2. il existe C € Conj (G) tel que x¢ (Sﬁspcc(m),cop,c) = Poincy (
pas pur en p;

saspcc(k/),cop,c) n’est
3. Poincy(X) n’est pas pur en p;

4. Poincy (%) n’est pas pur en p;

5. p est ramifié dans ’extension k'/k ;

6. p divise /.

Pour p ¢ S et n > 1, la relation (5.2.9) montre que x¢(n,, ;.. ) est pur en p. Par
ailleurs, pour p ¢ S et n > 1, la proposition 2.12 montre que Poincy(®, (X)) et
Poinc,(P,,(€¢)) sont pur en p. La relation (4.2.4) montre alors que Poincy (1, (%)) est
pur en p. On en déduit que Px ¢, (u) est pur en p, puis que Poince(¥0i (X X €)) est
pur en p.
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Soit p ¢ S. Posons v = N (p)~2 u~. Soit n > 1. Comme Poincy(®,,(X)) est pur en
p,ona

Poincy (P, (X))
Try (gn dim(X) ;2 n dim(X) (5.7.9)

_n2 diméX)fr

=Y TEEE (X)) N )
0<r<2 dim(X)

= > ™ (5.7.11)

0<r<2 dim(X)

v’ (5.7.10)

ott les ap . sont des nombres algébriques vérifiant ay n.r = ap n,2 dim(x)—r €t
VO <r<2dim(X), |apnr <0(X). (5.7.12)
Il découle de la proposition 5.13 et de (5.7.11) que ’'on a

Trp(Pxen(u) = Py (N(p) " u™2") Z apnro™" | (5.7.13)
0<r<2 dim(X)

On voit ainsi que Trp(Px ¢n(u)) sécrit Q1pn(v") Q2pn(v™) ot Q1p, €st un
polynome de degré 2by(X) dont les racines sont de module 1 et Q2 est un
polynéme réciproque de degré 2 dim(X) dont les racines sont de module inférieur a
1+ b(X). On en déduit (5.7.2) et (5.7.1).

Montrons le point 4. D’aprés la proposition 2.12 et la remarque 2.11, on a pour
tout d > 1

Tr (Fry | Poincy(4(%))) = 1+ (—1)4! Te(Fr§ |[H} (€)) u’ + N(p)tu?d.  (5.7.14)

Par ailleurs, comme Poincy(®4(%)) est pur en p on a

Vd>1, |Te(Bf [H(E))| N(p)" 2 < bi(6). (5.7.15)
D’aprés la relation (4.2.4), on a
1 d
S R <5> D7), (5.7.16)
d|n

o p : N — {0,1,—1} est la fonction de Mdbius. On a donc pour tout n > 1
Tr, (Poince(,(€)))

:% > (DT () Te(Ey [H] (6) N(p)~E o
d|n
d impair
o dZ ot (5 e e e ()] o e

d’ott le résultat annoncé. Les deux derniers points en découlent aisément. O
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Montrons & présent le théoréme 5.20. Tout d’abord, d’apreés le lemme 5.10, il existe
un ensemble fini S’ de places de k tel que pour toute place p ¢ S’, on a un isomorpisme

Pic(X) = Pic(X,) (5.7.18)

compatible aux actions de Gp & gauche et G., a droite. Pour p ¢ S’, soit Gy un
groupe de décomposition de p dans I'extension &'/k, ps , la Q-représentation de G,
induite par I'action de Gy, sur Pic(X), ), I'extension galoisienne de groupe Gy de r,
et Z(p) L Cp Xn, Kp- Le volume de Tamagawa de la famille X, x 6, /%, est donc

égal &

()]
1—g(%)) dim(X |28 o | X (Fp,n) |
N(p) o O TTTT 2, qer.e(N () )| 7006, o0 (W

nzl C<G,
(5.7.19)

Comme %, = (¢ X1 k'), est isomorphe & la réunion disjointe de G/G, copies de Z(p),
par compatibilité & la restriction des fonctions L d’Artin classique on a I’égalité

_ im o (2 (0)
P (Xyx /) = N(p) =9 39 TT ] P ter.0(N ) @080 00|
n>1 C<G

X (k)] I
(N(p) n dim(X) )

(5.7.20)
D’aprés la remarque 5.5, on a donc

X (5p,,)] ]'“’”%‘”'
N(p) n dim(X) :
(5.7.21)
Soit S” I’ensemble fini de places de k constitué de la réunion de I’ensemble S
du lemme 5.27, des places p vérifiant N(p) < (1 + b(X))? et de I'ensemble S’ in-
troduit ci-dessus. Il découle alors du lemme 5.27 que pour tout p ¢ S” la série
Poincy (¥mot (X X €)) est pur en p et que la série entiére

N(p) @@= dim(X) Ty [Poiney (Yo (X x €))] € Cllu™]] (5.7.22)

¥ (Xpxp /) = N(p) 179(6) dim(¥) TT [@ s Co.n (N (P) ")

n>1

converge absolument en u = —1 vers

exp Z Trp, [Poince (v, (€))]u=—1 log ('@PNp{e},C,,,n (N(p)fn)Trp [P(j\iflz(;g)gb;:i)é()))]u——l)

n>1

=exp | > Trp[xe(¢n(%))] log ('@pNS,{e},Cp,n (N(P)_")W)

n>1
(5.7.23)
Mais d’apreés le corollaire 4.9, on a Try[x¢ (¥n(€))] = }(‘gp)go)} et Try[x¢ (Pn(X))] =

| Xp (Kp.n)|- On en déduit que I’expression (5.7.23) coincide bien avec N (p) (9(€)—1) dim(X) /(X x
o/ Ch)-
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5.8. Démonstration du théoréme 5.21. —
Notations 5.28. — Pour tout entier m > 1, notons C,, le groupe de décomposition
de ky,/k dans Pextension k'/k, et pour n > 1, C,, ,, le sous-groupe de C, vérifiant
|Cm.n| = n/\\cl [
Lemme 5.29. — Soit b(X) le plus grand nombre de Betti de X. On a alors :
1. Pour tout n > 1, il existe des nombres algébriques (. »)r>3 vérifiant
2 (dim(X) + b2(X)) (1 + b(X))"
Ur>3 lana] < (dim(X) + b2(X)) (1 + b(X)) (5.8.1)
r
et pour tout m > 1
Tr (F;"[log(Pxen(u)) = > anrg™ 2 u ™", (5.8.2)
r>3
2. Pour tout n > 1, il existe des nombres algébriques (Bn r)o<r<2n VErifiant
b1(%¢)+ 1
|Bnr| < h{@)+1 (5.8.3)
n
et pour tout m > 1
Tr (F"| Poince (1, (€ Z Bnrq 2 R (5.8.4)
o<r<2n
3. 1l existe des nombres algébriques (y,)r>1 vérifiant
[vr] <67 (01(€) + 1) (dim(X) + b2(X)) (1 + b(X))" (5.8.5)
et pour tout m > 1
Tr | F{"| > Poince(n () log(Px.em) | =1+ > g™ > u™" (5.8.6)

exp

n>1 r>1

. Pour m > 1, la série entiére Tr(Poince[F]"| ¥,.0.(X X €)]) € C[[u

absolument pour tout u = z € C vérifiant

m

2| > (1+0(X)) g™ >

et sa somme vaut alors

~1] converge

(5.8.7)

Tr[F"| Poincy (®r (X))]u=-

Z Tr[F}"| Poince (¢ (€))]u=2 log (9/),\,5,{@},()%" (g™ 272"

n>1

gnm dim(X) »2n dim(X)

(5.8.8)

La démonstration de ce lemme est trés similaire a celle du lemme 5.27. Par un
raisonnement analogue & celui de la section 5.7, on en déduit le théoreme 5.21.

)
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5.9. Lien conjectural avec la fonction zéta des hauteurs anticanoniques.
— On se place sous les hypothéses du théoréme 5.17. On suppose en outre que le
cone effectif de X est finiment engendré et que la classe du faisceau anticanonique de
X est a l'intérieur du cone effectif. Ces hypothéses permettent de définir un invariant
rationnel o*(X) (cf. [Pey03a, §3.1]). On définit par ailleurs l'invariant §(X) comme
étant le cardinal du groupe H'(k, Pic(X)). Si K désigne le corps des fonctions de %, on
suppose en outre que I’ensemble X (K) est Zariski dense. Par souci de simplification,
on supposera également qu’on a
% [wy'] € Pic(X)} = 1. (5.9.1)
Supposons tout d’abord que k soit un corps fini de cardinal ¢q. Pour U ouvert
de Zariski de X assez petit, on peut alors considérer la fonction zéta des hauteurs
anticanonique Zp(X x € /€, U,t) : c’est la série génératrice qui compte le nombre de
morphismes de % vers X de degré anticanonique donné dont 'image n’est pas incluse
dans le complémentaire de U. Voici une version de la conjecture de Manin dans ce
cadre.

Max{d € N,

Question 5.30. — On suppose que X X € /€ vérifie 'approximation faible (par ex-
emple que X est rationnelle). Est-il vrai que pour un owvert U assez petit, la série
entiere Zy(X x €/€,U,t) a un rayon de convergence égal o ¢~ et que pour un cer-
tain € > 0 sa somme se prolonge en une fonction méromorphe sur {|t| < ¢~ 1*¢},
admettant un pole d’ordre rg(Pic(X)) ent = q ! tel que

lim (1 — qt) 8PN 720X x €/, U, t)

t—q—1

= o*(X) 8(X) |1 = qt)ye®cCD [, (9. G, pNS,t)} L V(X xE/E). (592)

Nous donnons ci-dessous un pendant motivique de la version affaiblie suivante de
la question 5.30.

Question 5.31. — On suppose que X X € /€ vérifie ’approximation faible. Est-il
vrai que pour un ouvert U assez petit, la série

det(Id — Fy, t| Pic(X)) det(Id —q F t| Pic(X)) Zu(X x € /€ ,t) (5.9.3)

converge en t = q~ ! vers

o (X) B(X) [det(Id —Fy t| Pic(X)) det(Id —q Fy t| Pic(X)) Lar(2, G s )] mgr V(XXE/€) 7
(5.9.4)

Revenons au cas d’'un corps k quelconque. Pour U ouvert de Zariski de X assez
petit, on peut alors considérer la fonction zéta des hauteurs anticanonique géométrique
Ztvar (X X €€ ,U,t) : c’est une série formelle dont les coefficients sont les classes
dans Ky(Varg) des espaces de modules paramétrant les morphismes de € vers X de
degré anticanonique donné dont 'image n’est pas incluse dans le complémentaire de



NOMBRE DE TAMAGAWA MOTIVIQUE 49

U. Lorsque k est un corps fini, le morphisme « nombre de points » envoie Zg yar sur
Zy. Si k est de caractéristique zéro, on peut considérer la fonction zéta des hauteurs
motiviques ZH mot def Xvar (Z1 var)- Par analogie avec la question 5.31, on peut alors
poser la question suivante.

Question 5.32. — Supposons k de caractéristique zéro. Est-il vrai que pour un ou-
vert U assez petit la série
Zmot(Pic(X), 1) ™! Zmot (Pic(X), 1) ™' Zamot(X x €/€, U, t) (5.9.5)
— Poinc
converge dans [Ko (CHM(k)q) ® Q] “ent=L" vers

Vot (XXEC)C) 7
(5.9.6)

a(X) B(X) [Zmot (Pic(X),t) ™! Zimot(Pic(X), Lt) ™ Linot(2, G, pys,t)],_y s

Les arguments développés dans [Bou06] montrent que la réponse a cette question
est positive dans le cas ot X est une variété torique déployée et € = P1.

Remarque 5.33. — On pourrait imaginer renforcer la question 5.31 en demandant
en outre la convergence de la série (5.9.3) en t = ¢~ 17¢ pour € > 0 assez petit. Ceci
aurait deux avantages : d’'une part une telle convergence impliquerait une réponse
positive a la question 5.30, d’autre part ’adaptation au cadre motivique serait aisée
(quitte & introduire formellement des racines de L dans 'anneau de Grothendieck des
motifs). Cependant une réponse positive & la question ainsi reformulée entrainerait
en outre que les poles de la fonction zéta des hauteurs sur le cercle de rayon ¢!
inclus dans I’ensemble {a~'¢~'}, a décrivant les valeurs propres de F}, sur Pic(X).
Ceci n’est pas vérifié par exemple dans le cas du plan projectif éclaté en un point (ot

sont

g~ ! n’est pas I'unique poéle du prolongement méromorphe sur le cercle de rayon g~ 1).
La question de la nature des poles qui doivent apparaitre sur le cercle de rayon ¢!
reste a étudier.

Supposons a présent que k soit un corps de nombres et indiquons comment les
questions 5.31 et 5.32 pourraient étre reliées. On suppose qu’il existe un ouvert U tel
que la réponse a la question 5.32 soit positive. Notons, pour alléger ’écriture,

Zitmot (1) % Zunor (Pic(X),£) ™! Zimot (Pic(X), Lt) ™! Zymot(X x€ /€, U, t) € Ko (CHM(k)q) [[t]
(5.9.7)

et

Linot(1) ' Zunot (Pic(X), ) ™" Zunot(Pic(X), L) ™ Linot(Z, G, pys 1) € Ko (CHM(k)q) [[¢])-

(5.9.8)
Ainsi, d’aprés le point 4 de la proposition 3.12, Ly,.:(t) est un polynome.
Supposons en outre que pour presque tout p on ait Try (x¢(Zr,mot(t)) = ZE,/p (t) ou

déf

Zi1p(t) % det(1d — Fr, ¢ Pic(X,)) det(Id —N(p) Fry t| Pic(X,)) Zu(Xp x Gy /%y, Uy, t) € C[[1]]-
(5.9.9)
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D’aprés le théoréme 5.20, on est dans la situation suivante :

Poinc,(Zumot(t)) L t=t""u"? A(X)B(X) Lot (71 4=2) Yot (X X €/€)
€Ko(Gr-Qr)®Qu,u=1][[t]] GKo(Sk-QQG@Q((u*l))
Try Try
Trp(.) P=N(p) Tu Trp ()
€Cuu (] €c((u )
u=-—1 u=—1
Zro(t t=N(p)~'? . — _
GI-E;E[EH) e > o (X)ﬁ(X)LAr(N(p) 1) ”f/(Xp % %p/%p)
(5.9.10)

Si on arrive & montrer que la fléeche horizontale inférieure est bien définie et fait
« commuter »le carré inférieur, on obtient, que la réponse a la question 5.31 est positive
en p. Concrétement, on est ramené & un probléme d’interversion de série. Il s’agirait

alors de dégager les propriétés de Zm mot assurant que cette interversion est licite.

5.10. Une vraie version motivique. — L’appelation « motivique »pour le vol-
ume de Tamagawa dont ’existence est montrée par le théoréme 5.17 est abusive au
vu de la complétion utilisée. Il devrait plutot étre qualifié de « cohomologique ». Si
on admet la conjecture que tout motif de Chow admet une décomposition de Chow-
Kiinneth (cf. [Mur93]), on peut définir un polyndéme de Poincaré virtuel « absolu »

Ko (CHM(k)q) — Ko (CHM(k)qQ) [u,u™"]
] (5.10.1)

Poinc,aps : M] — % [hz(M) u
i€Z

et on peut se demander si la convergence du nombre de Tamagawa motivique a lieu
dans Ky (CHM(IC/)QT ® QPFeincavs (et pas seulement dans une complétion liée & une
réalisation cohomologique). En fait on peut montrer un résultat de convergence in-
conditionnel pour les surfaces : soit .%% la sous-catégorie pleine de CHM(k)q dont les
objets sont les motifs découpés sur les variétés de dimension au plus 2, leurs sommes
et leurs duaux. Comme les variétés de dimension au plus 2 admettent des décom-
position de Chow-Kiinneth (cf. [Mur90]), on peut définir un polynéme de Poincaré
virtuel absolu

. Ko(S) — Ko(S)[u,u™']
Poincaps : M] — 3 [hz(M)] ul (5.10.2)
=y /
Théoréme 5.34. — Soit k un corps de caractéristique zéro. Soit € wune courbe

projective, lisse et géométriquement intégre. Soit S une surface projective, lisse
et géométriquement intégre vérifiant les hypothéses 5.6. On suppose en outre que



NOMBRE DE TAMAGAWA MOTIVIQUE 51

Ao(Sk(s)) est nul. On reprend les notations 5.11. Le produit eulerien motivique

Yn (%)
2,(5)
2(1—g(¥ -n ’ n
L (1=9() H H '@pNS,{e},C(L )nk G.em L2n (5103)
w31 [ceoni.(6)
— Poinc,ps
converge dans Ko(%1) ® Q (cf. la notation 5.15).

Remarque 5.35. — L’hypothése que Ag(Sy(s)) est nul est vérifiée dés que Ao(Sm)

est nulle. Ceci vaut en particulier si S est k(S)-rationnellement connexe, et donc si S
est une surface de Fano.

Démonstration. — Comme H'(S,0g) = 0, la variété d’Albanese de S est triviale.
D’aprés [KMPO7, Propositions 14.2.1, 14.2.3 et Corollary 14.4.9 (a)], on a une dé-
composition

h(S) =1 @ Pic(S)(—1) @ t*(S) ® 1(—2) (5.10.4)
otl t2(.9) est un motif de poids 2 qui est nul si et seulement si Ao(Sk(s)) est nul. Ainsi
on a

Zmot(S) = Zmot (1,1) Zimot (Pic(S), Lt) Zmot (1, L2 1) (5.10.5)
d’on
Zmot(S) 7' =(1- t)(Z(—l)" [Alt" (Pic(S))] L™t") (1 — L?,¢1)). (5.10.6)
n>0

On en déduit "analogue pour le polynéme de Poincaré virtuel absolu de la proposition
2.12 : pour tout n > 1, on a
POinCabs((I)n(S)) =1+ PbQ(S),n (|:/J\ Plc(g):| ) u2m + L27 4 (5107)
1<5<b2(9)

A partir de 1, il est facile de vérifier que toutes les égalités de la démonstration du
théoréme 5.17 ont lieu dans Ko(.%%) ® Q (et pas seulement dans Ko(5x-Q/)® Q). O
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