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ALGÈBRES ENVELOPPANTES À HOMOTOPIE PRÈS,

HOMOLOGIES ET COHOMOLOGIES

RIDHA CHATBOURI

Résumé. On présente une définition et une construction unifée des homologies et co-
homologies d’algèbres et de modules sur ces algèbres dans le cas d’algèbres associatives ou
commutatives ou de Lie ou de Gertsenhaber. On sépare la construction ‘linéaire’ des cogèbres
ou bicogèbres qui traduisent les symétries des relations de définition de la structure de la partie
structure qui apparâıt ici comme une codérivation de degré 1 et de carré nul de la cogèbre ou
de la bicogèbre.

0. Introduction et motivation

La définition opéradique de l’homologie permet d’unifier les notions d’homologie
et de cohomologie pour les modules sur les algèbres associatives (homologie et co-
homologie de Hochschild) et pour les modules sur les algèbres de Lie (homologie et
cohomologie de Chevalley).

Ces deux complexes sont dérivés de résolutions de l’algèbre (associative ou de Lie)
considérée : la bar résolution et la résolution de Koszul.

D’autre part, on peut affaiblir la notion d’algèbre pour définir des algèbres ‘à homo-
topie près’. Dans le cas d’une algèbre associative A, on regarde A comme une algèbre
à homotopie près particulière : cette algèbre à homotopie près est exactement la Bar
résolution de l’algèbre A. Dans le cas d’une algèbre de Lie g, la résolution de Koszul
est obtenue en tensorisant par U(g) l’algèbre à homotopie près qu’on identifie à g.

Dans cet article, on parlera plutôt d’algèbre enveloppante : algèbre A∞ envelop-
pante de A, algèbre L∞ enveloppante de g.

On décrira alors les liens entre d’une part l’homologie et la cohomologie d’un mo-
dule M sur l’algèbre de type X et des structures de X∞ algèbre enveloppante associée.

De plus on traitera de même le cas des algèbres commutatives R et de leurs mo-
dules en étudiant leurs algèbres à homotopie près enveloppantes C∞(R). Enfin, nous
utiliserons cette construction pour définir l’homologie et la cohomologie d’un module
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sur une algèbre de Gerstenhaber G grâce à son algèbre à homotopie près enveloppante.

Dans toutes ces constructions, nous commencerons par définir la partie linéaire
(les espaces de tenseurs retenus sur l’algèbre de départ) et sa ou ses comultiplica-
tions naturelles soit coassociatives ∆ pour A∞(A) ou L∞(g), soit cocrochet de Lie δ
pour C∞(R) soit un couple (κ, ∆) pour les structures d’algèbres de Gerstenhaber à
homotopie près G∞(G). Ensuite nous écrirons la structure de l’algèbre X∞ comme
l’opérateur bord d’un complexe. Cela nous permettra de définir explicitement les
opérateurs d’homologie et de cohomologie associés sur les modules.

Nous retrouvons ainsi des résultats antérieurs (voir [G], [BGHHW] et [AAC2] par
exemple) en les complétant, les précisant et les explicitant.

1. Homologie et cohomologie de Hochschild d’une algèbre

associative

Soit A une algèbre associative et unitaire sur R. On rappelle (voir par exemple
[L]) que la Bar-résolution de A est le complexe suivant :

0
∂0←− A

∂1←− A⊗A
∂2←− · · ·

∂n−1
←− ⊗nA

∂n←− . . .

où ∂n est l’application linéaire définie par :

∂n(a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an) =
n−1
∑

j=0

(−1)ja0 ⊗ · · · ⊗ (ajaj+1)⊗ · · · ⊗ an.

On vérifie directement que ∂n−1 ◦ ∂n = 0 pour tout n ≥ 1. De plus, puisque A est
unitaire, ce complexe admet une homotopie, définie par :

hn : ⊗nA −→ ⊗n+1A, hn(a1 ⊗ a2 ⊗ · · · ⊗ an) = 1⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an.

On montre directement que hn ◦ ∂n + ∂n+1 ◦ hn+1 est l’identité de ⊗n+1A. Ce
complexe est donc une résolution de l’algèbre A. En posant Cn(A) = ⊗n+1A, on le
note :

0
∂0←− C0(A)

∂1←− C1(A)
∂2←− · · ·

∂n−1
←− Cn−1(A)

∂n←− . . .

On note Zn(A) = ker(∂n) et Bn(A) = im(∂n+1), on a donc

Hn(A) = Zn(A)/Bn(A) = 0

pour tout n.

Soit M un A-bimodule. L’homologie de Hochschild du bimodule M est définie à
partir de la Bar-résolution de la façon suivante.
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On pose Cn(A, M) =
∑n

j=0⊗
jA ⊗ M ⊗ ⊗n−jA. Le complexe d’homologie de

Hochschild est le complexe :

0
∂0←− C0(A, M)

∂1←− C1(A, M)
∂2←− · · ·

∂n−1
←− Cn−1(A, M)

∂n←− . . .

où le bord ∂n est linéaire et défini par :

∂n(a0 ⊗ . . .⊗ ai−1 ⊗mi ⊗ ai+1 ⊗ · · · ⊗ an) =

i−2
∑

j=0

(−1)ja0 ⊗ · · · ⊗ ajaj+1 ⊗ · · · ⊗mi ⊗ · · · ⊗ an+

+ (−1)i−1a0 ⊗ · · · ⊗ ai−1mi ⊗ · · · ⊗ an + (−1)ia0 ⊗ · · · ⊗miai+1 ⊗ · · · ⊗ an+

+

n−1
∑

j=i+1

(−1)ja0 ⊗ · · · ⊗mi ⊗ · · · ⊗ ajaj+1 ⊗ · · · ⊗ an

Comme plus haut, le nième groupe d’homologie du bimodule M est Hn(A, M) =
Zn(A, M)/Bn(A, M), où Zn(A, M) = ker(∂n) et Bn(A, M) = im(∂n+1).

De même la cohomologie de ce bimodule M est définie ainsi. On pose

Cn(A, M) = L(⊗nA, M),

et on obtient le complexe de cohomologie de Hochschild dérivé de la Bar résolution :

0
∂0

−→ C0(A, M)
∂1

−→ C1(A, M)
∂2

−→ · · ·
∂n−1

−→ Cn−1(A, M)
∂n

−→ . . .

avec :

(∂n+1fn)(a0 ⊗ · · · ⊗ an) = a0fn(a1 ⊗ · · · ⊗ an)−
n−1
∑

j=0

(−1)jfn(a0 ⊗ · · · ⊗ ajaj+1 ⊗ · · · ⊗ an)

+ (−1)n−1fn(a0 ⊗ · · · ⊗ an−1)an.

En considérant l’isomorphisme L(⊗nA, M) ≃ HomA⊗Aop(⊗n+2A, M), donné par

Fn(a0 ⊗ · · · ⊗ an+1) = a0fn(a1 ⊗ · · · ⊗ an)an+1,

(Aop est A munie du produit opposé (a, b) 7−→ ba), on constate qu’on peut écrire

∂n+1fn = −Fn ◦ ∂n+1|1⊗(⊗n+1A)⊗1,

donc on a un complexe dérivé de la Bar résolution. La cohomologie de Hochschild de
M est celle de ce complexe :

Hn(A, M) = Zn(A, M)/Bn(A, M), où Zn(A, M) = ker(∂n+1) et Bn(A, M) = im(∂n).
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2. Algèbre A∞ enveloppante

Dans cette section, nous allons traduire les constructions précédentes dans le cadre
de la A∞ algèbre enveloppante de A.

La structure multiplicative de A n’étant pas commutative, ne possède pas de
symétrie : l’unique relation est l’associativité :

Ass(a1, a2, a3) = a1(a2a3)− (a1a2)a3,

L’application Ass n’a pas de symétries, l’espace V ect(Ass◦σ, σ ∈ S3) est de dimen-
sion 6. On considérera donc toute l’algèbre tensorielle de A.

D’autre part, on sait que les signes (−1)j apparaissant dans les formules ci-dessus
s’interprètent simplement si on décale le degré des éléments de A de 1. On va donc
directement considérer ici une algèbre A graduée, munie d’une multiplication de degré
0 :

|a1a2| = |a1|+ |a2|,

si |a| est le degré de a ∈ A.

L’espace vectoriel que l’on considère est donc ⊕n≥1 ⊗
n A[1], l’algèbre tensorielle

sans unité, graduée par :

deg(a1 ⊗ · · · ⊗ an) = deg(a1) + · · ·+ deg(an) = |a1|+ · · ·+ |an| − n.

Cet espace est une cogèbre coassociative libre pour la comultiplication canonique :

∆(a) = 0, ∆(a1 ⊗ · · · ⊗ an) =
n−1
∑

j=1

(a1 ⊗ · · · ⊗ aj)
⊗

(aj+1 ⊗ · · · ⊗ an).

(Voir par exemple [AAC2]). La coassociativité s’écrit :

(id⊗∆) ◦∆ = (∆⊗ id) ◦∆.

Le fait que (⊕n≥1 ⊗
n A[1], ∆) est une cogèbre libre se traduit ici par la propriété

suivante :

1. Pour tout espace gradué V , un morphisme F de cogèbres de (⊕n≥1⊗
nA[1], ∆)

dans (⊕n≥1⊗
n V [1], ∆) est uniquement caractérisé par sa projection sur V [1] :

F est un morphisme si (F ⊗ F ) ◦∆ = ∆ ◦ F . Posons Fn : ⊗nA[1] −→ V [1],
on a explicitement :

F (a1⊗· · ·⊗an) =
n

∑

k=1

∑

rj , r1+···+rk=n

Fr1(a1⊗· · ·⊗ar1)⊗· · ·⊗Frk
(an−rk+1⊗· · ·⊗an).
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Réciproquement, pour toute suite d’applications linéaires (Fn), l’application
F définie ci-dessus est un morphisme de cogèbres.

2. Toute codérivation D de (⊕n≥1 ⊗
n A[1], ∆) est uniquement caractérisée par

sa projection sur A[1] : D est une dérivation si (D⊗ id+ id⊗D)◦∆ = ∆◦D.
Posons Dn : ⊗nA[1] −→ A[1], on a explicitement :

D(a1 ⊗ · · · ⊗ an) =
∑

1≤j<j+r−1≤n

(−1)deg(Dr)(deg(a1)+···+deg(aj−1))

(a1 ⊗ · · · ⊗ aj−1)⊗Dr(aj ⊗ · · · ⊗ aj+r−1)⊗ (aj+r ⊗ · · · ⊗ an).

Réciproquement, pour toute suite d’applications linéaires (Dn), l’application
D définie ci-dessus est une codérivation de la cogèbre (⊕n≥1 ⊗

n A[1], ∆).

La multiplication devient une opération de degré 1 de ⊗2A[1] dans A[1]. On utilise
la règle des signes donnée dans [AAC1], et on lui associe l’application :

m(a1 ⊗ a2) = (−1)deg(a1)(a1a2).

Alors, l’application m se prolonge d’une façon unique en une codérivation de degré
1 de la loi ∆ à tout l’espace ⊕n≥1 ⊗

n A[1].
Ce prolongement est explicitement :

m(a0 ⊗ · · · ⊗ an) =

n−1
∑

j=0

(−1)
∑

i<j deg(ai)a0 ⊗ · · · ⊗m(aj ⊗ aj+1)⊗ · · · ⊗ an.

La relation d’associativité est équivalente à m ◦m = 0 (équation de structure).

Définition 2.1. (Algèbre A∞ enveloppante)

Soit A une algèbre associative. On appelle algèbre A∞ enveloppante de A la cogèbre
(⊕n≥1 ⊗

n A[1], ∆) munie de la codérivation m. On note cette algèbre enveloppante

A∞(A) = (⊕n≥1 ⊗
n A[1], ∆, m).

La A∞ algèbre enveloppante de A est donc la généralisation au cas gradué de la
Bar résolution de A : si A n’est pas graduée, tous les a de A[1] sont de degré -1, et
l’espace vectoriel A∞(A) est ⊕n≥1 ⊗

n A et la codérivation m cöıncide avec ∂.

Plus généralement,

Proposition 2.2. (Homologie et cohomologie de Hochschild et A∞ algèbres)
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Soit A une algèbre associative, unitaire et graduée. Soit M un A-bimodule gradué.
On définit une nouvelle algèbre associative, notée B = A⋉M , produit semi-direct de
A par M en munissant A⊕M de la multiplication :

(a + u)(b + v) = (ab + (ub + av)) (a, b ∈ A, u, v ∈M).

Alors

1. Le complexe d’homologie de Hochschild du bimodule M est un sous complexe
de (A∞(A ⋉ M), mA⋉M ).

2. Un morphisme de cogèbres F : (⊕n≥1 ⊗
n A[1], ∆A) −→ (⊕n≥1 ⊗

n B[1], ∆B),
de degré 0 défini par F1 = ι + c1, Fn = cn où ι est l’injection canonique de A
dans A ⋉ M et cj ∈ L(⊗jA[1], M [1]) est un morphisme

F : (A∞(A), ∆A, mA) −→ (A∞(B), ∆B, mB)

de A∞ algèbres si et seulement si mB ◦F = F ◦mA, si et seulement si ∂cj = 0
(j ≥ 1) où ∂ est le cobord de Hochschild.

3. Un tel morphisme est dit trivial s’il existe une suite d’applications b = (bn),
de degré -1 telle que c = mB ◦ (ι ⊗ b − b ⊗ ι) − b ◦ mA, ceci est équivalent
c1 = 0 et cn = ∂bn−1, pour tout n > 1.

Preuve

1. On a B = A⊕M , alors,

Cn(B) = ⊗n−1B ⊃

n−1
∑

j=0

⊗jA⊗M ⊗n−1−j A = Cn(A, M).

On vérifie directement que mB |Cn(A,M) = ∂n.
D’où le complexe d’homologie de Hochschild du bimodule M est un sous complexe

de
(

A∞(A ⋉ M), mA⋉M

)

.

2. Soit F :
(

⊕

n≥1

⊗nA[1], ∆A, mA

)

−→
(

⊕

n≥1

⊗nB[1], ∆B, mB

)

un morphisme de

A∞-algèbres tel que F1 = ι + c1 et Fn = cn. Alors, on a

F (a1 ⊗ · · · ⊗ an) =
∑

k>0, 0<r1,...,rk
r1+···+rk=n

Fr1(a1 ⊗ · · · ⊗ ar1)⊗ · · · ⊗ Frk
(an−rk+1 ⊗ · · · ⊗ an).

et mB ◦ F = F ◦mA. On va démontrer que ∂cj = 0 par récurrence sur j.
Pour j = 1, F (a⊗ b) = F1(a)⊗ F1(b) + F2(a⊗ b). Donc,

mB ◦ F (a⊗ b) = mB(F1(a)⊗ F1(b) = (−1)dega(ab + c1(a)b + ac1(b))
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= F ◦mA(a⊗ b) = (−1)dega(ab + c1(ab)).

D’où ∂c1(a⊗ b) = 0.
Supposons que ∂cj = 0, ∀j ≤ n− 2 et montrons que ∂cn−1 = 0. On a

F ◦mA(a0 ⊗ · · · ⊗ an) =

= F (

n−1
∑

j=0

(−1)
∑

i<j deg(ai)a0 ⊗ · · · ⊗mA(aj ⊗ aj+1)⊗ · · · ⊗ an)

=
∑

k>0, 0<r1,...,rk
r1+···+rk=n

n−1
∑

j=0

(−1)
∑

i<r1+...+rj−1+1 deg(ai)Fr1(a1 ⊗ · · · ⊗ ar1)⊗

⊗ · · · ⊗ Frj
◦mA(ar1+...+rj−1+1 ⊗ · · · ⊗ arj

)⊗ · · · ⊗ Frk
(an−rk+1 ⊗ · · · ⊗ an)

et

mB ◦ F (a0 ⊗ · · · ⊗ an) =

=
∑

k>0, 0<r1,...,rk
r1+···+rk=n

n−1
∑

j=0

(−1)
∑

i<r1+...+rj−1+1 deg(ai)Fr1(a1 ⊗ · · · ⊗ ar1)⊗ · · ·⊗

⊗mB

(

Frj
(ar1+...+rj−1+1 ⊗ · · · ⊗ ar1+...+rj

)⊗ Frj+1
(ar1+...+rj+1 ⊗ · · · ⊗ ar1+...+rj+1

)
)

⊗ · · · ⊗ Frk
(an−rk+1 ⊗ · · · ⊗ an).

Dans la somme précédente, si rj et rj+1 sont supérieurs à 1, on a

mB

(

Frj
(ar1+...+rj−1+1 ⊗ · · · ⊗ ar1+...+rj

)⊗ Frj+1
(ar1+...+rj+1 ⊗ · · · ⊗ ar1+...+rj+1

)
)

= 0.

De plus, on a si rj = 1,

mB

(

F1(ar1+...+rj−1+1)⊗ Frj+1
(ar1+...+rj+1 ⊗ · · · ⊗ ar1+...+rj+1

)
)

=

= mB

(

ar1+...+rj
⊗ Frj+1

(ar1+...+rj+1 ⊗ · · · ⊗ ar1+...+rj+1
)
)

et si rj+1 = 1,

mB

(

Frj
(ar1+...+rj−1+1 ⊗ · · · ⊗ ar1+...+rj

)⊗ F1(ar1+...+rj+1)
)

=

= mB

(

Frj
(ar1+...+rj−1+1 ⊗ · · · ⊗ ar1+...+rj

)⊗ ar1+...+rj+1

)

.

Dans l’expression (mB ◦ F − F ◦mA)(a0 ⊗ · · · ⊗ an), les termes où rj ≤ n − 2 et
les termes où rj+1 ≤ n − 2 disparaissent grâce à notre hypothèse de récurrence car
∂crj

= 0, pour tout rj ≤ n − 2. Il ne reste que les termes où rj = 1 et rj+1 = n − 1
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ou rj = n− 1 et rj+1 = 1. Donc

(mB ◦ F − F ◦mA)(a0 ⊗ · · · ⊗ an) = mB

(

Fn−1(a0 ⊗ · · · ⊗ an−1)⊗ an

)

+ mB

(

a0 ⊗ Fn−1(a1 ⊗ · · · ⊗ an)
)

−

n−1
∑

j=1

(−1)
∑

i<j degaiFn−1

(

a0 ⊗ · · · ⊗ aj−1 ⊗mA(aj ⊗ aj+1)⊗ aj+2 ⊗ · · · ⊗ an

)

= (−1)
∑

i≤n−1 degaiFn−1(a0 ⊗ · · · ⊗ an−1).an + (−1)dega0a0.Fn−1(a1 ⊗ · · · ⊗ an)

−
n−1
∑

j=1

(−1)
∑

i≤j degaiFn−1

(

a0 ⊗ · · · ⊗ aj−1 ⊗ (aj.aj+1)⊗ aj+2 ⊗ · · · ⊗ an

)

= (∂Fn−1)(a0 ⊗ · · · ⊗ an) = 0

On retrouve l’opérateur de cobord de Hochschild ∂.

3. Si C = mB ◦ (ι⊗ b− b⊗ ι)− b ◦mA, alors,

Cn−1(a0⊗ · · · ⊗ an) =

=mB(a0 ⊗ bn−2(a1 ⊗ · · · ⊗ an) + bn−2(a0 ⊗ . . . an−1)⊗ an)

−
n−1
∑

j=0

(−1)
∑

i≤j degaibn−2(a0 ⊗ · · · ⊗ ajaj+1 ⊗ · · · ⊗ an)

=(−1)dega0a0.bn−2(a1 ⊗ · · · ⊗ an)− (−1)
∑

i≤n−1 degaibn−2(a0 ⊗ · · · ⊗ an−1).an

−

n−1
∑

j=0

(−1)
∑

i≤j degaibn−2(a0 ⊗ · · · ⊗ ajaj+1 ⊗ · · · ⊗ an)

=∂bn−2(a0 ⊗ · · · ⊗ an).

Dans les sections suivantes, nous allons répéter cette construction dans le cas des
algèbres commutatives, des algèbres de Lie et des algèbres de Gerstenhaber.

3. Algèbre C∞ enveloppante d’une algèbre commutative

Dans ce paragraphe, R est une algèbre associative, commutative, graduée sur R.
La relation de commutativité :

Com(a1 ⊗ a2) = a1a2 − (−1)|a1||a2|a2a1 = 0

est antisymétrique. La relation d’associativité n’est pas complètement antisymétrique
mais on a :

dim V ect{Ass ◦ σ, σ ∈ S3} = 2.
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En fait(Ass ◦ σ)(a1, a2, a3) = 0 pour tout σ est équivalent, en tenant compte de la
commutativité, aux 2 relations :

Ass(a1, a2, a3) = 0 et Ass(a2, a1, a3) = 0.

Un supplémentaire de l’espace V ect(id, (1, 2)) est engendé par les (2,1) et (1,2) bat-
tements de trois lettres.

On définit donc d’abord les p, q battements de n = p + q lettres comme les permu-
tations σ de {1, . . . , n} telles que σ(1) < · · · < σ(p) et σ(p + 1) < · · · < σ(p + q). On
appelle Bat(p, q) l’ensemble de tous ces battements et on définit le produit battement
de deux tenseurs α = a1 ⊗ · · · ⊗ ap ∈ ⊗

pR et β = ap+1 ⊗ · · · ⊗ ap+q ∈ ⊗
qR par

batp,q(α, β) =
∑

σ∈Bat(p,q)

ε|a|(σ
−1)aσ−1(1) ⊗ · · · ⊗ aσ−1(n).

Où ε|a|(σ
−1) est le signe obtenu par la règle de Koszul en tenant compte des degrés

|a| des tenseurs. C’est à dire le morphisme de groupe sur Sn tel que ε|a|((i, j)) =

(−1)|ai||aj |.
batp,q représente la somme signée de tous les tenseurs ai1⊗· · ·⊗ain dans lesquels les

vecteurs a1, . . . , ap et les vecteurs ap+1, . . . , ap+q apparaissent rangés dans leur ordre
naturel.

Par définition, l’espace ⊗nR est le quotient de ⊗nR par la somme de toutes les
images des applications linéaires batp,n−p (0 < p < n) (voir [G], [L]). Cet espace est
engendré par les classes des tenseurs a1 ⊗ · · · ⊗ an dans le quotient. On note cette
classe :

a1 ⊗ · · · ⊗ an.

Si n = 3, si (a1, a2, a3) est un système libre dans R, l’espace Bat(2, 1) contient les
tenseurs

bat2,1(a1 ⊗ a2, a3) = a1 ⊗ a2 ⊗ a3 + (−1)|a3||a2|a1 ⊗ a3 ⊗ a2 + (−1)|a3|(|a2|+|a1|)a3 ⊗ a1 ⊗ a2

bat2,1(a2 ⊗ a1, a3) = a2 ⊗ a1 ⊗ a3 + (−1)|a3||a1|a2 ⊗ a3 ⊗ a1 + (−1)|a3|(|a2|+|a1|)a3 ⊗ a2 ⊗ a1.

L’espace Bat(1, 2) contient les tenseurs

bat1,2(a1, a2 ⊗ a3) = a1 ⊗ a2 ⊗ a3 + (−1)|a1||a2|a2 ⊗ a1 ⊗ a3 + (−1)|a1|(|a2|+|a3|)a2 ⊗ a3 ⊗ a1

bat1,2(a2, a1 ⊗ a3) = a2 ⊗ a1 ⊗ a3 + (−1)|a2||a1|a1 ⊗ a2 ⊗ a3 + (−1)|a2|(|a1|+|a3|)a1 ⊗ a3 ⊗ a2.

Si V = V ect{a1, a2, a3}, ces quatre tenseurs forment une base de l’espace image des
battements de Bat(1, 2) et Bat(2, 1) dans ⊗3V . Les tenseurs a1⊗a2⊗a3 et a2⊗a1⊗a3

forment une base d’un supplémentaire, donc a1 ⊗ a2 ⊗ a3 et a2 ⊗ a1 ⊗ a3 forment une
base de ⊗3V .

Ce qui remplacera l’algèbre tensorielle ⊕n≥1⊗
nA[1] sera donc ici l’espace ⊕n≥1⊗

nR[1].

Le quotient tient compte bien sûr du nouveau degré deg(a) = |a| − 1 des éléments de
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R[1].

Cet espace est muni d’un cocrochet de Lie δ sur ⊕n≥1⊗
nR[1] .On pose d’abord :

δ(a1 ⊗ · · · ⊗ an) =

n−1
∑

j=1

a1 ⊗ · · · ⊗ aj

⊗

aj+1 ⊗ · · · ⊗ an

− εdeg

(

1 ... n−j n−j+1 ... n
j+1 ... n 1 ... j

)

aj+1 ⊗ · · · ⊗ an

⊗

a1 ⊗ · · · ⊗ aj .

Cette formule permet de définir δ sur l’espace quotient ⊗n(R[1]) (voir [AAC2]).

Proposition 3.1. (La structure de cogèbre)

L’espace ⊕n≥1⊗
nR[1] équippé de δ est une cogèbre de Lie, c’est à dire que δ est

coantisymétrique de degré 0 et vérifie l’identité de coJacobi: si τ est la volte

τ(a⊗ b) = (−1)deg(a) deg(b)b⊗ a,

alors

τ ◦ δ = −δ,
(

id⊗3 + (τ ⊗ id) ◦ (id⊗ τ) + (id⊗ τ) ◦ (τ ⊗ id)
)

◦ (δ ⊗ id) ◦ δ = 0.

Cette cogèbre de Lie est libre. C’est à dire que si (C, c) est une cogèbre de Lie
nilpotente quelconque, tout f : (C, c) −→ R[1] linéaire se prolonge en F : (C, c) −→
⊕n≥1⊗

nR[1] qui est un morphisme de cogèbre. On en déduit qu’on peut définir des
codérivations D et des morphismes F de cette structure à partir de leur ‘série de
Taylor’.

Soit F : ⊕n≥1⊗
nR[1] −→ ⊕n≥1⊗

nS[1] un morphisme de cogèbres de Lie :

(F ⊗ F ) ◦ δ = δ ◦ F,

on suppose toujours F homogène de degré 0. On appelle Fn la projection sur S[1]
parallèlement à ⊕n>1⊗

nS[1] de la restriction de F à ⊗n(R[1]) : Fn est une application

linéaire de ⊗n(R[1]) dans S[1].

De même soit D : ⊕n≥1⊗
nR[1] −→ ⊕n≥1⊗

nR[1] une codérivation de cogèbres de
Lie :

(id⊗D + D ⊗ id) ◦ δ = δ ◦D,

on suppose D homogène de degré q. On appelle Dn la projection sur R[1] par-
allèlement à ⊕n>1⊗

nR[1] de la restriction de D à ⊗n(R[1]) : Dn est une application

linéaire de ⊗n(R[1]) dans R[1].

Proposition 3.2. (Reconstruction de F et D)
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La suite d’applications (Fn) (resp. (Dn)) permet de reconstruire F (resp. D) de
façon unique. En posant a[i,i+j] = ai ⊗ ai+1 ⊗ · · · ⊗ ai+j, on a explicitement :

F (a[1,n]) =
∑

k>0, 0<r1,...,rk
r1+···+rk=n

Fr1(a[1,r1])⊗ Fr2(a[r1+1,r1+r2])⊗ · · · ⊗ Frk
(a[n−rk+1,n])

et

D(a[1,n]) =
∑

0<r
1≤j≤n−r

(−1)q deg(a[1,j])a[1,j] ⊗Dr(a[j+1,j+r])⊗ a[j+r+1,n].

Plus précisément, toute suite d’applications (ϕn) peut se relever d’une seule façon en
un morphisme (resp. une codérivation).

Voir [AAC2] et [BGHHW] pour la preuve de cette proposition.

La multiplication dans R permet de transformer ⊕n≥1⊗
n(R[1]) en un complexe

d’homologie. Posons Cn(R) = ⊗n(R[1]). La multiplication se remonte en une appli-

cation m : ⊗2R[1] −→ R[1] comme ci-dessus :

m(a⊗ b) = (−1)deg(a)ab.

Cette application est de degré 1, anticommutative et antiassociative :

deg(m(a⊗ b)) = 1 + deg(a) + deg(b),

m(a⊗ b) = −(−1)deg(a) deg(b)m(b⊗ a),

m(m(a⊗ b)⊗ c) = −(−1)deg(a)m(a⊗m(b⊗ c)).

Elle se prolonge d’une façon unique en une codérivation de (⊕n≥1⊗
nR[1], δ), toujours

notée m. On a :

m(a0 ⊗ · · · ⊗ an) =
n−1
∑

j=0

(−1)
∑

i<j deg(ai)a0 ⊗ · · · ⊗m(aj ⊗ aj+1)⊗ · · · ⊗ an

et donc :

(id⊗m + m⊗ id) ◦ δ = δ ◦m.

La relation d’associativité pour le produit est équivalente à

m ◦m = 0.

On définit ainsi un complexe d’homologie appelé C∞ algèbre enveloppante de R.

Définition 3.3. (Algèbre C∞ enveloppante)
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Soit R une algèbre graduée, associative et commutative. On appelle C∞ algèbre
enveloppante de R la cogèbre de Lie (⊕n≥1⊗

nR[1], δ) munie de la codérivation m. On
note cette algèbre enveloppante

C∞(R) = (⊕n≥1⊗
nR[1], δ, m).

La C∞ algèbre enveloppante de R est donc un complexe d’homologie :

0
m
←− C0(R)

m
←− C1(R)

m
←− · · ·

m
←− Cn−1(R)

m
←− . . .

où Cn(R) = ⊗nR[1] On note Zn(R) = ker(m|Cn(R)) et Bn(m) = im(m|Cn+1(R)), on a
donc les groupes d’homologie :

Hn(R) = Zn(R)/Bn(R)

pour tout n. On appelle cette homologie, l’homologie de Harrison de l’algèbre com-
mutative R.

Plus généralement,

Soit R une algèbre graduée, associative et commutative. Soit M un R-bimodule
gradué et symétrique :

v.a = (−1)|a||v|a.v (a ∈ R, v ∈M).

On posera m(a⊗ v) = (−1)deg(a)a.v. L’homologie de Harrison du bimodule M est
définie de la façon suivante.

On pose Cn(R, M) =
∑n

j=0⊗
jR[1]⊗M [1]⊗⊗n−jR[1], quotient de l’espace des

n châınes de R vue comme une algèbre associative par l’espace des images de tous
les battements batp,n−p agissant sur le produit tensoriel avec un facteur M [1]. Le
complexe d’homologie de Harrison de module M est le complexe :

0
∂0←− C0(R, M)

∂1←− C1(R, M)
∂2←− · · ·

∂n−1
←− Cn−1(R, M)

∂n←− . . .

où le bord ∂n est linéaire, de degré 1 et défini comme le quotient par les images des
battements du bord de Hochschild,c’est dire par :

∂n(a0 ⊗ · · · ⊗ ai−1 ⊗ vi ⊗ ai+1 ⊗ · · · ⊗ an) =

i−2
∑

j=0

(−1)
∑

k<j deg(ak)a0 ⊗ · · · ⊗m(aj ⊗ aj+1)⊗ · · · ⊗ vi ⊗ · · · ⊗ an+

+ (−1)
∑

k<i−1 deg(ak)a0 ⊗ · · · ⊗m(ai−1 ⊗ vi)⊗ · · · ⊗ an

+ (−1)
∑

k<i deg(ak)a0 ⊗ · · · ⊗m((vi ⊗ ai+1)⊗ · · · ⊗ an+

+

n−1
∑

j=i+1

(−1)
∑

k<j deg(ak)+deg(vi)a0 ⊗ · · · ⊗ vi ⊗ · · · ⊗m(aj ⊗ aj+1)⊗ · · · ⊗ an.
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Comme plus haut, le nième groupe d’homologie du bimodule M est

Hn(R, M) = Zn(R, M)/Bn(R, M),

où Zn(R, M) = ker(∂n) et Bn(R, M) = im(∂n+1).

De même la cohomologie de ce bimodule M est définie ainsi. On pose

Cn(R, M) = L(⊗nR[1], M [1]),

et on obtient le complexe de cohomologie de Harisson en posant :

0
∂0

−→ C0(R, M)
∂1

−→ C1(R, M)
∂2

−→ · · ·
∂n−1

−→ Cn−1(R, M)
∂n

−→ . . .

avec, si f ∈ Cn(R, M) est homogène de degré deg(f),

(∂n+1f)(a0 ⊗ · · · ⊗ an) =(−1)deg(f) deg(a0)m(a0⊗f(a1 ⊗ · · · ⊗ an))

−
n−2
∑

j=1

(−1)
∑

k<j deg(ak)f(a0 ⊗ · · · ⊗m(aj ⊗ aj+1)⊗ · · · ⊗ an)

+ (−1)
∑

k<n deg(ak)f(a0 ⊗ · · · ⊗ an−1)⊗an.

Et la cohomologie de Harrison de M est celle de ce complexe :

Hn(R, M) = Zn(R, M)/Bn(R, M), où Zn(R, M) = ker(∂n+1) et Bn(A, M) = im(∂n).

Remarquons que si R et M ne sont pas gradués, on retrouve l’homologie et la
cohomologie de Harrison usuelles du R bimodule symétrique M .

Proposition 3.4. (Homologie et cohomologie de Harrison et C∞ algèbres)

Soit R une algèbre associative, commutative et graduée. Soit M un R-bimodule
symétrique gradué. On définit une nouvelle algèbre associative et commutative, notée
S = R⋉M , produit semi-direct de R par M en munissant R⊕M de la multiplication :

(a + u)(b + v) = (ab + (ub + av)) (a, b ∈ R, u, v ∈M).

Alors

1. Le complexe d’homologie de Harrison du bimodule symétrique M est un sous
complexe de (C∞(R ⋉ M), mR⋉M ).

2. Un morphisme de cogèbres F : (⊕n≥1⊗
nR[1], δR) −→ (⊕n≥1⊗

nS[1], ∆S), de
degré 0 défini par F1 = ι + c1, Fn = cn où ι est l’injection canonique de R
dans R ⋉ M et cj ∈ L(⊗jR[1], M [1]) est un morphisme

F : (C∞(R), δR, mR) −→ (C∞(S), δS, mS)

de C∞ algèbres si et seulement si mS ◦F = F ◦mR, si et seulement si ∂cj = 0
(j ≥ 1) où ∂ est le cobord de Harrison.
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3. Un tel morphisme est dit trivial s’il existe une suite d’applications b = (bn),
de degré -1 telle que c = mB ◦ (ι ⊗ b − b ⊗ ι) − b ◦mA, ce qui est équivalent
c1 = 0 et cn = ∂bn−1, pour tout n > 1.

Preuve

1. Comme pour les A∞ algébre, S = R⊕M , alors,

Cn(R, M) =

n−1
∑

j=0

⊗jR⊗M ⊗n−1−j R ⊂ ⊗n−1S = Cn(S)

et mS |Cn(R,M) = ∂n.
D’où le complexe d’homologie de Harrison du bimodule M est un sous complexe

de
(

C∞(R ⋉ M), mR⋉M

)

.

2. Soit F :
(

⊕

n≥1

⊗nR[1], ∆R, mR

)

−→
(

⊕

n≥1

⊗nS[1], ∆S, mS

)

un morphisme de

C∞-algèbres tel que F1 = ι + c1 et Fn = cn. Alors, on a

F (a1 ⊗ · · · ⊗ an) =
∑

k>0, 0<r1,...,rk
r1+···+rk=n

Fr1(a1 ⊗ · · · ⊗ ar1)⊗ · · · ⊗ Frk
(an−rk+1 ⊗ · · · ⊗ an).

et mS ◦ F = F ◦mR. On va démontrer que ∂cj = 0 par récurrence sur j.
Pour j = 1, F (a⊗ b) = F1(a)⊗ F1(b) + F2(a⊗ b). Donc,

mS ◦ F (a⊗ b) = mS(F1(a)⊗ F1(b)) = (−1)dega(ab + c1(a)b + ac1(b))

= F ◦mR(a⊗ b) = (−1)dega(ab + c1(ab)).

D’où ∂c1(a⊗ b) = 0.

Supposons que ∂cj = 0, pour tout j ≤ n − 2 et montrons que ∂cn−1 = 0 (n ≥ 2).
On a

F ◦mR(a0 ⊗ · · · ⊗ an) = F (

n−1
∑

j=0

(−1)
∑

i<j deg(ai)a0 ⊗ · · · ⊗mR(aj ⊗ aj+1)⊗ · · · ⊗ an)

=
∑

k>0, 0<r1,...,rk
r1+···+rk=n

n−1
∑

j=0

(−1)
∑

i<r1+...+rj−1+1 deg(ai)Fr1(a1 ⊗ · · · ⊗ ar1)⊗

⊗ · · · ⊗ Frj
◦mR(ar1+...+rj−1+1 ⊗ · · · ⊗ arj

)⊗ · · · ⊗ Frk
(an−rk+1 ⊗ · · · ⊗ an)
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et

mS ◦ F (a0 ⊗ · · · ⊗ an) =

=
∑

k>0, 0<r1,...,rk
r1+···+rk=n

n−1
∑

j=0

(−1)
∑

i<r1+...+rj−1+1 deg(ai)Fr1(a1 ⊗ · · · ⊗ ar1)⊗ · · ·⊗

⊗mS

(

Frj
(ar1+...+rj−1+1 ⊗ · · · ⊗ ar1+...+rj

)⊗Frj+1
(ar1+...+rj+1 ⊗ · · · ⊗ ar1+...+rj+1

)
)

⊗ · · · ⊗ Frk
(an−rk+1 ⊗ · · · ⊗ an).

Dans la somme précédente, si rj > 1 et rj+1 > 1 on a

mS

(

Frj
(ar1+...+rj−1+1 ⊗ · · · ⊗ ar1+...+rj

)⊗ Frj+1
(ar1+...+rj+1 ⊗ · · · ⊗ ar1+...+rj+1

)
)

= 0.

De plus, on a si rj = 1,

mS

(

F1(ar1+...+rj−1+1)⊗ Frj+1
(ar1+...+rj+1 ⊗ · · · ⊗ ar1+...+rj+1

)
)

=

= mS

(

ar1+...+rj−1+1 ⊗ Frj+1
(ar1+...+rj+1 ⊗ · · · ⊗ ar1+...+rj+1

)
)

et si rj+1 = 1,

mS

(

Frj
(ar1+...+rj−1+1 ⊗ · · · ⊗ ar1+...+rj

)⊗F1(ar1+...+rj+1)
)

= mS

(

Frj
(ar1+...+rj−1+1 ⊗ · · · ⊗ ar1+...+rj

)⊗ ar1+...+rj+1

)

.

Dans l’expression (mS ◦F −F ◦mR)(a0 ⊗ · · · ⊗ an), les termes où rj ≤ n− 2 et les
termes où rj+1 ≤ n− 2 disparaissent grâce notre hypothèse de récurrence ∂crj

= 0,
pour tout rj ≤ n−2. Il ne reste que les termes où rj = 1 et rj+1 = n−1 ou rj = n−1
et rj+1 = 1. Donc

(mS ◦ F − F ◦mR)(a0 ⊗ · · · ⊗ an) = mS

(

cn−1(a0 ⊗ · · · ⊗ an−1)⊗an

)

+ mS

(

a0⊗cn−1(a1 ⊗ · · · ⊗ an)
)

−
n−1
∑

j=1

(−1)
∑

i<j degaicn−1

(

a0 ⊗ · · · ⊗ aj−1 ⊗mR(aj⊗aj+1)⊗ aj+2 ⊗ · · · ⊗ an

)

= (−1)
∑

i≤n−1 degaicn−1(a0 ⊗ · · · ⊗ an−1).an + (−1)dega0a0.cn−1(a1 ⊗ · · · ⊗ an)

−

n−1
∑

j=1

(−1)
∑

i≤j degaicn−1

(

a0 ⊗ · · · ⊗ aj−1 ⊗ (aj .aj+1)⊗ aj+2 ⊗ · · · ⊗ an

)

= (∂cn−1)(a0 ⊗ · · · ⊗ an) = 0.

On retrouve l’opérateur de cobord de Harrison ∂.
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3. Si c = mS ◦ (ι⊗ b− b⊗ ι)− b ◦mA, alors,

cn−1(a0 ⊗ · · · ⊗ an) =

= mS(a0⊗bn−2(a1 ⊗ · · · ⊗ an) + bn−2(a0 ⊗ . . . an−1)⊗an)

−

n−1
∑

j=0

(−1)
∑

i≤j degaibn−2(a0 ⊗ · · · ⊗ ajaj+1 ⊗ · · · ⊗ an)

= (−1)dega0a0.bn−2(a1 ⊗ · · · ⊗ an) + (−1)
∑

i≤n−1 degaibn−2(a0 ⊗ · · · ⊗ an−1).an

−
n−1
∑

j=0

(−1)
∑

i≤j degaibn−2(a0 ⊗ · · · ⊗ ajaj+1 ⊗ · · · ⊗ an)

= ∂bn−2(a0 ⊗ · · · ⊗ an).

4. Algèbre L∞ enveloppante d’une algèbre de Lie

Dans ce paragraphe, g est une algèbre de Lie graduée sur R. La relation d’antisymétrie
du crochet : Antisym(a1 ⊗ a2) = [a1, a2] + (−1)|a1||a2|[a2, a1] = 0 est bien sûr
symétrique, de plus, la relation de Jacobi Jac(a1, a2, a3) = 0 où :

Jac(a1, a2, a3) = (−1)|a1||a3|
[

[a1, a2], a3

]

+(−1)|a2||a1|
[

[a2, a3], a1

]

+(−1)|a3||a2|
[

[a3, a1], a2

]

vérifie :

dim V ect{Jac ◦ σ, σ ∈ S3} = 1.

En fait Jac ◦ σ(a1, a2, a3) = 0 pour tout σ est équivalent, en tenant compte de
l’antisymétrie, à la relation Jac(a1, a2, a3) = 0.

Après décalage des degrés de 1, on doit donc considérer des tenseurs complètements
symétriques pour le degré deg.

Ce qui remplacera l’algèbre tensorielle ⊕n≥1⊗
nA[1] sera donc ici l’espace ⊕n≥1S

n(g[1]).
La symétrie tient compte bien sûr du nouveau degré deg(a) = |a| − 1 des éléments
de g[1]. Un élément de Sn(g[1]) est noté a1.a2. . . . .an.

Cet espace est muni d’une comultiplication ∆ définie par :

∆(a1. . . . .an) =
∑

I⊔J={1,...n}
|I|>0,|J |>0

εdeg(a)

(

{1,...n}
I,J

)

aI ⊗ aJ ,

où aI = ai1.ai2. . . . .ai|I| si I = {i1 < i2 < · · · < i|I|}. ∆ est ainsi bien défini sur

Sn(g[1]) (voir [AMM]).
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Proposition 4.1. (La structure de cogèbre)

L’espace ⊕n≥1S
n(g[1]) équippé de ∆ est une cogèbre cocommutative et coassociative,

c’est à dire que ∆ est de degré 0 et vérifie, si τ est la volte

τ(a⊗ b) = (−1)deg(a) deg(b)b⊗ a,

alors

τ ◦∆ = ∆, (id⊗∆) ◦∆ = (∆⊗ id) ◦∆.

Cette cogèbre est libre, en particulier, on peut définir des codérivations Q et des
morphismes F de cette structure à partir de leurs ‘série de Taylor’.

Si h est une algébre de lie graduée, soit F : ⊕n≥1S
n(g[1]) −→ ⊕n≥1S

n(h[1]) un
morphisme de cogèbres :

(F ⊗ F ) ◦∆ = ∆ ◦ F.

On suppose toujours F homogène de degré 0. On appelle Fn la projection sur h[1]
parallèlement à ⊕n>1S

n(h[1]) de la restriction de F à Sn(g[1]) : Fn est une application
linéaire de Sn(g[1]) dans h[1].

De même soit D : ⊕n≥1S
n(g[1]) −→ ⊕n≥1S

n(g[1]) une codérivation de ∆ :

(id⊗D + D ⊗ id) ◦∆ = ∆ ◦D.

On suppose D homogène de degré q. On appelle Dn la projection sur g[1] par-
allèlement à ⊕n>1S

n(g[1]) de la restriction de D à Sn(g[1]) : Dn est une application
linéaire de Sn(g[1]) dans g[1].

Proposition 4.2. (Reconstruction de F et D)

La suite d’applications (Fn) (resp. (Dn)) permet de reconstruire F (resp. D) de
façon unique. On a explicitement :

F (a1. . . . .an) =
∑

j>0

1

j!

∑

I1⊔···⊔Ij={1,...,n}
I1...Ij 6=∅

εdeg(a)

(

1,...,n
I1,...,Ij

)

F|I1|(aI1). . . . .F|Ij |(aIj
).

et

D(a1. . . . .an) =
∑

I⊔J={1,...,n}
I,J 6=∅

εdeg(a)

(

1,...,n
I,J

) (

D|I|(aI)
)

.aJ .

Plus précisément, toute suite d’applications (ϕn) peut se relever d’une seule façon en
un morphisme (resp. une codérivation).

Voir [AMM] et [AAC2] pour la preuve de cette proposition.
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Le crochet de Lie dans g permet de transformer ⊕n≥1S
n(g[1]) en un complexe

d’homologie. Posons Cn(g) = Sn(g[1]). Le crochet de Lie se remonte en une applica-
tion ℓ : S2(g[1]) −→ g[1] comme ci-dessus :

ℓ(a.b) = (−1)deg(a)[a, b].

Cette application est de degré 1, commutative et vérifie Jacobi :

deg(ℓ(a.b)) = 1 + deg(a) + deg(b),

ℓ(a.b) = (−1)deg(a) deg(b)ℓ(b.a),

(−1)deg(a1) deg(a3)ℓ
(

ℓ(a1.a2).a3

)

+ (−1)deg(a2) deg(a1)ℓ
(

ℓ(a2.a3).a1

)

+

+ (−1)deg(a3) deg(a2)ℓ
(

ℓ(a3.a1).a2

)

= 0.

Elle se prolonge d’une façon unique en une codérivation de (⊕n≥1S
n(g[1]), ∆), tou-

jours notée ℓ. On a :

ℓ(a1. . . . .an) =
∑

i<j

εdeg(a)

(

1 ... n
i,j,1...̂ı̂...n

)

ℓ(ai.aj).a1. . . . ı̂ . . . ̂ . . . .an

et donc :

(id⊗ ℓ + ℓ⊗ id) ◦∆ = ∆ ◦ ℓ.

La relation de Jacobi pour le crochet est équivalente à

ℓ ◦ ℓ = 0.

On définit ainsi un complexe d’homologie appelé L∞ algèbre enveloppante de g.

Définition 4.3. (Algèbre L∞ enveloppante)

Soit g une algèbre de Lie graduée. On appelle L∞ algèbre enveloppante de g la
cogèbre coassociative et cocommutative (⊕n≥1S

n(g[1]), ∆) munie de la codérivation ℓ.
On note cette algèbre enveloppante

L∞(g) = (⊕n≥1S
n(g[1]), ∆, ℓ).

La L∞ algèbre enveloppante de g est donc un complexe d’homologie :

0
ℓ
←− C1(g)

ℓ
←− C2(g)

ℓ
←− · · ·

ℓ
←− Cn−1(g)

ℓ
←− . . .

où Cn(g) = Sn(g[1]). On note Zn(g) = ker(ℓ|Cn(g)) et Bn(g) = im(ℓ|Cn+1(g)), on a
donc les groupes d’homologie :

Hn(g) = Zn(g)/Bn(g)

pour tout n. Il est facile de voir que cette homologie est l’homologie de Chevalley de
l’algèbre de Lie g.
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Plus généralement,

Soit g une algèbre de Lie graduée. Soit M un g-module gradué. On posera

ℓ(a.v) = (−1)deg(a)av = (−1)deg(a) deg(v)ℓ(v.a).

L’homologie de Chevalley du module M est définie de la façon suivante.
On pose Cn(g, M) = M [1].Sn(g[1]), c’est un sous espace de Sn+1(g[1]⊕M [1]).
Le complexe d’homologie de Chevalley est le complexe :

0
∂0←− C0(g, M)

∂1←− C1(g, M)
∂2←− · · ·

∂n−1
←− Cn−1(g, M)

∂n←− . . .

où le bord ∂n est linéaire, de degré 1 et défini, en posant v.a1. . . . .an = x0. . . . .xn,
par :

∂n(x0. . . . .xn) =
∑

i<j

εdeg(x)

(

0 ... n
i,j,0...̂ı̂...n

)

ℓ(xi.xj).x0. . . . ı̂ . . . ̂ . . . .xn

Comme plus haut, le nième groupe d’homologie du module M est

Hn(g, M) = Zn(g, M)/Bn(g, M),

où Zn(g, M) = ker(∂n) et Bn(g, M) = im(∂n+1).

De même la cohomologie de ce module M est définie ainsi. On pose

Cn(g, M) = L(Sn(g[1]), M [1]),

et on obtient le complexe de cohomologie de Chevalley en posant :

0
∂0

−→ C0(g, M)
∂1

−→ C1(g, M)
∂2

−→ · · ·
∂n−1

−→ Cn−1(g, M)
∂n

−→ . . .

avec, si f ∈ Cn(g, M) est homogène de degré deg(f) :

∂nf(a1. . . . .an+1) =
∑

i

(−1)deg(ai) deg(f)εdeg(a)

(

1 ... n+1
i,1,...̂ı...n+1

)

ℓ(ai.f(a1. . . . ı̂ . . . .an+1))

−
∑

i<j

εdeg(a)

(

1, ... ,n+1
i,j,1...̂ı̂...n+1

)

f(ℓ(ai.aj).a1 . . . ı̂ . . . ̂ . . . .an+1).

La cohomologie de Chevalley de M est celle de ce complexe :

Hn(g, M) = Zn(g, M)/Bn(g, M), où Zn(g, M) = ker(∂n+1) et Bn(g, M) = im(∂n).

Remarquons que si g et M ne sont pas gradués deg(f) = 0, deg(a) = deg(m) = −1,
on retrouve l’homologie et la cohomologie de Chevalley usuelles du g module M .

Proposition 4.4. (Homologie et cohomologie de Chevalley et L∞ algèbres)
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Soit g une algèbre de Lie graduée. Soit M un g-module gradué. On définit une
nouvelle algèbre de Lie graduée notée h = g ⋉ M , produit semi-direct de g par M en
munissant g⊕M du crochet :

[(a + u), (b + v)] = ([a, b] + (av − (−1)|b||u|bu)) (a, b ∈ g, u, v ∈M).

Alors

1. Le complexe d’homologie de Chevalley du module M est un sous complexe de
(L∞(g ⋉ M), ℓg⋉M).

2. Un morphisme de cogèbres F : (⊕n≥1S
n(g[1]), ∆g) −→ (⊕n≥1S

n(h[1]), ∆h), de
degré 0 défini par F1 = ι + c1, Fn = cn où ι est l’injection canonique de g

dans g ⋉ M et cj ∈ L(Sj(g[1]), M [1]) est un morphisme

F : (L∞(g), ∆g, ℓg) −→ (L∞(h), ∆h, ℓh)

de L∞ algèbres si et seulement si ℓh ◦ F = F ◦ ℓg, si et seulement si ∂cj = 0
(j ≥ 1) où ∂ est le cobord de Chevalley.

3. Un tel morphisme est dit trivial s’il existe une suite d’applications b = (bn),
de degré -1 telle que c = ℓh ◦ (ι • b)− b ◦ ℓg, où par définition

(ι • b)(a1. · · · .an) =
∑

i

(−1)deg(ai)εdeg(a)

(

1 ... n
i,1,...̂ı...n

)

ai.b(a1. . . . ı̂ . . . .an)

(qui est une généralisation de la formule définissant un morphisme en tenant
compte du degré de b). Ceci est équivalent c1 = 0 et cn = ∂bn−1, pour tout
n > 1.

Preuve

1. Par un calcul direct, on a :

Cn(g, M) = M [1].Sn(g[1]) ⊂ Sn+1(g[1]⊕M [1]) et ℓg⋉M/Cn(g, M) = ∂n.

D’où le complexe d’homologie de Chevalley du module M est un sous complexe de
(L∞(g ⋉ M), ℓg⋉M).

2. Soit F : (⊕n≥1S
n(g[1]), ∆g, ℓg) −→ (⊕n≥1S

n(h[1]), ∆h, ℓh) un morphisme de L∞

algèbres de degré 0 tel que F1 = ι + c1 et Fn = cn. Montrons par récurrence sur j
que ∂cj = 0.

On a ℓh ◦ F = F ◦ ℓg. D’une part,

ℓh ◦ F (a⊗ b) = ℓh(F1(a).F1(b) + F2(a⊗ b))

= ℓh(F1(a).F1(b)),
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d’autre part :

F ◦ ℓg(a⊗ b) = ℓg(a⊗ b) + c1(ℓg(a⊗ b)).

D’où ∂c1(a⊗ b) = 0.
Supposons le résultat vrai à l’ordre n− 2 et montrons qu’il est vrai à l’ordre n− 1.

On a

ℓh ◦ F (a1 ⊗ · · · ⊗ an) =

=ℓh

(

∑

j>0

1

j!

∑

I1⊔···⊔Ij={1,...,n}
I1...Ij 6=∅

εdeg(a)

(

1,...,n
I1,...,Ij

)

F|I1|(aI1). . . . .F|Ij |(aIj
)
)

=
∑

j>0

1

j!

∑

I1⊔···⊔Ij={1,...,n}
I1...Ij 6=∅

∑

s<k

εdeg(a)

(

1,...,n

Is,Ik,I1,...ŝk...,Ij

)

ℓh

(

F|Is|(aIs
), F|Ik|(aIk

)
)

F|I1|(aI1). . . . .F|Ij |(aIj
).

Dans cette somme, si |Is| > 1 et |Ik| > 1, alors ℓh

(

F|Is|(aIs
), F|Ik|(aIk

)
)

= 0. Il

reste donc :

∑

j>0

1

j!

∑

I1⊔···⊔Ij={1,...,n}
I1...Ij 6=∅

∑

s6=k

|Is|=1

εdeg(a)

(

1,...,n

s,Ik,I1,...ŝk...,Ij

)

ℓh

(

as, F|Ik|(aIk
)
)

F|I1|(aI1). . . . .F|Ij |(aIj
) =

=
∑

j>0

1

j!

∑

I1⊔···⊔Ij={1,...,n}
I1...Ij 6=∅

∑

s6=k
|Is|=1,|Ik|≤n−2

εdeg(a)

(

1,...,n

s,Ik,I1,...ŝk...,Ij

)

ℓh

(

as, F|Ik|(aIk
)
)

F|I1|(aI1). . . . .F|Ij |(aIj
)

+
∑

j>0

1

j!

∑

I1⊔···⊔Ij={1,...,n}
I1...Ij 6=∅

∑

s

εdeg(a)

(

1,...,n
s,1,...ŝ...,n

)

ℓh

(

as, Fn−1(a1 ⊗ . . . ŝ · · · ⊗ an)
)

.

Car ℓh

(

F1(as), Fn−1(a1 ⊗ . . . ŝ · · · ⊗ an)
)

= ℓh

(

as, Fn−1(a1 ⊗ . . . ŝ · · · ⊗ an)
)

.

D’autre part, on a

F ◦ ℓg(a1 ⊗ · · · ⊗ an) = F
(

∑

i<j

εdeg(a)

(

1 ... n
i,j,1...̂ı̂...n

)

ℓg(ai.aj).a1. . . . ı̂ . . . ̂ . . . .an

)

.
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On pose b1 = ℓg(ai.aj), b2 = a1, . . . , bn−1 = an. Alors, on a

F ◦ ℓg(a1 ⊗ · · · ⊗ an) =

=
∑

i<j

εdeg(a)

(

1 ... n
i,j,1...̂ı̂...n

)

∑

ℓ>0

1

ℓ!

∑

I1⊔···⊔Iℓ={1,...,n−1}
I1...Iℓ 6=∅

εdeg(b)

(

1 ... n−1
I1...Iℓ

)

F|I1|(bI1). . . . .F|Iℓ|(bIℓ
)

=
∑

i<j

εdeg(a)

(

1 ... n
i,j,1...̂ı̂...n

)

∑

ℓ>0

1

ℓ!

∑

I1⊔···⊔Iℓ={1,...,n−1}
I1...Iℓ 6=∅

b1∈Ik

εdeg(b)

(

1 ... n−1
IkI1...Iℓ

)

F|Ik|(bIk
).F|I1|(bI1). . . . .F|Iℓ|(bIℓ

)

=
∑

i<j

εdeg(a)

(

1 ... n
i,j,1...̂ı̂...n

)

∑

ℓ>0

1

ℓ!

∑

I1⊔···⊔Iℓ={1,...,n−1}
I1...Iℓ 6=∅

b1∈Ik,|Ik|≤n−2

εdeg(b)

(

1 ... n−1
IkI1...Iℓ

)

F|Ik|(bIk
).F|I1|(bI1). . . . .F|Iℓ|(bIℓ

)

+
∑

i<j

εdeg(a)

(

1 ... n
i,j,1...̂ı̂...n

)

Fn−1(ℓg(ai.aj)a1. . . . .an).

D’où,

ℓh ◦ F (a1 ⊗ · · · ⊗ an)− F ◦ ℓg(a1 ⊗ · · · ⊗ an) = 0 =

=
∑

j>0

1

j!

∑

I1⊔···⊔Ij={1,...,n}
I1...Ij 6=∅

∑

s6=k
|Is|=1,|Ik|≤n−2

εdeg(a)

(

1,...,n

s,Ik,I1,...ŝk...,Ij

)

ℓh

(

as, F|Ik|(aIk
)
)

F|I1|(aI1). . . . .F|Ij |(aIj
)

−
∑

i<j

εdeg(a)

(

1 ... n
i,j,1...̂ı̂...n

)

∑

ℓ>0

1

ℓ!

∑

I1⊔···⊔Iℓ={1,...,n−1}
I1...Iℓ 6=∅

b1∈Ik,|Ik|≤n−2

εdeg(b)

(

1 ... n−1
IkI1...Iℓ

)

F|Ik|(bIk
).F|I1|(bI1). . . . .F|Iℓ|(bIℓ

)

+
∑

j>0

1

j!

∑

I1⊔···⊔Ij={1,...,n}
I1...Ij 6=∅

∑

s

εdeg(a)

(

1,...,n
s,1,...ŝ...,n

)

ℓh

(

as, Fn−1(a1 ⊗ . . . ŝ · · · ⊗ an)
)

−
∑

i<j

εdeg(a)

(

1 ... n
i,j,1...̂ı̂...n

)

Fn−1(ℓg(ai.aj)a1. . . . .an)

=(I)− (II) + (III)− (IV ).

Sachant que ∂c|Ik| = 0, pour tout Ik tel que |Ik| ≤ n− 2, on obtient (I)− (II) = 0.
Il restera donc (III)− (IV ) = ∂cn−1(a1 ⊗ · · · ⊗ an) = 0.
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3. Si c = ℓh ◦ (ι • b)− b ◦ ℓg, alors,

cn−1(a0. . . . .an) =ℓh(
∑

i

(−1)deg(ai)εdeg(a)

(

1 ... n+1
i,1,...̂ı...n+1

)

ai.b(a0. . . . ı̂ . . . .an)

−
∑

i<j

εdeg(a)

(

0 ...
i,j,0...̂ı̂...n

)

bn−2(ℓg(ai.aj).a0. . . . ı̂ . . . ̂ . . . .an)

=∂bn−2(a0. . . . .an).

5. Résolution de Koszul pour une algèbre de Lie

On peut, comme pour l’homologie et la cohomologie de Hochschild, décrire les
complexes d’homologie et de cohomologie de Chevalley comme des complexes dérivés
d’une résolution, celle du module trivial R. Introduisons l’algèbre enveloppante U(g)
de l’algèbre de Lie g. On rappelle, que si (ai)i∈I est une base de g, formée d’éléments
homogènes, si I est totalement ordonné, alors les monômes ai1ai2 . . . aip (calculés dans
U(g)) où ik ≤ ik+1 et ik = ik+1 implique aik pair forment une base de U(g), dite base
de Poincaré-Birkhof-Witt. On peut prouver ce résultat en reprenant la preuve de [B]
donnée dans le cas non graduée et en l’adaptant au cas gradué.

Rappelons que de même une base de S(g) est donnée par les mêmes monômes,
calculés dans S(g). Enfin une base de

∧

g (qui est linéairement isomorphe à S(g[1]))
est donnée par les monômes ai1 ∧ ai2 ∧ · · · ∧ aip, où ik ≤ ik+1 et ik = ik+1 implique
aik impair, calculés dans

∧

g.

Considèrons la suite exacte :

0
∂−1
←− R

∂0←− U(g)
∂1←− U(g)⊗ g

∂2←− · · ·
∂n←− U(g)⊗∧ng

∂n+1
←− . . .

que l’on note

0
∂−1
←− R

∂0←− C1
∂1←− C2

∂2←− · · ·
∂n←− Cn

∂n+1
←− . . .

où ∂0 est l’augmentation de U(g) et ∂n est un morphisme de U(g)-module défini par :

∂n(u⊗ a1∧ · · · ∧ an) =

n
∑

i=1

(−1)i+1ε|a|(i, 1 . . . ı̂ . . . , n)uai ⊗ a1 ∧ . . . ı̂ · · · ∧ an

+
∑

i<j

(−1)i+jε|a|(i, j, 1, . . . ı̂̂ . . . , n)u⊗ [ai, aj ] ∧ a1 ∧ . . . ı̂ . . . ̂ · · · ∧ an.

Cette suite exacte est une résolution, elle s’appelle la résolution de Koszul du g mo-
dule trivial.

Pour montrer que la suite est une résolution, on filtre d’abord l’espace total

C = ⊕n≥0Cn = ⊕n≥0U(g)⊗ ∧ng
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en posant :

Fp(C) =

p
⊕

k=0

U(g)p−k ⊗ ∧
kg =

p
⊕

k=0

Fp(C)k.

On pose W q
p = Fp(C)q/Fp−1(C)q. En ne retenant que la première partie de

l’opérateur ∂n, on pose :

dn(u⊗ a1 ∧ · · · ∧ an) =

n
∑

i=1

(−1)i+1ε|a|(i, 1 . . . ı̂ . . . , n)uai ⊗ a1 ∧ . . . ı̂ · · · ∧ an.

Cet opérateur passe au quotient et définit donc une famille de suites exactes, pour
p ≥ 0 :

0
d−1
←− R

d0←−W 0
p

d1←− W 1
p

d2←− · · ·
dp

←− W p
p

dp+1
←− 0.

Ces suites admettent une homotopie qui est définie sur la base de Fk(C)n :

hn+1(ai1 . . . aik⊗aj1∧· · ·∧ajn
) =







0 si ik < jn ou si ik = jn et aik est pair

1

#{ℓ, jℓ = jn}
ai1 . . . aik−1

⊗ aik ∧ aj1 ∧ · · · ∧ ajn
sinon.

On vérifie que hn passe au quotient, il est défini sur W n
k et pour tout k et tout n,

hn ◦ dn + dn+1 ◦ hn+1 = idW n
k

Maintenant on a un diagramme commutatif pour tout p :
0←− R←− W 0

p ←− W 1
p ←− · · · ←− W q

p ←− · · · ←− W p
p ←− 0

‖ π0 ↑ π1 ↑ πq ↑ πp ↑

0←− R←− (FpC)0 ←− (FpC)1 ←− · · · ←− (FpC)q ←− · · · ←− (FpC)p ←− 0

‖ j0 ↑ j1 ↑ jq ↑ jp ↑

0←− R←− (Fp−1C)0 ←− (Fp−1C)1 ←− · · · ←− (Fp−1C)q ←− · · · ←− (Fp−1C)p = 0

ici, jq est l’injection canonique et πq est la projection canonique et les flèches de la
première ligne sont les dk, celles des lignes 2 et 3 sont les ∂k.

On vérifie directement que ces diagrammes commutent et on vient de voir que la
première ligne est exacte.

On en déduit de façon classique une suite longue en homologie ∀p ≥ 1:

· · · −→ H((Fp−1C)q) −→ H((FpC)q) −→ H(W q
p ) = 0 −→ H((Fp−1C)q+1) −→ · · ·

Alors, pour tout p ≥ 1 et tout q, H((Fp−1C)q) = H((FpC)q).
De plus, on a (F0C)0 = R et (F0C)−1 = R. Donc, on obtient H((F0C)q) = 0 pour

tout q, puis on en déduit que

H((FpC)q) = 0
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pour tout p et tout q. Ou

Proposition 5.1. (La résolution de Koszul est une résolution)

Le complexe de Koszul du g module trivial R est une résolution.

Soit M un g module à gauche, on le considère comme un U(g) module à gauche.
Alors, après décalage, on a les identifications d’espaces vectoriels :

M ⊗U(g) Cn ≃M [1]⊗ Sn(g[1]) et HomU(g)(Cn, M) ≃ L(Sn(g[1]), M [1]).

L’homologie et la cohomologie de Chevalley du module M , définies dans la sec-
tion précédente sont alors obtenues comme des complexes dérivés de la résolution de
Koszul par un argument du même type que celui de la section 1.

6. G∞ algèbres

Considérons maintenant une algèbre de Gerstenhaber G. G est un espace vecto-
riel gradué, muni d’une multiplication associative et commutative, de degré 0, notée
(a, b) 7→ ab et d’un crochet noté (a, b) 7→ [a, b], de degré -1 tel que (G[1], [ , ]) est une
algèbre de Lie graduée. De plus l’application ada : b 7→ [a, b] est une dérivation de
degré |a| − 1 pour la multiplication (relation de Leibniz).

La définition de l’algèbre G∞ enveloppante comme ci-dessus, demande la construc-
tion d’une codérivation, combinaison du produit et du crochet, telle que la relation
de structure, c’est à dire l’associativité du produit, la relation de Jacobi pour le
crochet et la relation de Leibniz soient équivalentes à l’annulation du carré de cette
codérivation. La première difficulté est le fait que le produit et le crochet ne sont pas
de même degré et qu’ils dépendent du même nombre d’arguments. Si on remplace G
par G[k], le produit et le crochet restent de degrés différents. La seconde difficulté
vient des relations de symétries différentes pour chaque loi.

La solution proposée par Ginot [G] consiste à remplacer le produit par la codérivation
m comme pour les algèbres commutatives, à prolonger le crochet en un crochet sur
la C∞ algèbre enveloppante de G. Dès lors cette algèbre possèdera deux opérations,
l’une ayant un seul argument (m) de degré 1 l’autre étant un crochet de degré 0
entre deux arguments. Un nouveau décalalge et la construction d’une L∞ algèbre
enveloppante de C∞(G) permet de se retrouver avec deux codérivations de degré 1
que l’on peut additionner et ainsi de décrire la structure comme l’annulation d’un
carré.
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Si on ne regarde que les symétries des relations, on trouve :

Com(a1 ⊗ a2) = a1a2 − (−1)|a1||a2|a2a1 = 0,

Ass(a1 ⊗ a2 ⊗ a3) = a1(a2a3)− (a1a2)a3 = 0,

Antisym(a1 ⊗ a2) = [a1, a2] + (−1)deg(a1) deg(a2)[a2, a1],

Jac(a1 ⊗ a2 ⊗ a3) =

∮

1,2,3

(−1)deg(a1) deg(a3)
[

[a1, a2], a3

]

= 0

Leibn(a1 ⊗ a2 ⊗ a3) = [a1, a2a3]− [a1, a2]a3 − (−1)|a2| deg(a1)a2[a1, a3].

(
∮

123
signifie somme sur les permutations circulaires sur 1,2,3). De ces relations, on

peut construire une relation qui ne vérifie pas la règle des signes de Koszul :

[a1a2, a3] = a1[a2, a3] + (−1)|a2| deg(a3)[a1, a3]a2.

On va donc traiter en deux étapes la construction de la cogèbre qu’on utilisera.
D’abord, on construit la cogèbre de Lie

(H, δ) = (⊕n≥1⊗
nG[1], δ),

cette cogèbre est définie dans la section 4.
Ensuite on étend le cocrochet δ en un cocrochet κ de H[1] en posant,

X = a1 ⊗ · · · ⊗ ap,

et

κ(X) =

p−1
∑

j=1

(

(−1)
∑

k≤j deg(ak)a1 ⊗ · · · ⊗ aj

⊗

aj+1 ⊗ ap

− εdeg(a)

(

1,...,...,p
j+1,...,p,1,...,j

)

(−1)
∑

k>j deg(ak)aj+1 ⊗ · · · ⊗ ap

⊗

a1 ⊗ · · · ⊗ aj

)

.

Cette formule s’écrit de façon condensée ainsi : posons

Uj = a1 ⊗ · · · ⊗ aj, Vj = aj+1 ⊗ · · · ⊗ ap,

ce sont des éléments de H[1] de degrés

deg(Uj) =
∑

k≤j

deg(ak)− 1 et deg(Vj) =
∑

k>j

deg(ak)− 1.

Alors :

κ(X) =

p−1
∑

j=1

(−1)deg(Uj)+1
(

Uj

⊗

Vj + τ
(

Uj

⊗

Vj

)

)

.

Le cocrochet κ sur (⊗pG[1])[1] est alors cosymétrique (κ = τ ◦ κ oú τ est la volte

dans H[1]) et de degré 1.
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Comme dans la section 5, on considère la cogèbre (S+(H[1]), ∆) = (⊕n≥1S
n(H[1]), ∆),

qui traduira les symétries des relations Jac et Antisym.
On prolonge alors κ à S+(H[1]) en posant :

κ(X1. . . . .Xn) =
∑

1≤s≤n
I∪J={1,...,n}\{s}

(−1)
∑

i<s xi

∑

Us⊗Vs=Xs

Us,Vs 6=∅

(−1)deg(Us)+1×

×
(

ε ( x1,...,xn
xI us vs xJ )XI .Us

⊗

Vs.XJ + ε ( x1...xn
xI vs us xJ ) XI.Vs

⊗

Us.XJ

)

.

Les notations sont celles de [AAC2] :

xj = deg(Xj), Xj ∈ H[1], xI = (deg(xk), k ∈ I), us = deg(Us), vs = deg(Vs)

et ε ( x1,...,xn
xI us vs xJ

) représente le signe de la permutation (1, . . . , n) 7→ I ∪ {s} ∪ J , en
tenant compte des degrés, ε ( x1,...,xn

xI vs us xJ
) est

(−1)deg(Us) deg(Vs) × ce signe.

On rappelle que deg(Xs) = deg(Us) + deg(Vs) + 1.
Rappelons que ∆ est cocommutative et coassociative, de degré 0 :

(i) τ ◦∆ = ∆ (cocommutativité),

(ii) (id⊗∆) ◦∆ = (∆⊗ id) ◦∆ (coassociativité).

En posant τ12 = τ ⊗ id et τ23 = id ⊗ τ , κ est de degré 1, cocommutatif et vérifie
les identités de coJacobi et de coLeibniz suivantes :

(iii) τ ◦ κ = κ (cocommutativité),

(iv)
(

id⊗3 + τ12 ◦ τ23 + τ23 ◦ τ12

)

◦ (κ⊗ id) ◦ κ = 0 (identité de coJacobi),

(v) (id⊗∆) ◦ κ = (κ⊗ id) ◦∆ + τ12 ◦ (id⊗ κ) ◦∆ (identité de coLeibniz).

(Voir [BGHHW] et [AAC2]).

L’espace S+(H[1]) est maintenant une bicogèbre (S+(H[1]), κ, ∆). Cette structure
est libre dans le sens que tout morphisme F ou toute codérivation D peut être
reconstruite à partir de leur série de Taylor :

Fp1,...,pr
: (⊗p1G[1])[1].(⊗p2G[1])[1]. . . . .(⊗prG[1])[1] −→ (G′[1])[1]

Dp1,...,pr
: (⊗p1G[1])[1].(⊗p2G[1])[1]. . . . .(⊗prG[1])[1] −→ (G[1])[1]

Comme on a vu comment construire des homomorphismes ou des codérivations de
S+H[1] à partir de leur série de Taylor, pour reconstruire F et D à partir des Fp1,...,pr
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ou des Dp1,...,pr
, il nous suffit de définir les applications :

Fn : ⊕n≥1S
n(H[1]) −→ H′[1] et Dn : ⊕n≥1S

n(H[1]) −→ H[1].

Soit donc X1. . . . .Xn un élément de (⊗p1G[1])[1].(⊗p2G[1])[1]. . . . .(⊗prG[1])[1], avec

Xj = aj
1 ⊗ · · · ⊗ aj

pj
.

Fn(X1. . . . .Xn) (resp. Dn(X1. . . . .Xn)) est une somme de produits tensoriels modulo
les battements de Fq1,...,qs

(Yk) (1 ≤ k ≤ t) (resp. de Dq1,...,qs
(Yk) et de Yk) où les Yk

sont des produit . de parties U j
i des Xj de la forme :

U j
i = aj

r
j
i +1
⊗ aj

r
j
i +2
⊗ · · · ⊗ aj

r
j
i+1

(0 ≤ rj
s ≤ pj).

On considère toutes les décompositions possibles des Xj en produit ⊗ de U j
i , on

permute les U j
i , on note V ℓ

k les U j
i après cette permutation, on pose Yk = V k

1 . . . . .V k
sk

.
On note

V k
ℓ ∈ (⊗qk

ℓ G[1])[1].

Les V k
ℓ forment une permutation des U j

i . Si un Xj n’est pas décomposé (rj
j = 1),

il ne peut apparâıtre qu’en facteur d’au moins une vraie partie U j′

i d’un autre X

(rj′

j′ > 1). Si un Xj est décomposé (rj
j > 1) chacune de ses parties apparâıt dans un

Y différent enfin il y a autant de . et de ⊗ dans l’expression

X1. . . . .Xn =
(

U1
1 ⊗ · · · ⊗ U1

r1
1

)

. . . . .
(

Un
1 ⊗ · · · ⊗ Un

rn
n

)

que dans l’expression (formelle) :

Y1 ⊗ · · · ⊗ Yt = (V 1
1 . . . . .V 1

s1
)⊗ · · · ⊗ (V t

1 . . . . .V
t
st

).

(Voir [AAC2]).
Fn envoie le produit X1. . . . .Xn sur des sommes de termes de la forme

Fn(X1. . . . .Xn) =
∑

U,V

±Fq1
1 ,...,q1

s1
(Y1)⊗ · · · ⊗ Fqt

1,...,qt
st
(Yt)

=
∑

U,V

±Fq1
1 ,...,q1

s1
(V 1

1 . . . . .V 1
s1

)⊗ · · · ⊗ Fqt
1,...,qt

st
(V t

1 . . . . .V
t
st

).

De même Dn envoie X1. . . . .Xn sur des sommes de termes de la forme

Dn(X1. . . . .Xn) =
∑

U,V

±Y1 ⊗ · · · ⊗Dqk
1 ,...,qk

sk

(Yk)⊗ · · · ⊗ Yt

=
∑

U,V

±Y1 ⊗ · · · ⊗Dqk
1 ,...,qk

sk

(V k
1 . . . . .V k

sk
)⊗ · · · ⊗ Yt.

On va expliciter cette construction pour les lois de G, que l’on étend à la bicogèbre
(S+(H[1]), κ, ∆).
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Proposition 6.1. (Construction de m et ℓ)

Soit (G, ., [ , ]) une algèbre de Gerstenhaber. Le produit commutatif s’étend à
⊕n≥1⊗

nG[1] comme ci-dessus par :

m(a1 ⊗ a2) = (−1)deg(a1)a1a2

m(a0 ⊗ · · · ⊗ an) =
n−1
∑

j=0

(−1)
∑

i<j deg(ai)a1 ⊗ · · · ⊗m(aj ⊗ aj+1)⊗ · · · ⊗ an (aj
i ∈ G[1])

m(X1. . . . .Xn) =

n
∑

j=1

(−1)
∑

k<j deg(Xk)X1. . . . .m(Xj). . . . .Xn (Xk ∈ H[1]).

Ainsi défini, m est une codérivation de κ et de ∆.
Le crochet de Lie s’étend d’abord en un crochet sur H, ainsi :
[

a1 ⊗ · · · ⊗ ap ∧ ap+1 ⊗ · · · ⊗ ap+q

]

=
∑

σ∈Bat(p,q)

σ−1(k)≤p<σ−1(k+1)

εdeg(a)(σ
−1)aσ−1(1) ⊗ · · · ⊗ [aσ−1(k), aσ−1(k+1)]⊗ · · · ⊗ aσ−1(p+q).

Enfin on étend ce crochet à S+(H[1]) comme ci-dessus par :

ℓ(X1.X2) = (−1)deg(X1) [X1 ∧X2]

ℓ(X1. . . . .Xn) =
∑

i<j

εdeg(X)

(

1 ... ... n
i,j,1,...̂ı̂...,n

)

ℓ(Xi.Xj).X1 . . . ı̂ . . . ̂ . . .Xn.

Ainsi défini, ℓ est une codérivation de κ et de ∆.
La strucure d’algèbre de Gerstenhaber, c’est à dire l’associativité du produit, la rela-

tion de Jacobi pour le crochet et la relation de compatibilité de Leibniz, est équivalente
à

(m + ℓ) ◦ (m + ℓ) = 0.

On a donc les propriétés suivantes : m est de degré 1 et :

(i) (m⊗ id + id⊗m) ◦ κ = −κ ◦m (κ-codérivation graduée)

(ii) (m⊗ id + id⊗m) ◦∆ = ∆ ◦m (∆-codérivation)

(iii) m ◦m = 0 (associativité)

ℓ est de degré 1 et :

(iv) (ℓ⊗ id + id⊗ ℓ) ◦ κ = −κ ◦ ℓ (κ-codérivation graduée)
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(v) (ℓ⊗ id + id⊗ ℓ) ◦∆ = ∆ ◦ ℓ (∆-codérivation)

(vi) ℓ ◦ ℓ = 0 (relation de Jacobi)

Enfin :

(vii) ℓ ◦m + m ◦ ℓ = 0 (relation de Leibniz).

On pose donc :

Définition 6.2. (Algèbre G∞ enveloppante)

Soit (G, ., [ , ]) une algèbre de Gerstenhaber graduée. On appelle G∞ algèbre en-
veloppante de G la bicogèbre de Lie , coassociative et cocommutative

(⊕n≥1S
n(⊕p≥1(⊗

pG[1])[1]), κ, ∆).

munie de la codérivation m + ℓ. On note cette algèbre enveloppante

G∞(G) = (⊕n≥1S
n(⊕p≥1(⊗

pG[1])[1]), κ, ∆, m + ℓ).

La G∞ algèbre enveloppante de G est donc un complexe d’homologie. Posons

CN(G) =

N
∑

r=1

∑

p1+···+pr=N

(

⊗p1G[1]
)

[1]. . . . .
(

⊗prG[1]
)

[1],

le complexe est :

0
m+ℓ
←− C1(G)

m+ℓ
←− C2(G)

m+ℓ
←− · · ·

m+ℓ
←− CN−1(G)

m+ℓ
←− . . .

Définition 6.3. (G-module)

Soit G une algèbre de Gerstenhaber. Un G-module M est un espace vectoriel gradué
muni de deux lois externes :

. : G×M −→M, (a, m) 7→ am,

telle que M devienne un bimodule symétrique pour la multiplication commutative de
G (ma = (−1)|a||m|am) et. : G[1]×M [1] −→ M [1], (a, m) 7→ a.m,

telle que M soit un module pour la structure d’algèbre de Lie de G. De plus les lois
. et . sont compatibles entre elles, c’est à dire satisfont, pour tout a1, a2 de G et m
de M ,

[a1, a2]m = a1.(a2m)− (−1)|a2|deg(a1)a2(a1.m)

et
(a1a2).m = a1(a2.m) + (−1)|m||a2|a2(a1.m).
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Soit G une algèbre de Gerstenhaber et M un G-module. Imitant les constructions
des sections précédentes, on peut définir une nouvelle algèbre de Gerstenhaber, notée
G ⋉ M en posant G ⋉ M = G⊕M en tant qu’espace vectoriel et :

(a+u).(b+v) = ab+av+ub et [a+u, b+v] = [a, b]+a.v−(−1)deg(b) deg(u)b.u.

M est un G-module si et seulement si G ⋉ M est une algèbre de Gerstenhaber.

Pour définir l’homologie du G-module M , on construit la G∞ algèbre enveloppante
de G ⋉ M

0
m+ℓ
←− C1(G ⋉ M)

m+ℓ
←− C2(G ⋉ M)

m+ℓ
←− · · ·

m+ℓ
←− CN−1(G ⋉ M)

m+ℓ
←− . . .

et on se restreint aux sous-espaces :

CN(G, M) =

N
∑

r=1

∑

p1+···+pr+p=N

p
∑

k=0
(

⊗p1G[1]
)

[1]. . . . .
(

⊗prG[1]
)

[1].
(

⊗kG[1]⊗M [1]⊗⊗p−kG[1]
)

[1],

de CN(G⋉M). On obtient un sous-complexe qu’on appelle le complexe de l’homologie
de Chevalley-Harrison du G-module M :

0
∂0←− C0(G, M)

∂1←− C1(G, M)
∂2←− · · ·

∂N−1
←− CN−1(G, M)

∂N←− . . .

Proposition 6.4. (Expression du bord de Chevalley-Harrison)

Le bord de l’homologie de Chevalley-Harrison du G-module M est donné explicite-
ment ainsi.

Soit Y = a1 ⊗ · · · ⊗ ak ⊗ v ⊗ · · · ⊗ ap (a1, . . . , ap ∈ G, v ∈ M). On rappelle que le

cobord ∂Har de Harrison, défini dans la section 3 est ∂Har(Y ) = m(Y ).
Soit Xi = ai

1 ⊗ · · · ⊗ ai
pi

(ai
1, . . . , a

i
pi
∈ G), on pose Xi = b1 ⊗ · · · ⊗ bpi

, Y =

bpi+1 ⊗ · · · ⊗ bpi+p+1 et :

ℓ(Xi, Y ) =
∑

σ∈Bat(pi,p+1)

σ−1(k)≤pi<σ−1(k+1)

εdeg(b)(σ
−1)bσ−1(1)⊗ . . .⊗[bσ−1(k), bσ−1(k+1)]⊗ . . .⊗bσ−1(p+q).

Enfin, pour X1. . . . .Xr.Y ∈ CN(G, M),

∂N(X1. . . . .Xr.Y ) = (ℓ + m)(X1. . . . .Xr).Y + (−1)
∑

i deg(Xi)(X1. . . . .Xr).m(Y )

+
∑

i

(−1)
∑

j 6=i deg(Xj)εdeg(X)

(

1,...,...,r
1,...̂ı...,r,i

)

X1. . . . ı̂ . . . .Xr.ℓ(Xi, Y ).

De même, la cohomologie de Chevalley-Harrison du G-module M est définie en
écrivant l’équation de morphisme de G∞ algèbre. Plus précisément, on se donne une
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suite d’applications FN : CN(G) −→ ((G ⋉ M)[1])[1] de la forme :

F1 = ι + c1, FN = cN ,

où ι est l’injection canonique de G dans G⋉M et les cN sont des applications linéaires
de CN(G) dans M , plus précisément,

cN =
N

∑

r=1

∑

p1+···+pr=N

cp1...pr

avec :

cp1...pr
:

(

⊗p1G[1]
)

[1]. . . . .
(

⊗prG[1]
)

[1] −→M [N + r].

On construit le morphisme F de bicogèbres dont la série de Taylor est (FN) :

F : (G∞(G), κ, ∆) −→ (G∞(G ⋉ M), κ, ∆),

enfin on écrit que F est un morphisme pour la structure (mG +ℓG), respectivement la
structure (mG⋉M , ℓG⋉M). On trouve des conditions sur les cN que l’on écrit ∂NcN = 0.
On obtient (voir [AAC2]) :

CN(G, M) =

N
∑

r=1

∑

p1+···+pr=N

CN
p1,...,pr

=

N
∑

r=1

∑

p1+···+pr=N

L
((

⊗p1G[1]
)

[1]. . . . .
(

⊗prG[1]
)

[1], M [N + r]
)

,

On obtient alors le complexe :

0
∂1

−→ C1(G, M)
∂2

−→ · · ·
∂N−1

−→ CN−1(G, M)
∂N

−→ . . .

Proposition 6.5. (Expression du cobord de Chevalley-Harrison de M)

Le cobord ∂N : CN(G, M) −→ CN+1(G, M) est de la forme ∂N = dm + dℓ avec

dm : CN
p1...pn

−→
∑

j

CN+1
p1...(pj+1)...pn

, plus précisément, si

X1. . . . .Xn ∈ (⊗p1G[1])[1]. . . . .(⊗pj+1G[1])[1]. . . . .(⊗pnG[1])[1],

alors si cN
p1...pn

∈ CN
p1...pn

, Xj ∈ ⊗
pj+1G[1])[1], Xi ∈ ⊗

piG[1])[1]
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(dmcN
p1...pn

)(X1. . . . .Xn) =

=(dmc)
(N+1)
p1...(pj+1)...pn

(X1. . . . .Xn)

=(−1)deg(a1
j )

∑

i<j deg(Xi)aj
1⊗c(N)

p1,...,pj ,...,pn
(X1. . . . .(a

j
2 ⊗ · · · ⊗ αj

pj+1). . . . .Xn)

+ (−1)deg(a
pj+1

j )
∑

i>j deg(Xi)c(N)
p1,...,pj ,...,pr

(X1. . . . .(a
j
1 ⊗ · · · ⊗ aj

pj
). . . . .Xn)aj

pj+1

− (−1)
∑

i<j deg(Xi)c(N)
p1...pn

(X1. . . . .m(Xj). . . . .Xn).

De même, dℓ : CN
p1...pn

−→
∑

j, q1+q2=pj+1

CN+1
q1,q2,p1...̂...pn

s’écrit

(dℓc
N
p1...pn

) =
∑

j
q1+q2=pj+1

(dℓc)
N
q1,q2,p1...̂...pn

.

Avec (les notations sont celles utilisées dans la définition de κ)

1. Si q1 > 1 et q2 > 1, alors

(dℓc)
N+1
q1,q2,p1...̂...pn

(Y1.Y2.X1. . . . ̂ . . . .Xn) =

=− ε
(

y1y2x1...̂...xn
x1...y1y2...xn

)

(−1)
∑

i<j deg(Xi)c(N)
p1...pn

(X1. . . . .ℓ(Y1, Y2). . . . .Xn).

2. Si q1 = 1 et q2 = pj > 1, alors

(dℓc)
N+1
q1,q2,p1...̂...pn

(Y1.Y2.X1. . . . ̂ . . . .Xn) =

=− ε
(

y1y2x1...̂...xn
x1...y1y2...xn

)

(−1)
∑

i<j deg(Xi)c(N)
p1...pn

(X1. . . . .ℓ(Y1, Y2). . . . .Xn)

+ ε
(

y1y2x1...̂...xn
y1x1...y2...xn

)

Y1.c(N)
p1...pN

(X1. . . . .Y2. . . . .Xn)
)

.

3. On a la même formule par symétrie si q2 = 1 et q1 = pj > 1.
4. Enfin, si q1 = q2 = 1, alors

(dℓc)
(N+1)

1,1,p1...ǰ...pn
(Y1.Y2.X1. . . . ̂ . . . .Xn) =

=ε
(

y1y2x1...̂...xn
y1x1...y2...xn

)

Y1.c(N)
p1...pN

(X1. . . . .Y2. . . . .Xn)

+ ε
(

y1y2x1...̂...xn
y2x1...y1...xn

)

Y2.c(N)
p1...pN

(X1. . . . .Y1. . . . .Xn)

− (−1)
∑

i<j deg(Xi)ε
(

y1y2x1...̂...xn
x1...y1y2...xn

)

c(N)
p1...pn

(X1. . . . .ℓ(Y1.Y2). . . . .Xn).

On a une cohomologie : (dℓ + dm) ◦ (dℓ + dm) = 0.
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