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ALGEBRES ENVELOPPANTES A HOMOTOPIE PRES,
HOMOLOGIES ET COHOMOLOGIES

RIDHA CHATBOURI

Résumé. On présente une définition et une construction unifée des homologies et co-
homologies d’algebres et de modules sur ces algebres dans le cas d’algebres associatives ou
commutatives ou de Lie ou de Gertsenhaber. On sépare la construction ‘linéaire’ des cogebres
ou bicogebres qui traduisent les symétries des relations de définition de la structure de la partie
structure qui apparait ici comme une codérivation de degré 1 et de carré nul de la cogebre ou
de la bicogebre.

0. INTRODUCTION ET MOTIVATION

La définition opéradique de 'homologie permet d’unifier les notions d’homologie
et de cohomologie pour les modules sur les algebres associatives (homologie et co-
homologie de Hochschild) et pour les modules sur les algebres de Lie (homologie et
cohomologie de Chevalley).

Ces deux complexes sont dérivés de résolutions de I’algebre (associative ou de Lie)
considérée : la bar résolution et la résolution de Koszul.

D’autre part, on peut affaiblir la notion d’algebre pour définir des algebres ‘a4 homo-
topie pres’. Dans le cas d’une algebre associative A, on regarde A comme une algebre
a homotopie pres particuliere : cette algebre a homotopie pres est exactement la Bar
résolution de ’algebre A. Dans le cas d’une algebre de Lie g, la résolution de Koszul
est obtenue en tensorisant par U(g) I'algebre a homotopie pres qu’on identifie a g.

Dans cet article, on parlera plutot d’algebre enveloppante : algebre A., envelop-
pante de A, algebre L., enveloppante de g.

On décrira alors les liens entre d’une part ’homologie et la cohomologie d’'un mo-
dule M sur I'algebre de type X et des structures de X, algebre enveloppante associée.

De plus on traitera de méme le cas des algebres commutatives R et de leurs mo-
dules en étudiant leurs algebres a homotopie pres enveloppantes C (R). Enfin, nous
utiliserons cette construction pour définir ’homologie et la cohomologie d'un module
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sur une algebre de Gerstenhaber GG grace a son algebre a homotopie pres enveloppante.

Dans toutes ces constructions, nous commencerons par définir la partie linéaire
(les espaces de tenseurs retenus sur l'algebre de départ) et sa ou ses comultiplica-
tions naturelles soit coassociatives A pour A (A) ou Lo (g), soit cocrochet de Lie &
pour C(R) soit un couple (k, A) pour les structures d’algebres de Gerstenhaber a
homotopie prés G4 (G). Ensuite nous écrirons la structure de l'algebre X, comme
lopérateur bord d’un complexe. Cela nous permettra de définir explicitement les
opérateurs d’homologie et de cohomologie associés sur les modules.

Nous retrouvons ainsi des résultats antérieurs (voir [[G], BGHHW] et [AAC?] par
exemple) en les complétant, les précisant et les explicitant.

1. HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE DE HOCHSCHILD D’UNE ALGEBRE
ASSOCIATIVE

Soit A une algebre associative et unitaire sur R. On rappelle (voir par exemple
[M]) que la Bar-résolution de A est le complexe suivant :

0 AP Aga e  otgng O

ou 0, est 'application linéaire définie par :
n—1

On(ag® a1 @+ ®ay) =Y (~1)ag®@- - @ (a;041) @ -+ @ ap.

J=0

On vérifie directement que 0,,_1 o 3, = 0 pour tout n > 1. De plus, puisque A est
unitaire, ce complexe admet une homotopie, définie par :

hy, :Q"A — @"1A, ho(a1 ®a; ® - Qa,) =1R0a, @+ @ ay.

On montre directement que h, o 9, + Opq1 © hyqy est lidentité de @A, Ce
complexe est donc une résolution de l'algébre A. En posant C,,(A) = " A, on le

note :

02 Cp(A) 2 oya) 2P o) &

On note Z,(A) = ker(9,) et B,(A) =1im(d,+1), on a donc
H,(A) = Z,(A)/Bn(A) =0
pour tout n.

Soit M un A-bimodule. L’homologie de Hochschild du bimodule M est définie a
partir de la Bar-résolution de la facon suivante.
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On pose Cn(A, M) = Y7 (@A ® M ® ®7A. Le complexe d’homologie de
Hochschild est le complexe :

02 Cy(A, M) o Oy (A M) BT (AM) P

ou le bord 0, est linéaire et défini par :

On(ap® ... Qa1 @M ® a1 @+ Qay) =
1—2
Z(—Djflo@“‘®ajaj+1®“‘®mi®"‘®an+
=0

‘|“(—l)i_1a0®“‘®az‘—1mi®"‘®an+(—l)i(l0®“‘®miai+1®"‘®an+
n—1

+ Z(_1)jao®“‘®mi®“‘®ajaj+1®"‘®an
j=it1

Comme plus haut, le n’"¢ groupe d’homologie du bimodule M est H, (A, M) =
Zn(A, M) /B, (A, M), ou Z,(A, M) = ker(0,) et B, (A, M) =im(0,41).

De méme la cohomologie de ce bimodule M est définie ainsi. On pose
C"(A,M) = L(®"A, M),

et on obtient le complexe de cohomologie de Hochschild dérivé de la Bar résolution :

02 o0, M) L ota, ) LT ony A ) 2

avec :
n—1 .

(8n+1fn)<a0 @ ®@ay) = agfulay @ - @ ay) — Z<_1)an(ao @ ®aja 1 ay)
=0

+ (=1)" " fulag @ - @ ap_1)ay.
En considérant I'isomorphisme L(®"A, M) ~ Hom gg 00 (@"2A, M), donné par
Fo(ag® -+ ® any1) = apfular @ -+ @ an)any1,
(A% est A munie du produit opposé (a,b) — ba), on constate qu’on peut écrire
8nﬂfn =—F,o0 8n+1‘1®(®”+1A)®17

donc on a un complexe dérivé de la Bar résolution. La cohomologie de Hochschild de
M est celle de ce complexe :

H™(A, M) = Z"(A, M)/B"(A, M), ot Z"(A, M) = ker(9"*1) et B"(A, M) = im(d").
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2. ALGEBRE A., ENVELOPPANTE

Dans cette section, nous allons traduire les constructions précédentes dans le cadre
de la A, algebre enveloppante de A.

La structure multiplicative de A n’étant pas commutative, ne possede pas de
symétrie : 'unique relation est 'associativité :
Ass(ar, as, a3) = ai(azaz) — (ar1a2)as,
L’application Ass n’a pas de symétries, 'espace Vect(Assoo, o € G3) est de dimen-

sion 6. On considérera donc toute I'algebre tensorielle de A.

D’autre part, on sait que les signes (—1)7 apparaissant dans les formules ci-dessus
s’'interpretent simplement si on décale le degré des éléments de A de 1. On va donc
directement considérer ici une algebre A graduée, munie d’une multiplication de degré
0:

|a1as| = |aa] + [azl,
si |a| est le degré de a € A.

L’espace vectoriel que I'on considere est donc @,>1 ®" A[1], I'algebre tensorielle
sans unité, graduée par :

deg(a; ® -+ ® a,) = deg(ay) + - -+ deg(a,) = |ar| + - - - + |an| — n.

Cet espace est une cogebre coassociative libre pour la comultiplication canonique :

—

A((I)ZO, A((I1®®(ln): (a1®---®aj)®(aj+1®---®an).
1

<.
Il

(Voir par exemple [AAC3T]). La coassociativité s’écrit :

(id® A)o A= (A®id)oA.
Le fait que (®,>1 ®™ A[1], A) est une cogebre libre se traduit ici par la propriété
suivante :

1. Pour tout espace gradué V', un morphisme F' de cogebres de (d,,>1 @™ A[1], A)
dans (@,>1 ®"V[1], A) est uniquement caractérisé par sa projection sur V[1] :
F est un morphisme si (F® F)o A = Ao F. Posons F,, : "A[l] — V1],
on a explicitement :

F(a1®~-~®an)zz Z Fiola® - ®a¢,)® - QF, (ah—rt1 Q- Ray).

k=1 rj, r1+-+ry=n
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Réciproquement, pour toute suite d’applications linéaires (F},), 'application
F' définie ci-dessus est un morphisme de cogebres.

2. Toute codérivation D de (@,>1 @™ A[l],A) est uniquement caractérisée par
sa projection sur A[1] : D est une dérivation si (D ®id+id® D)o A = AoD.
Posons D,, : @™ A[1] — A]l], on a explicitement :

D ® - ®ap) = Z (_1)deg(Dr)(deg(a1)+---+deg(a]~,1))
1<j<g+r—1<n

(a1 ®- - ®aj-1) ®Dr(a; @+ @ ajr-1) @ (Ajr @ -+ @ an).

Réciproquement, pour toute suite d’applications linéaires (D,,), 'application
D définie ci-dessus est une codérivation de la cogebre (@,>1 @™ A[1], A).

La multiplication devient une opération de degré 1 de ®?A[1] dans A[1]. On utilise
la regle des signes donnée dans [[AAC]], et on lui associe 'application :

m(ay ® ag) = (—1)%8) (gyay).

Alors, I'application m se prolonge d’une fagon unique en une codérivation de degré
1 de la loi A a tout l'espace @®,>; @™ A[l].
Ce prolongement est explicitement :

n—1

TTl(ao R ® an) = Z(_l)zz'q’ deg(ai)ao R+ ® m(aj ® aj+1) R Q ap.
=0

La relation d’associativité est équivalente & m o m = 0 (équation de structure).

Définition 2.1. (Algebre A, enveloppante)

Soit A une algébre associative. On appelle algébre A, enveloppante de A la cogébre
(Bn>1 @™ A[l], A) munie de la codérivation m. On note cette algébre enveloppante

A00<A) = (EBnEl Q" A[l]v Avm)

La A, algebre enveloppante de A est donc la généralisation au cas gradué de la
Bar résolution de A : si A n’est pas graduée, tous les a de A[1] sont de degré -1, et
'espace vectoriel Ao (A) est @,>1 ®™ A et la codérivation m coincide avec 0.

Plus généralement,

Proposition 2.2. (Homologie et cohomologie de Hochschild et A, algebres)
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Soit A une algebre associative, unitaire et graduée. Soit M un A-bimodule gradué.
On définit une nouvelle algébre associative, notée B = A X M, produit semi-direct de
A par M en munissant A ® M de la multiplication :

(a+u)(b+v) = (ab+ (ub+ av)) (a, be A, u, ve M).
Alors

1. Le complexe d’homologie de Hochschild du bimodule M est un sous complexe
de (Aso(A X M), maxnr)-

2. Un morphisme de cogébres F : (Bp>1 @™ A[l],Ax) — (Dp>1 @™ B[1], Ap),
de degré 0 défini par Fy = 1+ c1, F,, = ¢, ot ¢ est linjection canonique de A
dans A x M et ¢; € L(®7A[1], M[1]) est un morphisme

F i (An(A), Ay, ma) — (Au(B), Ap, mp)

de A algebres si et seulement simpoF' = Fomy, si et seulement si Oc; = 0
(7 > 1) ot O est le cobord de Hochschild.

3. Un tel morphisme est dit trivial sl existe une suite d’applications b = (b,),
de degré -1 telle que ¢ = mpo (L ®b—b® 1) —bomy, ceci est équivalent
c1 =0 et ¢, = 0b,_1, pour tout n > 1.

Preuve

1. Ona B= A& M, alors,
n—1
Co(B)=@""'BD > ®A@M "' A=C,(A M)
j=0
On vérifie directement que mpc,, (a,m) = On-
D’ou le complexe d’homologie de Hochschild du bimodule M est un sous complexe

de (AOO(AM M),mAKM).
2. Soit F : (@@”A[l],AA,mA> — (EB@"B[I],AB,mB) un morphisme de

n>1 n>1
Aoo-algebres tel que Fy = ¢+ ¢y et F,, = ¢,. Alors, on a

F(a1®...®an): Z Frl(a1®"'®ar1)®"'®Frk(a’n—rk+l®"'®an)-

et mpo F' = F omyu. On va démontrer que dc; = 0 par récurrence sur j.
Pour j =1, F(a®b) = Fi(a) ® Fi(b) + F5(a ® b). Donc,

mp o F(a®b) =mp(Fy(a) ® Fi(b) = (—1)%%(ab + c1(a)b + acy (b))
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= Fomu(a®0b) = (—=1)%™(ab + c,(ab)).

D’ott O¢y(a ® b) = 0.
Supposons que dc; = 0, Vj < n — 2 et montrons que dc,_; = 0. On a

FomA<a0®...®an):
n—1
= F<Z(_1>ZZ<J deg((li)ao ® e ® mA(aj ® aj+1) ® e ® an)
7=0

n—1
- Z Z(_1)2i<rl+“‘+”—1+l deg(ai)Fm (al R R ar1)®

k>0, 0<r1,...,r, j=0
riteFrg=n

Q- Frj OmA(ar1+---+7’j_1+1 K- a?"j) SO Frk(an—rk-i-l K- an)

= Z Z(_1>Zi<m+m+rj_1+1deg(“i)ph ((l1 R ® ah) R---®

k>0, 0<ry,...,rr 7=0
rit-Frg=n

®mp (FTJ' (CLT1+...+TJ'71+1 Q& a’T1+---+7‘j) ® FT]'+1<CLT1+...+TJ'+1 @ a’T1+---+7‘j+l)>
Q- ®Frk(a'n—rk+1 Q- ®an)_
Dans la somme précédente, si 7; et 7,4 sont supérieurs a 1, on a
mB <FT‘]' (aT‘1+...+TJ',1+1 ® tee ® aT1+...+T‘]’) ® Frj+1<ar1+...+rj+l ® tee ® aT1+...+TJ'+1)) - 0
De plus, on a si r; =1,
mp (Fl (aT1+...+Tj71+1) ® FT]'+1 (aT1+...+Tj+1 Q& a’T1+---+7‘j+l)> =
=mp <a7'1+---+7"j ® F7"j+1 (a’T’1+---+7’j+1 - aT’1+---+7"j+1)>
et sirjy =1,
mp (FT]' (aT1+...+rj,1+1 X ar1+...+7’j> ® Fl (aT1+...+Tj+1)> =
=mp (Frj(ar1+...+rj_1+1 R ®ryy. yr;) ® ar1+...+rj+1>-
Dans l'expression (mp o F' — F omy)(ag ® -+ - ® a,), les termes o r; < n —2 et

les termes ou ;41 < n — 2 disparaissent grace a notre hypothese de récurrence car
dc,; = 0, pour tout r; <n — 2. Il ne reste que les termes ou7; =1 et 7, =n —1
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our;=n—1etr;;; =1 Donc
(mpoF —Foma)(ag® - ®ay) =mp(Fo1(ag ® -+ @ 1) ® ay)
+mp (ao RF (a1 ®- - ® an))

n—1
_ Z(_l)ziq degaLiFn_1 (ao ® - @a; 1 @mala; ®aji1) D aj 2@ @ an)
j=1
= (—1)Zi§nfld69“"Fn,1(ao R an,l).an + (—1)d69“°a0.Fn,1(a1 R an)
n—1
— Z(_l)zz'gj dega; pp (ao Q- ®aj_1 ®(a;.a4j41) @ aj12 @ @ an)
j=1

= (aFn71)<a0 (SJRR ®an) =0
On retrouve 'opérateur de cobord de Hochschild 0.

3.S1C=mpo(t®b—>b®1)—bomy, alors,
Cnfl(a0® e ® an) =
:mB(ao & bn—2(afl Q- an) + bn—z(ao .. ~an—1) ® an)

n—1
= Y (F1)Fis 0, (a0 ® - ® ;0,41 ® - @ ay)
=0

:(—1)dega°a0.bn,2(a1 Q- ®an) — (_1)Z¢§n,ld69aibni2<a0 @ ® ap_1).0n
n—1

N Z(_Uzig 90D, 5(ag @ -+ ® ajaj11 @ -+ ® ay)
=0

=0by,_» (aO K- ® an)-

Dans les sections suivantes, nous allons répéter cette construction dans le cas des
algebres commutatives, des algebres de Lie et des algebres de Gerstenhaber.

3. ALGEBRE (C,, ENVELOPPANTE D’'UNE ALGEBRE COMMUTATIVE

Dans ce paragraphe, R est une algebre associative, commutative, graduée sur R.
La relation de commutativité :
Com(a; ® ag) = ayas — (—1)|allla2\a2a1 =0

est antisymétrique. La relation d’associativité n’est pas completement antisymétrique
mais on a :

dimVect{Assoo, 0 € 63} =2.
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En fait(Ass o 0)(a1, as,a3) = 0 pour tout o est équivalent, en tenant compte de la
commutativité, aux 2 relations :

Ass(ay,az,a3) =0 et Ass(as,ar,a3) =0.

Un supplémentaire de 'espace Vect(id, (1,2)) est engendé par les (2,1) et (1,2) bat-
tements de trois lettres.

On définit donc d’abord les p, ¢ battements de n = p + ¢ lettres comme les permu-
tations o de {1,...,n} telles que o(1) < --- < ag(p) et o(p+1) <--- <a(p+gq). On
appelle Bat(p, ¢) ’ensemble de tous ces battements et on définit le produit battement
de deux tenseurs a = a1 ® -+ - ®@a, € PR et f=ap11 @ -+ Q apyq € ®IR par

bat, ,(c, B) = Z z—:‘a|(0_1)a071(1) ® - Q Ug-1(p)-
o€Bat(p,q)

Ou e‘a|(a_1) est le signe obtenu par la regle de Koszul en tenant compte des degrés
la| des tenseurs. C’est a dire le morphisme de groupe sur &, tel que ¢i4((4,7)) =

(—1)laillas|,

bat, , représente la somme signée de tous les tenseurs a;, ®- - -®a;, dans lesquels les
vecteurs ay, ..., a, et les vecteurs ap41, ..., a,+, apparaissent rangés dans leur ordre
naturel.

Par définition, 'espace ®"R est le quotient de ®"R par la somme de toutes les
images des applications linéaires bat,,—, (0 < p < n) (voir [G], []). Cet espace est
engendré par les classes des tenseurs a1 ® - - - ® a, dans le quotient. On note cette
classe :

MR- R ay,.

Sin =3, si (a1, as, az) est un systéme libre dans R, I'espace Bat(2,1) contient les

tenseurs

baty 1 (a1 ® az, a3) = a1 ® ay ® ag + (—1)11la; @ a3 @ ay + (1)1l @ 0y © ay

baty1(az ® ay, a3) = ay ® ay ® ag + (—1)1Nay @ a3 @ ay + (—1)!1=MDay © 0y © ay.,

L’espace Bat(1,2) contient les tenseurs

baty s(ar, az ® az) = a1 ® as ® az + (—1)"1%lay ® a; ® az + (—1)l=HEDg, @ a3 @ a

bat172((l2, a; ® ag) =a,®a; @ as + (_1)\0L2||al|a1 ® ay ® as + (_1)\a2\(|a1|+\a3|)a1 ® ag @ as.

Si V = Vect{ay,as,as}, ces quatre tenseurs forment une base de I’espace image des
battements de Bat(1,2) et Bat(2,1) dans ®*V. Les tenseurs a; ®as®az et as®@a; Qaz
forment une base d'un supplémentaire, donc a; ® as ® as et as ® a1 ® az forment une
base de @3V.

Ce qui remplacera l'algebre tensorielle @,,>;®™A[1] sera donc ici 'espace @,>1 @™ R[1].

Le quotient tient compte bien siur du nouveau degré deg(a) = |a| — 1 des éléments de
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R[L].

Cet espace est muni d'un cocrochet de Lie § sur @,>1®"R[1] .On pose d’abord :

n—1
M1 @ ®a,) =D a1® a0 R)a @ Da,
j=1

1 ... n—jn—j+1 .. n ) )
_Edeg(jﬂ... n1 mj)a]+1®---®an®a1®---®a].

Cette formule permet de définir ¢ sur I'espace quotient ®"(R[1]) (voir [AACT]).

Proposition 3.1. (La structure de cogebre)

L’espace @p,>1Q@"R[1] équippé de § est une cogébre de Lie, c’est a dire que 6 est
coantisymétrique de degré O et vérifie l'identité de coJacobi: si T est la volte

T(a X b) = (—1)deg(‘1) deg(b)b ®a,

alors
rod =4 (id®3+(7®id)o(id®7)+(id@r)o(r@id)) o (6 ®id)od =0.

Cette cogebre de Lie est libre. C’est a dire que si (C,c¢) est une cogebre de Lie
nilpotente quelconque, tout f : (C,c¢) — RJ[1] linéaire se prolonge en F : (C,c) —
Dp>1®"R[1] qui est un morphisme de cogebre. On en déduit qu’on peut définir des
codérivations D et des morphismes F' de cette structure a partir de leur ‘série de
Taylor’.

Soit F': @y>1®"R[1] — @,>1®™S[1] un morphisme de cogebres de Lie :

(F®F)od=0d0F,

on suppose toujours F' homogene de degré 0. On appelle F,, la projection sur S[1]
parallelement a @,~;®"S[1] de la restriction de F' a ®"(R][1]) : F,, est une application
linéaire de @™ (R[1]) dans S[1].

De méme soit D : @,>1Q"R[1] — @,,>1®"R[1] une codérivation de cogebres de
Lie :

(id@D+D®id)od=0doD,
on suppose D homogene de degré q. On appelle D,, la projection sur R[1] par-
allelement & @,~1®"R[1] de la restriction de D a ®@™(R[1]) : D,, est une application
linéaire de @™ (R[1]) dans R[1].

Proposition 3.2. (Reconstruction de F' et D)
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La suite d’applications (F,) (resp. (D,)) permet de reconstruire F (resp. D) de
fagon unique. En posant aj;itj) = a; @ ajp1 @ -+ @ a;yj, on a explicitement :

Flapn) = Z Fr(apm)) @ Fry(apy+1,m4r0]) © - @ Fry (Qpn—ry+1m))
k>0, 0<ry,...,Tk
ri+-+rE=n
et
D(apn) = Y (=110 Day 5 ® Dy(agsirr) © apirring-
1<jSn—r

Plus précisément, toute suite d’applications (p,,) peut se relever d’une seule fagon en
un morphisme (resp. une codérivation).

Voir [AACY] et [BGHHW] pour la preuve de cette proposition.

La multiplication dans R permet de transformer &,>1®"(R[1]) en un complexe
d’homologie. Posons C,,(R) = ®"(R[1]). La multiplication se remonte en une appli-
cation m : ®2R[1] — R[1] comme ci-dessus :

m(a ®b) = (—1)%e@gap,
Cette application est de degré 1, anticommutative et antiassociative :
deg(m(a © b)) = 1+ deg(a) + deg(?),
m(a@b) = —(=1)* = a),
mim(a®b) ®c) = —(=1)*Dm(a @ mb e c)).

Elle se prolonge d'une facon unique en une codérivation de (@,>1®"R[1],d), toujours
notée m. On a :

—_

n—

m(ao ® e ® an) — (_1)Zz<] deg(ai)ao ® e ® m(a] ® aj+1) ® e ® Qy,

<
I
=)

et donc :
(id@m+m®id)od=3Jom.

La relation d’associativité pour le produit est équivalente a
mom = 0.

On définit ainsi un complexe d’homologie appelé C, algebre enveloppante de R.

Définition 3.3. (Algebre C, enveloppante)
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Soit R une algebre graduée, associative et commutative. On appelle Cy algébre
enveloppante de R la cogébre de Lie (©,>1Q@"R[1],0) munie de la codérivation m. On
note cette algebre enveloppante

C(R) = (©n1®"R[1],,m).

La C, algebre enveloppante de R est donc un complexe d’homologie :
0 & Co(R) <™= Cy(R) < o ™ Oy (R) &
ot Cp(R) = ®"R[1] On note Z,(R) = ker(m|c,(r)) et Bn(m) = im(m|c, ., (r)), on a
donc les groupes d’homologie :
Hn(R) = Zn(R)/Bn(R)

pour tout n. On appelle cette homologie, ’homologie de Harrison de 1'algebre com-
mutative R.

Plus généralement,

Soit R une algebre graduée, associative et commutative. Soit M un R-bimodule
gradué et symétrique :

v.a=(—1)g.q (a€ R, veM).

On posera m(a ® v) = (—1)%&@q.y. L’homologie de Harrison du bimodule M est
définie de la facon suivante.

On pose C,(R,M) = 377 (& R[1] ® M[1] ® "/ R[], quotient de 'espace des
n chaines de R vue comme une algebre associative par 'espace des images de tous
les battements bat, ,—, agissant sur le produit tensoriel avec un facteur MJ1]. Le
complexe d’homologie de Harrison de module M est le complexe :

O&CO(R,M) &CKR,M) (6_2 ?"_’1 n71<R,M) <3_n

ou le bord 0, est linéaire, de degré 1 et défini comme le quotient par les images des
battements du bord de Hochschild,c’est dire par :
On(a® - ®a 1@V, Q011 @ - Qay) =
i—2
Z(_1)2k<j deg(ak)ao R ® m(aj R aj+1) R RV QR a,+
j=0
+ (_1)21@@1 deg(ar) g @ -+ ® m(ai_1 @v;) @ - @ ap

+ (_]_)Ek<ideg(ak)a0 Q- @m((v;i ®aiy1) ® -+ @ an+

n—1

+ Z (—1)Xnr<gdelan)tdeev) g @ . @y, @ - ® m(a; ® ajy1) @ @ ay.
j=it1
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Comme plus haut, le n**™¢ groupe d’homologie du bimodule M est
H,(R,M)=Z,(R,M)/B,(R, M),
ou Z,(R, M) = ker(0,) et B,(R, M) =im(0p1)-

De méme la cohomologie de ce bimodule M est définie ainsi. On pose
C"(R, M) = L(®"R][1], M[1]),

et on obtient le complexe de cohomologie de Harisson en posant :
80 0 81 1 82 87171 n—1 on
0— C(R,M) — C(RRM) — -+ — C" ' (R,M) — ...
avec, si f € C™"(R, M) est homogene de degré deg(f),
(8n+1f)(a0 ® - ®ay) :(_1)deg(f) deg(ao)m(QO@f(al R Ray))

— (_1)Zk<j deg(ak)f(ao @ @mla; ®aj) @ @ ay,)
1

+ (—1)Xr<nde8l@) £g0 @ - @ A1)y,
Et la cohomologie de Harrison de M est celle de ce complexe :
H"(R,M) = Z"(R,M)/B"(R, M), ot Z"(R, M) = ker(0"") et B"(A, M) = im(9").

Remarquons que si R et M ne sont pas gradués, on retrouve 1’homologie et la
cohomologie de Harrison usuelles du R bimodule symétrique M.

[\

<.
Il

Proposition 3.4. (Homologie et cohomologie de Harrison et C,, algebres)

Soit R une algebre associative, commutative et graduée. Soit M un R-bimodule
symétrique gradué. On définit une nouvelle algébre associative et commutative, notée
S = Rx M, produit semi-direct de R par M en munissant RBM de la multiplication :

(a+u)(b+v) = (ab+ (ub+ av)) (a, be R, u, ve M).
Alors

1. Le complexe d’homologie de Harrison du bimodule symétrique M est un sous
compleze de (Coo(R X M), Mpxnr).

2. Un morphisme de cogébres F' : (©,>1@"R[1],0r) — (Bn>1®"S[1], Ag), de
degré 0 défini par Fy = + + ¢1, F,, = ¢, ou v est 'injection canonique de R
dans R x M et ¢; € L(®/R[1], M[1]) est un morphisme

F 1 (Co(R), 0r,mp) — (C(S), ds, mis)

de C algébres si et seulement si mgo F' = F ompg, si et seulement si Oc; = 0
(j > 1) ot O est le cobord de Harrison.
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3. Un tel morphisme est dit trivial s’il existe une suite d’applications b = (b,),
de degré -1 telle que c = mpo (L@ b—b® 1) —bomy, ce qui est équivalent
c1 =0 et ¢, = 0b,_1, pour tout n > 1.

Preuve

1. Comme pour les A, algébre, S = R@® M, alors,

n—1
Co(RM) =) &@ROM®" "7 RC®"'S=Cy(S)

j=0

et ms|c,(r ) = On-
D’ou le complexe d’homologie de Harrison du bimodule M est un sous complexe

de (COO(R . M),mRKM)

2. Soit F : (@@"R[l],AR,mR) — <@®"S[1],A5,ms) un morphisme de
n>1 n>1

Cy-algebres tel que F} =1+ ¢y et F,, = ¢,. Alors, on a

F(a1®...®an): Z Frl(a1®"'®ar1)®"'®Frk(a’n—rk+l®"'®an)-
k>0, 0<ry,...,7k
ri+-+rg=n

et mg o F' = F ompg. On va démontrer que dc; = 0 par récurrence sur j.
Pour j =1, F(a®b) = Fi(a) ® F1(b) + F5(a ®b). Donc,
ms o F(a®b) = ms(Fi(a) ® Fi(b) = (=1)*(ab+ c1(a)b + acy (b))
= Fomg(a®b) = (=1)%"(ab + ¢, (ab)).

D’ott Ocy(a ® b) = 0.

Supposons que dc¢; = 0, pour tout j < n — 2 et montrons que d¢,—1 = 0 (n > 2).
On a
n—1
Fomp(ag®--- @ an) = F(Z<_1)Zi<j deeltilgy @ - @ mp(a; ® aj41) @ -+ @ ay)
=0

J=

- Z Z(_1)2i<rl+”‘+rﬂ'—1+l deg(ai)Fm (al K- ® ar1)®

DRy Frj o mR(arl—i—...-i-rj_l-‘rl Q& a'rj) Q- Frk(an—rk-l—l Q& a'n)
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et
mgo Flay® - ®a,) =

n—1
= Z Z(_1)21’<r1+m+rj71+1deg(ai)Frl(al R ® arl) R ®

k>0, 0<ry,...,rr 7=0
rit-Frg=n

®¥mg (Fv"j (ar1+---+7"j_1+1 @ QD Apy oy )@Fmﬂ (ar1+---+7"j+1 Q- a7"1+---+7"j+1)>

®"'®Frk(an—rk+1®"‘®@n)-

Dans la somme précédente, sir; > 1 et r;4; > 1on a

mg (FTJ' (aT1+...+Tj71+1 @ ar1+...+7’j> ® FTj+1 (aT1+...+Tj+1 Q& ar1+...+7’j+1)> =0.

De plus, on a si r; =1,

mgs (Fl (a7"1+---+7"j—1+1) ® FT’j+1(a’7’1+---+7"j+1 K a7"1+---+7’j+1)) =

=Mmg (arl+~~~+Tj—1+1 ® FTj+1 (arl+...+rj+1 X ar1+...+7’j+1)>

et sirj =1,

mgs (Frj (ar1+...+rj_1+1 @ ar1+---+7"j)@F1 (arl+---+7’j+1)>

=mg (Frj (ar1+...+rj,1+1 - ® ar1+...+7’j) ® ar1+...+rj+1)-

Dans l'expression (mgo F'— Fompg)(ag® - - - ® a,), les termes ot 7; < n—2 et les
termes ou 71 < n — 2 disparaissent grace notre hypothese de récurrence de,; = 0,
pour tout r; < n—2. Il ne reste que les termes ot r; =letrj;; =n—lour; =n—1
et rj;1 = 1. Donc

(mgoF —Fompg)(ag® -+ @ ay) = ms(ca1(ao ® -+ ® a,_1)R®a,)
+ ms(ao@cn-1(a1 @ - @ a,))

n—1
_ Z<_1)2i<j wotic, 1(ap ® - ®a; 1 @mp(a;Qa;11) ® a5 ® -+ @ an)
7j=1

= (_1)Zi§n—1 degaicn_l(ao R ® an_l).an + (_1)d69a0a0_cn_1(a1 R ® an)

—

— <_1)Zz§] degaicnil (ao ® e ® ajfl ® (aj_aj+1) ® aj+2 ® e ® an)
j=1
= (0cp_1)(ap® - ®a,) = 0.

On retrouve 'opérateur de cobord de Harrison 0.
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3.Sic=mgo(t®b—b®1) —bomy, alors,

Cn71<a0 ® e ® an) =
= mS(QO@bn—2(a1 Y an) + bn—2(a0 Q.. -an—l)@an)

n—1
B Z<_1)Zi§j 00 h, 5(ag @ -+ ® ajaj1 ® - ®ay)
7=0

= (=1)%9% 0 by _o(a1 @ - - - @ a,) + (—1)Zi<n-199%p (a4 @ -+ @ ap_1).an
n—1

=Y (D), o(ap @ - © aja50 © - ® ap)
=0
= 8bn_2(a0 XK R an).

4. ALGEBRE L., ENVELOPPANTE D’UNE ALGEBRE DE LIE

Dans ce paragraphe, g est une algebre de Lie graduée sur R. La relation d’antisymétrie
du crochet : Antisym(a; ® ag) = [a1,as] + (—1)l9l%2lay a;] = 0 est bien sir
symétrique, de plus, la relation de Jacobi Jac(ay,as,as3) =0 ou :

Jac(ay, ag, az) = (—1)lollas! [[a1,GQ],G3}+(—1)|Q2HM‘ HCLQ,a3]7a1}+(—1)‘a3”a2| [[as, a1], as]
vérifie :
dimVect{Jaco o, o € &3} = 1.

En fait Jac o o(ai,as,a3) = 0 pour tout o est équivalent, en tenant compte de
I'antisymétrie, a la relation Jac(ay,as,az) = 0.

Apres décalage des degrés de 1, on doit donc considérer des tenseurs completements
symétriques pour le degré deg.

Ce qui remplacera l'algebre tensorielle @,,>;®™A[1] sera donc ici 'espace @,>15™(g[1]).
La symétrie tient compte bien str du nouveau degré deg(a) = |a| — 1 des éléments
de g[1]. Un élément de S™(g[1]) est noté a;.as. . ... Ay,

Cet espace est muni d’'une comultiplication A définie par :

Alay..... ap) = Z Edeg(a) <{1}','jn}> ar @ ay,

IuJ={1,..n}
[7]>0,]J|>0

Ol a; = G, -Qjye - - - - i, st 1 = {iy <idp < -+~ <g}. A est ainsi bien défini sur

S"(g[1]) (voir [AMM]).
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Proposition 4.1. (La structure de cogebre)

L’espace @,>15™(g[1]) équippé de A est une cogébre cocommutative et coassociative,
c’est a dire que A est de degré 0 et vérifie, si T est la volte

T(a X b) = (—1)deg(‘1) deg(b), ®a,

alors

ToA=A, (id®A)oA=(A®id)oA.

Cette cogebre est libre, en particulier, on peut définir des codérivations @) et des
morphismes F' de cette structure a partir de leurs ‘série de Taylor’.
Si b est une algébre de lie graduée, soit F' : @,>15"(g[l]) — ©n>15"(h[1]) un
morphisme de cogebres :
(F@F)oA=AoF.

On suppose toujours F' homogene de degré 0. On appelle F), la projection sur h[1]
parallelement & @,,~1.5™(h[1]) de la restriction de F' & S™(g[1]) : F, est une application
linéaire de S™(g[1]) dans h[1].

De méme soit D : @,>15™(g[1]) — @n>15"(g[1]) une codérivation de A :

(id® D+ D®id)oA=AoD.

On suppose D homogene de degré q. On appelle D,, la projection sur g[l] par-
allelement a @,~15™(g[1]) de la restriction de D a S™(g[1]) : D,, est une application
linéaire de S™(g[1]) dans g[1].

Proposition 4.2. (Reconstruction de F' et D)

La suite d’applications (F,,) (resp. (D,)) permet de reconstruire F (resp. D) de
facon unique. On a explicitement :

1 n
Fl(ay..... a,) = Z Z Edeg(a) (11’,'.'.'.’,1j> Finan)..... P, (ar,).

7!
3>0 77 [ueun={1,...n}
L. Tj#0

et
Dar.....an) = Y. cawt (77") (Dinlar)).as.

Iuj={1,...,n}
1,J#0

Plus précisément, toute suite d’applications (¢,) peut se relever d’une seule fagon en
un morphisme (resp. une codérivation).

Voir [AMM] et [RACT] pour la preuve de cette proposition.
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Le crochet de Lie dans g permet de transformer @,>;5™(g[l]) en un complexe
d’homologie. Posons C,,(g) = S™(g[1]). Le crochet de Lie se remonte en une applica-
tion ¢ : S%(g[1]) — g[1] comme ci-dessus :

((a.b) = (—1)%e@]q, b].
Cette application est de degré 1, commutative et vérifie Jacobi :
deg(¢(a.b)) =1+ deg(a) + deg(b),
((a.b) = (—1)de@de®p(p q),
(_1)deg(a1)deg(a3)€(£<al.a2).a3) 4 (_1>deg(a2)deg(al)g(g(a2.a3).a1)_|_
+ (—l)deg(“?’)deg(”)f(f(ag.al).@) = 0.

Elle se prolonge d’une fagon unique en une codérivation de (@,>15™(g[l]),A), tou-
jours notée . On a :

lay..... a,) = Z Edeg(a) (”112]"”) la;.aj).a1....0...7....ay
i<j
et donc :
(id@l+Ll®id)o A= Aol
La relation de Jacobi pour le crochet est équivalente a

fol=0.

On définit ainsi un complexe d’homologie appelé L., algebre enveloppante de g.

Définition 4.3. (Algebre L, enveloppante)

Soit g une algebre de Lie graduée. On appelle Lo, algébre enveloppante de g la
cogebre coassociative et cocommutative (©n>15"(g[1]), A) munie de la codérivation (.
On note cette algebre enveloppante

LOO(g) = (@nzlsn(g[l])’ A, E)

La L., algebre enveloppante de g est donc un complexe d’homologie :

02 Ci(g) <& Cylg) < - < Ci(g) <& ..

ot Cr(g) = S™(g[l]). On note Z,(g) = ker({|c,(g)) et Bn(g) = im({|c,, (), on a

donc les groupes d’homologie :

H,(g) = Z.(9)/Bn(9)

pour tout n. Il est facile de voir que cette homologie est I'homologie de Chevalley de
I’algebre de Lie g.
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Plus généralement,

Soit g une algebre de Lie graduée. Soit M un g-module gradué. On posera
((a.w) = (—1)de@ gy = (—1)desl@desl®)p(y) q).

L’homologie de Chevalley du module M est définie de la fagon suivante.
On pose C,,(g, M) = M[1].5™(g[1]), c’est un sous espace de S™*!(g[1] & M[1]).
Le complexe d’homologie de Chevalley est le complexe :

O .
0 < g, M) &= Cy(g, M) 2 - &= Oy (g, M) =
ou le bord 0, est linéaire, de degré 1 et défini, en posant v.a;..... Ay = TQe...- Tn,
par :

ieme groupe d’homologie du module M est
H,(g, M) = Zn(g, M)/ Bn(g, M),

ou Z,(g, M) =ker(9,) et B,(g, M) =1im(0p+1).

Comme plus haut, le n

De méme la cohomologie de ce module M est définie ainsi. On pose
C"(g, M) = L(S"(g[1]), M[1]),
et on obtient le complexe de cohomologie de Chevalley en posant :
02 g, M) 25 Ot g, M) L TS oy g, )

avec, si f € C™(g, M) est homogene de degré deg(f) :

Onflar. .. wappr) = Y (=) eWey o (G150 ) Uaif(ar. . 0. ang))

_ Z Edeg(a) (”11”":;11) fl(a;.a;).ay...0...7 .. .Gps1).

i<j
La cohomologie de Chevalley de M est celle de ce complexe :
H"(g, M) = Z"(g, M)/B"(g, M), ot Z"(g, M) = ker(0""") et B"(g, M) = im(0").

Remarquons que si g et M ne sont pas gradués deg(f) = 0,deg(a) = deg(m) = —1,
on retrouve I’homologie et la cohomologie de Chevalley usuelles du g module M.

Proposition 4.4. (Homologie et cohomologie de Chevalley et L., algebres)
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Soit g une algébre de Lie graduée. Soit M un g-module gradué. On définit une
nouvelle algebre de Lie graduée notée b = g x M, produit semi-direct de g par M en
munissant g & M du crochet :

[(a+u), (b+v)] = ([a,b] + (av — (—1)"1py)) (a, beg, u, veM).
Alors

1. Le complexe d’homologie de Chevalley du module M est un sous complexe de
(Loo(g X M), Lgnnr)-

2. Un morphisme de cogébres F' : (©,>15™(g[1]), Ag) — (©n>15"(h[1]), Ay), de
degré 0 défini par Fy = 1+ ¢1, F,, = ¢, ou v est l'injection canonique de g
dans g x M et ¢; € L(S?(g[1]), M[1]) est un morphisme

Fo <L00<g)7A97€E> - (LOOG))’AW&J)

de Lo algéebres si et seulement si o F' = F o/ly, si el seulement si dc; = 0
(7 > 1) ot O est le cobord de Chevalley.

3. Un tel morphisme est dit trivial sl existe une suite d’applications b = (b,),
de degré -1 telle que ¢ = {y o (L®b) —bo Ly, ou par définition
(teb)(ay. - .a,) = Z(—l)deg(‘”)gdeg(a) (sh7m) aiblar. .. 7. . .ay)
(qui est une généralisation de la formule définissant un morphisme en tenant

compte du degré de b). Ceci est équivalent c¢; = 0 et ¢, = Ob,_1, pour tout
n > 1.

Preuve

1. Par un calcul direct, on a :
Cn(g, M) = M[1].5™(g[1]) € 5" ! (g[1] & M[1]) et Loxar/Cun(g, M) = 0,.

D’ou le complexe d’homologie de Chevalley du module M est un sous complexe de
(Loo(g % M), Lgwnr)-

2. Soit F : (@,>15™(g[1]), Ag, lg) — (©n>15™(H[1]), Ay, £y) un morphisme de L,
algebres de degré 0 tel que Fy = ¢+ ¢; et F,, = ¢,. Montrons par récurrence sur j
que dc; = 0.
On a lyo F' = F o/, D’une part,
Eh e} F((l X b) = Eb(Fl(a)Fl(b) + FQ((I X b))
= ly(Fi(a).F1 (b)),
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d’autre part :
Folya®b)=1Ll(a®b)+ c1(lg(a®@Db)).

D’ott O¢y(a ® b) = 0.
Supposons le résultat vrai a I'ordre n — 2 et montrons qu’il est vrai a l'ordre n — 1.

On a

(X5 X e (475) aan).. By far)
_Z Z Zedeg <Is,1k,ll’, Ck...,zj)Eb( . (az,), ﬂlk|(alk))ﬂm(ah) ..... Fir(ag,).

§>0 [1u UL={1,...n} s<k
Iy I #0

Dans cette somme, si |I;] > 1 et |Ix| > 1, alors €h<F|IS|(aIS),F|Ik|(aIk)) =0. 1

reste donc :

S X3 o (o) (o Faatan)) Py (an)- Figg ) =

§>0 11u UL={1,..;n}  s#
n. 1750) |15 |

1,...,n
_Z Z Z Edeg(a) <S,Ik711,...s7€...,lj)gh(as7F]Ik|(alk))ﬂll‘<all) ----- FIQ\(‘UJ')

7>0 11u u[ {1...,n}
I.. I#@

+ Z Z Z’Sdeg(a) (s ....... ) Ly <a5, Fooi(a ®. - ® an))

7>0 Ilu UI {1, 7n} S
I I #0

|Is|= 1\1k\<n 2

Car €h<F1(as),Fn,1(a1 ®...8® an)) = €h<as,Fn,1(a1 R...5:® an)).

D’autre part, on a

Folya1® - -®ay,) = (steg a) id, 1...@]...11) lo(a;.aj).a1. ... 0...]. .. .an).

1<j
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On pose by = l4(a;.a;),by = aq,...,b,—1 = a,. Alors, on a

Folya1®- - -®ay,) =
1 _
= Z Edeg(a) (z,]?lijnn) Z E Z Edeg(b) ( ! Ilnlz 1) F’\hl(bh) """ F’W\(bfe)

1<j >0 Liu--ul={1,...n—1}
Il...Igfq)
1 _
=D caeste) (i) D 5 > eaes) (17,70 ) Fin (01,)-Firy) (bry)- - - Firy (br,)
i<j >0 7 Lu--Ul={1,...n—1}
Il...Igfq)
biel;
1 _
= Z Edeg(a) z] 1 .. n) Z E Z Edeg(b) ( llk.fl.T.L.Igl) ka\(bfk)'ﬂlﬂ(bh) """ F|Iz|(bfz)
i<j >0 T Lue-ul={1,.,n—1}
Ii.. I, #0
blelk,\lk\§n72
+ Z&?deg i) Fao1(Cglas.ag)an. . ... ).
1<J
D’ou,

EboF(a1®-.-®an)—Fo£(a1®...®an):0:

- Z Z Z Edeg(a) (s Loy ) Cy (aa F1|Ik|(alk))ﬂjl\(ajl) ..... F|Ij‘(a1j)

7>0 [1u Ul;={1,...,n}
In...I;#0

‘Is‘:l»uk‘ﬁn*Q

- ngeg(a 0], 0 i Z Z Edeg(b) (1Ik11n;£ )F\fk\<b1k) Finy(br,)- - - Fir, (br,)

1<J >0 IlLl U= {1 ..... nfl}
1. I, #0
b€y, |l |<n—2

T Z Z ngeg s 1,?1:;3...,7;) ly <as, Foi(a ®. L® an))
}

7>0 11u U1y ={1,...,n
I...I;#0

- Z €deg(a) (zjllz]nn) Fn—l(gg(az-aj)al ----- an)
i<j

=(I)—(I)+ (III)—(IV).

Sachant que Jc|;,| = 0, pour tout I tel que |I;| < n—2, on obtient (1) — (1) = 0.
Il restera donc (I11) — (IV) = 0cp—1(a1 ® - - - ® a,) = 0.
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3. Sic=/{yo(Leb) —boly,, alors,

Cno1 (e - an) =Ly (1) egepay (1175500 ) aiblag. .. .0 .ay)

— Z Edeg(a) (z,j,(g]ijn) bn_g(ﬁg(ai.aj).ao. R j .. .an)

5. RESOLUTION DE KOSZUL POUR UNE ALGEBRE DE LIE

On peut, comme pour I’homologie et la cohomologie de Hochschild, décrire les
complexes d’homologie et de cohomologie de Chevalley comme des complexes dérivés
d’une résolution, celle du module trivial R. Introduisons 1’algebre enveloppante U(g)
de l'algebre de Lie g. On rappelle, que si (a;);c; est une base de g, formée d’éléments
homogenes, si I est totalement ordonné, alors les monomes a;, a;, . . . a;, (calculés dans
U(g)) ol ij, < ijyq et iy = ig implique a;, pair forment une base de U(g), dite base
de Poincaré-Birkhof-Witt. On peut prouver ce résultat en reprenant la preuve de [B]
donnée dans le cas non graduée et en I’adaptant au cas gradué.

Rappelons que de méme une base de S(g) est donnée par les mémes monomes,
calculés dans S(g). Enfin une base de A g (qui est linéairement isomorphe a S(g[1]))
est donnée par les monomes a;, A a;, A -+ A a;,, ot i < iqq et iy = 141 implique
a;, impair, calculés dans A g.

Considerons la suite exacte :

0L R X U(g) X Ug) g - 2 U(g) @ Amg 2

an+1

que l'on note
02 RE 2o, B B, i

ou Jy est 'augmentation de U(g) et d,, est un morphisme de U (g)-module défini par :
On(u@arN---Nay) = Z(—l)”lqa‘(i,l...i...,n)uai KayN...1---ANay
i=1
+Z D'*e0(i g, 1,085 n)u® [ag a5 Aag Aooieo . jee
1<J

N Qp,.

Cette suite exacte est une résolution, elle s’appelle la résolution de Koszul du g mo-
dule trivial.

Pour montrer que la suite est une résolution, on filtre d’abord I’espace total

C = ®n>0Ch = Bpzold(g) @ A\"g
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en posant :
p p
Fy(C) = @u(g)p—k ® Afg = @ Fu(C)
=0 k=0

[
On pose Wi = F,(C),/F,-1(C)y. En ne retenant que la premiere partie de
lopérateur 0,,, on pose :
dy(u®@ay N+ Nay) = Z(—l)”lqa‘(z’,1...@...,n)uai®a1 Aot A ay.
i=1

Cet opérateur passe au quotient et définit donc une famille de suites exactes, pour
p=>0:

0 &L R A WO Ayt L e gy g,
Ces suites admettent une homotopie qui est définie sur la base de Fi(C),
0 si iy <j, ousi i =j, et a; est pair
hn+1(a,~1 ce aik®ajl/\- : -/\ajn) = 1
#{gv.jé = jn}

On vérifie que h,, passe au quotient, il est défini sur W} et pour tout k et tout n,

i, - .. Q5 @ a; Naj A---Aaj, sinon.

hypod, + dn+1 © hn+1 = ZdWlf

Maintenant on a un diagramme commutatif pour tout p :

| o | m 1 T 1 mp 1
0e—Re— (F,C)o «— (F,C)h «— - e— (F,C)y e — (£,0), <0
| Jo T al Jg 1 Jp T

0 R (Fp1C)o «— (FpaO)1 — -+ = (FpoiC)g — -+ — (Fp1C), =0

ici, j, est l'injection canonique et 7, est la projection canonique et les fleches de la
premiere ligne sont les dy, celles des lignes 2 et 3 sont les 0.

On vérifie directement que ces diagrammes commutent et on vient de voir que la
premiere ligne est exacte.

On en déduit de fagon classique une suite longue en homologie Vp > 1:

- — H((Fp10)g) — H((F,C)q) — HW]) =0 — H((Fp1C)g1) — -+
H{(

H
Alors, pour tout p > 1 et tout ¢, H((F,_1C),) = H((F,C),).
De plus, on a (FyC')g =R et (FyC)_; = R. Donc, on obtient H((F,C),) = 0 pour
tout ¢, puis on en déduit que
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pour tout p et tout ¢g. Ou

Proposition 5.1. (La résolution de Koszul est une résolution)

Le complexe de Koszul du g module trivial R est une résolution.

Soit M un g module a gauche, on le considére comme un U(g) module & gauche.
Alors, apres décalage, on a les identifications d’espaces vectoriels :

M @ug) Cp = M[1] ® S™(g[1]) et Homyg)(Cp, M) ~ L(S"(g[1]), M[1]).

L’homologie et la cohomologie de Chevalley du module M, définies dans la sec-
tion précédente sont alors obtenues comme des complexes dérivés de la résolution de
Koszul par un argument du méme type que celui de la section 1.

6. Go ALGEBRES

Considérons maintenant une algebre de Gerstenhaber GG. G est un espace vecto-
riel gradué, muni d’une multiplication associative et commutative, de degré 0, notée
(a,b) — ab et d’un crochet noté (a, b) — [a, b], de degré -1 tel que (G[1],[, ]) est une
algebre de Lie graduée. De plus lapplication ad, : b +— [a,b] est une dérivation de
degré |a| — 1 pour la multiplication (relation de Leibniz).

La définition de I'algebre G, enveloppante comme ci-dessus, demande la construc-
tion d'une codérivation, combinaison du produit et du crochet, telle que la relation
de structure, c’est a dire l'associativité du produit, la relation de Jacobi pour le
crochet et la relation de Leibniz soient équivalentes a ’annulation du carré de cette
codérivation. La premiere difficulté est le fait que le produit et le crochet ne sont pas
de méme degré et qu’ils dépendent du méme nombre d’arguments. Si on remplace G
par G[k], le produit et le crochet restent de degrés différents. La seconde difficulté
vient des relations de symétries différentes pour chaque loi.

La solution proposée par Ginot consiste a remplacer le produit par la codérivation
m comme pour les algebres commutatives, a prolonger le crochet en un crochet sur
la C4 algebre enveloppante de GG. Des lors cette algebre possedera deux opérations,
I'une ayant un seul argument (m) de degré 1 'autre étant un crochet de degré 0
entre deux arguments. Un nouveau décalalge et la construction d'une L., algebre
enveloppante de Cy (G) permet de se retrouver avec deux codérivations de degré 1
que l'on peut additionner et ainsi de décrire la structure comme ’annulation d’un
carré.
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Si on ne regarde que les symétries des relations, on trouve :
Com(ay ® ag) = ajas — (-1)‘“1Ha2\a2a1 =0,
Ass(a; ® as ® az) = ai(asag) — (araz)asz =0,
Antisym(ay © a) = [ay, ag] + (—1)% D 4e g, qy],
Jaclay @y @ ag) = § (<1 foy ], ] =0
1,2,3

14y

Leibn(a; ® as ® a3) = [a1, azas] — a1, as]az — (—1)‘“2‘deg(“1)a2[a1, as).

( §123 signifie somme sur les permutations circulaires sur 1,2,3). De ces relations, on
peut construire une relation qui ne vérifie pas la regle des signes de Koszul :

laras, as] = aiaq, as] + (—1)‘a2‘deg(a3)[a17 aslas.

On va donc traiter en deux étapes la construction de la cogebre qu’on utilisera.
D’abord, on construit la cogebre de Lie

(Ha 5) = (@n21®nG[1]7 5)7

cette cogebre est définie dans la section [.
Ensuite on étend le cocrochet ¢ en un cocrochet x de HJ[1] en posant,

X:a1®...®ap’
et

)= 5 (P 00, Dy 0,

j=1

— aega) (j1 il y) (F1)Z 48 Wy, ® - ® gy ® @& aﬂ')'
Cette formule s’écrit de facon condensée ainsi : posons

Uj:a1®...®aj’ ‘/j:a/j+1®"'®a,p,

ce sont des éléments de H[1] de degrés

deg(U Zdeg ag) — 1 et deg(V] Zdeg ag) — 1.
k<j k>j
Alors :
p—1
/@(X):Z( deg(UJ+1< ®V+TU®V )
j=1

Le cocrochet x sur (®G[1])[1] est alors cosymétrique (k = 7o k ou T est la volte

dans H[1]) et de degré 1.
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Comme dans la section ], on considere la cogebre (ST (HJ1]), A) = (®n>15"(H[1]), A),
qui traduira les symétries des relations Jac et Antisym.
On prolonge alors £ & ST(H][1]) en posant :

,{(Xl ..... Xn) - Z (_1)Z¢<Smi Z (_1)deg(Us)+1><
lgsgn Us®@Vs=Xs
IuJ={1,...n}\{s} Us,Vs#0
(o (o, ) X0 U, @ VX 2 (W80, ) XV QUK )
Les notations sont celles de [AACT] :
z; =deg(X;), X; € H[1], zr = (deg(xy), k € I), us = deg(Us), vs = deg(V5)

et € (4, 40 0", ) représente le signe de la permutation (1,...,n) — [ U{s}UJ, en
tenant compte des degrés, & (4, 50 ", ) est

S

On rappelle que deg(Xs) = deg(Us) + deg(Vs) + 1.
Rappelons que A est cocommutative et coassociative, de degré 0 :

(i) 7o A = A (cocommutativité),
(i) (id® A) o A = (A ®id) o A (coassociativité).

En posant 710 = 7 ® id et 793 = 1d ® 7, Kk est de degré 1, cocommutatif et vérifie
les identités de coJacobi et de coLeibniz suivantes :

(iii) 7 o k = Kk (cocommutativité),
(iv) (id®3 + Ty9 0 Tog + T3 © 7'12> o (k®1id) ok =0 (identité de coJacobi),
(V) (id® A)ok = (k®id) o A+ T30 (id ® k) o A (identité de coLeibniz).

(Voir [BGHHW] et [AACT)).

L’espace ST(H[1]) est maintenant une bicogebre (ST(H[1]), k, A). Cette structure
est libre dans le sens que tout morphisme F ou toute codérivation D peut étre
reconstruite a partir de leur série de Taylor :

Fprpe + (@GADA(@2 G .. (@" GID[T] — (G'TI){]
Dy, ppe (@GO (@GN - (2 GAD[ — (GAD[Y

Comme on a vu comment construire des homomorphismes ou des codérivations de
STHI1] a partir de leur série de Taylor, pour reconstruire F' et D & partir des Fy,, .
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oudes Dy, ., il nous suffit de définir les applications :

Fn Bp>15"(H[1]) — H'[1] et D, : @,>1S"(H[1]) — HI1].
Soit done Xj. .. .. X, un élément de (RP*G[1])[1].(@P*G[1])[1]. . ... (@PrG[1])[1], avec

Xj»:a‘{@...@aéj.

F.(X..... X,) (resp. Dp(Xi..... X)) est une somme de produits tensoriels modulo
les battements de F,, .. (Yx) (1 <k <t) (resp. de Dy, ,.(Yr) et de Y}) ou les Yy

sont des produit . de parties Uij des X; de la forme :

U_j:ajv ®aj ®"'®a/jj (Ogrggp])

¢ rl+1 r{+2 LR

..........

On considere toutes les décompositions possibles des X; en produit ® de Uij , on
permute les Ul-j , on note V; les Ul-j apres cette permutation, on pose Y;, = V... .. VS’Z )
On note

VE e (@ G)[Ll.

Les V/}} forment une permutation des Uij . Siun X; n’est pas décomposé (T; =1),

il ne peut apparaitre qu’en facteur d’au moins une vraie partie Uij/ d’un autre X
(r7 > 1). Si un Xj est décomposé (rj > 1) chacune de ses parties apparait dans un
Y différent enfin il y a autant de . et de ® dans ’expression

Xi... .. Xn:<U}®-~-®U7}%> ..... (U{L®~-~®U:;{)
que dans U'expression (formelle) :
Vi Y, =V....VH)e o V.. V).
(Voir [AACT]).
I, envoie le produit X;..... X, sur des sommes de termes de la forme
Fo(Xpeo o Xo) =Y 4Fp 0 (V1)@ @ Fy (Vi)
UV
= > EFp o (V.. Va)®@ @ Fyu o (Vi ... %9
UV
De méme D,, envoie Xj..... X,, sur des sommes de termes de la forme
Dy(X1e. X)) =) EV1®@- @Dy (Vi) ® -0,
A%
=Y M@ @Dy o (V. Ve -0V
UV

On va expliciter cette construction pour les lois de G, que 'on étend a la bicogebre

(ST(H]), 5, A).
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Proposition 6.1. (Construction de m et /)

Soit (G,.,[ , ]) une algébre de Gerstenhaber. Le produit commutatif s’étend a
Dn>1Q"G[1] comme ci-dessus par :

m(ay ® ay) = (—1)%8 g, q,

n—1
m(ag®---®ay) =Y ()= @ - @m(e; ®a;11) @ ®a, (a €GI1))
=0
(X X)) =Y (—D)Ek X0 X L m (X)X, (X € H[L))
j=1

Ainsi défini, m est une codérivation de k et de A.
Le crochet de Lie s’étend d’abord en un crochet sur H, ainst :

|:a1®...®ap/\ap+1®...®ap+q] f—

Z Eaeg(@) (0 )ag-101) @ - -+ @ [Ao-1(k), Qo=1(41)] @ -+ * ® U1 (pg)-

o€Bat(p,q)
o7 (k)<p<o~l(k+1)

Enfin on étend ce crochet a S*(H[1]) comme ci-dessus par :

E(Xl.Xg) = (_1)deg(X1) [Xl A XQ]
(X1 X)) =) eae) (aginin ) 00X X5). X0 i g X,

i<j

Ainsi défini, £ est une codérivation de k et de A.

La strucure d’algébre de Gerstenhaber, ¢’est a dire I’associativité du produit, la rela-
tion de Jacobi pour le crochet et la relation de compatibilité de Leibniz, est équivalente
a

(m+4£)o(m+4{)=0.

On a donc les propriétés suivantes : m est de degré 1 et :

(i) (m ® id +id ® m) o kK = —k o m (k-codérivation graduée)
(i) (m®id+id ® m) o A = A om (A-codérivation)

(ili) m o m = 0 (associativité)

{ est de degré 1 et :

(iv) (l®id+id ® ) o k = —k o £ (k-codérivation graduée)
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(v) l®id+id®F) o A= Ao/l (A-codérivation)
(vi) £o € =0 (relation de Jacobi)

Enfin :

(vii) Lom +mo ¢ =0 (relation de Leibniz).

On pose donc :

Définition 6.2. (Algebre G, enveloppante)

Soit (G, .,], ]) une algébre de Gerstenhaber graduée. On appelle G, algébre en-
veloppante de G la bicogebre de Lie , coassociative et cocommutative

(Dn215" (Op21 (RPGL(]), 5, A).

munie de la codérivation m + €. On note cette algeébre enveloppante

Goo(G) = (©nz15"(Op1 (RTGIDA]), 5, A, m A+ £).

La G, algebre enveloppante de GG est donc un complexe d’homologie. Posons

CN(G):i 3 (®p10[1]) ..... <®prG[1]) ],

r=1 p1+--+pr=N

le complexe est :
07 0(G) B oy(@) B oy (G) L

Définition 6.3. (G-module)

Soit G une algebre de Gerstenhaber. Un G-module M est un espace vectoriel gradué
muni de deux lois externes :

.G x M — M, (a,m) — am,

telle que M devienne un bimodule symétrique pour la multiplication commutative de
G (ma = (=1)ldImlam) et

o :G[l] x M[1] — M][1], (a,m) — aem,

telle que M soit un module pour la structure d’algebre de Lie de G. De plus les lois
. et o sont compatibles entre elles, c’est a dire satisfont, pour tout ay, ay de G et m

de M,

laz| deg(a1)

(a1, aslm = a; o (agm) — (—1) as(a; em)

et

[m||az|

(ar1az) em = ay(az em) + (—1) as(a; em).
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Soit G une algebre de Gerstenhaber et M un G-module. Imitant les constructions
des sections précédentes, on peut définir une nouvelle algebre de Gerstenhaber, notée
G x M en posant G x M = G @ M en tant qu’espace vectoriel et :

(a+u).(b+v) = ab+av+ub et [atu,b+v] = [a,b]+aev—(—1)de®de®p gy

M est un G-module si et seulement si G x M est une algebre de Gerstenhaber.

Pour définir I'homologie du G-module M, on construit la G, algebre enveloppante
de G x M

020G x M) 2 Cy(G x M) 2 P oy (G M) B
et on se restreint aux sous-espaces :

o@n=y Y Y

r=1 pi+--+pr+p=N k=0

(&Gm) ... (®p’"G[1]) [1]. (®’“G[1] ® M[1] ® ®”"‘“G[1]> ],

de Cx(Gx M). On obtient un sous-complexe qu’on appelle le complexe de I’homologie
de Chevalley-Harrison du G-module M :

02 Oy(G, M) 2 oG, M) 2B o (G M) &

Proposition 6.4. (Expression du bord de Chevalley-Harrison)

Le bord de I’homologie de Chevalley-Harrison du G-module M est donné explicite-
ment ainsi.

SoitY =1 ® - Q@ Qu®---®a, (a1,...,a, € G, v € M). On rappelle que le
cobord Opa, de Harrison, défini dans la section [ est Opar(Y) = m(Y).

Soit X; = aﬁ@---@a@i (ai,...,a;i € G), on pose X; = by ®@---®b,, Y =
bpi11 @+ @by, ypy1 €t -

E(Xi, Y) = Z 5deg(b)(071)b0—1(1)@. . .@[bo—l(k), bo—l(k+1)]@. . .@bo—l(p+q).
c€Bat(p;,p+1)
o1 (k) <pi<o~ (k+1)

Enfin, pour X;..... X,.Y € Cn(G, M),

De meéme, la cohomologie de Chevalley-Harrison du G-module M est définie en
écrivant ’équation de morphisme de G, algebre. Plus précisément, on se donne une
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suite d’applications Fy : On(G) — ((G x M)[1])[1] de la forme :
Fi=1+c¢, Fy=cpn,

ol ¢ est 'injection canonique de GG dans G x M et les ¢ sont des applications linéaires
de Cn(G) dans M, plus précisément,

avec :
e+ (E7GI) (1) (€7 G)) [1] — MIN +7].
On construit le morphisme F' de bicogebres dont la série de Taylor est (Fly) :
F:(Goo(G), 5, A) — (Goo (G x M), Kk, A),

enfin on écrit que F' est un morphisme pour la structure (mg +{¢), respectivement la
structure (maxar, Lawar). On trouve des conditions sur les ¢y que 'on écrit Oycy = 0.
On obtient (voir [AACT)) :

N

cv@G M= > N .
r=1 p1+-4p-=N
N

=3 Y 1L <<®p1G[1]> []..... (@’”G[l]) [1], M[N + T]) :

r=1 p1+-+pr=N

On obtient alors le complexe :
025 ova, M) 22 ovya, )y 25
Proposition 6.5. (Expression du cobord de Chevalley-Harrison de M)

Le cobord 0N : CN(G, M) — CNTYG, M) est de la forme OV = d,, + d; avec
A, = CN . — ZCﬁﬂpﬁl)___m, plus précisément, si

. N N
alors sic, , € C,

X; e @G, X; € @™ G])[1]
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(dme) ) (Xie . Xy) =
:(dmc)gf(yjﬂ)__pn(xl ..... X,,)
=(—1)d8(@) Zic; deg(xi)a{@cgl\?ijwpn (Xip..... (@l ®- - ® ozi,jﬂ) ..... X,)
(1) DT A0 (X (el ad ) X))
— (1)< AN (X (X)X
De méme, dy: C)Y  — Z Cé\ll:;;pl---j---pn s’écrit

J, q1t+qe2=p;+1

N N
(dgcm---pn) = Z (dgc)ql,qmpl---j---pn'

J
q1+q2=p;+1

Avec (les notations sont celles utilisées dans la définition de k)

1. Siqu > 1 etqg > 1, alors

(dec)p bt o (VYo X ] X)) =
= — g (yend-an ) (—1) 2 DN (X0 0V, ). LX),
2.8 q =1etqg=p;>1, alors
(dec)itl o (Y2 X ] X,) =
= — g (Yo ) (—1)2i<i XN (0 0(Y, )X
+e (oo ) Vo ™ (Xp. Y. Xn)>.

3. On a la méme formule par symétrie si g =1 et ¢ = p; > 1.
4. Enfin, si ¢ = qa = 1, alors

(dee) N VY Xy X)) =

1,1,p1...7...pn
= (ymd- ) Y e M (XL Y X)
e (o) Yy o d)(XpL Vel X)
— (1) X A8 (ypamrgean ) (V) (X (Y1LY)). LX),

On a une cohomologie : (dy + d,,) o (dg + dp,) = 0.
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