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PREFACE

Ce travail se propose de détailler une méthode déve­

loppée ces dernières années pour étudier les modules de

génération finie sur des algèbres de dimension finie sur un

corps.

Cette méthode, qui est basée sur des graphes orientés

finis, est bien connue des spécialistes. Il est cependant

difficile à un débutant de s'en faire rapidement une idée,

car la plupart des articles la supposent connue, ou bien

l'exposent rapidement. Nous essayons ici d'en donner une

approche très explicite, ainsi qu'un aperçu de son utilisation.

La méthode diagrammatique est surtout une source

importante d'exemples, qui aident l'intuition. Il s'agit aussi

d'un outil, mais il faut signaler qu'il en existe bien

d'autres. En tous cas, elle peut constituer un bon point de

départ pour celui qui désire s'initier à la théorie des

représentations des algèbres de dimension finie.

La lecture linéaire est recommandée, car nous évitons

de nous référer à d'autres textes (la plupart des démonstra­

tions sont données). Nous supposons que le lecte~r a une

idée plutôt précise de ce qu'est un anneau, un module, une

somme directe, un module projectif ou injectif. Si ce n'est

pas le cas, la lecture simultanée de notre premier chapitre

avec celui de J.P. Jans, Rings and homology Holt, Rinehart et

Winston, New York, (1964), devrait tout arranger.

Le premier chapitre est donc une synthèse de résultats

de base. Le suivant introduit les méthodes diagrammatiques

(essentiellement dues à P. Gabriel) puis le troisième indique

comment "visualiser" des modules en tant que représentations

d'un carquois, c'est-à-dire d'un graphe orienté fini.

Le quatrième chapitre considère deux familles

d'algèbres: les héréditaires et quotients d'héréditaires,

puis les unisérielles. Nous donnons leur caractérisation en

termes de carquois.
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CHAPTIRE l

PRELliUNAIRES

Voici une présentation rapide mais complète de résultats

bien connus, indispensables par la suite.

§l. ALGEBRES ET MODULES

DEFINITION: Soit k un corps. Une k-al9èb~e est un anneau A

associatif (unitaire) qui est aussi un k espace vectoriel avec

a(ab) = (aa)b = a(ab)

pour tout aEk, aEA, bEA.

Le corps k est toujours vu comme sous-anneau de A au

moyen de l'injection d'anneaux

k c:-.. A

a - al

k est alors central dans A (i.e. aa = aa).

Exemples :

- k[xl, ...,xrJ, l'anneau de polynômes en r variables est une

k-algèbre de dimension infinie.

- k<xl, ...,xr>, l'anneau de polynômes en r variables non
commutatives est aussi une k-algèbre de dimension infinie.

Son quotient par l'idéal bilatère engendré par {x.x.-x.x.,~ J J ~

i,j = l ...r} est k[xl, ...,xrJ.

- Si A est une k-algèbre, M (A) est l'ensemble de toutes les. n
matrices nxn à coefficients dans A·M (A) est naturellementn

une k-algèbre, de dimension finie si c'est le cas pour A.

.J..



- Si G est un groupe fini, kG note le k-espace vectoriel de

base les éléments de G. kG possède une seule structure de

k-algèbre telle que la multiplication des éléments de base

coïncide avec celle de G.

Notation: - ModA est la catégorie de tous les modules à

gauche de A. Chacun de ces modules est, en particulier, un

k-espace vectoriel.
,

- modA est la sous-catégorie pleine de ModA dont

les objets sont les modules de génération finie. Si A est de

dimension finie sur k, remarquons qu'un A-module est de géné­

ration finie si et seulement si sa k-dimension est finie.

DEFINITION: Un A-module non nul M est ~ndé~ompo~able s'il

n'admet pas de s~mmcinds directs autres que les triviaux.

C'est-à-dire que si M = Xœy, alors soit X=O, soit y=O.

Le théorème suivant montre que tout module est; somme directe

unique d'indécomposables lorsque A est de dimension finie.

Il est donc naturel d'essayer de connaître les types (i:e.

classes d'isomorphie) d'indécomposables: quel est leur

nombre ? peut-on en dresser une liste complète ?

THEOREME (Krull-Schmidt)

Soit A une k-algèbre de dimension finie, et M un

A-module de génération finie.

Alors M peut se décomposer

avec {M'}'-l sous-modules indécomposables de M (cela est~ ~- ... r
évident) .

Si nous avons deux décompositions de M

avec {M'}'-l et {N.} '-1 des sous-modules indécompo-~ ~- ... r J J- ... s
sables, alors r=s et il existe une permutation d'indices cr

telle que

2.



M, est isomorphe à N (')~ cr ~

Pour démontrer ce théorème il nous faut savoir que

l'anneau d'endomorphismes d'un module ind~composable est

local, le lemme suivant nous y mène :

LEMME (Fitting) Si ME: mod1\ est indécomposable et f E: End1\(M), f
est soit un isomorphisme, soit nilpotent.

Preuve. Si f n'est pas un isomorphisme, il n'est pas injectif

(car f est, en particulier, un k-endomorphisme d'espace

vectoriel). Ainsi ker f:f O.

Si ker f = M, f=O et il n'y a rien à démontrer.

Si ker f :f M, il faut que ker f nrm f:f 0 (au cas contraire

M serait décomposable) .

Mais cela dit que ker? :::> ker f . En continuant ce rai­

sonnement on aboutit à l'exist~ce d'un n pour lequel

ker fn = M, car M est de dimension finie. [J

PROPOSITION. Si ME: mod1\ est indécomposable, End1\(M) est un
anneau local.

Rappel: Cela veut dire que End1\(M) possède un seul idéal à
gauche maximal (qui est alo~s bilatère), constitué par les

non inversibles.

Preuve : Il nous faut voir (grâce au lemme) qui les nilpotents

forment un idéal.

- Si f est nilpotent, gf n'est pas un isomorphisme et donc est

nilpotent.

- Si f et g sont nilpotents sans que f+g le soit, nous avons

que f+g = ~ est un isomorphisme. Ainsi fl+gl = 1 avec

fI = ~-lf et gl = ~-lg tous deux nilpotents puisque toujours

non inversibles. Cela est absurde car gl = l-fl est un
. h' . - 1 f fn-l, fn 0 0
~somorp ~sme, son ~nverse etant + 1+"'+ 1 s~ l = .

3 •



Mais Nl est indécomposable, d'où sllM l
(Et donc allN est aussi un isomorphisme).l

Considérons maintenant

= lMi et SliMl est une injection

sllM admet un inverse à gauche.l
Dans ce cas, il est facile de voir que Nl = im sllM œKer ~-lal

est un isomorphisme.

4 .

Preuve du théorème de Krull-Schrnidt :

Par récurrence sur r. Si r=l, M est indécomposable

puisque M=Ml, et donc s=l.

Supposons vraie l'unicité de la décomposition dès que

nous en avons une de longueur inférieure à r.

Considérons alors

Notons a. : M ~ M. et S. : M ~ N. les projections
~ ~ J J

canoniques pour chacune de ces décompositions.s
Il est clair que .~ allN. SjlM

J=l J l

Mais EndAMl est local, donc l'un au moins des endo­

morphismes de la somme n'est pas dans l'idéal maximal, donc

est inversible.

En renumérotant s'il le faut, nous supposons qu'il

s'agit de allN sllM =~.
1_1 l

Ainsi ~ al lN sllMl l
scindée, ce qui veut dire que

On a que M' cM. En fait la somme est directe et M' = M.

En effet, si nl+m2+ ...+mr = 0, alors al (nl)+al(m2)+··+a1 (ml) = O.

Mais al (mi) = 0 si i~l (al est la projection canonique sur Ml)

et allN est un isomorphisme. D'où ni = 0 et doncl
ffi2+· ..+mr =0.

D'autre part Ml ~Ni' donc dimkMi = dimkNi et dimkM' =

= dimkM. D'où M' = M.



Nous avons donc

L'endomorphisme de M défini par la matrice

0 ••• 0

respecte ces sommes directes et fournit donc un isomorphisme

entre M/Ml et M/Nl.

Or M/Nl = N2ffi...ffiNset M/Ml = M2ffi...ffiMr.Nous pouvons
donc appliquer la récurrence. 0

Une conséquence intéressante de ce théorème est la

suivante.

PROPOSITION : La décomposition de A (en tant que A-module à

gauche via la multiplication de l'anneau) nous fournit une

.liste complète (peut être avec répétitions) des types de

projectifs indécomposables de modA , lorsque A est une

k-algèbre de dimension finie.

Rappel: Un module projectif de modA est un sommand direct

d'un A-module libre, i.e. d'une somme directe finie de copies

du A-module A.

Preuve: Soit A = Plffi...ffiP où les P. sont indécomposables---- n 1
(et par définition projectifs) .

Soit P un projectif indécomposable, c'est-à-dire que

5.

n
~ffiQ= ffiAl pour un certain n.

En décomposant Q, nous obtenons une décomposition pourn

ffiA.Mais nous en avons déjà une:l
n n n

~ A = ffiPlffi...ffi.ffiP
l lIn

Par Krull-Schmidt, P est isomorphe à l'un de ces P .. 01



§2. EQUIVALENCE DE MORITA

DEFINITION: Une k-algèbre A de dimension finie est ~ob~e

si les projectifs indécomposables de sa d~composition "ne se

répètent pas", c'est-à-dire P. ~ P. que si i=j.
~ J

THEOREME : Toute k-algèbre A de dimension finie est Morita

équivalente à une k-algèbre sobre B. (Cela veut dire que les

catégories mod A et mod B sont équivalentes) .

nl nr
Esquisse de preuve: Disons que A = ~ Pl~ ...~ ~ P , avec P.l l r ~
projectif indécomposable et P. ~ P. que si i=j. Posons

~ J

P = Pl~ ...~Pr et B = (EndAP)oP qui désigne le groupe abélien
des A-endomorphismes de P, muni de la structure d'anneau

donnée par la multiplication bc = cob (0 est la composition

habituelle des endomorphismes).

P est alors un B module à droite via x·b = b(x), pour

xEP et bEE. P était déjà un A module à gauche et c'est en fait

un A-B bimodule, c'est-à-dire que a(xb)=(ax)·b.

Posons aussi Q = HomA(p,A)

qui est un B-A bimodule via

b·q = qob et

(q·a) (x)= q(x)a,pour qEQ,bEB,aEA et xEP.

Nous allons décrire deux foncteurs covariants sur les

objets, la description sur les morphismes étant celle qui

s'impose

6.

F modA - mod B G mod B - modA

M .-- Q@M
A

N ~ P@N
B

Ces deux foncteurs réalisent l'équivalence de caté­

gories, c'est-à-dire que pour chaque M il existe un isomor­

phisme aM : GFM - M, naturel (donnant lieu à un diagramme

commutatif pour tout morphisme a : M - M' ,

et de même pour FG) .

GFM

a 1 M'
lI.

1 aM'
GFa GFM'--



Pour obtenir aM

si nous montrons que P

P ~ (Q ~ M) ~ M : il est clair que
B A

~ Q ~ A , alors nous aurons aM'
B

7 •

a
P ~ HomA (P,A) - A ..

B

x ~ q ) q (x)

Il
n
r q. (x.) = 1. (Ce qui montre d'ailleurs que a est surjectif).l ~ ~

est un isomorphisme. Il est facile de voir que a est bien

défini et qu'il s'agit d'un homomorphisme de A-modules.

Voyons que a est injectif :
s

s
Soit a =

r y.@p.EP~Qavec r p. (y.)= O.
j=l J J B

j=l J J

Nous voulons voir que a est nul. nPour n = sup
n. ,on a unesurjection q:œ P- A.

i=l ...r

~
l

existe donc qi E HomA (PlA)

et x.P(i=l, ...,n)avec~

Y 1---+ P.(y)x.
J ~

qui est un endomorphisme de A modules, donc un élément de B.

Donc a = (r y. @ P.) (r q. (x.))
. J J. ~ ~J ~

Construisons 4)p.,x.
J ~

= r y. ~ P. [q. (x. ) ] •
. J J ~ ~J

P.[q.(x.)] = (4) ).q.
J ~ ~ p. ,x. ~

J ~
[(4) ) .q.] (y) = q. (4) (y» = q. (p.(y)x.) = p. (y)q. (x.) =p. ,x . ~ ~ p.,.x. ~ J ~ J ~ ~

J ~ J ~
= (p .• [q. (x. ) ] ) (y) •

J ~ ~

Ainsi a = r y.
.. J
~,J
~ q. =~r 4) (y.).. p.,x. J~,J J ~

= 0: p. (y. ) ) 0:
j J J i

~ (4) ) 'q. = r
p. IX. ~ .,

J ~ ~,J
r p. (y.)x. ~ q. =

.. J J ~ ~
~,J

x. ~q.) =0.~ ~

Assertion :

=

o

en effet,

En vertu de ce théorème, et si notre objectif est de

décrire les catégories de modules, nous pouvons restreindre

notre étude aux algèbres sobres de dimension finie.



§3. RADICAL ET COUVERTURES PROJECTIVES

Rappelons que les k-algèbres sont de dimension finie,

et les modules de génération finie.

DEFINITION. Soit ~ une k-algèbre. Son ~ad~~al (rad~) est

l'intersection de tous ses idéaux à gauche maximaux.

LEM}m. Il existe un seul idéal nilpotent maximal, et c'est

rad~.

Rappel: Un idéal est nilpotent s'il existe un naturel n avec
nl = o.

Preuve: 1) L'unicité découle du fait que si l et J sont des

idéaux à gauche nilpotents, leur somme l'est aussi: si l'on

développe un produit de n+m éléments de I+J, chaque sommand

aura: soit au moins n facteurs deI (il est donc dans In=O),

soit au moins m facteurs de J (il est dans ~=O).

2) L'existence est obtenue en vertu de la .k-dimension

finie qui interdit des chaînes strictement croissantes

d'idéaux (car ceux-ci sont, en particulier, des sous-espaces

vectoriels) .

3) Pour voir que ce nilpotent maximal N est dans le

radical, remarquons que rad~:::Irad2 A :::1 ••• :::1 radnA :::1 ••••

Toujours en vertu de la k-dimension finie cette chaîne doit

se stabiliser, et donc radnA = radn+l pour un n €JN.

Le lemme de Nakayama (voir plus loin) dit alors que radn~ = O.

Ainsi radJ\ est nilpotent et donc radJ\:::IN.

4) Pour voir que Ne .cadA, supposons que ce n'est pas

le cas, i.e. il existe un idéal maximal à gauche avec N~m.

Alors N+m = A et 1 = x+y avec x € N et y € m. Ainsi x est

nilpotent et donc y = l-x inversible (d'inverse l+x+ ..+xn-l),

8

ce qui est absurde car alors m=A. o



Remarques :

1) radA est en fait bilatère :

n
[(radA)A] = radA·AradA·A ...~adA·A

n
= rad A·A = O.

Ainsi (radA)A est un idéal à gauche nilpotent, donc

contenu dans radA . Ce qui montre que rad~ est bilatère.

2) La'construction de ce paragraphe avec des idéaux à droite

donne lieu à raddA c radA (puisque radA est le nilpotent

maximal à gauche) et radA c raddA pour la raison duale.

Donc ~addA = radA.

Nous avons utilisé le L~lliŒ DE NAKAYAMA

Si M est un module de génération finie tel que

(radA)M = M, alors M=O.

Preuve: Supposons M~O et soit wl"",wn un système minimal de

générateurs de M. Par le fait que (radA)M = M, nous avons que

wl = alwl+·· .+anwn avec des ai E radA.

Donc (l-al)wl = a2w2+ ...+anwn.

Or (l-al) est inversible à gauche : sinon soit l un

idéal maximal, à gauche qui le contient. Mais al E I, puisque

al est dans tous les maximaux à la fois. Donc l-al+al E I, ce
qui est absurde.

Donc wl s'écrit au moyen des autres générateurs et donc

w2, ...,wn engendrent encore M, ce qui est une contradiction. 0

Avant de continuer vers la notion de radical d'un

module et celle de couverture projective, il nous faut

caractériser les algèbres dont le radical est nul, ce seront

les algèbres "semi simples" dont l'étude est facile. Nous évi­

terons donc d'alourdir avec trop de preuves.

9.



DEFINITION. Une k-algèbre A de dimension finie est

~em~-~~mple si tous les projectifs indécomposables sont en

fait des modules simples. (Un module non nul est ~~ple s'il

n'a pas d'autres sous modules que a et l~i-même).

Remarque: Si les projectifs indécomposables sont simples

(i.e. l'algèbre est semi-simple) alors tou~ les indécompo­

sables sont simples. Par ailleurs, si l'algèbre est

semi-simple, tout simple est projectif.

Ainsi nous obtenons que A est semi-simple si et seule­

ment si .9(A) = J(A) = ind A , où

.9(A) = types de projectifs indécomposables,

~(A) = types de simples,

ind A = types dlindécomposables.

(toujours de modA, i.e. modules de génération finie).

Remarquons aussi que ~(A) est toujours fini (cela

résulte de la proposition. à la suite de Krull-Schmidt). Donc

si A est semi-simple, il n'y a qu'un nombre fini de types de

modules indécomposables : liAest de type de représentation

finie Il •

PROPOSITION. A est semi-simple si et seulement si rad A = o.

Preuve : De toute façon, radA· S = a pour tout module S simple.

(Sinon radA·S = Set Nakayama dit que S = 0).

Donc, si A est semi-simple, rad A· A = 0, puisque tout

projectif indécomposable est simple. Mais l E A, et donc

radA = O.

Réciproquement, si radA= 0, nous allons montrer que A

(en tant que module sur lui-même) est somme directe de modules

simples. Tout projectif sera donc simple, et donc A est

semi-simple.

Soit donc L un sous-module simple de A. Nous allons

montrer qu'il existe eE A, idempotent (e2=e) avec Ae = L.

(Et donc A = LœA(l-e), et on recommence avec un sous-module

simple de A(l-e)).

la.



2
car L est un idéal,et il n'y a pasNous avons L ~O,

de nilpotents.

Or L2 eL qui est simple.2
Il existe

Donc L =L.

xE L t.q.

Lx ~ O.Donc Lx = L et on a un e E L avec ex = x.

Assertion : e2 = e (e~O car sinon x=O) .

Nous avons que (e2-e)x = 0 (puisque ex=x). Mais e2_e E L

et l'on a que l = {yE Llyx = O} = O. En effet, l est un

sous-module dè L, distinct de L puisque Lx = L .~ O. Donc

1=0 et e2-e = O.

Il est clair que Ae eL, et puisque Ae ~ 0, Ae = L. 0

DEFINITION. Le ~adical d'un module M, noté radM, est l'in­

tersection de tous ses sous-modules maximaux_

PROPOSITION. rad M = radJ\·M.

Preuve: M/radJ\·M est un A/radJ\ module, puisque radJ\ l'annule.

Or A/radJ\ est une algèbre s~~i-simple (son radical est nul) ,

et donc tout A/radJ\ module est somme directe de simples, donc

de radical nul. C'est le cas pour M/radA-M, ce qui nous dit

que l'intersection des sous-modules maximaux de M contenant

radA·M, est contenue dans radJ\·M.

Pour voir que radJ\·Mc radM , considérons m un

sous-module maximal quelconque de M. Et soit, 1T : M - M/m

la projection ca!lon':'que.(M/m est un module simple).

Naturellement, 1T (radJ\·M) c radJ\·(M/m). Mais radJ\·(M/m) =0

et donc radJ\·M c ker 1T = m. 0

Une notion importante et fort utile lors de l'étude des

modules d'une k-algèbre de dimension finie est celle de

couverture projective :

DEFINITION: La couve~~u~e p~ojec~ive de M est un module

projectif P et un morphisme surjectif f : P ~ M tel que pour

tout sous-module xcp,flx n'est plus surjectif. (Un tel
~

morphisme est dit e~4en~iel).

Il



Remarque : cette condition est équivalente à demander que

X + ker f c: P, pour tout Xc: P.
~ ~

Avant de montrer l'existence des couvertures projecti-

ves, nous verrons leur unicité.
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PROPOSITION Soient P et Q deux modules projectifs avec

deux surjections essentielles f : P ~ M et g : Q ~ M. Il

existe alors un isomorphisme ~ : P ~ Q avec g~ = f.

Preuve: Par le fait que P est projectif, il existe

~ : P ~ Q avec g~ = f. ,

Corrnneg est essentielle, Im~ = Q. (Sinon glIm~ serait
encore surjective).

Mais Q est projectif, donc cette surjection ~ se scinde,

avec <.ps= lQ' Or f est essentielle, donc Im.s = P, et s est
surjective. Elle était déjà injective, c'est donc un isomor-

ph~sme et ~ son inverse. o

f =
R

pour

THEOREME Il existe toujours une couverture projective.

Preuve: Soit M un A-module. Il est isomorphe au quotient d'un

libre L de génération finie par un sous-module R, M.!::::! L/R.

Considérons E = {fN : LIN -- L/R, N c: R, fN essentielle}.

lL/R E E ~ ~. Choisissons N c: R de k-dimension minimale

que fN E E.

Assertion: LIN est alors projectif.

Pour le voir, choisissons un sous-module X de L,

minimal pour la propriété que la composition X ~ L -- LIN

est surjective. (C'est-à-dire que X --- LIN soit essentiel).

Nous allons montrer qu'il s'agit d'un isomorphisme, donc

L -- LIN se scinde et LIN est projectif.



ess.

Considérons q : L ~ X obtenue en relevant la projection

canonique suivant ce morphisme essentiel. Ker q = N' eN.

L

y/l
X

ess:) L/N

Mais on a que le triangle suivant commute

fN,
X = L/N' • L/R

ess~ /fN
L/N

Ce qui implique fN, essentielle. Mais alors NI = N, donc

X ~ L/N et X - L/N doit être un isomorphisme. 0

Remarque: Le projectif ainsi obtenu est de génération finie.

Nous voulons montrer l'additivité des couvertures pro­

jectives, i.e.

PROPOSITION
:Si P -!- M et Q ~ N sont des

couvertures pro-
jectives,

alors P~Qf~~) M~N est aussi une couverture pro-

jective.
Pour cela un

lemme caractérisantles morphismes essen-

tiels est nécessaire.
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LEMME : Un morphisme surjectif f

seulement si ker f c rad N .

N ~ M est essentiel si et

Preuve : (<a) Soit X un sous-module de N avec X+ker f = N.

Alors X+rad N = N et N/X = (radN)/X = rad (N/X) = rad A(N/X) .

Par le lemme de Nakayama, N/X = 0, i.e. N=X.

(-) : Soit m un sous-module maximal de N. Par

hypothèse, ker f + meN 1 ce qui ne se produit que si ker f cm,

donc ker f c rad N . o



Preuve de la proposition: Il est clair que fœg est surjectif.

Voyons qu'il est essentiel : ker fœg = ker f œ ker g c:

radpœ radQ= rad(pœQ). (L'additivité du radical d'un module

vient de rad M = radJ\·M) .

Nous pouvons établir maintenant la correspondance

bijective entre types de simples et types de projectifs indé­

composables.

PROPOSITION

14

S j---.

est une bijection.

Ps = la couverture projective de S

Preuve : 1) Ps est effectivement indécomposable : si

Ps = QlœQ2 ~ S, flQi n'est plus surjective, i=l,2. Puisque

S est simple, l'image de flQi est 0, donc f=O, ce qui est
impossible.

2) Construction d'une application inverse

-.
-.

S11\)
P/rad P

P/rad P est au moinssemi-simple(car annulé par radJ\).Pour

voir qu'il est simple,

remarquons que P ~ P/radPest

essentiel.
Si P/radP <::>!SœT,alors p<::>!PSœPT(par unicité et

additivité de la couverture).

Mais P est indécomposable.

Remarque : chaque projectif indécomposable a donc un seul

sous-module maximal.

3) Il est clair que PP/rad P <::>!P par

couverture projective. D'autre part ps/radPs

est le noyau de Ps ~ S, via la remarque.

unicité de la

<::>!scar radPs
o



§4. DUALIT~ ET ENVELOPPES INJECTIVES

Le fait d'opérer en dimension finie sur un corps nous

permet d'introduire une dualité entre la catégorie des modules

à gauche 1 modAl et celle des modules à draite moddA :

moddA - modA

M ~ DM=HO~(M/k)

DM est un module à gauche via (a·~) (x) = ~(xa).

La définition de ce foncteur contravariant sur les

morphismes est évidente.

Nous obtenons aussi un foncteur D : modA - moddA de la
même façon.

Le morphisme d'évaluation fournit un isomorphisme

M -- DDMI grâce au fait que la k-dimension est finie. Ces

isomorphismes sont naturels.

Remarquons maintenant que ce qui a été fait jusqu'à

présent su~les modules à gauche est également valable sur

les modules à droite. ,Nous considérons donc comme acquise

l'existence des couvertures projectives 1 etc. pour les modules

à droite.

Ces propriétés vont être transportées et "renversées"

(D est contravariant) dans modA

DEFINITION: L'enveloppe ~nje~t~ve de M est un module injectif

l et un morphisme injectif f : M ~ l tel que la composition

M ~ l --. I/X n'est plus injective pour tout sous-mo'dule X

non nul de I.

Remarque : Cela est équivalent à dire que tout sous-module

non nul XcI rencontre non trivialement M.

Rappel : Un module injectif l est un module tel que toute

injection de l dans un autre module se scinde.

(Un module projectif P est un module tel que toute

surjection d'un autre module vers P se scinde).
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L'existence et l'unicité des enveloppes injectives est

automatique à partir de celle des couvertures projectives,en

appliquant D.

Remarque: l'existence et l'unicité des enveloppes injectives

est vraie pour tout module sur tout anneau. (Eckmann,

Schopf, voir [CR]p. 390). Mais on ne peut garantir la généra­

tion finie de l'enveloppe, même si le module est de génération

finie (par exemple ~ ~ ~). Dans notre situation, cela est

vrai et résulte de l'existence de couvertures projectives

plus le fait que D préserve la génération finie.

En dua~isant la proposition qui établit la bijection

entre simples et projectifs, on obtient :

PROPOSITION :

Yu.) -YU..)
S ~ IS = enveloppe injective de S

est une bijection.

Y<A) = types de modules indécomposables injectifs.

Remarque 1: Si l'on considère DA comme module à gauche (A est

donc vu comme module à droite), on obtient en décomposant DA

tous les types d'injectifs indécomposables.

DA est appelé la 2ème représentation régulière, tandis

que A est la 1ère représentation régulière.

Remarque 2: Si~(A) =~~) (on dit que A est auto-injective,

ou quasi-Frobenius) ce qui se produit par exemple si A~DA

(on dit que A est Frobenius), la bijection obtenue en compo­

sant les bijections~(A) -- ~(A) et Y(A) -- ~A) est

appelée la permutation de Nakayama.



§5. IDEMPOTENTS

Les idempotents d'une algèbre jouent un peu le rôle

des bases dans les espaces vectoriels. Ils sont utiles pour

définir le carquois d'une algèbre. Nous en donnons donc ici

une exposition succinte.

Choisissons une décomposition de A en tant que A-module

en projectifs indécomposables: A = Plœ ...œPn. Le 1 de A a une

écriture unique dans cette décomposition, 1 = el+·· .+en.
On vérifie sans peine que les e. sont idempotents,~

orthogonaux (e.e. = a si i~j) et primitifs (c'est-à-dire que
~ J

si e. = f+g avec f et g idempotents orthogonaux, alors~
f = e. et g = a, ou inversément. Cela provient du fait que P.~ ~
est indécomposable).

Réciproquement, la donnée d'un tel système d'idempo­

tents fournit une décomposition de A en projectifs indécompo­

sables via A = Aelœ ...œAen.

D'autre part si M est un module quelconque, il est

clair que M est indécomposable si et seulement si son anneau

de A-endomorphismes n'a pas d'autres idempotents que les

triviaux a et 1. (Car si-e E EndAM est un idempotent,
M = ImeœIm(l-e).

Ceci fournit d'ailleurs la preuve que si l'anneau

d'endomorphismes d'un module est local (il ne peut donc avoir

d'idempotents), le module est indécomposable.

Remarquons pour finir que si e E A, e2=e, et si Ae est

le projectif associé, alors e est primitif (i.e. Ae est indé­

composable) si et seulement si End A (Ae) n'a pas d'idempotents.
Mais EndA(Ae) ~ (eAe)oP en tant que k-algèbres, l'isomorphisme

étant donné par f ~ f(e).

Donc e est primitif si et seulement si eAe n'a pas

d'autre idempotents que a et e (qui est le 1 de eAe).

17
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§6. IDEMPOTENTS CENTRAUX

Voici une notion à ne pas confondre avec celle du

paragraphe précédent. Etant données deux .k-algèbres Al,A2 de

dimension finie, on peut fabriquer leur produit direct, AlxA2,
qui est à nouveau une k-algèbre : en tant qu'espace vectoriel,

il s'agit de la somme directe, tandis que la multiplication,
se fait composante par composante.

Une k-algèbre sera dite eonnexe si on ne peut la

décomposer en produit direct non trivial d'algèbres.

Clairement toute k~algèbre est produit direct fini

d'algèbres connexes (car la k-dimension est finie).

Soit A = A1x ...xAr une telle décomposition. (Naturel­

lement, chaque A. est en particulier un A module projectif,~

mais il n'a aucune raison d'être indécomposable en tant que

module) .

Décomposons lEA dans cette somme directe. l = el+ ...+en·.
Les e. sont idempotents, orthogonaux et centraux primitifs. ~
(chaque e. commute à tous les éléments de A et si~

e. = f+g avec f et g idempotents centraux orthogonaux, alors~

f = e. et g=O ou l'inverse). Cela tient exactement à ce que~

A. est connexe. Remarquons que toute la différence avec le~

paragraphe antérieur est dans le mot "central".

Réciproquement, un tel système trouvé dans A fournit

une décomposition en algèbres connexes A = Aelx ...xAen.
Il est intéressant de remarquer qu'un tel système

est unique; en d'autres mots il existe une seule décomposition

en algèbres connexes, au sens strict du terme:

Preuve: Soit fI'" .,fr un autre système. Nous obtenons

el = el·l = el (fl+···+fr) = elfl+···+elfr· Mais chaque elfi

est un idempotent central (puisque el et f. le sont). Or~ .

e. est primitif, donc un seul des elf. est non nul. On peut~ ~

supposer, en renumérotant, que el fI i 0, et donc el = elfl.

De même, fI = fl·l = fI (el+~··+er) et fI = flel.

Donc el = elfl = flel = fl. La démonstration s'achève alors
aisément.



Voici un résultat sur les catégories de modules qui

permettra de nous restreindre à l'étude des algèbres connexes

n
LEMME: modA est isomorphe à X modA. (produit cartésien de .. 1 ~~=

catégories), si A = Alx ...xAn est la décomposition en algèbres
connexes.

La preuve est la vérification triviale que

M ~ (elM, ...,e M) et (Ml,...,M ) ~ eM. sont des foncteursn n ~
inverses l'un de l'autre. 0

Rappelons qu'il suffit d'étudier des algèbres sobres.

Nous ne considérerons donc que des algèbres sobres connexes,

étant entendu que "connexe" équivaut à ne pas avoir d'idem­

potents centraux autres que 0 et 1.

J.::
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CHAPITRE II

ALGEBRE DE CARQUOIS ET ALGEBRES

Nous définissons ici ce qu'est un carquois, son algèbre

et le quotient par un idéal de définition.

Suivent quelques propriétés : description du radical,

des idempotents, ainsi que la preuve de la connexité de ces

algèbres.

Puis nous verrons que toute k-algèbre de dimension finie,

sobre et connexe, est isomorp~e au quotient q'une algèbre de

carquois par un idéal de définition lorsque k est algébrique­

ment clos.

§l. CARQUOIS ET ALGEBRES DE CARQUOIS

DEFINITION: Un ca~quo~~ C est un graphe orienté, connexe

et fini. De façon plus précise, il s'agit de la donnée d'un

ensemble de "sommets" C et d'un ensemble d"'arêtes" C avec
a . l

une orientation qui à chaque arête associe un sommet initial

et un sommet final, donnant ainsi une "flèche".

Nous demandons que Co et Ci soient finis et C connexe.

Remarquons que les cas de lacets ou arêtes multiples ne sont

pas exclus.

Exemples de carquois

.
~

./'-+'~'



Notation i ~ j signifie "la flèche a commence au sommet i

21.

et finit au sommet j".

DEFINITION: Un eh~in o~ienté (de longu~urn) de i à j d'un

carquois C est une suite de sommets et flèches

(jlan,...,alli) avec n~O, vérifiant

début de al = i

fin de al = début de a2

fin de a2 ~ début de a3

fin de a = j.n

Si n=O, nous demandons en plus que i=j. De cette façon,

chaque sommet i se voit attribuer son ehem~n t~ivial

T. = (ilIi) qui peut s'interpréter intuitivement comme "rester1 ..
en i".

Si n est positif, nous écrirons souvent a a l ...al aun n-

lieu de (j 1 an '...,all i) .

Soit maintenant k un corps que nous prenons algébrique­

ment clos. Cette supposition est non nécessaire pour l'instant

mais ce n'est qu'avec elle que l'on obtient des résultats

intéressants par la suite. (Il existe une généralisation pour

k non algébriquement clos via les espèces, voir [DR]).

DEFINITION : On note kC le k-espace vectoriel qui a pour base

l'ensemble des chemins orientés du carquois C (y compris les

triviaux, et sans limitation sur leur longueur).

Nous donnons à kC une structure d'algèb~e en définis­

sant d'abord la multiplication sur les éléments de la base:

(m 1 B ,B l '...,Bl 1 h) .(j:a ,a l'···' al! i)P p- n n- .

vaut zéro si h~j, et vaut (mIBp' ...,Bl,an, ...,alli) au cas
où h=j (il s'agit alors bien d'un chemin orienté).



Cette multiplication s'étend alors linéairement à tout

kC de façon à obtenir une k-algèbre dont l'unité est

L T .. Cette algèbre est dite l'algèbre du carquois C.

iECO ~
Voyons un exemple

nombre de chemins de longueur 0:7
de longueur l

:6

de longueur 2

:4

de longueur 3

:l

de longueur 4

:0

L'algèbre de ce carquois est donc de dimension 18, et

voici quelques résultats de sa table de multiplication

a·ô = ô·a = 0 B·Y = 0T .y = 03
Y··B = YB

Y·ô = ô·Y = 0
T3·T3 = T3

ô'E:tp = ÔEtp

Y·T = Y3

Remarquons tout de suite que la k-algèbre obtenue,

kC, est de k-dimension finie si et seulement si il n'y a pas

de cycles orientés dans C, c'est-à-dire pas de chemins orien­

tés de longueur positive avec même début et fin. Cela provient

du fait que nos carquois sont des graphes finis.

Allons maintenant vers la définition des idéaux l de

définition de kC qui seront tels qùe kC/I est de dimension

finie.

§2. RADICAL ET IDEAOX DE DEFINITION

Notation: F est l'idéal à gauche de kC (C quelconque) engen­

dré par les flèches (i.e. chemins de longueur 1). Il est

immédiat que Fest bilatère et qu'il coïncide avec le

·sous-k-espace vectoriel engendré par les chemins de longueur

au moins un.

22.



Preuve: D'abord Fest nilpotent : C n'a pas de cycles orien­

tés, il existe donc une longueur maximale, m, pour ses chemins

orientés. Ainsi un quelconque produit de m+l chemins de

longueur positive (i.e. de F) sera nul. aanc ~+l = O.

Ensuite, il est maximal nilpotent car un idéal plus

grand que F contiendra une k-combinaison linéaire de chemins

triviaux qui n'est jamais nilpotente. (Les chemins triviaux

sont en fait idempotents et orthogonaux) . 0

Remarque: Si C a des cycles orientés, le résultat est faux :

Soit C = l~a. Il est immédiat que kC ~ k[x], et donc
ca n .

rad kC = O. Cependant F = œ ka = (a).
n=l

Nous verrons qu'étudier les k-algêbres de dimension

finie sur un corps algébriquement clos est équivalent à

étudier les quotients de k-algêbres de carquois par certains

idéaux, que nous appelons de définition.

DEFINITION :Un idéal bilatère R de l'algèbre de carquois kC

est de définition si
(1)

2
R est contenu dans F

(2)

R contient une certaine puissance de F.

Quelques exemples d'idéaux admissibles

n
a) Pour C quelconque, F avec n~2.

b) a n'est admissible que si C n'a pas de cycles orientés.

c) Soit C :

et R l'idéal bilatère engendré par 8a-çs,n8 et yèn.

Il est clair que RC:F2, et l'on a que FSC:R, d'où Rest

de définition.

LJ



PROPOSITION : kC/R est de k-dimension finie lorsque R est de

définition quel que soit le carquois.

Preuve: Puisque FncR, nous avons une surjection d'algèbres

kC/Fn~ kC/R. Mais les classes des chemihs de longueur in­

férieure à n sont une k-base de kC/Fn, qui est donc de di-

mension finie. 0

PROPOSITION: Si R est de définition, radkC/R= F, où F

désigne la classe de F modulo R.

24

Preuve Conune R est admissible, Fn cRet donc pn = 0, ce qui

montre Fe rad kC/R. D'autre part un idéal plus grand que F

est la classe d'un idéal contenant R, et contenant F. Il

contient donc au moins une combinaison linéaire de triviaux

qui ne sera jamais nilpotente : élevé à une puissance n il

s'agit encore d'une k-combinaison linéaire de triviaux, qui

ne peut être dans R puisque RCF2. Donc Pest nilpotent

maximal. 0

PROPOSITION: {T. }'EC est un système d'idempotents orthogo­~ ~ 0

naux primitifs et dont la sonune est le 1 de kC/R lorsque R

est un idéal de définition.

Preuve: Il s'agit évidenunent d'un système d'idempotents

orthogonaux dont la sonune vaut 1. Pour voir que chacun d'eux

est primitif, considérons le module projectif kC/R T. et~
montrons qu'il est indécomposable. Si le quotient par son

radical est simple, ce sera prouvé, en vertu de la correspon­

dance bijective entre projectifs indécomposables et simples.

Or, rad (kC/R T.) = P(kC/R T.) = F T. et donc
- - ~ kC/R - ~ ~kC/R T./rad(kC/R T.) = ---- T .•~ ~ - ~F

Mais kC/R = œ kT. et donc notre quotient est·
F j EG J

effectivement simple puisque de k~dimension 1. 0

Remarque : Ce système n'est pas unique! Pour C = 1 ~ 2,



de -r.
J

grâce

dules entre eux est nul :
-2

Mais f(-r.) = f(-r.) = -r.f(-r.)~ ~ ~ ~

COROLLAIRE : kC/R est sobre si R est de définition.

En effet, le projectif de T. n'est isomorphe à celui~- -
que si les simples k-r. et k-r. sont isomorphes, toujours

~ J

à la bijection. Or, si i~j, tout mo~phis.me de kC/R-mo-- - - -
f : k-r.- k-r., f (-r.) = À -r., À Ek .

~ J ~ J
= -r.À-r. = O. 0

~ J

PROPOSITION: kC/R est connexe en tant qu'algèbre. (Cela tient

exactement au fait que C est connexe et que R est de défini­

tion) .

LEMME: Si II.= Plœ ...œPn est une décomposition d'une algèbre

en projectifs et si II.est somme non triviale de deux algèbres

alors il existe une partition non triviale {I,J} des indices

l, ...,n telle que HomA(P.,P.) = Hom A (P.,.P.) = 0 si iEI et jEJ.il ~ J il J ~

Preuve: Si II.= II.lœll.2,et en utilisant Krull-Schmidt, chaque

Pi est soit II.l-module,soit 1I.2-module.Ainsi on a une parti~

tion {I,J} telle que 11.1= œ P. , 11.2= œ P .. Mais il est
iEI ~ jEJ J

clair que Homll.(11.1'11.2)= Homll.(11.2'11.1)= O. 0

Preuve de la proposition: Considérons kC/R = œ (kC/R)T.

iECO ~

Nous allons voir qu'il n'existe pas de partition de Co
comme celle du lemme, et donc kC/R est connexe.

Remarquons que si i ~ j est une flèche de C, elle

induit un morphisme de kC/R-modules (kC/R)T. - (kC/R)T. par
J ~

multiplication à droite par a. Il est non nul car l'image de

T. est CI. f: 0, puisque CI.~R (Re:F2, c'est-à-dire que les chemins
J

de R sont au moins de longueur 2).

S'il existe une partition de Co comme celle du lemme,

cela implique que ViEl, VjEJ, il n'existe pas de flèches les

reliant. Mais alors les sous-carquois définis par l et J
(c'est-à-dire les sommets de l et toutes les flèches reliant

ces sommets, puis de même pour J) sont deux composantes con-

nexes, ce qui est en contradiction avec notre hypothèse C con-

nexe. 0
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Remarque : Il ressort clairement de tout ceci que si C est un

carquois non connexe, kC est alors produit direct des algèbres

kC., où les C. sont les composantes connexes de C.~ ~

Nous verrons maintenant que toute k-algèbre de dimension

finie,. sobre et connexe, est isomorphe au quotient d'une

algèbre de carquois par un idéal de définition (k est un

corps algébriquement clos) .

Ce résultat est intéressant: d'une part toutes les

algèbres sont ainsi décrites, mais d'autre part il nous

permettra de "voir" les modules de l'algèbre à travers les

représentations du carquois, ce qui sera fait au chapitre III.

Nous suivons le chemin suivant :

1. Pour chaque algèbre A nous construisons un carquois

associé, CA.

2. Nous construisons ensuite un morphisme d'algèbres

~ : kCA ~ A et vérifions qu'il est surjectif.

3. En examinant le noyau de ~ nous verrons qu'il est de

définition et donc kCA/ker~ ~ A.

§3. CARQUOIS DE GABRIEL D'UNE ALGEBRE

Soit A une algèbre de dimension finie, sobre et connexe.

(k algébriquement clos) .

Cho~~~~~on~ un système d'idempotents orthogonaux pri­

mitifs et dont la somme vaut l : {el' ...,en}. ·En d'autres

mots eho~~~~~on~ une décomposition de A en projectifs indé­

composables.

26·

DEFINITION

suivant :
Le e~~quo~~ (de Gabriel) de A, noté CA' est le

CA a n sommets (autant que d'idempotents, c'est-à-dire

que de types de projectifs indécomposables, ou encore que de

types de simples).



est un isomorphisme.
2

nul sur rad P ..
1.

est un isomorphisme puisque tout morphisme de P. dans S. est
1. J

(celui-ci va sur radS. = 0) et donc se
J

Le nombre de flèches allant du sommet i au sommet j est

égal à d~ Ce. (radA/rad2A) e.].K J ~

Remarque: radA/rad2A est un A-A bimodule. Donc e. (radA/rad2A)e.
------ J 1.
a un sens, et sa k-dimension est bien finie puisque celle de

A l'est.

D'autres carquois sont souvent associés à une algèbre

(celui d'Auslander Reiten, celui des orbites, le stable, le

séparé etc.). Cependant ce carquois apparaît explicitement

pour la première fois dans [Gb], bien que R.M. Thrall associait

certains graphes aux algèbres (travaux non publiés) et, en

1956, Yoshii utilisait CA.

PROPOSITION: CA ne dépend pas du choix d'idempotents.

Preuve: Le nombre de sommets ne pose pas de problèmes. Quant

aux nombres de flèches de i à j, il est égal à din Extl(S. ,S.),K 1. J

ce qui fournit une définition intrinsèque de CA.

(S. est le simple correspondant à P., i.e. P./radP. = S., où1. 1. 1. 1. 1.
P. est le projectif correspondant à e., P. = Ae.).1. 1. 1. J:

Considérons la suite exacte

o - rad P. - p. - S. - 0. 1. 1. 1.

Appliquons le foncteur HomA (-,Sj)

o - HomA (S.,S.) - HomA (P.,S.) - HomA (rad P.,S.) -l Il 1. J l Il 1. J Il 1. J
- Ext (S.,S.) - Ext (P.,S.).

1. J 1. J
Le dernier Ext est nul, tandis que la première flèche

nul sur rad P .
1.

factorise par P./rad P. = S ..
1. 1. 1. l

Ainsi HomA (rad P. ,S.) - Ext (S.,S.):l 1. J 1. J
Mais tout morphisme rad P. - S. est

1. 2 J
Donc HornA (rad P.,S.) ~ HornA (rad P./rad P. ,S.) en tant queil 1. J Il 1. 1. J
k-espaces vectoriels.

Mais radP./rad2p. est semi-simple (car annulé par radA).1. 1.

Donc la k-dimension de ce dernier Hom égale le nombre de

sommands directs isomorphes à S. de rad p./rad2p. qui, à sonJ l l



l'anneau de matrices de la forme

tour, est égal à dimkHomA (8.,rad P./rad2p.) =il J . 1 1
= d~ HomA(Ae., (radA/rad2)e.).K J l

Or, pour un module M quelconque, HomA (Ae.,M) ~ e .M, parJI J J
l'isomorphisme qui envoie chaque morphis~e sur sa valeur en e ..

. l . radA . J
Donc dl.ffi.Ext (8.,8.) = dlm. e. 2 e .. 0K 1 J K J rad A l

COROLLAIRE (de la preuve) : CA a autant de sommets que de

simples et le nombre de flèches du simple 8 au simple T vaut

d~Ext (8,T) qui est aussi le nombre de sommands directs

isomorphes à T dans rad P /rad2p . (p est la couvertures s s
projective de 8).

Exemples de construction de CA

a) A = k[x]/(xn), avec n~l. CA a un seul sommet, puisque le
seul idempotent non nul est 1.

radA = (x) puisque (x) est le seul idéal maximal contenant

(xn). di~ radA/rad2A = 1.

Ainsi CA = l Da.

[k a 0]

b) A = k k a

k a k

avec a,B,Y,ô et e: dans k, somme et multiplica­

tion matricielles.

Un système d'idempotents primitifs orthogonaux et de somme l

est {Ell,E22,E33} où Eij est la matrice dont toutes les
entrées sont a sauf la (i,j) qui est 1.

Il est facile de voir que

28

2
et donc rad A = O.

ÎO a
1

radA = \ k a
\k a

~)
Oj



E22radAEll et E33radAEll sont de dimension l, les autres

combinaisons doivent être nulles puisque dimkradA = 2.

Ainsi CA =

Cet exemple se généralise tout de suite à

29.

A =

k
k k
k 0 k

o

1

,1

j

1

k 0 .•.••..

ce qui donne CA = ./-";} ~
2 3 ••••• n

c) Si A = kC/R est le quotient d'une algèbre de carquois par

un idéal de définition il faut s'attendre à ce que CA

coincide avec C

Nous savons que {~1'~2" ..'~n} est un système complet

d'idempotents. CA a donc autant de sommets que C.
Quant à ~. (radA/rad2A)~., il est immédiat de voir qu'une

J ~
k-base est constituée par les flèches de i à j, si l'on se

souvient que rad A = F où F est l'idéal bilatère de kC

engendré par les flèches.

§4. CONSTRUCTION D'UN HOMOMORPHISME ~ : kCA ~ A

A chaque élément de la base de kCA sera associé un

élément de A, puis nous étendrons linéairement.

Nous obtiendrons un morphisme de k-algèbres, et nous

verrons qu'il est surjectif.

La dimension de e. (radA/rad2A)e. est le nombre de
J ~

flèches de i à j que nous avons mises dans CA" Choisissons donc

une k-base indexée par l'ensemble A .. des flèches de~J
,. {y} .i a J: et etEA ..

~J



Choisissons maintenant des éléments x de e. (radA)e._ a J l
tels que x = y pour chaque a E A .. et pour chaque paire d'in-a a lJ

dices (i,j) 0

Tous ces choix étant effectués dé~rivons maintenant

l'image de chacun des éléments de base de kCA dans A :

- chemins de longueur 0 (les triviaux)

1>(T.) = e.l l
- chemins de longueur l (les flèches)

1> (a.) = x a

- chemins de longueur n>l :

xan

Pour vérifier que 1> est un morphisme d'algèbres, il

suffit de voir que 1>(oy) = 1>(o)1>(y) pour 0 et y éléments de

base de kCAo

1er cas si la longueur de 0 et celle de y sont positives

O. Mais aussi 1>(o)1>(y) = 0 puisque

1>(Y) = x ...x avec x E e.radi\ et 1>(0) = x6 ·...xQ aveca al a l ~ln n p
xQ E (radA)e., d'où 1>(o)1>(y) = x6 ...x6 x ...x = 0 puisque
~l J plan a.l

x xa = 0 (au vu que e.e. = 0).al ~n J l

Posons y = an o..al' 0 = 6p ...61. Posons aussi

i = fin de 0 = fin de an et j = début de 0 = début de 61.,

Si i=j, alors oy = 6p ...61an ...al et l'égalité cher­
chée est vraie grâce à la définition de 1> sur les chemins

de longueur positive.

Si i~j, alors oy =

2ème cas

3ème cas

4ème cas

~(ô)~l et ~(y) = 0

i(o) = 0 et ~(y)~l

~(o) = 0 et Q.(y) = 0

Ces trois cas se traitent de la même façon que le

premier.



~ -~~ ~
attenqre!

et <1> est définie par

est bien surjective,

Exemples :

a) Pour A
n

= k[x]/(x ), CA = 1 ~a, nous choisissons xa = X,

<p (1.) = l, <1> (a) = x ..,Ainsi <1> : 'kCh - A1 .. ILn' - -
de noyau (a ), comme on pouvait s'y

31.

b) Soit A l'anneau de matrices de l'exemple b).

Choisissons xa = E21 et Xs = E31· Le ~ obtenu est surjectif
et il s'agit en fait d'un isomorphisme. (Nous savons que 0

est idéal de définition si CA n'a pas de cycles orientés).
Au chapitre IV nous donnons une caractérisation de ces

algèbres qui sont isomorphes à une algèbre de carquois

sans cycles.

c) Soit A = kC/R le quotient d'une algèbre de carquois par un

idéal de définition. Nous avons vu que CA = C. Si nous
faisons les choix (nécessaires pour construire <1» d~ la

façon évidente, nous obtenons <1> surjective et de noyau

exactement R. Cependant, un autre choix peut mener à un

noyau différent de R.

§5. <1> EST SURJECTIVE

Avant de le démontrer, voici deux lemmes.

LEMME: Si A est sobre, alors A/radA est sobre aussi.

Preuve: Si A = Plœ ...œp , avec {P.} des projectifs indécom---- n 1
posables deux à deux non isomorphes,

Par la correspondance bijective du 1er chapitre, ces

simples sont deux à deux non isomorphes. 0



32.

LEMME : Si A est sobre, A/radA est un produit direct de

copies du corps.

Preuve: nous avons A = A/radA = Sle ...eSn,

i~j. Décomposons 1 = el+ ...+en.

avec S. #- S.
~ J

si

Assertion ces idempotents sont centraux. En effet, si xEA,

x = x·1 = xel+ ...+~e avec xe. E Ae.n ~ ~
= elx+ ...+enx. Si nous montrons que
est montrée, car alors xe. = e.x Dar~ ~ ..

sition de x dans la somme directe.

Pour voir que e.xE S., décomposons-le sous la forme~ ~

e.x = e.xel+ ...+e.xe . Mais le morphisme Ae. ~ Ae. défini~ ~ ~ n ~ J
par ae. ~ ae.xe. est nul si i~j (puisque Ae. #- Ae.). Donc

~ ~ J ~ J
e.xe. = 0 si i~j et e.x =e.xe. E Ae ...Puisque ces idempotents

~ J ~ ~ ~ ~

sont centraux Ae. est une k-algèbre. Or HomA(Ae. ,Ae.) ~ e.Ae.,~ ~ ~ ~ ~
comme nous l'avons déjà vu. Mais e.Ae. est un corps gauche

~ ~ .
extension finie de k (car c'est l'anneau d'endomorphismes d'un

= S., et x~
e .x E Ae, =

~ ~
l'unicité

= l·x =

S., l'assertion
~

de la décompo-

simple). k est algébriquement clos donc e.Ae. ~ k. D'autre~ ~
part nous avons vu que Ae. =.e.Ae ..~ ~ ~

Donc A/radA ~ kx ...xk en tant qu'algèbre. 0

Remarque: cette démonstration est en partie celle du théo­

rème de structure des algèbres semi-simples de Wedderburn-Artin.

THEOREME : Le morphisme ~ : kCA ~ A défini plus haut est
surjectif.

Preuve : Considérons les éléments suivants de A

{el, ...,e }U{x ICl.E UA,.}n CI. ~J

Tous ces éléments se trouvent, par construction dans

l'image de ~ , qui est une sous k-algèbre de A.

Il est donc suffisant de montrer qu'il s'agit d'un

système de générateurs de A en tant que k-algèbre.

C'est-à-dire que tout ÀEA peut s'écrire comme polynôme en

ces éléments (à variables non commutatives:).



Regardons la suite exacte

o - rad1\c.- 1\ -- 1\/radA - 0

qui se scinde en tant que suite de k-espaces vectoriels

Ainsi, si nous montrons que tout élément de rad1\ s'écrit

comme un k-polynôme en les {x laE UA ..}, nous aurons fini.a ~J
C'est ce qu'affirme la proposition suivante.

Remarquons d'abord que puisque

rad1\/rad21\ = œ e. (radA/rad21\)e.,
.. J ~~,J

2
{x 1 a E UA ..} est une k-base de rad1\/rad 1\.a ~J

PROPOSITION : Soit 1\ une k-algèbre de dimension finie et soit

{xa 1 a E A} un ensemble quelconque d'éléments de rad1\ tels que
- 2
{x 1 a E A} est un k-base de rad1\/rad 1\.a

Soit B l'ensemble des éléments de 1\qui peuvent s'écrire

comme des k-polynômes sans terme constant en les x ,a E A.a
Alors rad1\ = B.

LEMME : 9-Soit a9-E rad9-1\avec 9-~1. Alors il existe a9-+lE rad9-+l1\

et b E B c: B tels que a9- = a9-+l+b.

Ce lemme démontre la proposition

s'agit d = voir que rad1\c: B. Mais du

tout a E rad1\ et pour tout n EJN,

b E B. CO.nme rad1\ est nilpotent,

le lemme.

Na turellement, B c: rad1\ . Il

lemme on déduit que pour
m

a = a +b avec a E rad 1\ et
fi m

le résultat suit. Prouvons donc

Preuve dl lemme: Faisons une récurrence sur 9-. Considérons la

suite exacte de k-espaces vectoriels

o --+ 2 2
rad 1\ -- rad1\ ~ rad1\/rad 1\ - 0

et choisissons la section g : rad1\/rad21\ ~ rad1\ donnée par
- 2

g(x ) = x . Alors, en tant que k-espaces, rad1\ = rad 1\œImg.a a



Alors 0 = ~(a) = rÀ.e. + ~(x). Par la construction de ~~ ~

et puisque xE F, nous avons que et> (x) E rad , d'où

rÀ.e. E r.adA, qui est rlilpotent.~ ~

Les e. sont idempotents orthogonaux, donc rÀ.e. n'est
~ . ~ ~

nilpotent que si les À. sont nuls.~
Donc a = x E F.

2) ker~ c:F2 .

So~t a E ker<p. Par ce qui précède,

a = rÀ et + y
et

35

2
où y E F et parcourt les flèches de C.

Alors 0 = ~(a) = rÀ x + ~(y).
2' et CI. 2

~ (y) E rad A, puisque y E F

Si l'on regarde modulo rad2A, on obtient

Mais {x 1 et E UA ..} est une base de radA/rad 21\.Donc chaque
et ~J 2

À = 0 et a = y E F .a

3) ker~ contient une puissance de F.

En effet, Frc:~-l(radr1\) pour chaque r, par la construction

de <p.

Mais radA est nilpotent, di~ns radr1\ = O.
n -1

Donc F c:.~ (0) = ker:j>. 0

Remarque: CI est canoniquement déterminé par 1\. Il n'en va;,
pas de même pour R

C = .~.~.

~.~

Rl = idéal de kC engendré par 3a + Sy

R2 = idéal de kC engendré par .3.:1. - 5Y

Rl et R2 sont des idéaux de définition différents si la ca­

ractéristique de k n'est pas deux, et cependant kC/R1 ~ kC/R2.



Jb.

CHAPITRE III

REPRESENTATIONS DE CARQUOIS

Nous voulons essayer de connaître modA , pour A une

k-algèbre de dimension finie. En utilisant CA et R (bien que

celui-ci ne soit pas canoniquement donné par A) nous verrons

que les A-modules peuvent être "vus" sur CA. En particulier,
certains modules (projectifs, simples;ei6;) se "voient

très Sien".

Pendant tout ce chapitre, C est un carquois arbitraire,

R un idéal admissible de kC et A = kC/R.

§l. REMARQUES SUR LES IDEAUX ADMISSIBLES

Nous avons déjà montré l'intérêt des idéaux de défi~i­

tion. Nous allons maintenant les décrire un peu mieux. Nous

verrons que l'on peut choisir un "bon" système de générateurs

pour R.

Remarque En général, kC n'est pas noethérien. Par exemple

C = aC·~ 6.

2
(a) c= (a,aS) c= (0.,0.6,0.6 ) c= ...

est une chaîne ascendante non stationnaire d'idéaux à gauche.

Cependant, nous avons le résultat suivant:

PROPOSITION

finie.

Un idéal de définition R est de génération

Preuve Nous savons que pour un certain n, nous avons une

suite exacte

Fn est un kC-module de génération finie (les chemins de

longueur n l'engendrent). Il suffit donc de voir que R/Fn est

de génération finie.



92. REPRESENTATIONS DE CARQUOIS AVEC RELATIONS

Dans ce paragraphe il n'y aura qu'une liste de défini­

tions et un exemple. Puis nous verrons au paragraphe suivant

que ce qui a été fait consiste à décrire la catégorie des

A-modules.

1. Une ~ep~é6en~~~~on V du carquois C (une k-représentation)

est la donnée de ((V,) 'EC ' (f ) EC ) où les V. sont des
~ ~ 0 a a l ~

k-espaces vectoriels (un par sommet de C) et les f sonta
des applications linéaires (une pour chaque flèche a) .

Naturellement, on demande que si a est une flèche de i à j
("i ~ j") alors f : V, - V.

~ J

2. Un mo~ph~~me de ~ep~é6en~~~on~ ~ : V -- West la donnée

d'une famille ~ = (~.) 'EC ' où les ~. sont des transfor.ma-
~ ~ 0 ~

tions linéaires (une par sommet) de source V. et de but~
W., telles que pour chaque i ~ j le carré~

f
V.

~V,

~il' fcornmute.'J
.•. W.

-w.
~ ga J

'"

C'est-à-dire que ~.f = g ~. pour toute i ~ j de C.
J a CI. ~

3. Si V est une représentation de C et y = (j!an, ..,alii) est

un chemin orienté non trivial de C, nous pouvons évaluer

V en y :

38

V(y) = f
:t. n

o ••• 0 f
::t. l

et donc V(y) : V. - V. est une apolication linéaire.
~ J -

Si J = [À Y est une relation lisible, disons de i à j,v

on peut évaluer V en J en posant

v (;J) = [~, V (y)
'(

et, à nouveau, V(o) V. ~ V. est linéaire.
~ J



4. Soit V une représentation de C et p une relation lisible

de R. Nous disons que V v~4~6ie p s'il l'annule

c'est-à-dire si V(p) = O. Nous disons que V v~4i6ie R si V

satisfait chacune des relations lisi~les de R.

LEMME: Soit {Pl, ...,Pm} un système lisible de générateurs de R.

Alors V vérifie R si et seulement si V satisfait p. pourl
chaque i = l, ...,m.

Ainsi, pour voir si V vérifie R, un nombre fini de

calculs sont nécessaires et le résultat ne dépendra pas du

système lisible de générateurs choisi.

5. Notons Mod(C,R) la catégorie dont les objets sont les re­

présentations de (C,R) (i.e. représentations de C vérifiant

R) et dont les morphismes sont ceux décrits en 2, avec la

composition évidente ("sommet à sommet").

Notons aussi mod(C,R) la sous-catégorie pleine de Mod(C,R)

dont les objets sont les représen~ations V telles que Vi
est de dimension finie pour chaque sommet.

6. Voyons un exemple

~ 2 S yS
l~ ~4~ r

~ 3~ ~ 6ô

R = <Ba-çs,nB,yôn> est un idéal de définition de kC, car

p5 C R = p2.

Le système de générateurs donné est certainement lisible

Ba-çs est une Jteta..tion. de c.ommu,ta.;U_v..i..t~ (une relation

lisible qui est la différence de deux chemins) tandis que

nB et yôn sont des Jteta.t..i..on.~ zéJto (ce sont des chemins).

Un objet de Mod(C,R) est donc V = ((Vi' ..,V6), (fa'" .,fn»

avec fsf -f f = 0, f fB = 0 et f f~f = O.. a sE n Yun

De façon plus commode à dire, V est un diagramme d'espaces

vectoriels et transformations linéaires



tel que le losange de gauche commute et f fo,f f~f sontTl jJ y" Tl

nuls. Si W est une autre représentation,

~ = (<D. : V. - V.). l 6 est un morphisme si "les.. ~ ~ ~ ~= ...
carrés verticaux commutent"

§3. CORRESPONDANCE ENTRE MODULES ET REPRESENTATIONS

Rappelons que A = kÇjR. D'une part A est une k-algèbre

et nous disposons des catégories de modules à gauche ModA et

modA .

D'autre part nous venons de définir les catégories de

représentations Mod(C,R) et mod(C/R).

Ces quatre catégoriès sont des exemples de k-catégories

c'est-à-dire que chaque Hom(X,Y) est un k-espace vectoriel et

que la composition de morphismes est bilinéaire.

Deux catégories A et B sontéqu~valen~e~ s'il existe

des foncteurs F : A - B et G : B - A tels que FG ~ lB et

GF ~ lA (FG ~ lB veut dire que pour chaque objet Y de B, nous

disposons d'un isomorphisme FGY ~ Y et cela de façon natu­

relle, i.e. si y' est un autre objet de B et f : Y - y' est

un morphisme, alors

FGY

Tly

-y! 1FGf
i fcommute.J -i

FGY'
- y'

Tly'

Nous disons que deux k-catégories A et B sont éq~­

valente~ si les équivalences F et G sont des k-6onc~eu~~

40.



ModA -Mod(C,R).

41.

(c'est-à-dire que restreints à chaque k-espace de morphismes,

ils sont k-linéaires) .

Nous allons esquisser la preuve du

THEOREME: Les k-catégories ModA et Mod(C;R) sont équivalentes,

par des foncteurs qui se restreignent bien à modA et mod(C,R) ,

ce qui montre que ces deux dernières k-catégories sont aussi

équivalentes.

Nous allons donner les grandes lignes de la démonstra­

tion. La preuve est importante car elle fournit le moyen

explicite de traduire modules en représentations et vice-versa.

A. Des modules aux représentations

Nous allons définir un k-foncteur F

Soit M un A-module.

Si i est un sommet de C,V. sera le k-espace T.M, oü~ ~
T. est la classe de T., le chemin trivial en i, dans A = kC/R..~ ~

Si i ~ j est une flèche de C, définissons

un A-module, f est k-linéaire.a
Nous avons donc construit V une représentation de C.

f a
= ax

V. - V. comme
~ _ J

( = T. ax EV. ) •
J J

C'Omme M était

l'"action de a" c'est-à-dire que f (x) =a

Pour pouvoir poser F(M) = V il nous faut encore voir que V

vérifie R.

Soit P = LÀ Y une relation lisible de R, de i à j.
Y

Supposons que chaque y est de la forme y = an ...al (cette
expression varie avec y) .

Si x EV. ,on a que V (p) (x)= LÀ V (y)(x)=Àf..f(x) =~ yy aal- - - n
= LÀ a ...alx =

(LÀ y)x = ox = Ox = O.
y n

y .

Nous avons ainsi défini F sur les objets.

Soit ~ : M ~ N un morphisme de ModA. Nous voulons un

morphisme de représentations F~ = (~.) : V ~ W (en posant~
F(M) = V et FN = W).

Si iECO' chaque élément T.X de V. (= T.M) va par ~ sur~ ~ ~
L.~(X), c'est-à-dire que ~ peut bien se restreindre en~
cp. : V. ~W .•~ ~ ~



La famille F(<P) = (<P.) est un morphisme~
il faut vérifier que <p.f = g <P. pour chaque iJ Ci. Ci. ~

Cela suit des définitions et du fait que <p est

de Mod(C,R)

Ci. • d- J e C.

de A-modules.

42.

Il est facile de voir que F ainsi défini est un

k-foncteur.

B. Des représentations aux modules

Nous fabriquons un k-foncteur G : Mod(C,R) -~ ModA.

Soit V = ((V,), (f )) un objet de Mod(C,R).
~ Ci.

Considérons le k-espace vectoriel

Nous voulons donner une structure de A-module à M et

poser G(V) = M.

Nous verrons d'abord que M a une structure naturelle

de kC module. Nous allons définir ce que vaut ym, pour mEM et

y un chemin orienté. Cela se prolonge d'une seule façon pour

obtenir une action de kC sur M.

Si Y est le chemin trivial

T ,ro = m.
~ ~

T . ,~
alors

(dans l'expression M =

de m) .

œ V" m. désigne la ième composante

iECO ~ ~

Si Y est non trivial, considérons l'application liné-

aire V(y) : V, - V. (si y va de i à j). Comme m.EV"
~ J ~ ~

V(y) (m.)EV. et ce sera la seule coordonnée non nulle de ym,
~ J

c'est-à-dire que

cS 'nV(y) (m.)J '" ~

o si j~Q,

où 0jQ, = symbole de Kronecker =

Ainsi M est un kC-module. Mais puisque V vérifie R,

nous obtenons que RM = O. Ainsi M est un kC/R-module.

Posons G(V) = M.



v -- West un morphisme de représenta-Si <p =-(<P.) ~
tions, nous voulons un A-morphisme

qj.

œ<jJ. est de kC-modules (en sa­~

chant que (<P.) est de représentations et avec les structures~
de modules définies sur G(V) et G(W».

Il est immédiat de voir que nous obtenons un k-foncteur

œ<p. : G (V) - G (W) •~
Il est facile de vérifier que

G(<P)

,Puisque G(V) =

G (V) - G (W)

V. et G(W) =~ œ W., nous avons

iE:CO ~

G : Mod(C,R) - ModA

C. L'équivalence

Il suffit de voir maintenant que nous avons des isomor­

phismes naturels n : FG - IMOd(C,R)' et f : GF - IModA .
En fait l'identité fait ici l'affaire, ce qui montre que les

catégories sont isomorphes.

D. Restriction de l'équivalence

Il suffit de montrer que tout objet de modA va par F

sur un objet de mod(C,R), et réciproquement pour G.

Cela suit de l'observation du chapitre l : modA

coincide avec la sous-catégorie pleine de ModA dont les

A-modules sont de k-dimension finie.

Remarque: Par F, on peut considérer dans Mod(C,R) toutes

les constructions faisables dans ModA. Il est possible de

décrire le noyau, l'image d'un morphisme de représentations,

ainsi que les isomorphismes, les injections, les surjections,

les suites exactes de Mod(C,R). Si V et W sont deux représen­

tations, leur somme directe a un sens, elle se fait sommet à

sommet et l'on fait la somme directe des applications liné­

aires.



Nous allons donner maintenant la description diagram­

matique de certains modules intéressants : les simples, les

projectifs indécomposables, leur radical, les injectifs in­

décomposables.

§4. DESCRIPTION DES MODULES SIMPLES

DEFINITION: Si j est un sommet de C, S. est la représenta­
J

tion de C qui porte le corps au sommet j, 0 partout ailleurs

et dont toutes les applications linéaires sont nulles.

Clairement, S. est une représentation de C vérifiant R,
J

quel que soit R de définition.

Elle ne possède aucune sous-représentation non triviale,

elle est donc simple, le simple associé au sommet j.

Les (S.)'EC sont donc simples et non isomorphes deux
J J 0à deux.

La liste est complète car nous savons que (T.) 'EC est
~ ~ 0

un système d'idempotents orthogonaux primitifs dont la somme

est l de kC/R, qui est une algèbre sobre.

Il y a donc autant de types de projectifs indécompo­

sables que de sommets et donc autant de types de simples que

de sommets. Nous avons ainsi le bon nombre de simples.

Il suit de la description des simples qu'une représen­

tation est semi-simple si et seulement si chaque f est O.a

§5. DESCRIPTION DES PROJECTIFS INDECOMPOSABLES

Il suffit de traduire chaque AT. en une représentation,~
P. = ((P.)., (f )) de (C,R) au moyen de F, le foncteur du §3.

~ ~ J a
On obtient que

-(P . ), = L. 1\T . = T, k C 1: . / T . RT •
~J J ~ J ~ J ~

Si R=O, ou~iens'il n'y a pas de relations lisibles

de i à j, (P.). est alors le k-espace vectoriel de base tous
~ J

les chemins orientés de i à j. (i est le sommet fixe dont

nous regardons le projectif) .
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S' il existe une relation lisible de i à j, (P.). est
1. J

un espace de dimension strictement plus petite que le nombre

de chemins orientés de i à j.

Pour chaque flèche j ~ s de C, l'application linéaire

est telle que f (y) = ay,a
est donc "la prolongation"

f : ~.kC T·/T.RT. --a J 1. J 1.

pour tous les chemins y

, kC T./T R'.s 1. S 1.
de i à j. f a

de chaque chemin de i à j avec a, ce qui en fait ~ chemin d~

45.

i à s.
Si R=O, f est toujours injective. Mais si R~O, f n'esta a

en général pas injective.

ExemDle..

Voici la liste des projectifs indécomposables.

l k l ..........--0
P - k~ ~k'Î'l - ~. ~I

~k l 0

k l 0
Pz = o~-~k~Î ~O~ ----"'0

o 0 k
P'3 = o~ ~k~Î l~k~ ~k

~o~ ~k

P •• = a k t l---..,. a ----- ~k



96. DESCRIPTION DE rad~.
~

Décrivons d'abord radP .. Comme tout à l'heure, il nous~
faut traduire rad(AT.) en une reorésentation notée~ ~

radP. = «radP.).,(g))
~ ~ J a

D'une part nous avons rad (AT.) = (rad~)T .. Mais aussi~ ~
radA = F, puisque R est de définition.

Donc
(radP.). = T.F T. = T.F T./T.RT.

~J J ~ J ~ J ~

Il est clair que si i~j, T.FT. = T.kC T., d'oü
J ~ J ~

(rad P.). = (P.). si i~j.
~ J ~ J

Remarquons aussi que, pour i=j, (P.). = T.kC T./T.RT. =
.. 2~~ ~ ~ ~ ~

= kT. ED l.FT./T.Rr.; cela est dû à RcF cF et montre que~ ~ ~ ~ ~

dim. (rad P ,). = dim. (P.). - l1< ~~ 1<. ~~

qui correspond à l'élimination du chemin trivial T ..~

Remarquons que si C n'a pas de cycles orientés qui

passent par le sommet i, alors (radP.). = O.~ ~
Pour chaque flèche j -~ s de C, il est clair que g esta

la restriction de f .a
Voici les radicaux des projectifs du paragraphe pré-

cédent

____ k~ ____ 0
radP1 = O~ ~k~Î

k 1 0
~o~ ~O

(= S'••)
radP2 = O~o..----"'k---.,.~

~ t-

~ 1.':->-~·(= Plo)radP3 = O~o~t'o.~k 1
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radPs

radPs o ( 1.0 Lk9"k= O~ ----k~ r cn
~o ----- >k

c= p••)

(= Ps)

47.

Voyons maintenant le cas où m~2. Comme avant

(rad~.). = T.~. =
~ J J ~

m
T (F +R)L.!T.RT.

J ~ J ~

Ainsi (ra~.). est le sous-espace vectoriel de (P.).
~ J ~ J

engendré par les classes de chemins de i à j de longueur plus

grande que ffi.

Quant à l'évaluation de rad~. sur chaque flèche a, il~
s'agit de la restriction de f aux sous-espaces décrits.a

Remaraue : si m=2, nous pouvons être plus précis:

si jf; i , (P .). = t. kC T.!T RT. = (T.F2T .!T .RT .)e (EBky) ,
~ J J ~ J ~ J ~ J ~ y 2

Y parcourt les flèches de i à j, cela eS,tdû à Re F . On en

déd1:lit que si ;..,...A .. est le nombre de flèches de i à j,
~J

dim. (rad2p.). = dim. (P.). - *fA.. si if;jK ~ J K ~ J ~J

Pour j=i, (P.), = (T.kC T.)!(L.RT.) =
,2 ~~- ~ ~ ~ ~

= ("['.F L.)!(T.Rt.) EB eky où y parcourt les lacets en i. Donc~ ~ ~ ~ y

dim. (rad2p .). = dim. (P.). - [# A., + 1]K ~ ~ K ~ ~ ~~

37. DESCRIPTION DES MODULES INJECTIFS INDECOMPOSABLES

Nous avons vu au chapitre l qu'il existe une dualité

D : :nod •.\ - mod:,.
a.

Mo .-. Œ1 = H o~ (M, k )

des modules à droite vers les modules à gauche.

(DM est module à gauche via (a'~) (x) = ~(xa)).



a (Ii)j =
Si
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De plus, si (P.) est une liste de projectifs indécorn­l
posables à droite de A , (OP.) est une liste d'injectifs in­l
décomposables à gauche de A.

Il est clair que les projectifs indécomposables à droite- ..
de A sont les (T.A)'EC .l l 0

Ainsi la liste des injectifs indécomposables est

(D(T.A»·EC·l l 0
Considérons I. = D(T.A).l l
Par le foncteur F de traduction en représentations, on

T.Ho~ (T.A,k) = Ho~ (T.AT.,k) = Ho~ (T.kC T./TRT. ,k).J K l K l J K l J l J
R=O (ou bien si T.RT. = 0) alors (I.). est le duall J l J

du k-espace vectoriel dont la base est l'ensemble des chemins

qui vont de j au sommet i (i est le sommet fixe dont nous

regardons l'injectif). Sinon, on obtient un espace vectoriel

de dimension inférieure, mais qui est quand même engendré par

les duaux des classes des chemins décrits.

Remarque: Le dual y* d'un chemin corresDond à la construction

de la base duale d'un espaoe vectoriel de base donnée, i.e.

y*(o) = 0 si o~y , e~ =1 si o=y.

Pour chaque flèche j ~ s, l'application linéaire

f : Ho~ (T.AT.,k) ~ Ho~ (T.AT ,k) est celle qui envoie lea K l J K l S
dual y* d'un chemin de j à i sur ay*.

Mais ay* évalué en un chemin 0 de s à i ne vaut l que

si oa = y, autrement c'est 0, puisque ay*(o) = y*(oa).

Donc ay* vaut 0 si y est un chemin dont la première

flèche n'est pas a, et vaut 0* si oa = y.

Ainsi

f (y*) =a
o si y ne débute pas avec a,

0* si y = oa.

Nous reprenons pour la dernière fois l'exemple de ce

chapitre et décrivons les injectifs indécomposables :



Il = k~>o~f (= SI)
~o ~o

.-J.-?k 0
I2 = k~ ~o~t ..-->? ~ 0

o a
I3 = k~ ---'o~t~k~ ~o

_ .-J--?k~ ~ k
It, - k~~k~t 1

1 k 1 0 k

Remaraues•

1) On appelle pu~t~ de C un sommet i duquel ne part aucune

flèche, et ~ou~ee un sommet auquel n'aboutit aucune flèche.

Il est aisé de voir que le projectif Pi n'est simple que si

i est un puits, tandis que Ij ne l'est que si j est une
source.

2) Comme conséquence de la description du radical d'un pro­

jectif et de son carré, on tire que

Nous retrouvons là le résultat établi lors de la cons-

truction du carquois de Gabriel d'une algèbre: nous

avions vu que F ri .. = nombre de sommands directs isomorphes
~J

à S. dans une décomposition de radP./rad2p ..
J ~ ~
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CHAP lTRE IV

ALGEBRES HEREDITAIRES ET UNISERIELLES

Soit (C,R) un carquois avec relations, et A = kC/R.

Etant donnée une famille d'algèbres vérifiant une propriété

algébrique, nous voudrions transporter cette propriété à C

et à R.

Nous avons vu, par exemple, qu'une algèbre n'est de

radical carré nul que si R = F2.

§ 1. ALGEBRES HEREDITAIRES ET QUOTIENTS D'HEREDITAIRES

DEFINITION : Une k-algèbre est héréditaire si tous les

sous-modules des modules projectifs sont encore projectifs.

Remarque l : Cela signifie exaçtement que la dimension pro­

jective globale (qui est le maximum des longueurs des résolu­

tions projectives par couvertures projectives des modules) est

1. Remarquons aussi que A est semi-simple si et seulement si

cette dimension est O.

Remarque 2 : Pour une k-algèbre de dimension finie il suffit

de calculer le maximum des dimensions projectives des simples,

pour obtenir la dimension prodective globale. (voir [Jl] p.56).

Ainsi, A n'est héréditaire que si le radical de chacun

des projectifs indécomposables est encore projectif.

LEMME : Si A est héréditaire, P et Q des projectifs indécom­

posables, alors tout morphisme f : P ~ Q est soit nul, soit

injectif.

Preuve: P/ker fC--..Q et donc P/ker f est projectif. Donc

P -.-+ P/ker f se scinde. Mais P est indécomposable, donc

P/ker f ~ P (et donc ker f = 0) ou bien P/ker f = 0 (et donc

50.
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PROPOSITION: ~ est héréditaire si et seulement si C n'a pas

de cycles orientés et R=O.

Preuve : Nécessité : Supposons ~ héréditaire, et supposons que

C possède un cycle orienté y = (ilan..alll), avec n~l.
Or chaque flèche s ~ t de C induit un morphisme non

nul de ~-modules (kC/R)~, ~ (kC/R)~ par multiplication à~ s
droite par~. (Il est non nul car ~t va sur a, et a~R) .

Puisque ~ est héréditaire nous obtenons une composition

~ ...~ de morphismes injectifs, qui est donc un automorphisme
al an

du projectif en i.

D'autre part, cette composition est en fait le multi-- --
plication à droite par y. Mais yEF = rad~ qui est nilpotent.

Donc $ ..~ est un endomorphisme nilpotent. Cela est impos­
an al

sible car un isomorphisme ne peut être nilpotent. C n'a donc

pas de cycles orientés.

Si maintenant R~O, nous aurions deux sommets i et j de C

avec une relation lisible de i à 4.

Puisque C n'a pas de ~ycle&, on a i~j. Pour la même

raison, nous pouvons supposer que p est "minimale", dans le

sens que si s est un sommet atteint par un chemin orienté 'en

provenance de i, il n'y a pas de relations lisibles de s vers j.

Considérons alors le projectif P .. Nous avons vu à la
,1,

fin du chapitre précédent que radP./rad2p. est égal àl ~
EB (**' A.t)St où ·wA, t = nombre de flèches de i à t. Donc sa

tEC ~ ~

cou~erture projective est EB (~A't)Pt' Mais la couverture
tEC ~

projective d'un module M est 2a même que celle de M/radM

(car M -- M/rad M est essentiel) .

Donc EB (ttA't)P est la couverture projective de
tEC ~ t

Or radP 0 est projectif, puisque 1\ est héréditaire.

Donc

Il est possible maintenant d'obtenir une contradiction.

Notons B l'ensemble des chemins dirigés de x à y.xy



L'étude des projectifs du chapitre précédent plus la

minimalité de p indiquent que

pour les t tels que Ait ~ 0 (pour ces t, il n'y a pas de

relations lisibles de t à j).

Comme i~j, nous savons que la dimension du radical de Pt

au sommet j est la même que celle de Pt.

Donc di~(radP). = r (~A't) (1:I:Bt.)= #B ..J tEC ~ J ~J
o

Mais nous avons remarqué que s'il existe une relation

lisible de i à j, alors dim. (rad P). < #- B ...K. J ~J
D'où la contradiction. 0

Suffisance: Supposons maintenant que C n'a pas de cycles

orientés et que R=O.

Soit P. le projectif indécomposable du sommet i. Nous~

allons montrer que radP. est projectif, ce qui prouve que A~

est héréditaire au moyen de la remarque 2.

Puisqu'il n'y a ni cycles ni relations, nous avons vu

que (radP.). = l'espace vectoriel de base B .., si i~j et~. J ~J
(radP.). = o. Quant à f pour s ~ j, elle est obtenue en~ ~ a
rajoutant à chaque chemin de B. la flèche a, ce qui en fait~s

5~

un chemin de B ...
~J

Si nous prenons les Pt avec Ait ~ ~ et
que nous obtenonsœ (:!:I=A.t)Pt,il est clairtEC ~

nou~ venons de décrire, qui était radP.~
o

faisons

le module que

Nous disons qu'une algèbre est de représentation finie

si le nombre de types de modules indécomposables est fini.

Le théorème suivant. donné dans démonstration, caractérise

les algèbres héréditaires qui sont de représentation finie.
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THEOREME : (Gabriel) Soit k un corps algébriquement clos.

Une k-algèbre A de dimension finie et héréditaire est de

représentation finie si et seulement si son carquois de

Gabriel CA débarassé de l'orientation es~ un diagramme
de Dynkin, c'est-à-dire un des diagrammes de la liste

suivante

A •0 •..-- .•n~l
l 2

......
n n

.•

•.............• n-l

n~4
D l2 .....•• n-2 ~n .n

E6

·.-0--.--"
l 2356

1
·4

E7
·.__ .--0.--.l 23567

1
·4

Ea

..--0--.--" .• --.l 23567a
1

·4

Une première démonstration fut donnée par Gabriel [Gb].

Puis Bernstein Gelfand et Ponomarev [B-G-P] apportèrent une

preuve qui a l'avantage de produire les modules indécompo­

sables à partir des simples de la même façon que le groupe

de Wevl produit les racines positives à partir des simples.

DEFINITION: Une algèbre quo~~en~ d'hé~éd~~a~~e est le

quotient d'un algèbre héréditaire A par un idéal l de défi­

nition.
Puisque les algèbres héréditaires sont exactement les

algèbres de carquois sans cycles orientés et sans relations,

nous obtenons la
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PROPOSITION: Une algèbre est quotient d'héréditaire si et

seulement si son carquois de Gabriel n'a pas de cycles

orientés.

§2. ALGEBRES UNISERIELLES

DEFINITION : A est une k-algèbre unisérielle (ou de Nakayama)

si tout module indécomposable a une unique série de composition.

Rappel: Une série de composition d'un module M est une

filtration décroissante de M par des sous-modules, dont les

quotients successifs sont simp~es.

La dimension finie de M assure qu'une telle suite finie

existe toujours, et le théorème de Jordan-Holder dit alors que

deux suites de cette sorte ont même longueur et que les qUO­

tients successifs sont isomorphes (à permutation près de

l'ordre d'apparition).

Nous demandons ici que chaque indécomposable ait

une seule suite de composition, c'est-à-dire un seul sous-mo­

dule maximal, puis un seul "sous-sous"-module maximal etc.

Nous disons alors que le module est uni~é~iel.

B~r~e : M a une seule suite de composition si et seulement

si M:::>radM :::>rad2M:::>...:::>0 est une suite de composition. Cela

provient du fait que radi+lM est l'intersection des sous-mo­

dules maximaux de radiM.

Les alqèbres unisérielles sont toutes de type fini

(c'est l'obiet de la proposition suivante) et leur "traduction"

en propriétés de carquois est bien agréable, grâce à un ré­

sultat de Nakayama qui les caractérise. C'est ce que nous

ferons plus loin.

PROPOSITION : Si A est unisérielle, alors A est de représen­

tation finie (c'est-à-dire que le nombre de types d'indé­

composables est fini).
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Preuve: Soit M indécomposable. Sa couverture projective est

alors indécomposable, càr elle est aussi celle de M/radM qui

est simple (M étant unisériel), et nous savons que les simples

et les projectifs· indécomposables sont eu ,bijection par la

flèche qui envoie chaque simple sur sa couverture projective.

Ainsi chaque indécomposable est quotient d'un projectif

indécomposable. Or ceux-ci n'ont qu'un nombre fini de sous-mo­

dules (exactement ceux de leur suite de composition).

D'autre part nous savons que le nombre de types de

projectifs indécomposables est fini. La proposition est ainsi

démontrée. 0

Remarque : Chaque indécomposable M est caractérisé par son "top"

(Le. M/rad~, qui indique quel projectif indécomposable il

faut prendre, et la longueur de sa suite de composition qui

indique par quelle puissance du radical il faut quotienter le

projectif pour obtenir le module M.

Naturellement chaque p/radip avec P projectif indécom­

posable, est indécomposable puisqu'il est unisériel (il est

évident que décomposable implique non usisériel).

Pour prouver la caractérisation de Nakayama des algèbres

ur.lsérialle , il nous faut un outil d'ailleurs fort utilisé en

représentation d'algèbres.

DEFINITION: Le socle d'un module'M (socM) est la somme de

tous les sous-modules simples de M.

Il est facile de voir que ce sous-module de M est

semi-simple et qu'il s'aqit là du semi-simple maximal de M.

soc M e-- M est un morphisme essentiel, dans le sens que

'IX cM, X n soc M:j:. 0, puisque tout simple de X est aussi simple

de M. Réciproquement un semi-simple essentiel dans M est son

socle.

Rappel: La bilection entre simples et injectifs indécompo­

sables (§4 chapitre I) est obtenue en envoyant chaque simple

sur son enveloppe inlective. Le socle de celle-ci est alors

le simple de départ.



PROPOSITION : (Nakavama) : Il suffit que les projectifs et

injectifs indécomposables de modA soient unisériels pour que A

soit unisérielle. (La réciproque est vraie par la définition

même d'une algèbre unisérielle).

Preuve: Soit M un module quelconque de modA. Nous allons

montrer qu'il est somme directe d'un unisériel et d'un autre

module. Nous pourrons alors recommencer avec ce dernier et

obtenir (en un nombre fini de pas puisque M est de k-d±mension

finie) que tout module est somme d'unisériels, ce qui montre

que tout indécomposable est unisériel.

Soit W un sous-module unisériel de M de k-dimension

maximale. Et soit Xc: M un sous-module maximal pour la propriété

xnw = O.

Considérons M/X. A66~4ma~~on: soc (M/X) est simple.

En effet, le noyau de W <::..... M ~ H/X est W n X qui est nul.

Donc la composition est injective. Elle est en plus essentielle

car si Y est un sous-module de M/X, son relevé dans M contient

X et donc intersecte-W. Si l'on compose deux morphismes

essentiels, le résultat est clairement essentiel. Ainsi

soc W ~ W ~ M/X est essentiel, d'oü soc W ~ soc (M/X). Or

socWest simple, puisque West unisériel, et l'affirmation est

prouvée.
Soit l l'enveloppe injective de M/X. C'est aussi celle

de soc M/X , car soc M/X <::..... M/X c..- l est le composé de deux

morphismes essentiels. Ainsi l est indécomposable et donc

unisériel par hypothèse.

M/X est donc sous-module d'unisériel, donc lui-même

unisériel. Nous en tirons que son top est simple, et que sa

couverture projective P est indécomposable, donc unisérielle.

/p

g " 1'L i
M -- M/X

'TT

En relevant la couverture projective en g : P -- M,

nous obtenons g (P)c: M, qui est isomorphe à un quotient de

l'unisériel P. Ainsi g(P) est unisériel.
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Evaluons la k-dimension de g(P) pour la comparer à

celle de W : puisque rrgest surjective, rrlg(p) est surjective
et donc g(P)+X = M.

Donc dim g (P) 2: dimM - dimX .

Mais nous avions wœx cM, puisque W n.x = o.
Donc dim W ~ dimM - dim X .

Mais W était unisériel de dimension maximale dans M.

Donc dimW = dimg (P) = dimM - dimX , et nous en tirons alors

que wœx = M. 0

Pour donner une description du carquois d'une algèbre

unisérielle, voici deux définitions intermédiaires

DEFINITIONS : A est un~~é~~ette a gauehe si tous les pro­

jectifs indécomposables sont unisériels.

A est un~~é~~ette a d~o~~e si tous les

injectifs indéoomposables sont unisériels. (A droite car la

condition équivaut à l'unisérialité de tous les projectifs à

droite indécomposables via la dualité).

Remarque: Grâce à la proposition de Nakayama, sérielle à

gauche .et à droite est équivalent à unisériel.

LE~Œ: Si radP/rad2p est simple (i.e. rad2p est le seul

maximal de rad P) ou nul (i.e. rad P est simple) pour tous les

projectifs indécomposables, cela suffit déjà pour que A soit

sérielle à gauche. (La condition étant évidemment nécessaire) .

Preuve: Soit P un projectif indécomposable. Si radP/rad2p = 0,

alors p::>·radP ::>0 est ·une suite de composition, Ci est donc la

seule. 2
Si rad P/rad P est simple, nous allons voir que

rad2p/rad3p est simple ou nul.

Soit Q ---!- rad P la couverture projective de rad P .

C'est aussi celle de rad p/rad2p puisque rad P - rad p/rad2p

est essentiel, donc Q est projectif indécomposable.
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Tout morphisme g : M --- N vérifie :

g(radM) = g(radA·M) = rad1\g(M) = rad1\·N = radN

2 . 2 3
Nous obtenons donc fi: rad Q - rad P ei:f" : rad Q - rad P

ce qui nous fournit f : radQ /rad2Q _ rad2p/rad3p.

Donc rad2p/rad3p est un quotient de rad Q /rad2Q qui est

en fait simple (par hypothèse, puisque Q est projectif indé­

composable) .

Ainsi rad2p/rad3p est soit simple (et isomorphe à

rad CVrad2Q) soit nul.

Nous pouvons alors recommencer le procédé avec

rad2P/rad3p et montrer que rad3p/rad4p est soit simple, soit

nul. Et le lemme est ainsi prouvé. o

PROPOSITION : A est sérielle à gauche si et seulement si son

carquois de Gabriel CA vérifie que de chaque sommet part au
plus une flèche.

Preuve Nous avons vu que le nombre de flèches allant du

semi-simple rad PS
grâce au lemme.

sommet du simple S à celui du simple T est égal au nombre de

sommands directs isomorphes à T dans une décomposition du

/rad2ps. La proposition est alors évidente
o

PROPOSITION : A est sérielle à droite si et seulement si son

carquois de Gabriel CA vérifie qu'à chaque sommet arrive au
plus une flèche.

Cette proposition découle immédiatement de la précé­

dente lorsque l'on remarque que:

* Un A-module à droite M est automatiquement un AOP-module à

gauche (Aop désigne le même k-espace vectoriel que A, mais

la structure d'algèbre est donnée par a·b = ba. M est

alors AOP à gauche via a·m = ma). Si P est A projectif à

droite, il est AOP-projectif à qauche.



59.

* A sérielle à droite veut alors dire AOP sérielle à gauche.

* Donc C vérifie la proposition antérieure. Mais C =
AOP ~ hOP

= (Ct\)op,où (CA)oP désigne le carquo~s obtenu en renversant

l'orientation de chacune des flèches de CA'

* La proposition précédente qui est vraie pour (CA)op implique

donc celle-ci pour CA'

COROLLAIRE : A est unisérielle si et seul~~ent si son

carquois de Gabriel C~ est l'un des carquois suivants:

1-2- ... -nen > 1)=
6

/,0 ~ 1
. ~n-1

2

t Jen > 1).,
-

\ , ,, ," ,
... ----

Cela est immédiat à partir de l'imposition simultanée

à CA des deux conditions des propositions préc~dentes. 0

Remarque l L'idéal des relations peut être absolument

quelconque pour autant qu'il soit de définition.

Remarque 2 : Si n=l, le premier carquois est un point (A=k),

tandis que le deuxième est un sommet avec une boucle (A est

un quotient de l'anneau de polynôme k(X]).

Rappel : est .1u..tC'-i..ilje.c..tév'e. si tout module projectif est

injectif (voir chapitre I).

Voici la caractérisation des algèbres unisérielles

autO-injectives
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PROPOSITION : ,\est unisérielle auto-injective si et seulement

si CA est du type

o ----'" 1 """ .? ~2

n-l 1t /
• 1' /" ....•.

Cn > 1)"'"

et d'idéal admissible R = Fh pour un h~2. (F désigne l'idéal

de kC engendré par les flèches), ou bien A = k.

Preuve: Supposons A unisérielle auto-injective. CA ne peut
être du type 1--2 -- ... -- n avec n>l, car P = AT estn n
un projectif simple non injectif.

Ainsi CA est du type indiqué. Analysons maintenant R,
l'idéal admissible.

Y~ désigne le chemin de C'débutant~
Notation

gueur ~.

Q. .

~ = min {Q.. EJN tq y ~ E R}
. ~

en i et de lon-

supérieure à 1., il s'agit alors d'un
~ h

Pour voir que R = F pour

Q.. Q. Q,

At' {o l n-l1. t t' d ~ ~ tsser ~on: Yo 'Yl ,...'Yn-l J es un sys eme e genera eurs
de R. En effet, si yER,

et YT. E R Dour tout i car Rest bilatère. Or YT. est un chemin~ - ' ~
qui débute en i et contenu dans R, il est donc de longueur

L'
multiple de Y.~~

un h~2, il nous faut voir

que ~o = 11 = ... = 1n_l = h.

Posons h = maxfL.}. Supposons qu'il existe un L. véri-
- ~. -. J

fiant Ij>h. Choisisson~ j ·de façon à ce que le sommet qui le
précède réalise le maximum h.

En renumérotant les sommets si cela est nécessaire,

nous nous r~~enons au cas LO = h et ll<h.



Assertion: Pl cPO· (D'oü la contradiction car Pi est injectif

par hypothèse, donc cette inclusion se scinde et Pl est

sommand direct de Po qui est indécomposable, donc Po ~ Pl' ce

qui n'est pas le cas).
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Description de Po : (PO}i est le k-espace vectoriel dont la
base est l'ensemble des chemins de 0 à i de longueur inférieure

à h.
Pour les compter, faisons la division de h par n,

h = qn+r, avec r<n.

q+l si i<r

q si i~r

Chacune des flèches est représentée par l'identité,

sauf deux exceptions :

r-l ~ r (lorsque r~l) est représentée par l'application

qui envoie le chemin de 0 à r-l de longueur qn+(r-l) sur 0,

tandis que chaque autre chemin est envoyé sur le chemin

obtenu en le "faisant suivre de r-l ~ r;·

n-l ~ 0 se représente par une inclusion car le chemin

TO de (PO}O ne peut être atteint.



•,
1

1
1

~

(m~)
Une description semblable de Pl fait apparaître des

inclusions naturelles de chaque (Pl)' dans (P ). qui font~ 0 ~
commuter les représentations des flèches.

(Un élément de base de (Pl)i est un chemin de l à i
de lOAgueur < il<h. En le faisant précéder par 0 ~ l, nous
obtenons un chemin de 0 à i de longueur un de plus, mais

toujours < h, donc un élément de la base de (P ).).o ~

Réciproquement: Si R = ph, contentons-ROUS de signaler que

la description du projectif du sommet i coindide avec celle de

l'injectif du sommet [i+h] où [i+h] désigne le représentant

modn de i+h compris entre 0 et n-l. 0

Remarque: La permutation de Nakayama (c.f. chapitre I)reçoit

alors cette mème description, i.e.

?lIn IZ ~ IZ/n IZ

[il f-+ [i+h]
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