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COUCHE LIMITE DANS UN MODELE DE
FERROMAGNETISME

Gilles Carbou!, Pierre Fabrie! and Olivier Gues?

I Mathématiques Appliquées de Bordeaux, UMR 5466 et Université Bordeaux 1,
351 cours de la Libération, 33405 Talence cedex, France.
2 Laboratoire J.-A. Dieudonné, UMR CNRS 6621, Université de
Nice-Sophia-Antipolis, 06108 Nice, cedex 2, France.

Résumé

On étudie le comportement asymptotique des solutions des équations de Landau-
Lifschitz lorsque le coefficient d’échange tend vers zéro. Une couche limite se forme
alors au bord du matériau, et on décrit cette couche limite.

Abstract

In this paper we study the asymptotic limit of the solutions of Landau-Lifschitz
equations as the exchange coefficient goes to zero. In order to perform this limit in
regular spaces, we have to take into account the singularity induced by a boundary
layer term.

1 Introduction

Le micromagnétisme est 1’étude des phénomenes électromagnétiques dans les
matériaux dits ferromagnétiques. Ces matériaux sont caractérisés par une
magnétisation spontanée modélisée par le moment magnétique qui est un
champ de vecteurs unitaires u défini dans €2, le domaine ou est confiné le
matériau :

u: Qc R — S?c R

Les variations de u sont décrites par I’équation de Landau-Lifschitz :



— =uANH.—uA (uN H,.) dans [0,T] x Q

Ou _ 0 sur [0,7] x 092 (L.1)

u(0, z) = up(x) sur

\
ou n est la normale au bord unitaire sortante, et ou le champ efficace H, est
donné par :

H, = *Au + H(u). (1.2)

On note H(u) := Hjg € L*(; IR?) ou le champ magnétique H € L*(IR*; IR®),
appelé champ démagnétisant induit par u, est la solution du probleme elliptique
suivant,

H ¢ L*(IR* IR?) ,
rot H = 0 dans IR* (1.3)

div (H + @) = 0 dans IR® ,

ou u désigne le prolongement de u par zéro en dehors de 2. L’opérateur
H(.), ainsi défini, opeére de fagon continue dans les espaces de Sobolev usuels
Wmr(Q), 1 <p < +oc.

Ce modele appelé quasistationnaire, ainsi que d’autres modeles ou (1.3) est
remplacé par les équations de Maxwell dynamiques sont décrits en détail dans
4], [22] et [28].

Le coefficient €2 dans (1.2) est appelé coefficient d’échange. Etant tres petit
devant les autres grandeurs du probleme, il est destiné a tendre vers zéro.

Lorsque le coefficient d’échange est fixé, Carbou et Fabrie démontrent dans
[8] l'existence locale (et globale a donnée petite si d = 2) d’une solution u de

u € C([0,T]; H*(Q)) N L*(0,T; H*(SY)) . (1.4)

Dans toute la suite, suivant la terminologie de [8], nous appellerons ”solu-
tions régulieres” les solutions de (1.1) possedant la régularité (1.4). Cepen-
dant, lorsque ¢ tend vers zéro, les estimations obtenues dans [8] disparaissent,
de sorte que l'intervalle de temps sur lequel 'existence de la solution réguliere
est garantie, tend vers 0.

Le but de notre article est d’analyser plus précisemment le comportement de
cette solution, lorsque € tend vers 0. Pour des données initiales dans H®(Q),
nous démontrons qu’en fait le temps d’existence de la solution réguliere tend
vers linfini et que (en général) la norme |lu(t,.)| g2y explose effectivement
quand ¢ — 0, pour tout £ > 0 fixé. Ceci est du a la formation d’une couche



limite au bord de 'ouvert {2, comme nous le verrons par la suite. En outre,
nous montrons que la solution converge vers la solution du systeme hyper-
bolique obtenu formellement en prenant € = 0. Cela constitue une justification
mathématique d’une approximation utilisée couramment dans les applications.
Des phénomenes analogues apparaissent souvent dans des problemes de per-
turbations visqueuses de systemes hyperboliques (cf. [3], [23], [12], [13], [11],
[26]).

2 Enoncé des résultats

On suppose que € est un ouvert borné régulier de IR*. Pour toute donnée
initiale ug satisfaisant ug € H?(), |ug(z)| = 1 pour tout z € Q, et dug/dn = 0
sur 052, on sait d’apres les résultats de l'article [8], que pour tout € > 0 fixé,
il existe une unique solution réguliere maximale de (1.1), notée u® qui a pour
temps maximal d’existence T et qui vérifie pour tout 7" < T*<:

u® € C([0,T]; H*(Q)) N L*(0,T; H3(Q)). (2.5)

Le but de cet article est de préciser le comportement de la solution lorsque
e —0.
Lorsque l'on prend ¢ = 0 dans I’équation (1.1), on obtient I’équation suivante

0
o _ u’ AH(u®) — u® A (u® A H(ul)) dans [0, +oo[x 0

ot (2.6)

u®(0,z) = uo(x) sur Q ,

pour laquelle il est naturel de n’imposer aucune condition sur le bord IR x 0f).
Comme nous 'avons indiqué dans l'introduction, H opere sur les espaces de
Sobolev (voir section 3):

Proposition 2.1 Pour tout entierm > 0, pour tout p €1, 4+o00[, H est linéaire
continu de W™P(Q) dans W™P(2).

Lorsque m > 3/2, 'espace W™2(Q) = H™((Q) est une algebre et 1'on peut donc
interpreter (2.6) comme une équation différentielle ordinaire dans 'espace de
Banach H™(2). On déduit alors du théoreme de Cauchy-Lipschitz I'existence
locale d'une unique solution du probleme 2.6. En fait, nous démontrons I’existence
globale de ces solutions (section 4.2) :

Théoréme 2.1 Soit m > 2. Soit ug € H™(Q) satisfaisant |ug(z)| = 1 pour
tout x € Q. Il eziste alors un unique u® € C([0, +oo[; H™(Q)) solution de (2.6).
En outre [u°(t, z)] = 1 pour tout (t,z) € [0, +o0[xQ, etu® € C*°([0, +oo[; H™(R)).



Du point de vue des applications, lorsque 'on doit effectivement calculer u®,
une approximation tres courante en milieu industriel, consiste a remplacer le
systeme (1.1) par le systeme (2.6), qui est plus “simple”. A notre connaissance,
il n’existait pas de résultat mathématique justifiant cette approximation, et
I'une des motivations de ce travail est justement de préciser en quel sens u°
est une bonne approximation de u®. Pour répondre a cette question, on doit
tenir compte de la présence d’une couche limite qui se forme au voisinage du
bord lorsque ¢ — 0. C’est un résultat de ce type que nous allons maintenant
décrire, obtenu sous la condition que la donnée initiale u° soit suffisamment
réguliere.

Fixons pour toute la suite de I'article une fonction ¢ € C®°(IR?, IR) telle que
Q= {p >0}, 00 ={p=0}et |[Vo(z)] = 1 dans un voisinage O de 90 '.
Puisque —V¢(z) coincide avec la normale unitaire sortante pour x € d€2, nous
étendons la notation et nous noterons dans toute la suite n(z) = —V(x)
(Vo € IR?). De facon analogue, nous noterons dy, le champ

j=d
an = —VIQO V= — Za‘r‘ygp(l’)g‘r] ) (27)
=0

a coefficients C*° sur IRY, et qui coincide sur 99 avec la dérivée normale sor-
tante.
Notre résultat principal est le suivant :

Théoréme 2.2 Soit ug € H°(Q) vérifiant |ug| = 1, duugjpn = 0. Alors, si on

note T¢ le temps mazimum d’existence de la solution réguliére de l’équation

(1.1) issue de la donnée initiale o, liH(l)Tg = +4o00. En outre, il existe une
£—

fonction U € L2.(IR; H*(Q,) ® H*(IRY)) telle que

u(t,z) = u’(t,z) + eU(t, 2, p(x)/g) + cv®(t, )

ot pour tout T < T¢, la fonction v° est bornée dans L>(0,T; H (), et la
fonction ev® est bornée dans L*>(0,T; H*(2)) N L*(0,T; H3()) .

La fonction U(t, x, z) introduite dans le théoreme 2.2 est un profil de couche
limite qui satisfait: lim, ., U(t,z, z) = 0. Par un simple changement de vari-
able, on en déduit que la solution maximale du probleme (1.1) converge effec-
tivement vers celle de (2.6) lorsque ¢ — 0, au sens ou d’une part, le temps
d’existence de u® tend vers l'infini et oti, d’autre part, u® converge vers u°
dans L?([0,T] x IR?) pour tout 7" > 0. De maniere plus précise, on déduit du
théoreme 2.2 le corollaire suivant :

1On a donc pour x € QN O1: ¢(x) = dist(z, Q).



Théoréme 2.3 Supposons ug € H*(Q), |ug| = 1, Onuojpn = 0. Alors, pour
tout T > 0, il existe ep > 0 tel que pour tout € € |0,er|, le probleme
(1.1) posseéde une unique solution u® appartenant a C([0,T); H*(2)) et celle-
ci converge vers u® dans C([0,T]; H*(Q)) pour s < 3/2 lorsque € — 0, ou
u® est donné par le théoréme 2.1. De plus, la solution u® reste bornée dans
C([0,T); H3*(2)) uniformément par rapport a € — 0.

Remarque 2.1 [l résulte aussi du théoréme 2.2 que la quantité ||u®(t,.)|| m2(o)
ne reste pas bornée (en général) quand € — 0, mais tend vers l'infini comme
e~L. Cette remarque montre qu’il est inévitable que les majorations en norme
H?(Q) de larticle [8] explosent quand € — 0.

Comme on le fait remarquer dans [8], puisque u est de norme 1, I’équation
(1.1) est équivalente pour les solutions régulieres a :

du 2 2 2, 2
a—sAuzau\Vzﬂ +efuNAu+u ANH(u) —uA (uAH(u).  (2.8)
Cette équation a pour mérite d’isoler le terme dissipatif et c’est avec elle que
nous allons travailler par la suite.
L’article est organisé de la maniere suivante. La troisieme partie est consacrée a
la démonstration de quelques lemmes techniques donnant diverses formulations
des inégalités de Sobolev et de Gagliardo-Nirenberg avec des normes adaptées.
On montre aussi dans cette partie quelques propriétés de 'opérateur H.
Dans la quatrieme partie, on construit formellement le développement asymp-
totique de u® et on montre que les termes qui le composent (a savoir u° et U)
existent en tout temps et sont réguliers.
Le calcul des équations vérifiées par le reste v° est fait dans la partie 5.
Les estimations sur le reste font 'objet de la sixieme partie.

Remarque 2.2 La théorie du ferromagnétisme a fait l'objet de nombreux
travaux récents parmi lesquels on peut citer J. Joly, G. Metivier, J. Rauch
[17], A. Visintin [27], G. Carbou [6], G. Carbou et P. Fabrie, [7], [8], D.
Sanchez [25] pour l'étude qualitative de divers modéles et l’étude qualitative

des solutions et S. Labbé [19], [20], P. Joly et O. Vacus [18], H. Haddar [14],
H. Haddar et P. Joly [15] pour des travaur numériques.

3 Quelques lemmes techniques

3.1 Normes équivalentes

Les résultats contenus dans cette partie sont rappelés ou établis dans [8].



Lemme 3.1 Soit Q un ouvert borné régulier de IR®. Il existe une constante C
telle que pour tout u € H?(Q) tel que Oqu = 0 sur 0N,

1
2

el sy < C (Il + 1AulZaey) (39)

1
2

IVallm < C (IVulle + 18ulq) (3.10)
et pour u € H3(Q) tel que Oqu = 0 sur 09,

1
2
IVull ey < € (IVullae) + I8ulaq) + IVAUlEag) ™. (3.11)

Remarque 3.1 On pourra consulter [1] et [2] pour l'inégalité (3.9), et [10]
pour les inégalités (3.10) et (3.11).

Grace au lemme précédent et grace aux inégalités classiques d’interpolation,
on peut re-écrire les inégalité de Sobolev et de Gagliardo-Nirenberg sous la
forme :

Lemme 3.2 Soit Q un ouvert borné régulier de IR®. Il existe une constante C
telle que pour tout u € H?*(Q) tel que Oqu = 0 sur 09,

1
lull oy < € (lulls + |1Aul)*, (3.12)
[Vullzse) < C (Julfs + [ duls)* (3.13)
1
2
IV0ll3 ) < Cllullzoy (1l + lAulag)) (3.14)

et pour tout u € H3(Q) tel que Oqu = 0 sur 052,

2 2 Aull? 3 2 Aull? 3 A i
I1D%ul| sy < C ((llullzz + 1 Aull2)® + ([lullze + [ Aull:) " [[VAulZ, ) -
(3.15)

3.2 Etude de 'opérateur H

On note H P'opérateur qui a u € L(Q; IR?) associe H(u) € L?(IR?, IR?), unique
solution dans L?(IR®, IR*) du probleme elliptique suivant

rot Hw) =0 , div (H(u)+a) =0

ou u prolonge u par zéro en dehors de €2, de sorte que suivant les notations de
Iintroduction H(u) = H(u)q.



Proposition 3.1 Pour tout p €|1,+o0[ et tout k > 1, il existe une constante
Cpr telle que

Voue W’“’p(Q% ”H(u)|QHW’€vP(Q) < Cp,kHU”W’w(Q)-

En particulier, pour tout k > 1, il existe une constante Cy, telle que
Vue HQ), [Hw)loll geq) < Crllullano)-

Preuve. Dans [8], on montre que 'opérateur H est borné dans tous les W?((2),
pour 1 < p < 400. La démonstration est exactement la méme ici :

1. On écrit que H(u) = —V1, ou ¢ vérifie :
—AyY = —div u dans €,
—AYp =0 dans €, (3.16)

[¢]|asz =0, [a‘“w]\asz =u-n,
ot ' =YQ et [1)] |aq est le saut de ¢ a travers 9.

2. On considere un ouvert borné régulier Qy contenant ) et on releve le
saut de 1 en considérant 1, € WHHHP(Qy \ Q) vérifiant :

¢1‘aQ:07 wl‘ag'g :0; an¢1|agy2 207 an¢1‘aQ:u'n>

ou ), est le complémentaire de (2,. Par surjectivité de la trace, I’existence
de v est évidente.

On est donc ramené a trouver ¢ solution de

([ —Ap = —divu dans Q,
—Alp+11)=0 dans Q, \ Q,
(3.17)
—Ap =0 dans
( [@llag, =0 [On¢ll5q, =0,

On note alors
f1 = —divulg,

f2 = AQ/}]. 192\57

f:f1+f27



Avec ces notations, ¢ est solution de

—Ap =f dans R? (3.18)

3. On applique alors les résultats classiques de régularité des solutions de
problemes elliptiques (cf. [21] page 196) et on obtient le résultat désiré.

En introduisant la transformation de Fourier notée F(-) définie par

(fu)(&):/ e~ tu(z)dx

Rd

on obtient pour H(u) I'expression suivante

H(u)(x) _ —(27T)_d/ eix-g (6 (fﬂ)(f))g d§ )

R4 ‘5‘2

Introduisons une fonction de troncature x € C°(IR?, IR), supp(x) C {|¢] < 1},
x(€) = 1 sur un voisinage de 0 € IR?. On écrit

H(u) = p(D)(u) + R(u)
ot p(D) est un cas particulier ? d’opérateur pseudo-différentiel matriciel de

symbole classique matriciel p € S°(IRS x IR¢; M3(IR)), défini par p(§) - v =

—(1 = x (&) (€ - v)€|€]72, qui agit sur une fonction v € (LQ(Rd))3 suivant la
formule

p(D)v(z) = —(27r)‘d/ (1 _X(Q)W

Re |€|2
= (2m)77 [ €7 P(E)(Fv)(§) dE,

et ot R(a) = —(2m)~% [pa €™ (& (Fa)(€)) € 1£]72 x(§) dx , est infiniment
régularisant (continu de L?(IR%) dans H*(IR") pour tout s € IR) (voir [9], [16]).
La proposition 3.1 entraine que p(D) satisfait la propriété de transmission
([9], [16], [5]) pour l'ouvert Q. Le résultat général suivant, qui s’applique au
cas de p(D), est du a Guy Métivier [24]

¢ dg

Théoréme 3.1 Soit P(x, D) un opérateur pseudo-différentiel classique de degré
0 sur IRYN possédant la propriété de transmission pour ), ouvert borné réqulier
de RN . Pour tout s > N/2 il existe ¢, > 0 telle que pour tout u € H*(Q):

U u (0
[P, DY(@)jall (@) < esllull <o In (1 " M) .
|ul| Lo ()

2C’est un simple multiplicateur de Fourier, son symbole p(¢) ne dépendant pas de z.



En appliquant ce résultat & P(D) on en déduit que pour tout s > 3/2, il existe
une constante ¢, > 0 telle que pour tout u € H*(2),

ﬂ) (3.19)

]| oo ()

1) ey < el ey In (1 +

estimation qui permet d’établir I'existence globale des solutions du probléeme
limite (e = 0).

4 Construction du développement asympto-
tique de u°

4.1 Ansatz

On cherche un développement asymptotique de u® et de H® = H(u) sous la

forme :
ut(t,z) = U° (t,x, @) +eU! (t,x, @) +...

Hé(t,z) = H° (t,x, @) +eH! (t,x, @) +...

ot les fonctions Ut et H' se décomposent sous la forme :
Vt,z,z) =V(t,z)+ V(txz,z),

avec V(t,z) = lim V(t,z,2).

zj—s—oo
On suppose que V, ainsi que toutes ses dérivées partielles aussi bien en x qu’en
z tendent vers zéro lorsque z tend vers +o00. En fait, le terme U? est un terme
intérieur d’ordre £* tandis que le terme U? est le terme de couche limite d’ordre
gt
On remplace alors u® et H¢ dans les équation (2.8) et (1.3) par leurs développements
asymptotiques et on identifie formellement les coefficients des différentes puis-
sances de €.

Ordre -1. La condition au bord dans (1.1) donne d,U? = 0 pour = € 9 et
z2=0
L’équation (1.3) donne :

Vo ANH? =0et V- (H?+U?) =0.

On obtient donc que H? = —(U? - n)n, et comme HO et U ne dépendent pas
de z, ceci peut s’écrire :

oo = —((%-n)njLK(t,:E),



ou K est une constante d’intégration. Maintenant, puisque H et U° doivent
tendre vers zéro lorsque z tend vers 400, on obtient que la constante d’intégration
K est nulle.
Ainsi, s s

HO = —(U% - n)n.

Ordre 0. De I"équation (2.8), il vient :

ou°
el IVp|2UL, = |V |UPU° + [Vo|PU AUL, + U ANH® — U A (U AHY).

On fait tendre z vers +o0o dans cette équation et on obtient :

o
e =U'ANHY— U A (U N HO). (4.20)
D’autre part, de (1.3), il vient :
rot H* + Vo A H! =0,
(4.21)
div (H°+U°) +Ve- (Ul + H!) =0.

En faisant tendre z vers 400, on obtient rot H° = 0 et div (H + U9) = 0, ce
qui se traduit par : L o
HO =H(U"). (4.22)

En soustrayant de 1’équation sur U° I’équation obtenue pour U?, on obtient
I’équation suivante pour UV :

—— —|VePUL, = |V |ULR(U0 +TP) + |V X(U° + TP) A UY,
+UOAHO + U0 A HO + U9 A HO
—UO A (UO A H®) — T A (UO A H) — U0 A (U9 A HY).
De la condition aux limites a ’ordre -1, on a que (726 = 0 pour z = 0. On prend

donc .
U0=0(

qui est solution de I’équation obtenue.

On écrit maintenant la condition de Neumann a l’ordre 0, et on obtient :

OnU° 40U} =0,



pour z = 0 et x € 9. Puisque 0, = —1 sur 0f2, et comme U0 est nul, on a :
Ul =0,U% en 2z = 0. (4.23)

Cette égalité n’est a priori vraie que pour x € 02, mais on I’étend pour x dans
le voisinage O, du bord.

Ordre 1. On écrit 'ordre 1 pour I'équation (2.8), en remarquant que les termes
en U? sont nuls puisque U° = 0.

ou!t
—— — |VPUL = |VePU AUL +U° A H + U A H° + termes trilinéaires.

ot
(4.24)
En faisant tendre z vers +00, on obtient alors :

7y
%%:UWUF+UUGW—WAHNAH%—UMGﬂAH%—MMHNAHU
(4.25)

Si on regarde 'ordre 1 dans (1.3), on obtient :

div (H' +U") + Ve - (U?>+ H?) =0,
rot H' + Vo A H? = 0,

et en faisant tendre z vers +oo, les termes en U? tendent vers zéro, et on
obtient que

T = H(T).

Ainsi, ’équation définissant U est linéaire, et si la donnée initiale est nulle, la
solution est nulle. On peut donc prendre :

Ul=0et H' =0.
L’équation en U devient donc :

oU* — N

el |VoPUL = |[Vo|PU AUL + U9 A H! + U' A HO — termes trilinéaires.
D’autre part, en ne gardant que ce qui concerne la partie en tilde dans (4.21),
ona:

Vgo-((/]\zi—irfAf;l):Oetho/\fAI;l:O.

En intégrant en z cette équation et en annulant la constante d’intégration
comme on l’a déja fait, on obtient que :

H'=—(U' - n)n. (4.26)



Joint aux conditions initiales en z que I'on a vu plus haut, ceci définit completement
tous les termes du développement asymptotique, comme nous allons le voir
maintenant. On remarque qu’a l'ordre 1, 'opérateur H se localise ce qui est

un phénomene analogue a ce qui se passe pour une couche mince (voir [6], [14]

et [15]).

4.2 Etude des profils
4.2.1 Existence de U°

On définit U° comme étant la solution de I’équation différentielle ordinaire en
temps suivante :

(oU°
— =U'ANHY— U A (U° A HO) sur [0, T[S,

(4.27)

| T HD),
On rappelle que ug € H*(Q) et que |up(z)| = 1 pour tout = € €.

On a alors la proposition suivante :

Proposition 4.1 L’équation (4.27) admet une et une seule solution qui est
dans C*(IR*; H?(Q)).

Preuve :

Premier pas : 'opérateur H est un opérateur linéaire continu de H>(2) dans
H?(Q). De plus, cet espace est une algebre. On peut donc appliquer le théoreme
de Cauchy-Lipschitz a 'équation (4.27), ce qui assure l'existence et l'unicité
de la solution maximale sur un intervalle de temps de la forme [0, T¢[.

o|U0)?

ot

ce qui montre que U reste de norme constante égale a 1, puisque ug vérifie
cette propriété.

En multipliant ponctuellement 1’équation par U?, on s’apercoit que =0,

Deuxiéme pas : majoration en norme H2.
Montrons maintenant que la solution maximale est bornée dans L>(0,T; H*(2)).
En dérivant deux fois I’équation dans les variables d’espace, on a :

2770 2770 o 770 770 770 770 _ 9224(770
0 (aU > o*U H(U0>+8U OH(TP) U0 IH(TY) O*H(U0)

_ — 0
8t zeﬁx] 8%8@-/\ 8x2 4 8xj + al’j al’z +U A 8%8%

+ termes trilinéaires.



On integre sur [0,¢] cette équation et on majore en norme. On obtient alors
sachant que |U°| =1 :

T < ol + [Tl T s
+ [ (@l + 1T e T ) ) s
+0 [ (1T LT = + [T [T () s

t
+0 [ (1T [T s+ [UTT)) ) s
Or, comme ||U%|z~ = 1, on sait que

IH@) 1 < Ol ([T =+ 1),

1T0)13 < CITO| 2.
Par ailleurs, puisque
1ROy < ClIT |10,

on a :
_ t _ _
Tl < lalle + € [ [ 10 (JT) i + 1) 1T s,
0

ce qui montre par théoreme classique de comparaison que U9(t) reste borné en
norme H?(Q) sur tout intervalle de temps borné.

Troisiéme pas : majoration dans H?3.

En dérivant trois fois en espace ’équation vérifiée par UV, en intégrant entre
0 et T, en majorant en norme et en remarquant que |U%(¢,z)| = 1 presque
partout, on obtient que :

T @) a2 < ||1to||m+0/0 1T2(3) 122 [ H(TO) (5) | Lol
+/O I|W(8)||H?H’H(m)(S)HHl+C/0 1T ($) 212 [ H(TO) ()| 2dls

¢
+C/ |H(UO)(s)||gsds + termes trilinéaires.
0



Or, on a montré dans le pas précédent que U° € L*(0,T; H*()) pour tout
T < T.. De plus, H est un opérateur borné de H® dans H®. En partic-
ulier, H(U%) est borné dans L>(0,T; H*(Q)), donc H(U?) est borné dans
L>(]0,T[x2). On obtient ainsi que

t
1T s () < ol s +Kt+K/ 1U(s) | sds,
0

ce qui montre grace au lemme de Gronwall que UO(t) reste borné en norme
H3(Q) sur tout intervalle de temps borné.

Quatriéeme pas : conclusion.

De la méme maniere que dans le troisieme pas, on montre successivement que
UO(t) reste borné en norme H*(Q) puis H>() sur tout intervalle de temps
borné. Par théoreme classique, puisque ce que 'on vient de prouver empéche
toute explosion en temps fini, on obtient que U° est définie sur tout R &
valeurs dans H((2).

4.3 Existence de (A]/l

Pour z € Oy, on cherche (}vl(t, x, z) solution de I’équation linéaire suivante, ol
H'=—(U'-n)n.

UOAUL +TOAH + UL AHO — UL A (U0 A HY)
—UOA (UL AHO) =TI A (U9 A HY) powr t € RY, z € O,

A
at UZZ

< @ = 0,U° pour z=0,
Ul =0 pour t = 0,

| U! — 0 quand z — +o0.

(4.28)
Proposition 4.2 [l existe une et une seule solution de (4.28) vérifiant
Ul € C(R}; HY(0,) @ HY(IRY)) N LA(R}; H(0;) ® H*(RY)).

Preuve : apres avoir relevé la condition au bord pour se ramener a un probleme
homogene, on va résoudre le probleme pour z € [0, L] avec condition de Neu-
man en z = L, via une approximation de Galerkin. On obtiendra alors des

0
estimations sur w et sur a—ltu en norme L>=(0,T; H*(0,L))NL*(0,T; H3(0, L)).

z€ R,



Les estimations obtenues seront indépendantes de L ce qui nous permettra de
passer a la limite lorsque L tend vers +oo, pour construire alors une solution
pour z € IR". Le gain de régularité sera obtenu en inversant I’équation et en

, . i w
écrivant w,, en fonction de —.

ot

Premier pas : on se ramene a un probleme homogene en relevant la condition
aux limites en z = (. Pour cela on introduit une fonction ¢ de la seule variable
z, telle que ¢’(0) = 1, telle que le support de ¢ est contenu dans [0, 1], et on
pose O(t, z, 2) = ((2)0,U°. On cherche alors U sous la forme U = w+ 6 ott w
vérifie des conditions aux limites homogenes. L’équation aux dérivées partielles
en (t, z), paramétrée par z, vérifiée par w s’écrit :

wy(t,z,2) — w..(t, 2, 2) = Ut 2) ANw(t,z,2) + G(t,z)(w(t, z,2)) + F(t,x, 2),
(4.29)
ot G € M3(C®(R}) ® H*(Q)) et ou la fonction F est C* dans la variable z.

Deuxieme pas :

On remarque d’abord que ce systeme étant linéaire, il y a bien évidement
unicité dans la classe considérée. Pour établir ’existence on résout le probleme
précédent sur |0, L[ avec les conditions aux limites suivantes :

Ul = 0,U9 pour z=0,

Ul =0 pour z=L, (4.30)

on obtient des estimations indépendantes de L, puis on fait tendre L vers
Iinfini.

On prend donc une approximation de Galerkin en la variable z sur [0, L] de
'équation (4.29) avec les conditions aux limites (4.30) et sur cette approxima-
tion, on fait les estimations a priori suivantes :

Estimation H'.
En multipliant I’équation (4.29) par —w,, et en intégrant par parties dans la
variable z on obtient

Tllwellze + llwellze < 1G] e flw:llZe + | Follz2 w2 22,

soit, par le lemme de Gronwall,

t
s (D)2 + / ewsn(7) [22dr < C(2).

Estimation H2. o
Multipliant I’équation (4.29) par w,,.,, en remarquant que U° ne dépend pas
de z, il vient



EHU}ZZH%? + ||ZUZZZ||%2 < ||G”L°°sz||L2szzzHL2 + ”FzHLQszzzHL?;

soit, par le lemme de Gronwall, en utilisant les estimations précédentes

t
2= ()17 +/0 [wesa(T)|[Z2dT < C(1).

En prenant le supremum en x dans les inégalités précédentes on obtient des
estimations dans L°°(0;) ® H?2. Pour obtenir des estimation L> en x sur les
dérivées, il suffit des raisonner comme précédemment sur 1’équation dérivée.

0
Equation sur g

ot

On dérive en temps I'approximation de Galerkin de (4.29), et en notant W =

w
—, on obtient que W vérifie :

ot

¢

Wi(t,z,2) — W, (t,z,2) = Ut,x) ANW,.(t,x, 2) + G(t,z)(W(t,x, 2))

770
+8—F(t,x, z) + al(t,zv) ANw,,(t,x,z) + %

of o (@) (w(t, 2, 2)),

(4.31)
ow

Estimation H' sur —

On multiplie I'équation (4.31) par W, et on intégre en z sur [0, L]. On obtient
alors :

1d
Wl Wl < NGl Wt
OF ouo oG
Hﬁ(t,x,z) + W(t,zt) ANw,,(t,x,2) + E(t,x}(w(t,x,z)) . W2,

et en absorbant le terme en ||W,,||z2 du membre de droite, on obtient que

d
SIWLIZ + Wl < NG V)35
1EE] ]
ot ||, || ot

oG
ot

e + H

2
Hw||L2>
Lo°

]

Lo°



ow

Estimation H? sur —.

On multiplie 'approximation de Galerkin 1’équation (4.31) par W,,,, et on
integre en z sur [0, L]. On obtient alors :

d
%HWMH; + ||szz||%2 < ”G||L°°||WZZH%2

2F 770
v (n%ny N el + ||3G1|Loo||wz||L2> A

ce qui donne apres absorbtion du terme en ||W,..| 2 qu’il existe une fonction
M(t) qui est L' en temps telle que

d
%HWZZH%Q + ”WZZZH?:? < ”G||L°°||WZZ||%2 + M(t)7

PF g 9G i

P o P N e P P

Troisieme pas. On passe a la limite dans lapprox1mat10n de Galerkin. Les
majorations obtenus ne dépendent pas de L (notamment car ¢ est a support
compact fixé). On pousse donc L vers 400 et on obtient donc I'existence d’une
fonction w qui satisfait (4.29) et qui vérifie en outre que pout tout 7T,

ou M(t) = | ||

w € L® (Oy; L2([0, T); H*(IRY)) N L*([0, T); H*(IRY)))

%—lt” € L® (Oy; L=(0,T; H*(IR")) N L*(0, T; H*(IRY)))

On inverse alors 'endomorphisme de IR* qui & ¢ associe & + U%(t,2) A €. On

.. . . w . A~
peut ainsi exprimer w,, en fonction de e ce qui montre que w,, a la méme

. . ow . . :
régularité que —. Ainsi, on obtient que :

ot
w e L (00 L2(0,T): HH(IR)) N L2([0,T); HY(IRY)))

Conclusion. Pour obtenir la régularité en x de w, on dérive I'équation (4.29)
par rapport a x; et on procede de la méme maniere que précédemment pour
obtenir des majorations sur les dérivées en espace de w, ce qui permet de
conclure la preuve de la proposition.



5 Equation vérifiée par le reste

Soit ¢ € C°(IR*, IR), telle que supp(¢)) C Oy et ¢ = 1 sur un voisinage de 9.
Soit © € L>®(IR*; H*(Q)) tel que 9,0(t, x) = —0,U(t, z,0) sur IRT x 9.
On pose

W (t,z) = U(t,z) + ¢ ¥(z)U! <t, x, @) +eO(t,z) + ev°(t, z),

et Pon écrit H® := H(u®) sous la forme

—

He(t,2) = HO(t, 2)+e(x) H! (t, x, @) +e R (t, x)+eH(O) (¢, x)+eH(v°) (¢, x),

ot RE(t, ) = (H(w’ﬁ) . ¢(x>f71) (t,2).

On note :

a(t,z) = UO(t, 2) + e ¥(x) UL (t, x, @) +e0(t, ),

£

K* = H(a) = HO(t, @) + ev () H' (12, 22 ) 4 e R + H(O)(t, )
On rappelle que . .
HOY = H(U% et H! = —(U' -n)n.

Un calcul algébrique donne que v° vérifie I’équation suivante :
( Opv° = 0 sur 052,

o

e A =Ty + ...+ Ty + F°sur [0,T] x Q, (5.32)

L v°(0,z) = 0 dans £,



ou
Ty = ehf| V|2,
Ty = &3 (a°|Voe|? + 20°(Vas, Vo)) ,
T3 = £* (v°|Va®|* + 2a°(V©, Va©)) |
Ty = +e%0° A Aa® + 2a° A Av® + £30° A Av®,
Ts = v° A K® 4+ a° ANH(0®) 4+ ev® A H(v%),
Ts = — [a° A (a° AH(VF)) 4+ a® A (05 A K®) +0° A (a° A K9)] |
Tr = —e [v° A (0° AK®) + 07 A (a° AH(09)) + a A (v AH(09))]
Ty = —20° A (v° A H(v9)).
On a noté
Fo = —e (90" —*Ad® —*a° NAG® — |Va [.a® —a° NK* 4+ a” A (a° ANK)) .
ce qui s’écrit encore

00 M
Fr= =g tedit ea®|Va®|? + ea® A Ay + VUL A Ad®

YaE AR+ U ANH 4O AH — o A (a° A R)
—gm/\<(l71+@)/\f71> —e(U'+0) A (UOAHY)

—e(U' +©) A (((7+@)/\m> — U+ 0) A (([77+@)Af71>,
avec 1
A= Adf — ~WUL
19
= ATUY + pApUL + 2(Vi, V) UL + 20(Vip, VUD)

+€A¢[/ﬁ + swA[/ﬁ + 25V7,/)V[/ﬁ +cAO.

D’apres les résultats de régularités obtenus sur les profils on obtient la propo-
sition ci-dessous :



Proposition 5.1 Pour tout p, 1 < p < +o0o, et tout T" > 0, il existe des
constantes C,, indépendantes de € telle que pour tout ¢ > 0 et tout t €]0,T1,

la®(t, Mwre < Cp,
(5.33)
e| D2 (t, )| < C.

Pour tout p, 1 < p < 400, et tout T > 0, il existe des constantes C,
indépendantes de ¢ telle que pour tout € > 0 et tout t €]0,T],

e2|VAGE(t, )| < C,. (5.34)

Pour tout p, 1 < p < 4o0, et tout T > 0, il existe des constantes C,
indépendantes de ¢ telle que pour tout € > 0 et tout t €)0,T],

K=t ) lwre < Gy,
(5.35)
[E () lnre < Cp.

Preuve : D’apres l'expression de a® il suffit de regarder, compte tenu de la
régularité de U9, la régularité de UL. La fonction (t,z,2) —» U 1(t x, z) est con-
tinue en temps a valeurs dans H 1(Oy) x HY(IR). Elle est donc continue en temps
a valeurs dans W3?(O; x IR) pour tout p fini et également continue en temps
a valeurs dans CZ(O; x IR). Ceci donne les estimations sur a. L’estimation sur
K*® = H(a®) résulte de celle concernant a® et de la continuité de 'opérateur
H sur WP pour p fini. En particulier, si p > 3, on obtient que K¢ est borné
dans L. L’estimation sur F° s’obtient par un raisonnement analogue.

6 Estimations sur le reste

Nous allons ici donner une estimation sur le reste v°. En fait, on établit par
la méme un résultat d’existence, ce qui donne une autre démonstration que
celle proposée dans [8]. Il faut noter que cette nouvelle preuve d’existence
est obtenue pour des données initiales H®({2) et non des données H3().
Cette exigence de régularité supplémentaire est classique dans ce type de
méthodes utilisant un développement asymptotique. Ces estimations sur v°®
sont faites sur une approximation de Galerkin, ce qui permet de justifier
toutes les intégrations par parties effectuées. L’espace d’approximation est
construit sur la base des fonctions propres du laplacien de domaine {u €
H*(Q), Vu-npg = 0} pour 'équation de Landau Lifschitz. Pour I'équation
sur le champ magnétique, on ne fait pas d’approximation particuliere. On in-
troduit simplement H,, = H(v:) partout ou cela est nécessaire. Afin de rendre



les calculs plus lisibles, on ne détaille pas cette étape. Dans toute la suite, on
note Q(¢) (ou simplement Q) la quantité

Q(1) = (llvn(t )72 + VUt )72 + lledvg (t, II72) -

Cette quantité existe sur un intervalle maximal [0, 7} [, ou 0 < T)_ < oc. Le
but de ce paragraphe est de démontrer qu’il existe e > 0 suffisamment petit,
tel que Q existe sur [0,7] si ¢ < ep, indépendamment de n. On démontre
également les estimations annoncées dans le résultat principal. La méthode
employée consiste a fixer un réel T > 0 arbitraire et a montrer grace a des
estimations d’énergie (établies par intégration par parties) que Q(t) satisfait,
sur [0, 7] N[0, 7T, [, une inéquation différentielle de la forme

Q1) < Cr1+QWM) + 2 Pr(QW) . te0,TINO,TLL (6:30)

ou Cr est une constante et Pr un polynome, tous deux étant indépendants de
n et € (mais dépendants de T'). Cette inégalité entraine alors que T); _ > T' des
que ¢ €]0,e7| ou er > 0 est une constante suffisamment petite. Il en résulte
que Q(t) satisfait (6.36) sur tout U'intervalle [0, 7], et le théoreme principal
s’en déduit de maniere classique.

Dans les estimations qui suivent, nous utiliserons souvent les inégaliés suivantes
que nous rappelons pour le confort du lecteur:

1/4 3/4 1/2
ey < Cllullm@ » lullzew) < Cllull g lulliig  lulls@ < Cllull g |

Estimation L.
On multiplie (5.32) par v° et on integre sur 2. Les intégrations par parties sont
licites sur les approximants de Galerkin. On obtient :

1d

L (F[12) + Vo2 < / (Ty+ ...+ To + F) e,

2dt Q

On majore alors chaque / T;v°. Dans chaque estimation, on majore d’abord

Q
chaque intégrale par inégalités de Holder, puis, dans un deuxieéme temps, en
utilisant les injections de Sobolev :

/ Tl’UE
Q

S P v

Ce¥[flin llevill < C*Q°

IA

ul

1/2
HY(Q)



IN

2 2
e [l oo 10°11 s 1V 05N + 26% 0% 17 V|l oo V05| s

< C | ool e e levll
FC 27| o (ol o8 Ilev s < Ce2Q¥?
2 2
/Q Tyf| < 2 [0f|32 Va5 + 262 0% oo 10° 2 [ V0% 2 | V0E | o
< Ce2Q

e vl g2 IV || o 1V0°]| 2

Ce? o8]l Vol < CeQ

:\
=
dm
IA

IN

| oo l[0]] 22 [[H(0) 2

2
C ||U€||L2

:\
~
dm
IA

IN

2 2
[ Zoo 1% o 1) 12 + llal oo [HF]] oo (107122

15 € 112 =112
Cllotll e [H@) 2 + Cllvtllz < Cllof|g

/ Tl < el 1)
Q

3/2 3/2
Ce )35 oll3F < C e QY2

:\
&3
dm
IA

IA

A

/T%;’U‘S = 0
Q
< [E e lloell

/FE’UE
f 2
C(1+ [|v°][72)

En utilisant les majorations (5.33), (5.35), on obtient qu’il existe une constante
C telle que

IA

d
p (Il°)172) < CL+ o7]172) +=P(Q) (6.37)

ou P est une fonction a croissance polynomiale.

Estimation H'.

En multipliant une approximation de Galerkin de ’équation (5.32) par Av® et
en intégrant par parties, on obtient que :

1d
52 (190711%) + & A2, < /Q (Ti+ ...+ T+ F*) Avf



et on majore chaque terme de droite de la maniere suivante :

/ Tl Av®
Q

/ T2 Av®
Q

<

IN

IN

IA

IA

e vl o 1A% | 2 [V 176

Cellv®|| a1 l|ev®[ [

C e Q?

2
e [la®ll oo VU7 Iz | A0°| 2

+287 [[0%| o (IV0%| s IV oo [ A0 2
1 1 5 3 3 3
Cezflo*||fnllev? | + Ce2 o] fllev®| 7

C’g% Q%



2
< ellvfll [IVaf| leAv| .

+2e (|07 oo [[VO7| 2 [[ VT[] oo [EAV7]] 2

/ TgAUE
Q

< CeqQ
/ ToAE| < oo VA s IV
Q
< O I
< CQ
/Q Torr| < ol IV EE N IVl + ] o [VH )2 [V

HIIVa || oo IH@)] 2 V7| 2
+e o7l o IVH@) 2 V7]l 1o

IA

5 1
C (Il + lloellz o172 )

CQ + Cez Q?

IA

/ T6A218
Q

< 2[Va oo 0%l oo IH(0) ]2 [[VO7]| 2

2
Flla o V)22 VU2 + [1VE [ 0% 2o (15 e [V 2
Hla®l| o IVO N2 1B || oo + 2 [la%[| oo 071 2o [V K[ o [ V07| 2
7 1V oo | oo [[VO7]] 2

IN

Cllvllzn

IA

¢Q

< e lotlls VOS]l s Vo] o 1E| o

e 076 IV EE o V0 o

+2e [Va|| o [|0%]| o [[H(0)| 13 [[VO7| 2
+2e [|a|| o (V0| s [[H(0°) ] o (|07 2
+2e (|07 oo [[0°]] o IVH ()] 5 (V7 2

/ T7AU€
Q

5 1 1 5
< Clezlloflznllevilze + el + & loel3 lvel17)
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2
< e[l s IV 08Il I H (%) o

2
+e2 [0 zs IVH @) s [VV©ll o

/ TgAUE
Q

IA

Cellv? 7 llev®]l s>

IA

CeQ?

IA

IVE]| 2 [Vl 2

/ FeA°
Q
< OO+ ||Ve|2)

Ainsi, en sommant les inégalités précédentes nous obtenons:

d

7 IVelle) + 2 ll1Av ] < C+CQ + 72 P(Q) (6.38)

ol P est un polynome.

Estimation H?2.

Nous allons estimer ||€AUEHiQ. On multiplie I'équation par e2A?v°. Sur chaque
terme obtenu, on utilise tout d’abord les inégalités de Holder, puis les injections
de Sobolev, et enfin I'inégalité de Young pour isoler le terme en e*||VAv|2,,
on obtient:

/Q62T1A2v€ < e (IVelIze IV A o+ (107 oz 1407 o (V0| e [V A 2)

IN

3 3 3
C (ellev 3 12V A0 | o + elloe el ol s 129 207 12

CeQ? |2V AV o + CeiQ? |2V AV » + CeQs |2V A4,

IN

IA

L 2V Av° 22 + Ce2Q + CfQ°
18 L
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En sommant les inégalités précédentes, on obtient :
d
o (leAve||22) + &2 |eVAYFE|7, < C(1+Q) + ¢ P(Q), (6.39)

ou P est un polynome de degré 6 indépendant de ¢.

En sommant les inégalités (6.39), (6.38), (6.37) nous obtenons finalement :

@ + 2 €2 At 2 At 2 1/2

2+ (19 + 1A + [eVAFIZ) < € (1+Q) + €2 P(Q)

(6.40)

ce qui entraine I'inégalité (6.36). De fagon classique, on en déduit qu’il existe un
temps T, vérifiant lim,_,o 7. = +oo tel que v° soit borné indépendament de ¢
dans L>(0,T; H'(Q)), et v® soit borné indépendament de e dans L>(0,T; H*(2))
pour tout 7.
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