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LES (a,b)-ALGEBRES A HOMOTOPIE PRES

WALID ALOULOU

ABSTRACT. We study in this article the concepts of algebra up to homotopy for a structure defined
by two operations . and [, ]. Having determined the structure of Goo algebras and Pso algebras,
we generalize this construction and we define a structure of (a, b)-algebra up to homotopy. Given
a structure of commutative and differential graded Lie algebra for two shifts degree given by a
and b, we will give an explicit construction of the associate algebra up to homotopy.

Résumé.

On étudie dans cet article les notions d’algébre & homotopie prés pour une structure définie par deux
opérations . et [, ]. Ayant déterminé la structure des G algebres et des Poo algebres, on généralise cette
construction et on définit la stucture des (a, b)-algébres & homotopie prés. Etant donnée une structure d’algebre
commutative et de Lie différentielle graduée pour deux décalages des degrés donnés par a et b, on donnera une
construction explicite de ’algebre & homotopie prés associée.

1. INTRODUCTION

Considérons une algébre A pour une opération m (m est par exemple une multiplication asso-
ciative ou un crochet de Lie) munie d’une différentielle d. On dira juste que A est une algebre de
type P. Dans beaucoup de cas, on sait définir la notion d’algébre de type P a homotopie pres et
construire 'algébre & homotopie pres enveloppante de A. Cette algebre donne naturellement les
complexes d’homologie et de cohomologie associés a ce type d’algebre pour A et ses modules.

Lorsque A possede deux opérations avec des relations de compatibilité, la construction de I'algebre
a homotopie pres enveloppante correpondante est plus difficile. En particulier, le complexe de Pois-
son et celui de Gerstenhaber consiste a composer les structures de la cogebre cocommutative colibre
et de la cogebre de Lie colibre associées a chaque algebre. On obtient une bicogebre codifférentielle
colibre. Cette composition tient compte des degrés. Les structures de bicogebre obtenues different.
Pour chaque type, on appelle la bicogebre obtenue ’algebre a homotopie pres, c’est la Py, algebre
pour une algebre de Poisson et la G, algebre pour une algebre de Gerstenhaber.

Le présent travail consiste a unifier ces constructions d’algebre & homotopie pres dans les cas des
algebres de Poisson et des algebres de Gerstenhaber, ce qui nous permet de définir la structure d’une
(a,b)-algebre & homotopie prés. Disons qu'une (a,b)-algebre différentielle est un espace vectoriel
gradué A muni d’un produit commutatif . de degré a € Z (|.| = a), d’un crochet [, ] de degré b € Z
(I[, ]| = b) et d'une différentielle d de degré 1 tel que (A[—al,.,d) est une algébre commutative
associative différentielle graduée et (A[—b],[, ],d) est une algébre de Lie différentielle graduée. Le
produit et le crochet vérifient une relation de compatibilité entre eux dite identité de Leibniz donnée
par:

Ya, 8,7 € A, [, B.A] = [av, By + (=1)1PIFa) e+ g o 4],

Ce travail a été effectué dans le cadre de ’accord CMCU 06 S 1502. W. Aloulou remercie I’Université de Bourgogne
pour accueil dont il a bénéficié au cours de ses séjours.
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Dans le cas o a = 0 et b = —1, on retrouve les algebres de Gerstenhaber et dans le cas ou
a = b =0, on retrouve les algebres de Poisson graduées.

Dans cet article, on reviendra dans la deuxieme section a la construction des algebres de Ger-
stenhaber a homotopie pres. Dans la troisieéme section, on donnera la construction de la structure
des algebres de Poisson a homotopie pres. Dans la quatrieme section, on généralisera la construc-
tion des algebres de Gerstenhaber et de Poisson a homotopie pres et on donnera la structure des
(a,b)-algebres & homotopie preés. Dans la cinquiéme section, on donnera quelques exemples de (a, b)-
algebres différentielles graduées en introduisant, en particulier, les super-crochets de Schouten et de
Poisson pour un super-espace R?!4.

2. LES ALGEBRES DE GERSTENHABER A HOMOTOPIE PRES

2.1. Définitions.
Soit V' = @ V; un espace vectoriel gradué. On note par V[k] 'espace V muni de la graduation
i€z
VIkli = Vigr-
Soit W un autre espace gradué. Une application linéaire f de degré k de V dans W sera notée
f:V— WIk].

Une algebre de Gerstenhaber est un espace vectoriel gradué G muni d’une multiplication commu-

tative et associative graduée . : G ® G — G de degré 0 et d'un crochet [, | : G ® G — G de degré
—1 tel que (G,.) est une algeébre commutative associative graduée et (G[1],[, ]) est une algebre de
Lie graduée et que, pour tout o homogene, 'application [c, . | est une dérivation graduée pour la

multiplication .. En notant |«| le degré d’un élément homogene « de G, on a donc:

.3 = (=1)18l5.q,
a.(8.7) = (a-8)-7,
o, B = =(~1)(1e1 D015, ],
(_1)(\a|—1)(\v|—1) [[a, ﬁ]ﬁ] + (_1)(\ﬁ|—1)(\a|—1) [[ﬁﬁ], a] + (_1)(\v|—1)(\ﬁ|—1) [[% a],ﬁ} =0,
[, B3] = [, Bloy + (=)D 5.,

et donc aussi:

[@.8,7] = a.[8,9] + (=)= V]a, 5].6.

Si de plus, on a une différentielle d : G — G[1] (ou d : G[1] — G[2]) de degré 1 telle que dod = 0,
d(a.f) = da.f+ (—1)la.dB et d([a,]) = [da, ] + (=1)/*= e, dB], on dit que (G,.,[, ], d) est
une algebre de Gerstenhaber différentielle graduée. (Voir [[G])

Le degré sur G[1] sera noté dg, défini par: dg(«) = |a] — 1. Alors, le degré du crochet devient 0
et celui du produit vaut 1 (dg([, ]) =0, dg(.) = 1).

Le produit . était commutatif et associatif pour | | mais il ne l'est plus pour dg.

Pour chaque k, espace A\"(G[1]) est linéairement isomorphe & I'espace S¥(G)[k]. Cet isomor-
phisme n’est pas canonique. Nous choisissons ici I'isomorphisme défini dans ]:

a1 A Ay — (=1 Zimkddglan g gy
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On transforme donc le produit . en application u sur G[1] défini par: u(a, 8) = (=1)¥(®a.f. Le
produit g est anticommutatif et antiassociatif de degré 1:

p(a, B) = —(—1)%9()49) (3, o)
p (e, 3),7) = —(=1)M ) (, u(8,7))

et
d(p(er, ) = —p(der, B) + (=1)" " (. d).
Le crochet [, ] est antisymétrique de degré 0 dans G[1] vérifiant Jacobi et Leibniz:
[, 8] = —(=1)(* D3, o],
(_1)dg(a)dg(v) [[a, ﬁ]’7]+(_1)d9(5)d9(a) [[5’ 4], a} + (_1)d9(v)dg(ﬁ) [[% a],ﬁ} =0,
[ 1(8,7)] = (=) ([, B], ) + (1) WD (B, o, 7))
ou encore

[‘LL(OA, 6)57)] = M(O&, [657]) + (71)dg(ﬁ)dg(7)ﬂ([a57]a 6)
De plus, on a

d([ov, B]) = [dev, B] + (1)@ [ar, dB).

2.2. Produit battement.
Soit V' un espace vectoriel gradué. Notons ici le degré d’un vecteur homogene «; de V par la

A~ _ QY yeeny « . . _
méme lettre o; et g4 (0 1) =c (aa,m; ,,,,, P ) la signature de la permutation oc~! en tenant
1

Yo =1 (p+q)
compte des degrés, c’est a dire, la signature de la restriction de o~
degré impair.

Rappelons qu’un (p, g)-battement (p, ¢ > 1) est une permutation o € Sp44 telle que:

aux indices des vecteurs de

ol)<---<a(p) et olp+1)<---<alp+gq).

On appelle Bat(p,q) = {0 € Spiq/0 est un (p,q)-battement} l'ensemble de tous les (p,q)-
battements. Pour deux tenseurs o = a1 ® - - @ ap et f = op11 @ -+ @ apyg, on définit le produit
battement de « et § par:

bat, ¢(c, B) = Z Ea(ofl)agfl(l) ® @ Ag=1(ptq)
o€Bat(p,q)
at,..., ey
= Z 5(0‘0*1(1; ..... O‘Zt’i(p+q))a0'*1(1) ®"'®ao’*1(p+q)'
oc€Bat(p,q)

Ceci représente la somme signée de tous les tenseurs o;, ® --- ® «y, dans lesquels les vecteurs
Q1y...,0p €6 Qpy1, ..., 0prq apparaissent rangés dans leur ordre naturel. (Voir [IGH] et [Ld)

On note ®n(g[1]) 'espace quotient ®"(G[1]),/ Z de ®" G[1] par la somme de

pt+ag=n
p,g=>1

toutes les images des applications linéaires bat, 4 telles que p + g = n.

=@ 6l - B (® ')

n>1

Im(baty,q)

On pose

L’espace H est engendré par les ‘paquets’ X qui sont les classes des tenseurs oy ® - -+ ® «,, dans
le quotient. On notera ces classes par X = ap ) = 1® ... Qap.
Leur degré est:
x=dg(X)=dg(ar) + -+ dg(an,).
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Proposition 2.1.
e produit battement est associatif et commutatif gradué de degré 0: Pour tout o € s
Le produit b jatif if gradué de degré 0: P X"’ G[1]
Be®G[l], ve® G[1],
(i) batpq(a,B) = (_1)dg(a)dg(ﬁ)batq,p(ﬁaa)a
(17)  batpyqr(baty q(a, B),7) = batp,gir(a, baty - (5,7)).

2.3. Complexe de Gerstenhaber.
La théorie des opérades dit que le dual d’une structure d’algebre commutative est une structure

+
de cogebre de Lie. On considere, alors, la cogebre de Lie (H = ® (G[1]), ) ou d est le cocrochet

+
sur ® (G[1]) défini pour X = 1®...R«, € H par

n—1
5(X) = Z Ozl@ - .@O&j ® OéjJrl@. oo @O&n — & (a?iito,g‘n aé‘z_l_','(;jn ) aj+1@ . .@Ozn ® 041@ . .@O&j
j=1

- Y r@v- @
UQVv=x
U, V#0
Le cocrochet § est coantisymétrique de degré 0 et vérifie I'identité de coJacobi:
(i) 700 = -4,
(ii) (id®3 —+ T12 O T23 + T23 © T12) @) (5 X ’Ld) [e] 5 = 0,
ol 7 est la volte définie pour X, Y € H par: 7(X QY) = (—1)"Y Q X, 110 = 7®id et 23 = id®T.
Grace a notre décalage, p et d sont de méme degré 1 dans G[1]. On peut maintenant les réunir
en une seule opération homogene sur H.
On prolonge le produit u et la différentielle d & H = @*g [1] comme des codérivations p1 et dy
du cocrochet § de degré 1 en posant:

d(®... Qo) = Y (~1)Zk 9@ @da)®. .. oy

1<k<n
et
p(a®. .. Qan) = Z (—1)Zi<r WDy ® . @plak, 1)@ . . o,
1<k<n
Alors,

(11 ®id+id@py)od=d00op,uopu =0,(d ®id+id®@d1)od =dody et dyod; =0.

Rappelons qu’une codérivation D de la cogebre (H, d) est entierement déterminée par une suite
d’application D, : ®"G[1] — G[2]. Plus précisément, on a:

D®...@0,) = Y. (~1)Z=9 0@ 000D (0418 ... 00 1) @018 . .. @

1<r<n
0<G<n—r

Si on pose Dy =d, Dy = u, Dy, = 0, pour k > 3, alors, D = dy + pp est 'unique codérivation de
0 de degré 1 qui prolonge d et u a H. Elle vérifie
DoD=0et (D®id+id®D)od=3§oD.

On obtient que (H = @*(g[l]), 6, D = dy + p1) est une cogebre de Lie codifférentielle, c’est &
dire, une algebre commutative a homotopie prés ou une Cy-algebre.
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Etudions maintenant le crochet [, | défini sur G[1]. D’abord, on le prolonge & H comme 'unique
crochet de degré 0 compatible avec le cocrochet § vérifiant:

§o[,]1=(,]®id)o (rs0(d®id)+id®d) + (id® [, ])o (§®id+ T2 0 (id ®J)).

Pour X =a1®...®ap et Y = 0p11Q ... ®ptq, ce prolongement est donné par:

[X, Y] = Z EQ(O'_l)aafl(l)@. . .@[aafl(k), aafl(k_i_l)]@. . .@Ozafl(p_,_q).
k,a—li’ﬁiﬁi’—q?(Hn

Ce crochet est bien défini sur H. On a

Proposition 2.2.
L’espace H, muni du crochet [, | et de lopérateur D est une algébre de Lie différentielle graduée:
Pour tout X, Y et Z de H, on a:

(i) [X,Y]=—-(=1)™[Y, X],
(i) ( D7 [[X, Y], Z] + (=) [[Y, 2], X] + (=)= [[2, X], Y] = 0,

(i) D([X,Y]) = [D(X), Y]+ (=1)" [X, D(Y)].

L’espace ‘H est maintenant muni d’une opération D a un argument de degré 1 et d’un crochet
[, ] & deux arguments de degré 0.

La théorie des opérades dit aussi que le dual d’une structure d’algebre de Lie est une structure de
cogebre cocommutative coassociative. (H,[, |, D) étant une algebre de Lie différentielle graduée,
on considere 'espace H[1] et le degré dg’(X) = dg(X) — 1 := 2’ et on construit la cogebre cocom-
mutative coassociative (ST (H[1]),A), ot ST(H[1]) = D,,~; S"(H[1]) et A est le coproduit défini
par: VX; ... X, € S"(H[1]), -

AKXy = S () @)X

TuJ={1,...,n
H#I,#T>0

On a noté par Xy le produit X;, ... X, siI = {i1 <--- <i,} et par X le produit X;, ... X, .
Si‘]:{jl <"'<jnfr}'

Le coproduit A est cocommutatif et coassociatif:
ToA=Aet (A®id)oA = (id® A)oA,

oll 7’ est la volte dans ST (H[1]).

Le crochet [, ] était antisymétrique sur H de degré 0, il devient sur H[1] un crochet ¢5(X,Y) =
(=1)*[X,Y] symétrique, de degré 1 et vérifie 'identité de Jacobi graduée. De plus, D est une
différentielle graduée de ¢2 qui est aussi de degré 1. On a donc:

(i) LEY) = ()7L, X),

(i) (=)l (02X, Y), Z) + (1) by (oY, Z), X) + (—1)*V sy (£2(Z, X),Y) = 0,
(i) D ((X,Y)) =L (D(X),Y) + (=1)" 14, (X, D(Y)).
On peut maintenant réunir ¢5 et D en une seule opération @ sur S*(H[1]).

On prolonge ¢5 & ST(H[1]) comme une codérivation ¢ de A de degré 1:

(X X) = D (5 ) (X X)) Xa e X

i<j
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On prolonge aussi D & ST(H[1]) comme une codérivation m de A toujours de degré 1:
n
m(X1.. . X)) = e (z/;f”?" , ) D(X)).X1...7... Xy

En posant Q1 = D, Q2 =45, Qi =0,si k > 3 et
Q(Xan): Z E( z’Im"]n)Q#I(XI)'X']'

TUJ={1,...,n}
I#0

Alors, Q = m + £ est P'unique codérivation de A, de degré 1, prolongeant D et f5 & ST(H[1]).
Elle vérifie
Q*=0et (Q®id+id®Q)oA=AoQ.
Done, (ST (H[1]),A,Q = ¢+ m) est une cogebre cocommuative coassociative et codifférentielle,
cest A dire, c’est une Lo, algébre ou algébre de Lie & homotopie pres. (Voir [AMM])

D’autre part, (H, d, D) est une cogebre de Lie codifférentielle, on définit un cocrochet x sur H[1]
par:

RX) = 3 (-1 (U®V+(—1)v’"’v®U), VX € H[1).

URV=X
U,V#0

Puis x se prolonge & ST(H[1]) par:

KX Xa) =Y e (fi;@ii) Yo (i (XI.US R Ve + (-1 X1V R US.XJ) .
1<s<n Us®@Vs=Xs
TuJ={1,...,n}\{s} Us,Vs#0
Alors, k est un cocrochet cosymétrique sur ST (H[1]) de degré 1 vérifiant I'identité de coJacobi:
ok =ket (id®3+7{20753+75307'{2) o(k®id)ok =0.
De plus, @ = £+ m est une codérivation de S*(H[1]) pour & de degré 1.

Alors, (ST(H[1]), k, Q) est une cogebre de Lie codifférentielle graduée, donc, c’est encore une Csy
algebre.

Le cocrochet k et le coproduit A vérifient, enfin, I’identité de coLeibniz:
(id@ A)ok = (k®id)o A+ 150 (id ® k) 0 A.
On dit que (ST(H[1]), A, K, Q) est une cogebre de Gerstenhaber codifférentielle graduée.

Définition 2.3.

Une G algébre (V, A, k, Q)est une bicogébre codifférentielle colibre telle que Q est une codérivation
pour le coproduit cocommutatif et coassociatif A et pour le cocrochet de Lie k, de degré 1 et de carré
nul.

La G algébre (S+(®+(g[1])[1]), Ak, Q=10+ m) est appelée la G algébre enveloppante de
Ualgebre de Gerstenhaber_g.
(Voir [AACZ] et [BGHHW])

3. LES ALGEBRES DE POISSON A HOMOTOPIE PRES



ALGEBRES HOMOTOPIQUES 7

3.1. Définition.

Une algebre de Poisson graduée est un espace vectoriel gradué P muni d’un produit commutatif
et associatif gradué . : PP — P de degré 0 et d’un crochet { , } : P®P — P de degré 0 tel que
(P,.) est une algeébre commutative graduée, (P,{, }) est une algebre de Lie graduée et que, pour
tout a homogene, lapplication {c, . } soit une dérivation graduée pour le produit .. En notant |«|
le degré d’un élément homogene a de P, on a donc:

a.f = (=1)llBlg.q,
a.(B.y) = (a.8)-7,
{a, 8} = =(=1)""{3, a1},
DI e 8,7} + (1) ({8,9),a} + (~D1P{ 7,0}, 8} =0

{on B} = {o, B}y + (=1)711B.{a, 7}

et donc aussi:
{a.f,7} = a.{B,9} + (=17 "{a, 7).
Si de plus, on a une différentielle d : P — P[1] de degré 1 telle que
dod=0, da.p) =do.g+ (—1)a.dp et d({a, 3}) = {da, 5} + (-1)1*{a, d},

on dit que (P,.,{, },d) est une algebre de Poisson différentielle graduée. (Voir H)

Pour construire la structure de l'algebre de Poisson a homotopie pres, on va reprendre la con-
struction précédente dans le cas des algebres de Poisson différentielles graduées.

On considere, donc, l’espace P[1] et la graduation dg(«) = |a] — 1. On transforme le produit . en
p en posant (e, 3) = (—1)%9a.f et le crochet { , } en [, | en posant [, ] = (—=1)¥(){a, 5}.

Le produit p devient anticommutatif, antiassociatif de degré 1 et le crochet [, | devient symétrique
de degré 1, vérifiant I'identité de Jacobi graduée et celle de Leibniz avec u:

dg(p) =dg([ , ]) = dg(d) =1,
( B) = —(—1)(@99B) (3 ),
) = —(=1)" N (a, u(B,7))
] = —(— )dg(a)dg B)[ﬂ o],
[a,ﬁ],’ﬂ + (_1)dg(ﬁ)dg(a) [[ﬁm], a] + (_1)dg(v)dg(ﬁ) [[% a],ﬁ} =0,
(o, (B, 7)) = (=1) O ([, B], ) + (—1) WD+ (3 [0, 4)),

(e,

[
(—1)d9(@)dg() [

ou encore

(e, 8),7)] = (=)™ O+ pu(a, [8,7]) + (=)D y([a, ], B).

De plus, on a
d(p(, B)) = —p(dar, B) + (1) (e, dB) et d([or, B]) = —[da, B] + (—1)9( )T o, dp].

3.2. Complexe de Poisson.
Comme dans le cas d’une algebre de Gerstenhaber, on réunit d’abord u et d:

On considere I'espace H = ®+(7>[1]) = @ (®n (’P[l])) avec le degré

n>1

dg(X) =2 =dg(ar) + -+ dg(an), pour X = 1®...RQa, € H.
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On munit cet espace du cocrochet § défini par

(X)= > UV - (-1)"VRU.

Alors, le complexe (H,d) est une cogebre de Lie.

On prolonge d et u & H comme des codérivations d; et pu; du cocrochet § de degré 1 en posant:

d(®... Q0m) = Y (~1)Zk 9@, @da)2. .. Qo

1<k<n
et
p(n@...8an) = Y (DX a® . @ula, k1)@ .. Qan.
1<k<n
Alors,

(11 ®id+id@pu1)od =00, uropr =0,(d1 ®id+id®dy1)od=00d; et djody =0.

Or, on sait qu'une codérivation D de la cogebre (H,d) est entierement déterminée par une suite
d’application D, : @ P[1] — P[2]. Plus précisément, on a:

D®...8m) = Y. ()T 900, 000D (08 ... 801 )@ 118 ... Q.
L

Si on pose Dy =d, Dy = pu, Dy, = 0, pour k > 3, alors, D = d; + p1 est I'unique codérivation de

0 de degré 1 qui prolonge d et p a ‘H. Elle vérifie
DoD=0et(D®id+id®D)od=7do0D.

Alors, (H = @+(P[1]),5,D = dy + p1) est une cogebre de Lie codifférentielle, donc, c’est une
Co-algebre.

Bien qu’il ne soit pas antisymétrique, on prolonge le crochet [ , | défini sur P[1] & H comme
I'unique ”crochet” de degré 1 compatible avec le cocrochet §, c’est a dire, vérifiant:

do[,]1=(,]®id)o(rso(0®id)+id®6) + (id® [, ]) o (6 ®id + 112 0 (id ® §)).

Ce prolongement est donné pour X = 1®...Qap et ¥ = ap11® ... Qo4 par:

[X, Y] = Z Ea(Jil)(71>Zi<k dg(a"fl(i))agfl(l)@. . .@[O&U—l(k), aa-fl(kJrl)]@. . .@O&U—l(erq).

o€Bat(p,q)
kol (k)<p<o—l(k+1)

Puisque [, ] n’était pas antisymétrique sur P[1], son prolongement ne ’est pas non plus sur H. On
se ramene a un vrai crochet de degré 0 en décalant ‘H par —1.

On considére 'espace H[—1] muni de la graduation d¢’(X) = 2’ = dg(X) + 1, pour X € H[-1].
On construit sur H[—1] le crochet {X,Y} = (—1)~*[X,Y]. Alors, on a

Proposition 3.1.
L’espace H[—1], muni du crochet { , } et de Uopérateur D est une algébre de Lie différentielle
graduée: Pour tout X,Y et Z de H[—1], on a:

0 {XY}=-(-)""{y. X},
(i) (D)"Y 2+ (DY {{Y. 2 X+ (C1)TY {2, X)L Y =0,
(i) DX, Y})={DX),Y}+ (~1)"{X,D(Y)}.
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Maintenant, (H[—1],{ , }, D) est une algebre de Lie différentielle graduée. On peut donc lui
associer une cogebre cocommutative coassociative (S*(H[—1][1]), A) avec une codérivation @ con-
struite a partir de { , } et D. Mais ici H[—1][1] = H et on préfere réutiliser le crochet [, | sur H
défini plus haut plutot que (-1)*{X,Y} = —[X,Y].

On prolonge donc D et [, ] & ST(H) comme des codérivations m et £ de A de degré 1 et de carré

nul en posant:
n

m(Xy. X)) =Y e (o5 ) DX Xy Xy,

TiT1...0...Tp
i=1

et
(X1 X0) = e (o e ) X X X0 X

i<j
Puis, on pose Q1 = D, Q2 =¥, Qi =0,si k > 3 et

QX1 Xu)= Y e(%57) Qur(Xr). X

Alors, Q = m + £ est I'unique codérivation de A, de degré 1, prolongeant D et [, ] & ST(H).
Elle vérifie

QR*=0ct (Q®id+id®Q)oA=A0cQ.
Donc, (ST(H), A, Q) est une Ly, algebre.

D’autre part, (H,d, D) étant une Cs, algebre, on prolonge le cocrochet § & ST (H) par:

S(Xi.. X)) = > e(itn) Y (XI.US®VS.XJ—(—1)”S“SXI.V;®US.XJ).
1<s<n Us®@Vs=Xs
TuJ={1,...,n}\{s} Us,Vs#0

Alors, § est un cocrochet coantisymétrique sur S*(H) de degré 0 vérifiant I'identité de coJacobi
graduée. De plus, Q = ¢+ m est une codérivation de S*(H) pour §. Donc, (ST(H),d, Q) est une
cogebre de Lie codifférentielle graduée, c’est a dire, c’est encore une C algebre.

De plus, le cocrochet § et le coproduit A vérifient I'identité de coLeibniz:
(id®@A)od=(d®id) o A+ T30 (id® §) o A.
On dit que (ST (H), A, d,Q) est une cogebre de Poisson codifférentielle graduée.

Définition 3.2.

Une Poo algébre (V, A, 6, Q) est une bicogébre codifférentielle colibre telle que Q est une codérivation
pour le coproduit cocommutatif et coassociatif A et pour le cocrochet de Lie §, de degré 1 et de carré
nul.

+
La P, algébre (S+ (® Pl1]),A,6,Q =L+ m) est appelée la Py, algébre enveloppante de ’algébre
de Poisson P. o

4. LES (a,b)-ALGEBRES A HOMOTOPIE PRES
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4.1. Définition.
Considérons un espace vectoriel A gradué. Le degré d’un élément homogene a de A est noté |«|.
Soient a,b € Z, 'espace A est muni d’un produit . de degré a (|.| = a) et d’'un crochet [, | de degré b

(I[, ]| = b) tel que (A[—a], ) est une algeébre commutative et associative graduée et (A[—b], [, ]) est
une algebre de Lie graduée. De plus, Papplication linéaire ad : A[—b] — Der (.A[—a], .); o — adg,
est telle que ad,, soit une dérivation graduée pour le produit ..

On dit que (A, ol ]) est une (a,b)-algebre graduée. Pour tout «, 3, € A, on a les propriétés
suivantes:

(i) a.8 = (=1)(el+a Bl g

(ii) o (8.7) = (@-5).7,

() o 8] = ~(~1)(=HDIAH[3, o]

(iv) (=1)UelFDWv 0, 5], 4] + (—1)UBIF0(al+b) [[5’ 7]’04 + (1) I+0)(I81+b) [[%a]’g} =0,

(v) [, 9] = [a, Bloy + (1)1 UlF0 5, a4

qui 8’écrit encore [o.3,7] = a.[B,7] + (=1)(BIH(V+0) (o ~]. 3.
De plus, si on a une différentielle d : A[—a] — A[—a + 1] (ou d: Al-b — A[-b+ 1]) de degré 1

vérifiant
dod=0, da.fp) = do. + (—1)**a.dB et d([a, B]) = [da, 5] + (—1)1%[a, d7],
on dira que (.A, ol d) est une (a, b)-algebre différentielle graduée.

Comme ci-dessus, on utilise un décalage pour homogenéiser le produit et la différentielle. On
considere l'espace A[—a + 1] muni de la graduation dg(a) = |a| + a — 1 que 'on note simplement
par a. Sur A[—a+1], le produit . n’est plus commutatif et le crochet [, | n’est plus antisymétrique.
On construit, donc, un nouveau produit p sur A[—a + 1] = A[—a|[1] de degré 1 défini par

we, ) = (-1)"a.p
et un nouveau crochet ¢ sur A[—a + 1] = A[-b][b — a + 1] de degré b — a + 1 défini par

o, B) = (=1)7 D2 a, g].
Et on a
(1) w(e, B) = —(=1)* u(B, a),
(ii) p (ule, B), ) = = (=1)*p (e, n(8,7)),
(iii) £(av, B) = —(=1)"*TH(=1)*7£(3, ),
(iv) (=), B),7) + (=1)P*UL(B,7), @) + (=1)PL(l(v, @), B) = 0,
(v) Ula, u(B,7)) = (=17 (U, B), ) + (=1) et DGR (5, 4 (a, 7)),
ou encore £(a, p(8,7)) = (1) =TV (o, £(8,7)) + (=107l e, v), B).

De plus, d reste encore une dérivation pour p et ¢, elle vérifie:

d(p(a, B)) = —p(de, B)+(=1)*+ p(a, dB) et d(l(a, B)) = (=1)"~*F(dav, B)+(=1)* =T L(r, dB).

4.2. Extension de la multiplication et du crochet a la cogebre de Lie codifférentielle.
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n +
On considére comme précédemment l'espace H = @ (® Al—a +1]) = ® (Al—a + 1]) et

n>1 -
pour X = 1®...Qa, € H, le degré dg(X) = a1 + - - - + a, noté simplement par x. Sur cet espace,
on définit un cocrochet § de degré 0 par:

n—1
§(X) = Z M®...0a; ®aj+1@. B0y — € (ol %, S ) a4 ® .. Ban, ®a1@. . Qa;
=1

= Y URV-(-1)"VRU.

U,V#0

On prolonge p et d & H comme des codérivations uq et di de § de degré 1 en posant:

d(®...00,) = Y (~1)Zi<0@...0dm)8. ..o,

1<k<n
et
m(®. .. Qa,) = Z (—DXi<r %@ ... Qu(ag, Upg1)R . . . oy,
1<k<n
Alors,

(11 ®id+id@py)od=d00op, o =0,(d ®id+id®@d1)od =dody et dyod; =0.

(Voir [AACY)
En posant D1 =d, Do = pu, Dy, =0,si k> 3 et
D(®...0,) = Y (-1)>=i%m...00;8D (1@ .. 80 1)00) 1,18 .. . By
1<r<n

0<i<n—r

Alors, D = dj + p1 est 'unique codérivation de § de degré 1 qui prolonge d et p a H.
Elle vérifie
DoD=0et(D®id+id®D)od=7do0D.
On obtient que (H, 0, D) est une cogebre de Lie codifférentielle, donc, c’est une C-algebre.

On prolonge, ensuite, le crochet ¢ a H.

Proposition 4.1.
Sur H, il existe un unique ”crochet” ly, de degré b — a + 1, vérifiant:

§oly=(la®id)o (Ta30 (8 ®id)+id®J) + (id®ls) 0 (§ ®id+ T12 0 (id®8)) = (%).
Ce crochet est défini pour X = o ®...Qa, et Y = api1®...Qoyqq par:

EQ(X, Y) = Z ga(g_l)(—l)(biaJrl)ZSG“ a"fl(s)agfl(l)@. . .@f(agfl(k), aa-fl(k+1))@. . .@agfl(p+q).

oc€Bat(p,q)
ko1 (k)<p<o—l(k+1)

Preuve:
Le prolongement ¢o défini ci-dessus vérifie bien (x), en effet:
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5OEQ(X,Y) =

(S( Z Ea(o—l)(_l)(b7a+1)25<k aa—l(S)agfl(l)@ .. ,@E(aafl(k)’ agfl(k+1))@ .. _@aafl(p+q))
R s AL T

= Y el )R

oc€Bat(p,q)
1<j<k<p+q-1
oL (k) <p<o L (k+1)

X |:O[o-—1(1)@. - Qas-1(4) ® Qo-1(j+1)D . - .@E(O{a—l(k),aa—l(k_i_l))@. Qe—1(ptq)

—c ( o=1(1),0-1 ()] O 1) O =11 Qo1 (1)) Qo1 (ptg) ) X
A1 (i) HOG =1 (k) %=1 (1)) Q=1 (py g Yo=1(1),0 =1 ()]

X Q=141 .. .@E(O{a—l(k),aa—l(k_;’_l))@. Qe—1(ptq) ® Qe-1(1)D .. .@O{a—l(j):|
+ Z ea(0™1) (1)t Zock do1o) x

o€ Bat(p,q)
1<k<j<ptq—1
o (k)<p<o~'(k+1)

X [04071(1)@- - BUAg-1(k)s Vo1 (k11))D - - - BOG-1(j) ® Oo=1(j+1) B - - - @1 (ptq)

—e (a‘fﬂu)"'e(%*(k-)’O‘a*1<k+1>)"'aa*1<1> Yo=1(j41),0~ 1 (p+0)] )
o1 (it+1),0-1 (p+a)] Qg1 (1) (1 (1) X =1 (1o 1)) X =15

X O=1(j+1)& - - - Qg1 (ptq) ® A1 (1)B - - BU A1 (ks Ug=1(ht1))D - - -@Oérl(j)}
= (D+ID+ D) +(IV).

Dans (I), on fixe j et o et on pose

I={oc"'1),...,0 ()}, L =In{1,....p} = {i1,...,ir} et b = IN{p+1,...,p+q} = {irs1,...,%;}.
SiI¢g{l,....pfoul g {p+1,....p+q},onfixe k > jtel que 0= (k) <p <o~ (k+1)eton
fixe (071 (j+1),...,07 (p+q)) = (ij41,- -, iptq)-
Alors, ’ensemble
{o € Bat(p,q)/o ' ({L,.... ) =T et (07 G+ 1), ..o (p+a) = (i1, ipg) }
est en bijection avec ’ensemble
{p € Bat(r,j —r) défini sur I = I, U I }.

Et on a, e,(07!) = 4(p™1). Dans ce cas, les termes de (I) sont de la forme
:I:batrﬁj,r(ozil@ e @Oziﬂ air+l@ e @Oéij ) ® Oéij+1@ .. .@E(Oéik y Oéik+1 )@ e @Oéip+q .

Ils sont nuls dans @+A[—a + 1]. Dong, dans (I), on peut supposer que I C {1,...,p}, dans ce
cas la somme correspondante est noée (I,), ou que I C {p+1,...,p+ ¢}, dans ce cas la somme
correspondante est notée (I,).

Ce méme raisonnement est vrai pour (II) = (II;) + (IL,).

Concernant (III) et (IV), on pose I = {o71(j +1),...,071(p + ¢q)} et on applique le méme
raisonnement, pour la méme raison, il ne nous reste que les termes o I C {1,...,p} dans ce cas les
sommes correspondantes sont notées (III;) et (IV,) et les termes ou I C {p+1,...,p+ ¢} dans ce
cas les sommes correspondantes sont notées (IIL,) et (IV,).
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Alors,

00 (X,Y) = (I,) + (II,) + (L,) + (IL,) + (IIL,) + (IV,) + (IIL,) + (IV,).

D’autre part,

((fg ®id) o (723 o (6 @ id) +z’d®6) +(id ® ) o (5®¢d+m o (id@é))) (X,Y) =
p—1
(62 X Zd) O Ta23 [ZOQ@. . .@O&j ®Oéj+1@. . .@Oép®04p+1@. . .@Oéerq

=1
— € (agi 7y “ANT) 8. .. By ®O‘1® - B0y ®O‘P+1® ®0‘p+q}
p+q—1

+ (fg ®’Ld){ Z a® .. .@Oép®0(p+1@. . .@ai®ai+1@. Qg
i=p+1

—¢ ( Apt1...0; Oi41...0ptgqg

Qi1 Optq  Qptl...Q4 ) Q... Qap ® i1 .. Qg ® 0p1¥ .. @al}
p—1

+ (z‘d@&)[Za@. 80 Q) 118 .. 8 (R 1@ .. Bapig
j=1
— (a?}rla({yp atj;lrl .o ) Oéj+1® ®O&p ® Oél@ .. @O[j ® Oép+1@. .. @O[p+q:|
p+q—1
+ (id @ £2) 0712[ Y 0@ 20, Q) apt®. .. 80 (R i@ .. Qapig

i=p+1

_ E( App1...0; OG4q..

Opt
Qif1 o Optg Oppien.ox q) Q... Qap ® i1 .. Qg ® 0p11¥ .. -@ai}
p—1

= ({2 ®id) [ Ht1 Pl Ut rtd o ) . ®o¢i®o¢p+1@...@ap+q®ai+1@...@ap
z:l

p—1
_ E Gt[j+1yp+q]04[1,j] Qj+1@, . _@ap ®05p+1@- . _@ap+q ®al@, . @a]:|

p+q—1
+ (fg ®’Ld){ Z a1® .. .@Oép®0(p+1@. e % ®aj+1@. - Qg
j=p+1
p+q—1
— Z (—1)M+1a Mt trtd o ® . .. Qo ® Q1D ... Qptq ® Ap1® .. .@al}
i=p+1
p—1
+ (’Ld ® fg) {Z a1® ... QYa; ®O¢j+1@. .. Qay, ®Oép+1@. Qg
j=1

_ Z 1)+t g, 1 ® ... Qay ® a1® ... Qq; ® Apr1@.. ®ap+q}

pt+q—1

+ (id @ £5) [ > (=Dt ... @0 (R on®. .. ©op Q) ait1® .. By,
1=p+1



14 WALID ALOULOU

p+q—1

— D (D)l 0@ R @) @ 80y Qa8 B0y
Jj=p+1

=)+ (2)+ )+ 4)+(5) +(6) + (7) + (8).
Dans (I,), il apparaissait des termes de la forme
0®...Q00; ® Uo-1(j41) B - - DU Ao-1(k), V=1 (k41))D - - - B —1(ptq)

avec le signe e, (07 1)(=1) 070D Lacr 1

On construit une permutation p sur {j+1,...,p+q} telle que p=1(s) = 07 1(s), Vj+1 < s < p+q.
Alors, p € Bat(p — j,q) vérifiant j +1 < p~ (k) <p < p H(k+1) et ea(p™!) =ealc™?).

De plus, on a (—1)(b7a+1) Dok Xo=1(s) — (_1)(b7‘1+1) ) (_1)(b7a+1)a[1yj].
Alors, le terme précédent s’écrit:

(—1)bmetDeanag, (p~1)(—1) P ) Zicecr %1 x

x ) Q) 1 (4@ -+ DU (12 X1 (141))2 - - B (pg)-
Ce méme terme apparait une seule fois dans le second membre et plus précisément dans (5) accom-
pagné du méme signe provenant de (—1)(b*a+1)0‘[1v11a[11j] X Lo (a[j+1,p} 5 a[p+1,p+q])'

On obtient, donc, (I;) = (5).

Pour (I,),ona {o7'(j+1),...,0 ' (p+q)} C{p+1,....,p+q}, on pose
{e7' G+, o ety ={p+1,....i}

avec p+q— j =i — p, alors, lorsque j varie de 1 & ¢ — 1, on trouve que ¢ variede p+1ap+q— 1.
Et on obtient (I,) = (7).

Pour (II1,), on a {c~*(j +1),...,0 *(p+q)} C {1,...,p}, on pose
{071(j+ 1)7 '70—71(p+q)} - {Z+ 1,.. ,p}

avec p+q— j = p —1, alors, lorsque j varie de g+ 1 a p+ ¢ — 1, on trouve que ¢ varie de 1 a p — 1.
Et on obtient (III;) = (1).

Pour les autres termes, on démontre que (II;) = (2), (II,) = (4), (III,) = (3), IV,) = (6) et
(IV,) = (8).

L’unicité de ¢2 est une conséquence du fait que (H,d) est une cogebre de Lie colibre. (Voir
IB 1) O

4.3. Algebre de Lie différentielle graduée associée a une (a, b)-algébre différentielle.

On consideére, maintenant, 'espace H[a —b— 1] muni de la graduation dg’(X) = dg(X)—a+b+1
noté simplement par 2’ pour X € Hla — b — 1]. On pose £4(X,Y) = (—1)e=0=1dd'(X)p, (X Y).
Alors, le crochet £} est de degré 0 dans H[a — b — 1] et la différentielle D reste de degré 1. Et on a

Proposition 4.2.
L’espace H[a—b—1], muni du crochet ¢t et de la différentielle D est une algébre de Lie différentielle
graduée: Pour tout X,Y et Z de H[a—b— 1], on a:
() BEY)=—()GE.X), -
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(iii) D (6(X,Y)) =6 (D(X),Y) + (=1)" 6 (X, D(Y)).

Preuve
(i) Soient X = a1®...Qap et Y = ap11Q ... Qaypyq. On sait que

(X, Y) = (=)D (X y) =

(71)(0«—1)—1)1’2 Ea(o_—l)(il)(bftﬂrl) P e<k ”‘a*l(s)aaq(l)@. . -@g(aafl(k); O‘afl(k—i-l))@- . '@O‘afl(p—i-q)-

o€ Bat(p,q)
ko~ (k) <p<o~!(k+1)

Fixons un couple (o,k) dans cette somme tel que o=1(k) < p < o~ 1(k + 1). On définit deux

permutations 7 et p de Sp1, par:

. j+p, sil<j<
T(j):{J P i<q

. . . = O0OT.
J—q s1qg<j<q+p. P

On vérifie que p € Bat(q,p) tel que p~(k+1) < ¢ < p~'(k). Enposant 8; = a,(j), (1 < j < p+q),
on aura ﬂp—l(j) = agp-1(j) et EQ(p_l) = (71)”’6‘&(0_1).

On construit ensuite une nouvelle permutation v de Sp44 définie par:

v =p0) Vi ki k1) vTHR) = p T (k) et vk +1) = p (R

On vérifie que v € Bat(q, p) tel que
v ik <qg<vlk+1)et
ep(v™h) = (=)t @ Pt gg(pTh) = (= 1) % % i (= 1) e (07 L).

De plus I'application (o, k) — (v, k) est une bijection sur les ensembles correspondants.
Alors,

GXY) = (1) (1)

X Z Eﬁ(yil)(71)ﬁU71(k)BU7l(k+l)ﬂv*l(l)@ e '@g(ﬂufl(lﬁrl)v ﬂv*l(k))@ . ‘@ﬂv*l(erq)

veBat(q,p)
ki v=1(k)<g<v—1(k+1)

= (71)(a7b71)x’(71)zy+b7a Z 65(1/71)5,171(1)@. . .@g(ﬂy—l(k), ﬂyfl(kJrl))@. . -@6u*1(p+q)

vEBat(q,p)
ki v=1(k)<g<v—1(k+1)

= —(=1)"V (Y. X).

ii) Soient X = a1®...Qa,, Y = 18...Q0, et Z =711 ® ...R7,. Posons
(if) ... Yy ... YPq Y. Y
a; si 1<i<p
& = Bi—p si p+1<i<p+gq
Yi-p—q S p+q+1<i<p+gq+r

On revient a ¢o en écrivant l'identité de Jacobi sous la forme:

(—1)" 0 ((X,Y), Z) + (= 1)V by (15(Y, 2), X) + (=1)7V 45 (65(2, X), Y ) =

(=)@t Dbt ((1)720, (0(X,Y), Z) + (—1)s ((a(Y, Z), X) + (—1)4s (622, X),Y)} .
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En écrivant (—1)"%¢5 (¢3(X,Y), Z), on trouve des termes de la forme:

(L) : (=1)%e (p;. )60 Q- .. ®iyp, U, B)Ei, 4@ - - - i, RUBr, )i, 15D -+ Dy,
(I2) : (=)™ (P, )€1 @ - - BEjpy RUBs, M) RE iy 12 - - - BEj, @i, B) Dy 108 -+ B gir
(I3) : (1) (p;. )1 R - - - @k, QUi ) DE iy 15D -+ By U1y M) Dby 15D - - By g
(I) : (=) (p;, )12 . B&1,,,, R i, ) RE1,p, 15D - - &1, @k, B))RE1,, 1R -+ Bty g,
(Is) 1 (=1)%e.(p; )61 @ .. ®Es,, DL, ), V) Dy 11D - B gy
En écrivant (—1)¥*¢5 ({2(Y, Z), X)), on trouve des termes de la forme:

(IL) : (=1)"e(p;;) )i @ - - @iy, RU(Bjr i) REir, 3R - - - By RU(Bry )i, 158+ - BEiy 4,
(1) : (=1)"" e (p;;1)6, @ .. 8Ejn, UGN RE 15D - - Dy, RU(Br, ) BE 1B -+ BEj
(II3) : (=1)""e.(p;, i)f 8 B, @B V) Bt 152 - - - Dt DUV, i) RE 5B - RE ity g
(I11) : (=1)"e(p;, 1)&1@  ®r,,, DUk, )@, 158 - - ®Br RLBs V1) Doy, 158 - By
(IIs) : (=1)"%e(p;2 )61 Q- - - REs,s QLB k), i) REis s 148+ - Dy i

En écrivant (—1)*¥¢s (¢2(Z, X),Y), on trouve des termes de la forme:

(I11): (—1)*Ye, (pm1 )&cl oo @k, Uiy B) By 15D -+ - Dk, DUV, Ok )Ry 5D - By g
(I1I): (~1)*e (p;; )eu. D - Bty DUV, 1) REp, 15D - B, DU, B) B, 5@ -+ By
(I113): (1), (p77, )6r @ - - - @iy RL (Vs 1) By 15 -+ - B DUV, B)RE 15D -+ By
(I114): ( 1)Zy55(ﬁ'm4)§ o Bt DU Vhs B) Bty 45D -+ - Bt RV, 1) B 3B - Bty gy
(I115): (=1)"e,(p;. s @ -+ - @iy RUE(Vh ), B)RE i 1480+ - By

On vérifie grace a la (b — a + 1)-antisymétrie de ¢ que:
(I1)+(I1) = 0,(I2)+(I12) = 0, (Is)+(I111) = 0, (I4)+(I112) = 0, (I113)+(I11s) = 0, (I14)+(1113)
Et grace a la relation de Jacobi pour ¢ que: (Is) + (II5) + (I1I5) = 0.

(iii) On rappelle que D = dy + p1 ol

et

ma®...Qay,) = Z (—1)Xo<i %o ®. .. Quas, 2ig1)® . .. .
1<i<n

Vérifions d’abord que 1 (65(X,Y)) = 04 (u1(X),Y) + (—=1)*" &, (X, 1 (Y)).
Soient X = 1®...Qap et Y = ap 1@ ... Qopiq.
D’une part, on développe p;(¢5(X,Y)), on trouve les types de termes suivants:
(1) s ag-11)® - - - B Co=1(i)s Ao=1(i41))B - - - DU Ao =1(k), A1 (k41))R - - - B =1 (pt)
ot 0 € Bat(p,q),i <k—1let o (k) <p<ot(k+1),

() s ag-1(1)® - - @l(g=1(k), Ao=1 (k1))@ - - - BL(Ag=1(3), Ao=1(i41))R - - - BQp—1(p1g)

=0.
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ot ¢ € Bat(p,q),i >k+1let o (k) <p<ot(k+1),
([II) 01 ® . .@,u(aaq(k_l),f(aafl(k),aafl(k_i_l)))@. - QUG—1(ptq)
ot 0 € Bat(p,q),1 <k<p+qg—1letot(k)<p<ol(k+1),

(IV): a1 (1)@ -+ R (o1 (), U1 (k1) )» Vo1 (42)) D - - -@O‘U’l(p-i-q))
ot 0 € Bat(p,q),1 <k<p+qg—leto t(k)<p<ol(k+1).
Parmi les termes de (I), on distingue quatre cas:
(I) lorsque {o~1(i),c7 (i + 1)} C {1,...,p},
(I2) lorsque {o~1(i),c i+ 1)} C{p+1,....,p+q},
(I3) lorsque o~ 1(i) < p < o~ 1(i + 1),
(Iy) lorsque o1 (i + 1) < p < o7 1(4).

Et de méme pour (I7). Il y a des simplifications entre les termes de (I3) et (I4) et aussi entre les
termes de (I13) et (I1). Il ne reste que (1), (I2), (I11) et (I12).

On sépare aussi les termes de type (II1) et (IV) en deux catégories. On a donc:
h—1) <o (k) <p <o (k+1),

(I113) lorsque o 1(k) <p<olk—-1)<o l(k+1),

(IVy) lorsque o1 (k) < o7k +2) <p <o t(k+1),

(IVz) lorsque oY (k) <p <ol k+1) <o 1 (k+2).

Alors,

(I11h) lorsque o~

(X Y) = (1) + () + (IL) + (IT2) + (ITh) + (I11) + (IV3) + (V).

D’autre part, dans le second membre, on a

o (X),Y) = (~1)lebDEFD N e (071 (1) et i (—1) PO Recn demiio (—1)(bmet D
i<k—1
oc€Bat(p,q)
1<i<p
kg {iit1ho () <p<o ™ (k+1)
X Q-1 .. .@,u(aafl(i), 04071(“_1))@. . .@E(O&U—l(k.), Oéa—l(k._;’_l))@. QU1 (ptq)-
On trouve les types de termes suivants:
(I') s ag1(1)@ - - B Qo1 (3)5 Ag=1(141))D - - - DU Qg1 (k) A1 (k1)) R - - - Bg—1 (pg)
ot 0 € Bat(p,q),i <k—1,07 k) <p<ol(k+1)et1 <o 1(i),o" (i+1)<p,
(1) : ag-11)@. .- @1 (k) U1 (k1)) D - - - B Ao=1(3)s Xo=1(141))D - - - D=1 (ptq)
ot 0 € Bat(p,q),i >k+ 1,07 (k) <p<olk+1)et1 <o 1(i),o  (i+1)<p
et (IIII) Q-1 (1)@ .@E(M(aafl(k), O[o'*l(k-‘rl))v O[o-—l(k-_;’_g))@. - Qe—1(ptq)
ot 0 € Bat(p,q),1<k<p+q—2etot(k)y<ol(k+1)<p<ol(k+2).

Or, d’apres l'identité de Leibniz, on a

E(M(aa—l(k), Oéa—l(k+1)), aafl(k_i_Q)) = (—1)(b7a+1)(a071(k)+1)M(aa—1(k) y f(aafl(k_,_l), aafl(k_i_Q)))

+ (fl)b_a"'l"'aa’l(’“*l)ao’l(k+2),LL(E(Ozafl(k), O[o'*l(k-‘rQ))} O‘U*%k—i—l))v
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on sépare, alors, (ITI') en (I117) + (I113).

Donc, & (1 (X),Y) = (I') + (II') + (II1}) + (II1}).

De méme, on trouve que (—1)* 04(X, 1 (Y)) = (I") + (II") + (I11)) + (I11Y).

On vérifie, enfin, que (I;) = (I'), (I) = (II'), (I1,) = (I1I}), (IVy) = (II1}), (I2) = (I"),
(IL) = (I1I"), (IVa) = (11I}) et (I1115) = (II11})).

De méme, on vérifie que Dy (¢5(X,Y)) = £, (D1(X),Y) + (—1)*" ¢, (X, D1 (Y)). O

4.4. La L..-algébre S*(H[a — b]).
Dans le paragraphe précédent, on a montré que (H[a —b-1], ’Q,D) est une algébre de Lie
différentielle graduée. On considére 1’espace H[a — b] muni de la graduation
dg"(X)=dg'(X)—1=dg(X)—a+b:=2", pour tout X € Hla — b).

On voudrait construire la cogébre cocommutative coassociative (ST (H[a—1b]), A), ou ST(H[a—b]) =
D, S"(Hla — b]) et A est son coproduit qui est de degré 0 et défini par:
VXi... X, € S"(H[a— b)),
B ol !
A(X:...X,) = J; E (L) X QX

#I,#J>0

Le crochet ¢, était antisymétrique de degré 0 sur H]a —b—1]. Comme l'on veut une codérivation de
degré 1 pour A, on pose #4(X,Y) = (—1)*"#,(X,Y) qui est une application symétrique sur H[a — b]
de degré 1. On a

Proposition 4.3.
Pour tout X,Y, Z € H|a —b], on a:

(i) (X, Y) = (-1)"""g(v, X),
(i) (1) (X, V), Z) + (1) " GV, 2), X) + ()Y 15 (85(Z,X),Y) =0,
(i) D(¢5(X,Y)) = —€5(D(X),Y) + (~1)"+"¢§(X, D(Y)).

Preuve:
(i) On a
G(X,Y) = (1" (X, Y) = (-1)" (=1)"V (Y, X)
_ (71)1//+(I//+1)(y//+1)+1(71>y//‘€/2/(y, X)
= (-1 (Y, X).
(ii) On a

(1" G (X,Y), 2) + (1Y B, 2),X) + (-1 G (5(2.X),Y) =
(=) T (1) 0 (X, V), 2) + (1) G((6(Y, 2), X) + (<17 6 (62, X))
=0.
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(iii) On a

" "

D((X,Y)) = (~1)* DX, Y)) = (~1)" (£ (D(X),¥) + (~1)*', (X, D(V)))

(=1 (=115 (D(X),Y) + (~1)"+" ¢ (X, D(V)))

"

= —15(D(X),Y) + (1) 45(X, D(Y)).
(]

On prolonge ¢5 & St (H[a — b]) de fagon unique comme une codérivation ¢’ de A de degré 1 en
posant:

1"

O Xa) = e (™) (X X)) X6 X

=, "
L x i x g w,
1<J

En utilisant I'identité de Jacobi, on peut vérifier que £ o ¢ = 0.

On prolonge, aussi, la différentielle D & S*(H[a—b]) comme I'unique codérivation m de A toujours
de degré 1 en posant:

Elle vérifie m om = 0.

Sionpose Q1 =D, Qa=105, Qi =0,si k>3 et

QX1... X)) = Y E(Zzl/]}j%")Q#I(XI)-XJ-
TuJ={1,...,n}
I#0

Alors, Q = m + £ et vérifie Q2 =0 et (Q®id+id®Q)o A =AoQ.

Donc, le complexe (ST(H[a —b]), A, Q) est une cogebre cocommuative coassociative et codif-
férentielle, alors, c’est une Lo, algebre.

4.5. La C.-algébre ST (H[a — b]).
L’espace (H, 0, D) étant une cogebre de Lie codifférentielle, on définit un cocrochet ¢ de degré
a — b sur H[a — b] par:

(X)) = 3 (~p)leo (U RV + (~1) ety Q) U) . VX € Hla—0l.

Uov=Xx
U,V#0

On prolonge §"” & ST (H[a — b]) par:

P X = 3 () 2 e

1<s<n Us@Vs=Xs
TOJ={1,. ni\{s} Us Vs #£0

x (XI.US R Ve Xy + (—1ira X Y Q) US.XJ) .

Alors, §” est un cocrochet sur S*(H[a — b]) de degré a —b. En notant 7’ la volte dans ST (H[a — b)),
8" vérifie:

Proposition 4.4.
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(i) 7" 0d" = —(—1)27%" : (6" est (a — b)-coantisymétrique),

(ii) (id®3 + T O The + Thg © 7'{/2) 0 (0" ®id)od" =0: (lidentité de coJacobi),

(iii) (id®@ A)od" = (0" ®@id) o A+ {50 (id®6") o A: (lidentité de coLeibniz).
Preuve:
(i) On a

s Xy Xa) = N () Y (el ety
1<s<n T Us®@Vs=Xs
TuJ={1,...,n}\{s} Ug,Vs#0D

x (XJ.US R VXt + (~1) b X, v Q) US.XI) }

Vol A
= X () X oo
1<s<n Us@Vs=Xg
uJ={1,..., n}\{s} Us,Vs#0
[ RDERIY, X R) XU, + ()R 1) ey, X R X1

= (e ST e () Y (e ey
TrTsTy

1<s<n Us@Vs=Xs
TuJ={1,....,n}\{s} Us, Vs #0

x (XI.US R Ve X+ (—)rire X Y Q) US.XJ) }

= (—1)* " (Xy ... X,).

(i) On calcule (6" ® id) 0 6" (X1 ... X,), on trouve des termes produit et produit tensoriel de
facteurs Xy, Xy, Xi,Us, Vs, U, Ve pour TUJ U K U {s,t} = {1,...,n}, s #t, Xy = U;QV; et
Xy = U®@V; et des termes produit et produit tensoriel de facteurs X, X, Xk, Us, Vs, W pour
TUJUKU{s} ={1,...,n} et X, = U;QV,@W,.

Pour retrouver les termes du premier type, on part de X7 @ X ; Q) Xk et on ajoute les Us, Vs, Uz, Vi
en suivant le tableau:

U:QViUsQVs, ViQULUQVs, UiQViVa@®@Us, ViQU:VsQUs,
U U QViQ Vs, UsViQUiQVs, ViU QViQUs, ViV QUi QUs,
Us QUi Q VsV, UsQ@ViQVelUy, ViQUiQUs.Vi, ViQViQUs.U.

Pour retrouver les termes du deuxiéme type, on part de X; Q) X; Q Xk et on ajoute les Ug, Vi, W
en suivant le tableau:

U QVsQ@We, ViQUs@QWs, VeQW:QUs, W R Vs QUs.

Par exemple, le premier élément Uy Q) V;.Us @ Vs du tableau correspond au terme
(1) XU Q@ Vi X5.Us R Ve Xk

Pour s < t, ce terme apparait deux fois dans (id®3 +7h0mhs+ 750 T{’Q) 0(d"®@id)od"(X1...Xp):
1) Une fois dans id®?3 o (6" ®id) o 6" (X ... X,,) avec le signe 1 obtenu ainsi:

" "
N . x]..x
- On part de X7 ...X,, on le rameéne en X;.X;.X ;. X,. Xk avec le signe e (z,, Z,,lz,, o )
I t J s K
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- On applique ¢” sur X;.X;.X;.X,. Xk et précisément lorsqu’on coupe Xj, il apparait le terme
X71.X:.X;.Us Q V. Xk une seule fois avec le signe

" " " " " /7
(_1)(a—b)(wz ' trytug) ( Ly Ty )
(AN TR
TT Ty X Ty T

- Ensuite, on applique (6" ®id) sur X7.X;. X 7.Us Q V5. Xk et précisément on coupe X, on obtient
une seule fois le terme X;.U; @ V;. X ;.U Q V. X avec le signe

17 " 17 " " " " 1"
(71)(0/_1))(11 +It +I.I+us )6 ( 1" /:5:1 ';;I’Vl// 1" ) (71)(a_b)(ll +Ut
Tp Ty Ty Ty T
—b 2 ” " b 2! 2
_ (71)(a )z +vy +ul +a )E (I,I, Ié’le]’ ;g )= £1.

2) Le terme (1) apparait une autre fois dans 7} o 745 0 (6” @ id) 0 8" (X, ... X,,) avec le signe &}

N . I”...I”
- On part de X7 ...X,, on le ramene en X ;. X,. Xg.X;.X; avec le signe e (zf; A u)-

"
s T Ty T

- On applique 0" sur X ;. X:. X.X;. X et plus précisément, lorsqu’on coupe Xy, alors, le terme
X ;. Xs. Xk Vi QU X apparait une seule fois avec le signe

1 (a—b)(z ]+ 47 +u}) 1 uy vy +a—b+1 xy ..l
( ) ( ) E " " " " "
Ty Ty T Ty Ty

qui s’écrit encore V;.X ;. X. X Q X;.Us accompagné du signe

(—1)(a=b)@l+al+aftul)tuyvy +a—btl(_pyuiaf+oy (htal+al) ( ...z, )
NN N N TN
Ty Ty T Ty Xp

- Ensuite, on applique (6" ®id) sur V;. X ;. X . Xk @ X1.U; et précisément on coupe X, on obtient
une seule fois le terme V;. X ;.Us @ V5. Xk Q X1.U; avec le signe

1) a=b) @ +al taletul ) fuf o) fa—bt14ul @] +of (2 +al +alf) AR _1)(@=b) (v +alf+ull
( ) 6 " " " " " ( )
Ty Ty T Ty Tg
_ (_1)(afb)(méurz}'(+v;’)+u£’7j£'+a7b+1(_1)u;'x}'+v£’(z}'(+x’s’+xf]’ c ( B ,z,/l/”x;/” ”)
J Ts T Ty Ty

- Puis, on applique 715 o 745, on obtient le terme (1) = X;.U; Q V;. X ;.Us Q V5. Xk avec le signe

1)@=t @) )b ) +a—ba 1 qyuraf oy (el +al)) af...al]
( ) ( ) 9 "o "o_n X
xT Is IK + II

K (1)@ U] bl o )

n
RN AN RN TN
Ty Ty Ty .ES xK

_ (71)(afb)(Cbi;+v;/+u;,+a7b)+1€ ( z) .2l )
= —€1.
Finalement, ces deux termes se simplifient.

Un calcul pénible montre, de méme, que tous les termes du tableau se simplifient dans (id®3 +

iy o1 + 0 7lh ) 0 (8" ®id) 0 8"(Xa ... Xa).
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(iii) D’une part, on a
. "z —b " "
(id® A)od"(Xy...X,) = E E(m/%m”z%) E (_1)(11 )(@F ) o
1<s<n T vgveex,
TUI={1,.ni\ (s} Ve Vot

x (id® A) [XI.US R Ve X+ (—1rrae X Y Q) US.XJ}

" " 1" 1"
= g E(I}/}}z’?,) E (—1)le=D@r+u)
TrTsTy

1<s<n Us®Vs=Xs
TUJ={1,. ,n}\{s} Us,Vs#0
'U”:E// 'U//I,,
X E [5( //S//J//)XI-U5®XK®VS-XL+5( //S//J//)XI-U5®V3-XL®XK
TrVs Tr Vs Tp TR
KuL=J

_ ulslvgl-‘,-a—b-i-l u;’z'} u;’z’J’
+(-1) () XV @ Xk @UeXs +2 (40, ) X1 @ Ua X1 @ X |
=)+ {II)+ (III)+ (IV).

D’autre part, on a

) I”...I” .
(o6 o AKXy X) = > e (") (ide o) (X @ X.)
Kui{:g;d.n} ’
Yozl — 1 z'! )2 4w La—b
S () Cuet S () B e
TrTy TrTsTp
KuJ={1,...n} seJ Us®Vs=Xs
K,J#0 TuL=J\{s} Us,Vs#0

x [XK R X1.U R Ve Xp + (— 1) e rb X Q) X1V, R US.XL} .

Alors, en appliquant 715, on obtient

50 (id®6") o A(Xy ... X,) =

P _b)z i b (2! !
5 5( 1// //n (_1)((1 )IKE 17 I/(/ ;i 7 5 (_1)((1 )( I+ S)X
TPy TRITIT T
1<s<n Us@Vs=Xs

TUKUL={1,...,n}\{s} Us,Vs#0
K#0

x [(,1)x;z<x9'+u;'> XU Q) Xic R) Ve Xy, + (—1)ueve Forbitieic@l D) xp v, Q) X (R) US.XL}
=)+ (2.

De plus, on a

(0" @id) o AXy... X)) = > e (I) (6" @ id)(X; Q) Xx)

TyT
KuJ={1,...n}

K,J#0
= 2 () Selhy) X cneer
- n_1 1 1
TyT R TTTL T
KuJ={1,...n} s€J Us@Vs=Xs
K,J#0 ITuL=J\{s} Us,Vs#0

x {X;.US R Ve X Q) X + (-1 et x, v, QUL XL R XK}
o FA z']xY, _ (a—b)(z”-i—u;/)
= X () () X e
1<s<n UsQ@Vs=Xs
JUKUL={1,....n}\{s} Us,Vs#0
K
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x {XI.US R VeXr Q Xi + (~1)" XV, QUXL R XK}
— (3)+ (4).

En examinant les monémes de type (I), (I1), (IIT) ou (IV) du premier membre, on constate qu’ils
apparaissent chaque fois dans un des types bien déterminé du second membre et chacun apparait
une fois et une seule. 11 suffit, alors, de vérifier I’égalité des signes. Par exemple:

Dans (I), le terme X;.Us @ Xk Q@ V. X1 apparait avec le signe

" 1"

1)(a=b) (= +ul) zy .y v/ @l
(_ ) 9 "o £ 17 s
Tr T, X T Vg T

s

" " " ’" NN,
— (—1)(e=d)(z7 +ul) Ty Ty TUS VST
- E " " " E 11 1 " .
T 1Y% s

1 Ts Ty

Or

P~ 2 (a,b)z i<s :E;-/ (afb)z ie 11/
5( 1,// ,}S/ ,//n =& 1,// HIN N (_1) ied (_1) el
Ty s Ty Ty UsVs Tg
Le signe total de (I) est:
P N I 0D 3 B N O D S P
(_1)(11 b)(11+us)(_1) ieRUL (_1) iel E( 1l Va s T/L/)
Ty UG T vy T

1" 123 " n,o 1 "
oG R R DGR (v S B B

N -
Tp UsTgVs T

Dans (1), le terme X1.Us @ X Q@ Vs. X1 apparait avec le signe

_ N _ N " 2! 2 Nl "
(—1)e Dk (—p)e DT (|, 20 ) (<1)rklEe)
Tk T Ts T,
4 " " "o " " 1,01 N (afb) i<s I’_” (afb) iss I,',,
(71)(afb)(961 o tud)tay (@7 +u) (;}I,f‘if’;”?},) (—1) = ieL (-1) b ieror
K*I%s s L

1", N
x

= (1)t (ke (S T ) (e e

_ V23 I,,...u//v//...z// _ ) /./
(_1)(11 b)us € (I/}u// S//S»U// IT/L/ (_1)(‘1 b)21<5 i :
I%s K"%s L

Alors, on a (I) = (1).

De méme, on vérifie que (II) = (3), (III) = (2) et (IV) = (4). O
On a prouvé que (ST (H[a — b]),d”) est une cogebre de Lie. Montrons qu’avec Q = m + £, elle

est codifférentielle. Revenons, donc, aux opérateurs m et ¢’ définis sur S*(H[a — b]) par:

n

m(X1... X)) =Y ¢ (1213"1) m(X:).X1... ... X,

i=1

et

1" 1"

(X X)) =Y e (Iﬁ ) (X0 X)X A X,

1<J

Proposition 4.5.
m et £ sont des codérivations de 6" de degré 1, ils vérifient:
(i) (m®id+id®@m)od" = (—1)27%" om.
(ii) (0" ®@id+id® ") 06" = (—1)*"%" o (.
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Preuve:
(i) D’une part, on a

5 om(Xi ... Xp) = 0" [Z(A)mei'xl om(X). ..Xn]
s=1
2 a—b)(z" 1!’ = ! m(xs)/z/n/
= Y (DT {(,1)( )@+ t)e( G mf;/ e )x
t<s
U:@Vi=Xy

TUJ={1,....n}\{s,t}
x (XI.Ut R Vi (X)X + (1) et 1 Q) Ut.m(XS).XJ)
(=

1"
1)((1 b)(m’/+u£’+m”+1) (z” ) m(xs)”. n) %

m(zs)" zy 2

x (Xj.m(Xs).Ut QR ViXy + (~1) e X m(X,). VR Ut.XJ)}
)

+ Y (T [(,1 <afb><z';+u;'>€( e (73( S)/j’ ) x

s I T
U@ Vi=X,
TuJ={1,....,n}\{s,t}
% (XU QY Verm(X,). Xy + (—1) 401XV R Upn(X,). X )
1)(a— b) (z} +uy +z!/ +1) zf..m(zs). actac’ri)
“r( ) I t ( II m(ms) ” ac']' X
x (X,.m(XS).Ut®m.XJ+(—1)“?1}2/” LY S).w®Ut.XJ)}
B ZZ Sx;’ z/l/...m(ms)//...zx)
" Y R () X
1<s<n
US@VS:XS

TuJ={1,...n}\{s}
X (=)D (X n(U,) ) Vi Xy + (—1) (Db, Y QY m(U). X )

+ (71)(a7b)(my+u;/)( 1)4e (XI U, ® m(Va). Xy + ( )(vS +1)ul +a7b+1X].m(Vs) ® US.X'])}
=M+ @)+ )+ #)+6)+(6) +(7) + (8),

ou

(1) = Z (XI Ut®Vt s).Xg+ (-1 )u;’v;’+a brLX. V;:®Ut m(Xs). XJ)a

etc ...
(4) = 3 = (Xrm(X,).0; ®Vt.XJ (=) LY (X)) QU X ),

(5) = > X1 mU) Q) Ve Xy, (6)=> £X1.V.(Qm(Us). Xy,
(7) Zj:X[U ®m ). X7, :Z:I:X[.m g ®US.XJ.

D’autre part, on a
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(m®id)od"(X1...X,) =
S () b iy
I s t J
t<s

Ui @Vi=Xy
TuJ={1,....,n}\{s,t}

x (Xl.m(Xs).Ut®Vt.XJ (=) b LY s).\/'t@Ut.XJ)
+ SO e (M) (e (g
t>s

U @Vi=X;
T0T={1,.c.;n}\{s,t}

X (X[.m(XS).Ut®Vt.XJ F(—1)we et LY S).m@zjt.x'])

FS () o @1,
UEVoX,
[UI={1,....n}\{s}
4 Z - (zi’//zgza/c];{) (—1)le0 e +ud) (Lq)af (qyulvlra=bil s)®Us.XJ
V.GV,

I0I={1, P\ {s}
= (1) + (I2) + (I3) + (1a).
et
(id@m)od"(Xy...X,) =

x I” Cl)”..»z” _ 1" " " 1" 1"
ST (M) (cpenE e (e b

)z 3]

t<s
U @Vi=Xy
TuJ={1,...,n}\{s,t}
(XI U Q) Vin(Xs).X g + (- 1)ui’vi'+a—b+1X,.vt®Ut.m(Xs).XJ)
z I// T IZ . (afb)(x”Jru”) . I//+u//+v//
+ > E(z';zg'ztz,)(l) TP ()T
t>s
U @V,=X
TuJ={1,...,n}\{s,t}
(XI U Q) Vim(X.).X g + (- )“2’”2’+a*b+1XI.Vt®Ut.m(Xs).XJ)
.zl _\(a=b) (=Y +ul)_ z”—i—u;/
+ > E(Eymgm{;)(l) TH) (1)1 XU Q) m(Ve) X
1<s<n
U.®Va=X.

TUJ={1,...n}\{s}

LY

1<s<n
Us®@Vs=Xs

TuJ={1,...,n}\{s}
= (IL) + (IIy) + (II3) + (I1Ly).

1"

n ) (71)(afb)(x}’+u;/)(71>III/+U;’(71>u;/v;/+afb+1XI.VS ® m(U5>.X.]

[0)
/
8
=3
8
NN
<38

Ty T x,

On vérifie que les termes (1), (2),(3), (4), (5), (6),(7) et (8) de 6” o m(X;...X,) apparaissent
aussi dans (m ® id +id ® m) o §”(X; ... X,,) & un signe (—1)¢7° prés.
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Par exemple, le terme X;.U; Q Viom(X). X + (—1)“2/”2/+“_b+1X1.Vt QR Ur.m(X;).X; de (1) ap-
parait dans §” om(X;..... X,) avec le signe

" " " "
€1 = (_1)Zi<s Ié/(_l)(a_b)(ly"'ug)g 1 '/'/'zt“"'m(xs)// /:f:n )
z7 xy m(xs)” xf

” "
. al m(zs) VAN 1A X i<s T Yi>s TG
Ore 7 ” =& o1 (_1) i€J (_1) el 5

" " "
xz7 x m(xs)” Tp Ty Tg Ty
alors,

_ " " P . ,
er = (-1 b)(”””““f)&( L ”) (—1)rtee,

o} @y @ 2
Le méme terme apparait dans (id @ m) o 6" (X1 ... X,), et précisément dans (I1,), avec le signe

1" 1" " " " " " " "
c (11 Ty T Ty ) (71)(a7b)(zf +uy )(71)z1 +uy vy (71)a7b€

" " 1-
II It IS IJ

Alors, on trouve que (1) = (—1)@=8(IL;).

De méme, on démontre que (2) = (—=1)(@=0(1}), (3) = (=1)@V(IL), (4) = (=1)@=b) (L),
(5) = (=)@ (L), (6) = (-1)\*"V(ILs), (7) = (-1)*"V(I15) et (8) = (~1)\*~P)(Ly).

(ii) On a

i

"o Y zy .2y '
6" ol (Xan)—6 |: Z E(I/_/ I;/I/;)EQ(XZ)X])XK .

i<j
K={1,..., ni\{i,j5}
Dans 8" 0 £ (X, ... X,) apparait des termes de la forme

1) : 05(Xi, X;). Xk Us Q) Ve X1,
2) 1 05( X, X;). X Ve R Us. X,
3) : Xie Us R Vel (X, X)X,

(
(
(
(4) : Xk Ve Q) Ualy (Xi, X;). X1,

B
):
K
):

pour KULU{i,j,s} ={1,...,n}, i < jet Xy, =U,QV%.

Et d’autres termes dans le cas ot on coupe ¢4 (X;, X;) par ¢” de la forme

(5) : XKUU ®V;j-XL;
(6) : XK‘/;J ® Uij-XL;

pour KULU{i,j}={1,...,n}, i <jet 05(X;, X;) = U;;QV;j.



ALGEBRES HOMOTOPIQUES 27

De plus, en écrivant le premier membre de (ii), on a d’une part,

(¢ @id)od" (X1 ... X,) =

(ﬁ” ® id) [Z Z Z e (I;/ I?lw}/j;'; o ) (71)(a—b)(lé/+$;'+z}/<+u;/) x

i< j Us®@Vs=X
I gUL={1,.. n}\{ids} Us Vet

X (X3 X5 X g Uy (R Ve X+ (=) H0 70X X XV Q) U X )|

.z _ " " " 17"
= E E E 3 ( " //1 i ) (71)((1 b)(zl +I7 +IK+U‘9)X
Cl:i :Ej CEK :ES CEL

i< s Us®Vs=X
< KUL={1,...n}\{i,j,s} [SJ;VSS#AS

X (05(X5, X;). Xpc Us R Vo X+ (= 1) F0 7100 (X, X5). X e Ve R U X1 )
+ S e (L, ) (e ekt
i<j U;QVi=X; T T
KUL={1,...n}\{i:3} U, ,V; 20
X (X l5(X3,Uy) Q) Vi Xp, + (—1)" 5 o X e 0)(X,, V) R) U X 1)

" "

.z _ ” 1z " ”
+ Z Z c (1}2 ml;’ m? zg) (71)((1 D@ tas +u) ok

i<j U, @V;=X;
KUL={1,....n}\{i,3} U;,v;#0
n, 1

X (X L5(X5,U) Q) Vi Xy, + (1) e X 05X, Vi) R Ui X 1)
= (I1) + (I2) + (I3) + (11) + (I5) + (L6)-

Et d’autre part, on a

(id ") 06" (X ... X,) =

(z'd@z")[z 3 o« (K Jfﬁ/;f’;;f ) (—1)@-D)rul)

s Us®Vs=X
B N IS AN TR IS St i

1,11
v

* (Xic.Us Q) Vo Xi X X1 + (1) 001 X0V R) US.XZ-.XJ-.XL)}

1"

1"
_ .l a—b)(z" +u// 7 +u2’+'u”
=3 S S g(z,},( v zg)(_l)( J(@hetul) (_p)mheul+ol o

i< G s Us@Vs=X
I gUL={1,...,n}\{i,j,5} [SJ;VSS;MS

X (Xi Us Q) Vel (X, X;). Xp + (—1)" 5 HobH X0 V, R U by (X5, X;).X 1)
LD DERENED DR (P4 3 ) [ Ml A e
i<j U;@V;=X;
KUL={1,...,;n}\{5,3} U,,V;#0

(1) XU Q05 (Vi, X)X, + (— 1) v Ha=b 0ol 0 Vi Q) 05 (U, X;). X 1)

. _ " 1 "
+ E E 3 ( T //) (71)(a b)(zK+u7 )tTk X
IK I] Ii IL

i<j U;j®V;=X
KOL={1,....n3\{0.7} U, v;#0

x (=" XU Q15 (Vs Xi) Q) X + (= 1) He=b 14 e Vi Q) 45 (U, X)X 1)
= (1) + (IL2) + (I13) + (I1s) + (I15) + (I ]5).
Examinons les termes de 6”0’ (X; ... X,,) et cherchons les termes correspondants dans le premier

membre.
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- Dans 6" o (X1 ... X,), le terme (1) : £5(X;, X;). X .Uy @ Vi. X1, apparait avec le signe
£ = (_1)(a—b)(z;’-i-m;’-i-l-i—my(-‘rulsz)g (IU jb;f;”z”) .
i TjTRT T

Il correspond au terme (I;) de (¢ ® id) o 6" (X;. .. .. X,,) qui apparait avec le signe

"z _ " " " " _
5( 1" //1 1" n// //) (_1)((1 b)(m‘b +IJ +IK+’U’5) frnd (_1)11 bEl.
ZT; Z] T Ty Tp

- Dans 6" o (X1 ... X,), le terme (2) : £4(X;, X;).Xx.Ve @ U, X1, apparait avec le signe

_ 1 1 " " ! 2 "1 _
£y = (_1)(a b)(z; +x +1+1K+u5)5 (I;, I;z%;gzg) (_1)u3vs +a b+1.

1l correspond au terme (I5) de (¢ ® id) 0 8”(X} ... X,) qui apparait avec le signe

z! .z _ " " " " "o _ _
9 ( " //1 o ) (_1)(@ b)(w'b +ZJ +ZK+u5)(—1)us vs ta b+1 = (—1)0’ b52_
x IJ T Ty Tp

- Dans 6" o (X1 ... X,), le terme (3) : X.Us @ Vsl (X;, Xj). X1, apparait avec le signe

" "
_ (a—b)(z%+ul) x? TY Ty
e3 = (—1)lem DR ()i, el ol all izl )

s

Il correspond au terme (I17) de (id ® £") 0 6" (X1 ... X,) qui apparait avec le signe

:p”___x;’ —b) (2" ” ” "o b
e (1/1/( 1/5/11// " //) (_1)((1 )(IK+US)(_1)$K+’U«S T = (_1)(1 3.

i Lj Tp

- Dans 6" o (X1 ... X,), le terme (4) : X.Vs @ Us L5 (X;, Xj). X1, apparait avec le signe
€4 = (_1)(a—b)(ﬂc}/(+u;/)(_1)z;/+m}/(€ ( . ”fjllff/ri . ”) (_1)u;/vg+a—b+1.
x

K Ty T T;TL

Il correspond au terme (I13) de (id ® ") 0 6" (X1 ... X,) qui apparait avec le signe

" "
€ (Z;/( 3;/1 »././z;// Z//) (71)(11—17)(%/(-‘:-11;/)(71)Z}/<+u’5’+v;/(71)u;/v;’+a—b+1 _ (71)a—b€4.

s Ty T; T

Le cas ou on coupe ¢4 (X;, X;) par 6" correspond aux termes (5) et (6) de 6" o ¢""(X;...X,,) ,
(I3), (I4), (I5), (I) de (¢" ®id)0d" (X1 ... Xy) et (I13), (I1y),(I15),(I1s) de (id®£")0d" (X1 ... Xp).
On pourra voir ce cas comme si on a uniquement deux paquets X et Y. Il suffit de montrer que:

(=1)276" o 1(X,Y) = (0 @ id +id @) 0 6"(X,Y) : (%x).
Mais, le crochet et le cocrochet £ et ¢ étaient €2 et 6 sur H. Ils vérifient une relation de
compatibilité donnée par:

§oly(X,Y) = ((e2 @id) o (a3 0 (§ @ id) +id @ §) + (id @ £3) o (§ @ id + 71 0 (z‘d®6)))(X,Y).

En décalant H par a — b et en écrivant £ et §” sur S?(H[a — b]), la symétrisation de la relation
précédente donne (xx). Ceci achéve la démonstration. O

La proposition précédente nous montre que @ = ¢’ + m est une codérivation de St (H[a — b])
pour 6" de degré 1. Alors, le complexe (ST (H|[a — b]), 8", Q) est une cogebre de Lie codifférentielle
graduée, donc, c’est aussi une Cy, algebre.

Enfin, le cocrochet 6” et le coproduit A vérifient I'identité de coLeibniz:
(id@ A)od" = (8" @id) o A+ 150 (id® ") o A.
Alors, (S + (H[a — b]) VAN Q) est une bicogebre codifférentielle graduée.
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Définition 4.6.
Soit A est une (a,b)-algébre différentielle. Alors, la bicogébre colibre et codifférentielle

<s+ ((@+A[a +1])fo - b]> AGQ ="+ m)

est la (a,b)-algébre & homotopie prés enveloppante de A.

Remarque 4.7.
- Dans le cas ot a =0, b= —1 et A est une algébre de Gerstenhaber différentielle, on retrouve
Ualgébre de Gerstenhaber a homotopie prés enveloppante de A:

<S+ ((@+A[1])[1]),A, §"Q=10"+ m) .

- Dans le cas ot a = b =0 et A est une algébre de Poisson différentielle grduée, on retrouve le
compleze de l'algébre de Poisson a homotopie prés enveloppante de A:

(S+ (@Um) ASQ =0+ m) .

On conclut que notre construction généralise celle des algébres de Gerstenhaber et de Poisson a
homotopie pres.

5. EXEMPLES

5.1. Exemple 1.

On considere ’espace vectoriel Tpoly(Rd) des multichamps de vecteurs totalement antisymétrique
sur R%. Cet espace muni du crochet de Schouten [, ]g, du produit extérieur A et de la graduation
degré(a) = k, si « est un k-tenseur, est bien stir une algebre de Gerstenhaber.

On appelle I le sous espace vectoriel de Tpory (R?) engendré par les tenseurs

a= Z ot ()02, A - A Oy,
D1 yeenslke
olt a1 (z) est un polyndome homogene de degré m.

On peut munir E de la graduation: |a| = 2m + k, si a est un k-tenseur et o' (r) est un
polynome homogene de degré m.

En fait, l'espace E est stable par le produit extérieur A et par le crochet de Schouten [, ]g. Si
on considere deux tenseurs « et § de E de degré respectivement |a] = 2m + k et |B] = 2n + £.
Alors, on a pour tout o, 3,7 € E,

anB=(=DPIg A et an(BAy) = (aAB)An.

Le produit extérieur A est alors un produit commutatif et associatif gradué de E. Il est de degré 0
puisque |a A Bl =2(n+m)+ (k+£) = |a| + |6

On obtient que (E,A) est une algébre commutative et associative graduée.
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D’autre part, le crochet de Schouten est de degré —3 dans F puisque |[a, Bls| =2(n+m —1) +
(k+0—1)=|al+ 8| - 3.
On considere, alors, l'espace E[3] et la graduation deg(a) = |a| —3 = 2m + k — 3.
Sur E[3], le crochet de Schouten sera de degré 0 et vérifie:
[, Bs = —(=1) 700 @[5, a]
et (_1)deg(a)deg(7) [[a, Gls, 7]S_i_(_1)0169(5)1169(00 [[5’ s, a} gt (_1)deg(v)deg(ﬁ) [[% os, 5} 6= 0.

Alors, (E[3],[, ]s) est une algebre de Lie graduée. De plus, le crochet [, |s et le produit A vérifient
I'identité de Leibniz donnée par:

[aaﬁ /\’Y]S = [aaﬁ]s A v + (_1)|Bm0¢|_3)5/\ [aaV]S-
Donc, (E,[, ]s,A) est une (0, —3)-algebre.

Enfin, si on munit E de la différentielle nulle d = 0, on obtient que (E,[ , ]s,A,0) est une
(0, —3)-algebre différentielle et on sait construire 1’algebre & homotopie pres associée a E.

5.2. Exemple 2.
On considere S(R?) lalgébre symétrique de R%. Un élément homogene f de S(RY) est un
polynéme homogeéne de degré k. On munit S(R?) de la graduation:

|fl =2k, si f est un polyndéme de degré k.
Sur S(R%), on considere la multiplication usuelle . des polynomes. Elle vérifie pour tout f,g,h €
S(R%):
fog= (=) Wlg.f et fu(g-h) = (f.g)-h.
La multiplication . est une opération de degré 0 sur S(R?) puisque |f.g| = 2(k+£) = |f| + |g]-

D’autre part, on munit S(R?) d’un crochet de Poisson défini par:

{fvg} = Zai7j(x) azi(f)a% (g)v

ot pour tout 4, j, les coefficients o/ () est un polynéme homogene de degré m.
Ce crochet est de degré 2m — 4 puisque [{f, g} =2(m+k—1+£—1)=|f|+ |g9| +2m — 4.
On considere, alors, I'espace S(R?)[—2m + 4] et la graduation deg(f) = |f| + 2m — 4.
Sur S(R%)[—2m + 4], le crochet de Poisson sera de degré 0 et vérifie:
{f.9} = —(~1)desDdeslal iy, 1}
et (~1) SISO [[£, g} 7}H(~1) 5@ [{g, 7}, 7} + (~1)* 9490 ([, 1}, g} = .

Alors, (S(Rd)[—Qm +4],{, }) est une algebre de Lie graduée. De plus, le crochet { , } et le

produit . vérifient 'identité de Leibniz donnée par:

{F,9:h} = {f,g}-h+ (=1)7 V201, ).
Donc, (S(Rd),{ . b ) est une (0, 2m — 4)-algebre.

Enfin, si on munit S(RY) de la différentielle nulle d = 0, on obtient que (S (R, {, },., 0) est une

(0,2m — 4)-algebre différentielle et on sait construire ’algebre &4 homotopie pres associée a S(R?).
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Remarque 5.1.

Dans ces deux derniers exemples, pour tenir compte du degré des fonctions polynomes, on a
muni les fonctions linéaires x —— x; sur R? du degré 2. En effet, puisqu’on veul que A restreint d
SRY) C E ou . sur S(RY) soit la multiplication usuelle et puisque ;T = x;%;, pour tout 1,7, on
doit donner a ces variables un degré pair.

On veut généraliser, maintenant, ces exemples & un super-espace RP9 pour lequel S(RP|‘1) ~
S(RP) Q@ A(R?) admet une base notée (z;, ...xi &)y ... &) avec iy < -+ <y et j1 < - < jp.

5.3. Exemple 3. (Le crochet de Schouten sur le super-espace RP!9)

On reprend article ] dans le cas d’un super-espace R?1? de coordonnées (z1, . .., 2,[&1, ..., &)
Les variables x; commutent donc elles sont de degré pair. On pose

d°z; = 2.
Les variables §; anticommutent donc elles sont de degré impair. On pose

d°¢; =1.
Les champs de veceurs 0, et 0¢; associés sont des dérivations graduées de 1'algebre des polynomes
en x; et &;:

S(RP9) ~ S(RP) X) \(RY)
de degré
d°0,, = -2 et d°6§j =-1.

Comme dans [[AMM)], on modifie ces degrés pour obtenir la graduation naturelle de T}, (RP!9). On
va donc poser:
2l =2, 161 = 1, |02,] = =3 et |35, = —2.
Le produit extérieur usuel Ag était défini par:
0; No 8j =0;® 8j — (—1)d0(6i)dc(aj)6j ® 0,
ol 0; est soit Oy, soit O, .
Pour tenir compte du décalage, on pose maintenant
0; N\ 8]‘ = (—1)'61"81' Ao aj.
On complete ce produit exrérieur avec le produit usuel, on aura
i Naj = wiy, XN =6 ANwi =&ui, §NE ==& Ny xi A0y =205, & N0 = —§0;.
L'espace Tpor, (RPI7) = (S(Rp) ® /\(Rq)) ® ( A(RP)* ®S(R‘1)*) est maintenant muni d'un pro-
duit A associatif et commutatif gradué, de degré | A | = 0.
Un élément a € Tpop, (RP19) sécrit:
o= Z Z a?lzstjtll{:‘r&l . xST€t1 . £tu 8%.1 A\ 811,71’ A agjl A... agjm,
1<ip < <in<p 1<s1<---<sp<p
1<j1 < <jm<g 1<t < <ty <g
ce qu’on notera simplement par:

1J
o= Z g €10z, N Og,.
S,T.1,J
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On a |a| =2#S + #T — 341 — 24J.
Sur Tor, (RPI9), la multiplication A est définie par:
aNB= > (—)*PFaLLBE wswabrbpde, NOue Ne, A Dey.
ST 1,7
AB/CD
D’autre part, les champs de vecteurs %(Rp‘q) de la forme X = )", Xi(:u,{)@i sur le super-espace
RPl9 ont été étudiés par plusieurs auteurs [] Cet espace est muni d’un crochet défini par:

[(X,Y]=XoY — (—1)IXIFDI¥I=Dy ¢ x
On étend ce crochet au crochet de Schouten des multichamps de vecteurs en posant:
[XiA - AX, VI A AY,]s =

ZZ(—l)‘XS‘(‘X”l|+”‘+‘X”|)+‘Y“(‘Y1‘+M+|Y‘*1|)X1 A5 ANXp ANXe, Vi AYIA - A Y.
s=1t=1

(Voir par exemple [AACT], [AIPP-B], [K], [Ld]...)
Ceci revient & imposer une relation de Leibniz de la forme:

(X, YAZ] = [X,Y]AZ+ (—)YIIXI=Dy A [X, Z].

En fait le degré naturel sur X(RPl9) pour ce crochet est
deg(X) = |X|+1
puisque |[, ]| = 1. On trouve que X(R?1%) muni de deg et [, ] est une algebre de Lie graduée.

De méme, si on pose
deg(XaN---ANXp)=|X1 A ANXp|+1,

alors, (Tpoly (RPI9)[—1], [, ]S) est une algebre de Lie graduée (pour deg).
On peut, comme dans [, réécrire ces opérations ainsi:
Pour deux champs de vecteurs X = >, X¥(,£)9; et Y = >, Y (z,£)0;, on a:

(X, Y] =Y X¥(2,8)0,(Y(2,£))0; — (—1)*9X)desCIy I (3, )0, (X (x,€))0;.
4,7
Pour deux tenseurs
a= Y @ (3,80, AN, =Y al (2,60
j I

et
ﬂ: Z lemjm(xv )8j1 /\"'/\ajm :ZBJ(Z',g)aJ,
on a: 7

[aa ]S =

Z (Z(*l)‘a”‘(‘ail|+M+‘6i5*1|)+(‘é‘]‘+1)(‘6”_‘6i3Dd](z,5)31'5 (B (2,)05, A 5 NDiy NOy

~

7
Il
—-
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Ce qu’on peut I’écrire comme dans [AMM]:
[ As = (- oo g — (-1l D5 00,

avec

wef _Z )0 (0 4101 D57 D01 =10 D G (3. 18, (37 (2, €))Ds, A - 5+ - -ADy ADy.

Finalement, on a une relation de Leibniz de la forme:
[, B AA)s = [a, Bls Ay + (=1)140B DD 5 A [ 9.

On en déduit que (Tpoly(Rp‘q), Ay ls,d = 0) est une (0, 1)-algebre différentielle graduée puisque

(Tpoly (RPI7), A) est une algebre commutative gradude et (Tpoly(Rp‘q)[fl], [, ]5) est une algebre de
Lie graduée telle que A et [, ]g vérifie I'identité de Leibniz.

5.4. Exemple 4. (Le crochet de Poisson sur le super-espace RPI%)
Reprenons le super-espace RPl? avec les variables z; et & de degrés:
|zi] =2 et || = 1.
L’algebre S(RPI7) = S(RP) ® A(R?) devient une algébre commutative graduée pour ce degré:
f.g= (_1)|f\\g\g.f_

Cette algebre admet des dérivations graduées 0., et ¢, avec |0;,| = —2 et |0¢,| = —1. Suivant
JATPP-B], on définit un crochet de Poisson homogene de degré m € Z sur S(RP!9) en posant:

{f.9}=(- m'f‘Z D)oL (2, €)0; (£)0; (9),

ot w¥ est une fonction polynéme. Dire que { , } est un crochet de Poisson, c’est & dire que
S(RPI7)[—m], {, }) est une algebre de Lie graduée. Ceci se traduit par trois conditions sur les w®:
g g
() ;] + 10 + 105 = m, Vi, .
(i) s w(x,&) = (—1) MOl (z, €), Vi, j,
(i) : Y (=) PO GER (@ )0 (W (2,€)) + (=1)1 % HIDLIH (2, )0y (™ (2, €))

k
+ (= 1) O NG (1, )0y (w0 (2, €)) = 0, Vi, j .
Enfin, la relation de Leibniz est bien vérifiée pour . et { , }. Elle s’écrit:

{f.g-n} ={f.g}-h+ (=)l Hmg L £ p}.

On obtient, donc, que (S(Rp|q), “{, hd= 0) est une (0, m)-algebre différentielle graduée.
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