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LA FORME ASYMPTOTIQUE DU PROCESSUS DE CONTACT
EN ENVIRONNEMENT ALEATOIRE

OLIVIER GARET AND REGINE MARCHAND

RiESUME. Le but de cet article est d’établir des théorémes de forme asymp-
totique pour le processus de contact en environnement aléatoire stationnaire,
généralisant ainsi des résultats connus pour le processus de contact en en-
vironnement déterministe. En particulier, on montre que pour presque toute
réalisation de ’environnement aléatoire et pour presque toute réalisation du
processus de contact telle que le processus survit, I’ensemble Hy des points qui
ont été occupés avant le temps t est tel que Hy/t converge vers un compact
qui ne dépend que de la loi de I’environnement. La preuve utilise un nouveau
théoréme ergodique presque sous-additif.

Mots clefs : croissance aléatoire, processus de contact, environnement aléatoire,

théoréme ergodique sous-additif, théoréme de forme asymptotique

ABSTRACT. The aim of this article is to prove asymptotic shape theorems
for the contact process in stationary random environment. These theorems
generalize known results for the classical contact process. In particular, if H¢
denotes the set of already occupied sites at time ¢, we show that for almost ev-
ery environment, when the contact process survives, the set Hy/t almost surely
converges to a compact set that only depends on the law of the environment.
To this aim, we prove a new almost subadditive ergodic theorem.

Key words: Random growth, contact process, random environment, sub-
additive ergodic theorem, shape theorem

1. INTRODUCTION

Le but de cet article est d’obtenir un théoreme de forme asymptotique pour
le processus de contact dans un environnement aléatoire en dimension d. Dans
notre cas, I’environnement est donné par une famille de variables aléatoires (A )ocpa
indexée par I'ensemble E¢ des arétes du réseau cubique Z<, la variable aléatoire \,
représentant le taux de naissance sur l’aréte e tandis que les taux de mort sont tous
égaux a 1. La loi des (Ac).cga est supposée stationnaire et ergodique.

Notre principal résultat est le suivant : si on suppose que les (A¢).cga prennent
leurs valeurs au dessus de \.(Z4), le parametre critique pour la possibilité de survie
du processus de contact ordinaire sur Z%, alors il existe une norme p sur R? telle
que, pour presque tout environnement A = (A¢).cpa, 'ensemble Hy des points déja
infectés au moins une fois au temps ¢ vérifie

P\(IT>0t>T = (1—e)tA, C H, C (1+¢e)tA,) =1,
ou A, est la boule unité de la norme p, et P, la loi du processus de contact en

environnement A, conditionné a survivre. On retrouve donc un théoréme de forme
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asymptotique analogue a celui gouvernant la croissance du processus de contact
surcritique sur Z?¢ en environnement déterministe.

Jusqu’a présent, les travaux concernant le processus de contact en environnement
aléatoire sont essentiellement consacrés a la détermination de conditions assurant la
survie (Liggett [29], Andjel [3], Newman et Volchan [31]), ou I’extinction (Klein [27])
du processus de contact. Par ailleurs, la plupart d’entre eux traitent de la dimension
un. Ainsi, Bramson, Durrett et Schonman [6] montrent qu’en dimension un et en
environnement aléatoire, une croissance sous-linéaire est possible. Ils conjecturent
en revanche qu’'un théoreme de forme asymptotique devrait pouvoir étre obtenu en
dimension d > 2, des que la survie du processus de contact est possible.

Rappelons les deux étapes de la preuve du résultat de forme asymptotique dans
le cas du processus de contact en environnement déterministe :

— En 1982, Durrett et Griffeath [16] montrent le résultat pour les grandes valeurs
du taux de naissance A. Pour ces grandes valeurs, ils obtiennent des estimées
garantissant essentiellement que la croissance est d’ordre linéaire, puis utilisent
des techniques (presque) sous-additives pour en déduire le résultat de forme
asymptotique

— Plus tard, Bezuidenhout et Grimmett [4] montrent qu’un processus de contact
surcritique sur Z%, vu & grande échelle, domine stochastiquement une perco-
lation orientée surcritique. Ils indiquent également comment leur construction
peut étre utilisée pour prolonger le résultat de forme asymptotique dans toute
la zone surcritique. Cette derniere étape, qui consiste a montrer que les es-
timées utilisées dans [16] s’étendent & tout le régime surcritique est faite en
détail par Durrett dans [15].

Dans le cas de I’environnement aléatoire, on retrouve ces deux aspects du probleme.
Le défi certainement le plus difficile consiste & montrer que dés que la survie est pos-
sible, la croissance du processus de contact est d’ordre linéaire ; ceci correspondrait
a montrer ’équivalent en environnement aléatoire du résultat de Bezuidenhout et
Grimmett [4]. Un autre probleme est de montrer que sous des conditions garantis-
sant que la croissance est d’ordre linéaire, on peut obtenir un théoreme de forme
asymptotique : c’est analogue de Durrett et Griffeath [16], et le probleme auquel
nous nous intéressons ici.

Nous avons ainsi choisi d’imposer des conditions sur ’environnement aléatoire
permettant d’obtenir, a ’aide de techniques classiques, des estimées similaires a
celles requises dans [16] : en effet, la démonstration de V'existence d’une forme
asymptotique en milieu aléatoire a partir de ces estimées recele déja en elle-méme
de sérieuses difficultés.

En général, les théoremes de forme asymptotique pour des modeles de croissance
se prouvent grace a la théorie des processus sous-additifs initiée par Hammersley
et Welsh [20], et en particulier grace au théoréme ergodique sous-additif de King-
man [25] et & ses différentes extensions. L’exemple le plus évident est certainement
celui du théoreme de forme asymptotique pour la percolation de premier passage
sur Z® (voir aussi les diverses extensions de ce modele : Boivin [5], Garet et Mar-
chand [18], Vahidi-Asl et Wierman [35], Howard et Newmann [23], Howard [22],
Deijfen [10]).

Parmi les modeles relevant de la théorie sous-additive, on peut distinguer deux
familles. La premiere, et la plus fréquemment étudiée, est celle des modeles perma-
nents : la forme occupée au temps ¢ ne fait que croitre et il n'y a pas d’extinction
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possible (modeles de Richardson [32], modele des grenouilles de Alves et al. [1, 2]
et des marches aléatoires branchantes de Comets et Popov [9]). Dans ces modéles,
la partie essentielle du travail consiste a montrer que la croissance est au moins
linéaire, la sous-additivité permettant alors d’obtenir la convergence désirée.

La seconde famille est celle des modeles non permanents, autrement dit ceux ou
Pextinction est possible. Dans ce cas, c’est en conditionnant par la survie que 'on
espere obtenir un théoreme de forme asymptotique. Les difficultés induites par la
possibilité d’extinction ont été soulignées des la genese de la théorie sous-additive,
en particulier par Hammersley lui-méme [19] : en effet, si ’'on veut démontrer que
les temps d’atteinte (t(x)),cza des différents points du réseau sont tels que ¢(nx)/n
converge, la théorie de Kingman requiert que la famille des variables aléatoires ¢(x)
est stationnaire (en un sens a préciser) et intégrable. Bien sir, si 'extinction est
possible, il n’y a pas intégrabilité puisque les temps d’atteinte peuvent étre infinis.
En revanche, si 'on conditionne par la survie, les propriétés d’indépendance, de
stationnarité, voire de sous-additivité peuvent étre perdues. Un premier lemme de
presque sous-additivité est proposé par Kesten dans la discussion de l'article de
Kingman [25], puis étendu par Hammersley [19] (page 674). Plus tard, on trou-
vera d’autres types d’hypotheéses (voir par exemple Derriennic [11], Derriennic et
Hachem [12], et Schiirger [33, 34]).

Le processus de contact fait clairement partie de la seconde famille. C’est sur
le lemme de Kesten-Hammersley que s’appuient Bramson et Griffeath [8, 7], puis
Durrett et Griffeath [16] pour démontrer leurs théoremes de forme asymptotique.
Cependant, leur preuve, quoique partiellement corrigée dans [15], contient un cer-
tain nombre d’erreurs liées au conditionnement. La stratégie que nous développons,
différente du fait de l’environnement aléatoire, offre une preuve alternative du
théoreme de forme asymptotique pour le processus de contact en environnement
déterministe.

Bien-str, le caractere aléatoire de ’environnement induit des difficultés supplémentaires.

Pour parler simplement, si l'on travaille a environnement fixé, toute stationnarité
spatiale est perdue. En revanche, si ’on travaille en environnement moyenné, c’est
le caractere markovien du processus de contact qui fait défaut. Le lemme de Kesten
et Hammersley ne peut donc pas étre utilisé directement puisque ce dernier réclame
a la fois de la stationnarité et une forme d’indépendance. Nous introduisons ici une
nouvelle quantité o(z), que l'on peut voir comme un temps de régénération, et
qui représente un moment ou le site x est occupé par un individu dont la descen-
dance est infinie. Ce o vérifie certaines propriétés de stationnarité et de presque
sous-additivité qui faisaient défaut au temps d’atteinte t(z) et qui permettront de
reformuler le probleme dans un cadre de théorie ergodique presque sous-additive.
Nous établissons alors, avec des techniques inspirées de Liggett, un théoreme ergo-
dique presque sous-additif général, qui nous permet d’obtenir le théoreme de forme
asymptotique pour o. Finalement, en contrélant I’écart entre le temps d’atteinte
t(x) et o(x), on pourra transférer a t les résultats obtenus pour o.

2. MODELE ET RESULTATS

2.1. Environnement. Dans tout I’article, on notera ||.||1 et ||.|[so les normes sur R¢

respectivement définies par x|, = Zle || et ||z]|eo = max. |z;|. La notation
_7‘_

||| sera utilisée pour désigner une norme quelconque.
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taux de naissance critique pour la survie du processus de contact usuel sur Z?. Dans
toute la suite, on se limitera a I’étude du processus de contact en environnement
aléatoire avec des taux de naissance A = (A.).cge appartenant a l'ensemble des

S0it Amin €t Amax deux réels fixés, avec Ae(Z4) < Amin < Amax, 00 Ae(Z?) est le

. d . .
environnements A = [Apin, /\max]lE . Un environnement est donc une collection A =
()\e)ee]Ed € A.

Soit A € A un environnement fixé. Le processus de contact (&;);>0 dans l'en-
vironnement A est un processus de Markov homogene qui prend ses valeurs dans
I'ensemble P(Z?) des parties de Z?, que I’on identifiera parfois & I’ensemble {0, 1}Zd.
Ainsi, on s’autorisera les deux écritures

z€& oug(z) =1

Si & (z) = 1, on dit que le site z est occupé, tandis que si &(z) = 0, on dit que le
site z est vide. Le processus évolue de la fagon suivante :

— un site occupé devient vide a taux 1,

— un site z vide devient infecté au taux Z &(2) A2y

llz—z'lli=1

ces différentes évolutions étant indépendantes les unes des autres. Dans la suite,
on notera D l’ensemble des fonctions cadlag de Ry dans P(Z%) : c’est I'espace
canonique pour les processus de Markov admettant P(Z%) comme espace d’état.

Pour définir le processus de contact en environnement A € A, on utilise la
construction de Harris [21] des processus de Markov additifs & valeurs dans les
parties de Z%. Elle permet de coupler des processus de contact partant de configu-
rations différentes, en les construisant & partir d’'une méme collection de mesures
de Poisson sur R;..

2.2. Construction de la famille de mesures de Poisson. Sur Ry muni de sa
tribu borélienne B(R4 ), on considere I'ensemble M constitué des mesures ponc-
tuelles m = Z:;Og 0t localement finies dont tous les atomes sont de masse 1. On
munit cet ensemble de la tribu M engendrée par les applications m — m(B), ol
B décrit I’ensemble des boréliens de R .

On définit alors I'espace mesurable (2, F) par

Q= M x M%' ot F = MEE @ MO

Sur cet espace, on considere la famille de probabilités (Py) e définies comme suit :
pour tout A = (A¢)eepa € A,

Py = ® Ph. ®P{®Zd,
ecEd

ol, pour chaque A € R, P, est la loi d'un processus ponctuel de Poisson sur R
d’intensité A. Si A € Ry, on écrit plutét Py (au lieu de ]P)O‘)eeEd) pour la loi en
environnement déterministe avec taux de naissance A en chaque aréte.

Pour tout ¢t > 0, on note F; la tribu engendrée par les applications w +— we(B)
et w— w,(B), ou e décrit E¢, 2z décrit Z¢, et B décrit I'ensemble des boréliens de
[0, ¢].
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2.3. La construction graphique du processus de contact. Cette construction
est trés détaillée dans Particle de Harris [21] ; nous ne donnouns ici qu'une description
informelle. Soit w = ((We)eerd, (W2)zeze) € Q. Au dessus de chaque site z € Z9,
on trace un axe temporel Ry, et on marque une croix aux instants donnés par
w,. Au dessus de chaque aréte e € E?, on trace aux instants donnés par w, un
segment horizontal entre les deux extrémités de ’aréte. Un chemin ouvert suit les
axes temporels au dessus des sites sans pouvoir traverser les croix, et emprunte
les segments horizontaux pour passer d’un axe dessiné au dessus d’un site a l'axe
dessiné au dessus d’un site voisin. Si on pense le processus de contact en termes de
propagation d’une infection, un chemin ouvert est un trajet possible de I'infection
d'un site par un autre. Pour z,y € Z% et t > 0, on dit alors que £¥(y) = 1 si et
seulement si il existe un chemin ouvert de (z,0) & (y, ), puis on définit :

& = {yel’: gy =1},
(1) et, pour tout A € P(Z%), & = U &
T€EA

En particulier, on a immédiatement (A C B) = (Vt >0 & C &P).

Quand A € R%, Harris prouve que sous IPy, le processus (5;“)120 est le processus
de contact avec taux de naissance constant A, partant de la configuration initiale A.
Il n’est pas difficile d’adapter la preuve pour voir que, si A € A, sous Py, le processus
(5;4)@0 est ce que nous avons appelé le processus de contact en environnement A,
partant de la configuration initiale A. Ce processus est fellérien, et jouit donc de la
propriété de Markov forte.

2.4. Translations temporelles. Pour ¢ > 0, on définit 'opérateur de translation
—+oo
6; sur une mesure ponctuelle m = "7 d;, sur Ry par

+oo
9tm = Z ﬂ{tizt}éti,t.

i=1
La translation 6; induit de maniére naturelle une opération sur €2, que 1’on note
encore ; : pour tout w € 2, on pose

Orw = ((Orwe)ecrd, (01wz)zezd)-

Les mesures ponctuelles de Poisson étant toutes invariantes par translation, ’opérateur 6,

laisse toutes les probabilités P invariantes. La propriété de semi-groupe du proces-
sus de contact a ici une version plus forte trajectorielle : pour tout A C Z?, pour
tous s,t > 0, pour tout w € €2, on a 'identité

A w
(2) Eha(w) = € (0w) = £(0w) 0 &' ),
qui peut s’exprimer sous la forme markovienne classique
VB € B(D) P((¢f),)s>0 € BIF) =P((&;)s>0 € B) 0 &1

On a l'analogue pour la propriété de Markov forte : si T est un temps d’arrét
adapté a la filtration (F;)¢>0, alors, sur 'événement {T' < 400},

Ghw) = &9 0mw),
VB € B(D) P((€,)sz0 € BIFr) = P((&)ss0 € B) o &
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Rappelons que Fr désigne la tribu des événements déterminés au temps 7T' définie
par
Fr={BeF: Vi>0 BN{T <t}eF}.

2.5. Translations spatiales. On peut faire agir Z¢ & la fois sur le processus et
sur I'environnement. L’action sur le processus consiste a changer le point de vue de
I'observateur de 1’évolution du processus : pour z € Z?, on définit 'opérateur de
translation T, par

Vw € Q Tow = ((Wrte)ecrts (Wrtz)zezd),

ou l'on a convenu que x + e était la translatée de vecteur x de l'aréte e.

Par ailleurs, pour tout environnement A € A, on considérera l’environnement
translaté z. A défini par (2.\)e = Az4e. Ces deux actions sont duales au sens suivant :
pour tout A € A, pour tout = € Z%, on a

(3) VAe F ]P))\(wa S A) = va)\(w S A),
en particulier, la loi de £* sous Py est égale & la loi de £° sous P, .

2.6. Temps d’atteinte essentiels et transformations associées. Pour A C
74, on définit le temps de vie 74 du processus issu de A,

™ =inf{t >0: ¢ = 2}

Pour A C Z4 et x € Z¢, on définit également l'instant t*(z) de premiere infection
du point x en partant de A :

tA(z) =inf{t >0: z e &)

Si y € Z% on note t¥(x) pour t{¥}(z). De méme, on écrira simplement ¢(z) pour
().

On introduit alors la quantité o(x) qui s’averera primordiale dans la suite : il
s’agit d’un instant o1 nait au site z, dans le processus issu de 0, un point dont la
descendance ne s’éteint pas. On le définit par une famille de temps d’arréts comme
suit : on pose ug(x) = vo(x) = 0 et on définit par récurrence deux suites croissantes
de temps d’arrét (u,(x))n>0 et (vn(z))n>0 avec ug(z) = vo(z) < ui(xr) < vi(x) <
uz(x) ... de la fagon suivante :

— Supposons avoir construit vx(z). On pose uy1(z) = inf{t > vip(z) : = € &}.

Si vk (z) < 400, alors uky1(z) représente le premier instant apres vg(z) ou le
point x est & nouveau occupé ; sinon ug1(x) = +00.

— Supposons avoir construit uy(x), avec k > 1. On pose v (x) = ug(r) + 7% 0

euk(z)'
Si ug(z) < 400, le temps 7% 0 0,,, () représente la durée de vie du processus
de contact démarrant en z a l'instant uy(x) ; sinon vy (x) = +oc.

On pose alors

(4) K(xz) =min{n > 0: v,(z) = +00 ou up41(z) = +o0}.

Cette quantité représente le nombre d’étapes avant que 'on arréte le procédé : on
s’arréte soit parce qu'on trouve un w,(x) infini, ce qui correspond & trouver un
instant u,(x) ol le point z est & la fois occupé et départ d’une descendance infinie,
soit parce qu’on trouve un u,1(x) infini, ce qui correspond au fait qu’apres v, (z),
le point x n’est plus jamais occupé.

On pose alors o(x) = g (q)-
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Nous l'appellerons le temps d’atteinte essentiel de x. Il est bien str plus grand
que le temps d’atteinte ¢(z). On verra que la quantité K(x) est presque stirement
finie, ce qui fait que o(z) est bien défini. Conjointement, on définit la transformation

0, de © dans lui-méme par :

i — Ty 005 sio(z) < +oo,
T, sinon,

ou, si l'on se veut plus explicite :

[ s

Nous allons travailler principalement avec le temps d’atteinte essentiel o(z) qui
possede, contrairement & t(z), de bonnes propriétés d’invariance en environnement
conditionné a survivre. Nous verrons qu’on peut aussi controler la différence entre
o(x) et t(x), ce qui permettra de transposer les résultats obtenus pour o(z) & t(x).

2.7. Processus de contact en environnement aléatoire conditionné a sur-
vivre. Nous allons maintenant nous placer en environnement aléatoire. Pour toute
la suite, on fixe une mesure de probabilité v sur I’ensemble des environnements
A = [Amin, /\maX]Ed. On suppose que v est stationnaire et ergodique sous l'action de
7. Bien évidemment, cela contient le cas d’'un environnement déterministe clas-
sique avec un taux de naissance constant A > \.(Z9) : il suffit de prendre pour v
la masse de Dirac (6)E".

Pour A € A, on définit la probabilité Py sur (2, F) par

VE € F Py(E) =P\(E|T° = +0).

C’est la loi de la famille des processus ponctuels de Poisson, conditionnés a ce que
le processus de contact issu de 0 survive. Sur le méme espace (2, F), on définit
alors la probabilité moyennée (annealed) P par

VE€F P(E)= / Py(E) dv()\).
A
Autrement dit, I'environnement A = (A¢).cge dans lequel le processus de contact
évolue est une variable aléatoire de loi v, et c’est sous cette derniere probabilité P
que l'on va chercher a établir le théoreme de forme asymptotique.
Il aurait pu sembler plus naturel de travailler avec la probabilité suivante :

. IFA(E)]P))\(TO = +OO)dI/()\)

[ PA(7Y = 4o00)dr(N)

Notre choix de ne considérer que des environnements uniformément surcritiques
assure cependant que P et P sont équivalentes. Le théoreme de forme asymptotique

que nous énoncons presque stirement sous P peut ainsi étre énoncé presque stirement
sous P.

VEeF P(E)=PE| =+x0)

2.8. Organisation de l’article et résultats. Dans la section 3, on établit les
propriétés d’invariance et d’ergodicité. On montre en particulier le théoréeme sui-
vant :

Théoréme 2.1. Pour tout = € Z\{0}, le systéme (Q, F,P,0,) est ergodique.
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Dans la section 4, on étudie les propriétés d’intégrabilité des (o(x)),eza; on
contrdle I'écart entre o(z) et t(z) ainsi que le défaut de sous-additivité de o :

Théoréme 2.2. [l existe des constantes positives As, By telles que pour tout A € A,
pour tous x,y € Z<,

(5) Ve >0 Pa(o(z+y)— (o(z)+0(y)oby) >t) < Asexp(—BsVt).

Ainsi, le défaut de sous-additivité de o est tres faible ; en particulier il ne dépend

pas des points considérés. Alors, s’inspirant des méthodes de Kingman [26] et Lig-
o(nx)
n
converge [P presque sirement vers un réel p(z). La fonctionnelle x — u(x) se pro-
longe en une norme sur R?, qui va caractériser la forme asymptotique. Dans la

suite, on notera A, la boule unité pour p. On définit

gett [28], on montre dans la section 5 que pour tout x dans Z?, le rapport

Hy = {zez%: t(x) <t}
Gi = {zez: o(x) <t}
K = {wez': Vs>t )= ()},

et on désigne par Hy, Gy, K/ les versions grossies des ensembles Hy, Gy, K/
H,=H, +[0,1]%, G, =G, +[0,1]Y et K| = K| +[0,1]°.
On peut alors démontrer les résultats suivants :

Théoréme 2.3 (Théoreme de forme asymptotique). Pour tout € > 0, avec proba-
bilité 1 sous P, pour tout t suffisamment grand,

K/nG; G, H
(6) (1-e)d,c—— c — Cc - C(l+e)dyu

L’ensemble K] N G est la zone couplée du processus. Notons que comme la
littérature existante n’a pas fait jouer de role particulier & o(x), les théorémes de
forme asymptotique considerent plutot la quantité K, N Hy, avec

d
Ky={zeZ': &) =¢ (v)}).
Notre résultat implique également le théoreme de forme asymptotique pour K;NHy,
car K{ﬂGt c KynNnH; C Hy.

Remarquons que le théoreme de forme asymptotique peut se reformuler sous la
forme ”quenched” suivante : pour v presque tout environnement, on sait que sur
I’événement “le processus de contact survit”, sa croissance est presque surement
gouvernée par (6) pour tout ¢ suffisamment grand. Dans le méme ordre d’idées, on

peut retrouver pour v presque tout environnement le résultat de convergence en loi
suivant :

Théoréme 2.4 (Théoréme de convergence complete). Pour tout A € A, le processus
de contact dans l’environnement A admet une mesure invariante mazimale my qui
est caractérisée par

VACZY|A] < +oo my(wD A) = lim PA(¢2" 5 A).
Alors, pour toute partie finie A de Z% et pour v presque tout X, on a
P{, = P\(7" < +00)dz + PA(7" = co)m,

ou ]P)ft est la loi de £/ sous Py et => représente la convergence en loi.
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La preuve de ce théoréeme ne demandant pas d’idées nouvelles, on se contentera
d’en donner l'ingrédient principal a la fin de la section 6.

Pour démontrer le théoreme de forme asymptotique, on aura besoin de quelques
controles exponentiels. Dans toute la suite, on note

={yez’: |ly-zlo <r},
et on note plus simplement B, au lieu de BY.

Proposition 2.5. I existe des constantes strictement positives A, B, M, c, p telles
que pour tout X\ € A, pour tout y € Z¢, pour tout t > 0

(7) PA(T" = +00) > p,

(8) Py\(HY ¢ Buyi) < Aexp(—Bt),
(9) Py(t < 7° < 4+00) < Aexp(—Bt),
(10) Py (to(y) gl +t, 0 = —I—oo) < Aexp(—Bt),
(11) IP’,\(O ¢ K|, °=+00) < Aexp(—Bt).

On dispose déja des estimées de la proposition 2.5 en environnement déterministe
homogene A, pour A > \.(Z%). Le résultat pour les grands A est di & Durrett et Grif-
feath [16]. L’extension & tout le régime surcritique est rendue possible grace au tra-
vail de Bezuidenhout et Grimmett [4]. Pour les détails de la preuve de I'inégalité (9),
qui en est le point essentiel, voir par exemple I'article de revue de Durrett [17] ou
la monographie de Liggett [30].

Nous avons choisi de mettre 'accent sur la preuve du théoreme de forme asymp-
totique et des propriétés de stationnarité de de sous-additivité du temps d’atteinte
essentiel 0. Nous admettons dans les parties 3, 4 et 5 les controles uniformes de
la proposition 2.5 : ils seront établis par des arguments de redémarrage dans la
section 6, qui est totalement indépendante du reste de 'article. Un appendice est
consacré a la preuve d’'un théoreme ergodique presque sous-additif adapté a nos
besoins.

3. PROPRIETES DES TRANSFORMATIONS 0,

3.1. Premiéres propriétés. On commence par vérifier que K (x) est presque
strement fini, et donc que le temps d’atteinte essentiel o(x) correctement défini.
Pour cela, on montre que sous Py, la loi de K (z) est sous-géométrique :

Lemme 3.1. VACZ? VeeZ? YAeA VneN Py\(K(z)>n)<(1-p".

Démonstration. Rappelons que p est la constante apparaissant dans (7). Soit A € A
et n € N. En utilisant la propriété de Markov forte au temps u,, 1, on obtient :

Py(K(z) >n+1) = Px(upta(r) < +00)
(un+1(2) < 400, Uny1(x) < +00)
P (tnt1(x) < 400,700, (2) < +00)
A(Unp1(x) < 4+00)Py (T < 400)
Mtng1(2) < +00)(1 = p) = PA(K(x) > n)(1 - p),

ce qui prouve le lemme. 0

VAN VAN VAN VA
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Lemme 3.2. Soit A € A. Sous Py, on a, presque sirement, pour tout x dans Z¢,
(12) (K(z) = k) et (1° = +00) <= (up(z) < +oo et vi(z) = +00),

Démonstration. Fixons A € A. Le lemme 3.1 assure que K(x) est P\ presque
strement fini. Plagcons-nous dans le cas ou le processus de contact issu de 0 survit,
c’est a dire sur {7° = +00}. Soit £ € N : en appliquant la propriété de Markov forte
au temps d’arrét vy (z), on obtient

Py (7% = +o0, vp(2) < 400, upy1(z) = +00| Foy (@)

= ﬂ{vk(m)<+oo}P)\(T' = 400, t(fb) = +OO) o Sk(z)

Maintenant, soit B une partie finie non vide de Z¢ : avec I’estimée (10), on obtient

Py (78 = +00,tB(x) = +00) < Z Py (7Y = +00,tY(z) = +00)
yeB
< Z P, (70 = +00,t°(z — y) = +00) = 0.
yeB

Donc Py (7% = +o0,vi(x) < 400, urr1(x) = +00) = 0, ce qui implique que sous
]P))\a

(13) (K(z) = k) et (19 = +00) = (ug(r) < +o0 et vg(x) = +00),

autrement dit le procédé de redémarrage s’arréte parce qu’on a trouvé un instant
~ Uk (y) — ol la descendance de x est infinie.
La réciproque vient alors de la propriété trajectorielle (2). O

La construction que nous avons présentée ici est tres semblable au procédé de
redémarrage de Durrett et Griffeath [16]. La différence essentielle est que, dans leur
article, il s’agit de trouver un point proche de x qui a une descendance infinie, alors
qu’ici il faut toucher exactement x. Ainsi, des lors que l'on sait que le processus
partant de x redémarre, on pourra décrire précisément la loi apres redémarrage et
ainsi mettre en place des transformations laissant P invariante.

Lemme 3.3. Soit x € Z¥\{0}, A dans la tribu engendrée par o(z), et B € F.
Alors
VA€ A PA(AN(02)1(B)) = Pr(A)P,.A(B).

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout k£ € N*, on a
PA(AN (0,)"(B) N{K(z) = k}) = PA(AN{K(2) = k})P,A(B).

Comme A est dans la tribu engendrée par o(z), il existe un borélien A’ de R tel
que A = {o(z) € A’}. Le temps d’attente essentiel o(x) n’est pas un temps d’arrét,
mais on peut utiliser les temps d’arrét de la construction séquentielle.

Pr({7% = +o0} N AN (0,) " (B) N{K(x) = k})

PA(T° = +00, o(z) € A, Ty 00,(,) € B, ug(z) < 400, v = +00)
]P))\(’U/k((E) < +OO,’U,]C((E) € A/u "0 euk(z) = +00, Ty o euk(m) € B)
= Py(ug(x) € A, ur(z) < +00)Pr (7" = +o0, T, € B)
= ]P’A(uk(a:) S A/, ’U,k(:Z?) < +OO)PI,)\({TO = —|—OO} N B)
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Pour (14), on utilise I'équivalence (12). Pour I’égalité (15), on remarque que pour
tout temps d’arrét T,

(18) {T < 400, z €&p, 700 T, 007 = +oo} C {77 = +oo}.

L’égalité (16) résulte de la propriété de Markov forte appliquée au temps d’arrét
ug, tandis que (17) découle de la propriété de translation spatiale (3). En divisant
l'identité par Py(7° = +00), on obtient une identité de la forme

Pr(AN(0,)"YB) N {K(z) = k}) = ¢(x,\, k, A)P,A(B),
et on identifie la valeur de 1 (x, A\, k, A) en prenant B = (). O

Corollaire 3.4. Soient x et y dans Z% et A € A. On suppose que x # 0.
— La translation 9; laisse P invariante.
— Sous Py, o(y) 0 0, est indépendant de o(x). De plus, la loi de o(y) o 0, sous
Py est la méme que la loi de o(y) sous P, x.
~ Les variables (o(x) o (6,)7);50 sont indépendantes sous Py.

Démonstration. Pour montrer le premier point, il suffit d’appliquer le lemme précédent

avec A = (), puis d'intégrer en A en utilisant la stationnarité de v.

Pour le second point, on considere A’, B’ deux boréliens de R et on applique le
lemme 3.3 avec A = {o(z) € A’} et B ={o(y) 00, € B'}.

Soit enfin n > 1 et Ag, Ay, ..., A, des boréliens de R. On a :

Pr(o(z) € Ag,0(x) 080, € Ay,...,0(x) 0 (6,)" € Ay,)
Pi(o(z) € Ao, (0(2),...,0(x) 0 (6,)" ) oby € Ay X -+ x Ay,)
P(o(z) € Ag)Py(o(z) € Ay, 0(x) 00y € Ag, ... 0(x) 0 (6,)" " € Ay),

ou la derniere égalité vient du lemme 3.3. Par récurrence, on obtient

Ba| () {o@o@) e} | = [ Proalo) e 4y,

0<j<n 0<j<n

ce qui conclut la preuve du lemme. 0

3.2. Ergodicité des transformations 6,. Pour montrer le théoreme 2.1, il est
naturel de chercher & estimer, pour des événements A et B, comment évolue avec m
la dépendance entre les événements A et 9; ™(B). Si m > 1, Vopérateur 9;” réalise
globalement une translation spatiale de vecteur ma et une translation temporelle
de vecteur Sy, (z) :

e;n = Tpgo esm(z)u
m—1

avec Sp,(z) = Z o(z) o6,
j=0

On commence par établir un lemme dans I'esprit du lemme 3.3 :

Lemme 3.5. Soitt > 0, soit A € F; et soit B € F. Alors pour tout x € Z2, pour
tout A € X\, pour tout m > 1,

EX(A N{t < Sp(z)} N (é;n)_l(B)) = @A(A N{t< Sm(x)})ﬁmw.A(B)'
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Démonstration. Posons K,,(z) = ( ( ), K(x)00,,...,K(x)of™ ). Il suffit de
montrer que pour tout k = (ko, ... —1) € (N*)™ on a

S
PA(4, t < Sy () 0,™(B), Km(x) = k)
Ko

= PA(4, t < Spu(@), Km(a) = k)Proa(B).
0

R3(.’IJ) A

Uy () © 02 = gy () 0 Ty © Op, (x)
Rg(l‘) .

Uky (JJ) o 9~$ = Uk, (JJ) oTyo eRl(m)
Rl (ZE) .

Uk, (:E)

Fi1c. 1. Un exemple avec k1 = 3, ko = 2 et ks = 4.

Soit k € (N*)™. On pose Ry(x) = 0 et, pour I <m — 2, Ri11(x) = Ry + ug, (x) o
R, (z)- Grace a la remarque (18), on a I’égalité entre les deux événements suivants :

70 = +o0 Uk, () < +00, Uk, () 0 Ty 0 Op, (z) < 400, ...,
{ K (x) = }g } = Uk,, (ac) o T(m*l)m o HR"Fl(z) < 400,
m TOOTmmOHRm(m):'i_OO

ainsi que, sur cet événement, I'identité Sy, (z) = Ry, (x). Ainsi,

A, ug, (z) < 400,

0 = 400, A, Upy () 0 Ty 0 OR, (2) < +00,...,
Py 1< Sm(z), = Prx| k(@) oTim—1)e°0r,,_ () < +00,
Kp(x) =k, 0;™(B) t < Rp(w), TOOTmzoeRm(m) = +00,

Tine © HRm(z) €EB
Par construction, R,,(z) est un temps d’arrét et ’'événement
AN {ug, (z) < Foo} M-+ N{ug,, (x) 0 Tim-1)2 0 Or,, () < +00} N {t < Ry (x)}
est dans Fg (). En utilisant la propriété de Markov forte et la propriété de trans-
lation spatiale (3), il vient donc :
~ oo A, A, up, (z) < +o0,

Py t < Sp(x), = P, Uk, (v) 0 Ty 0 9uk1(1) < +00,...
K ) ukm (.I) °© T(m—l);n o eanfl(I) < +OO7

Kpn(z) =k, 0;™(B) t < Rp(x)
XPraa({T = +o0} N B).

En divisant I'identité par Py(7 = +00), on obtient une identité de la forme

Pr(A, t < Sm(z), 0;™(B), Km(x) = k) = ¥(x, A\, k,m, APz (B),
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et on identifie la valeur de ¥ (z, A, k, m, A) en prenant B = Q. O

Ainsi, on peut maintenant énoncer une propriété de mélange.

Lemme 3.6. Soitt > 0 et ¢ > 1. Il existe une constante A(t,q) telle que pour tout
x € Z9\{0}, pour tout A € F;, pour tout B € F, N € A et tout £ > 1, on a

[PA(AN (65)71(B)) = PA(A)Prn(B)] < A(t,q)g "
Démonstration. Soit £ > 1 quelconque. Avec le lemme 3.5, on a
[BA(AN 6, “(B)) — PA(A)PA(6, “(B))|
PA(t < Se(w), ANGA(B)) = Ba(t < Se(x), A)PA(0,(B))]
+2@)\(t > Sg(.%‘))
2P, (t > Sy(x)).

IN

Maintenant, fixons nous a > 0. B
Avec I'inégalité de Markov, on a Py (Si(x) < t) < exp(at)Ey(exp(—aSe(x))). En
utilisant les deux derniers points du corollaire 3.4, il vient

—1

Ex(exp(—aSe(z))) < Ex | exp —aZU(z)o@i
3=0

-1 -1
< HEA (exp(—aa(x) o é;)) = H E;z.a(exp(—ac(z)).

=0 =0

11 nous reste donc a prouver l'existence d’'un a > 0 tel que pour tout A € A,
Ex(exp(—ao(z)) < ¢t

Soit p la constante donnée dans I'inégalité (7).

1 1 1 2dA\maz
Bx(exp(-a0(z))) < SEr(exp(-a0(z) < SEx,.. (exp(-an(@))) < S——ome
car o(x) > t(z), qui lui-méme domine stochastiquement une variable exmonentielle

de parametre 2d A ax. Ceci donne bien I'inégalité voulue si ’on prend « assez grand.
O

On a maintenant le matériel nécessaire pour passer a la preuve de I'ergodicité
des systemes (2, F, P, 0,).

Démonstration du théoréme 2.1. On a déja vu dans le corollaire 3.4 que, pour tout
x € Z% la probabilité P est invariante sous 6,. Pour la preuve de l'ergodicité,
on a besoin de complexifier 'espace afin de pouvoir regarder conjointement un
environnement aléatoire et un processus de contact aléatoire.

On pose ainsi Q = A x ©Q, que Pon munit de la tribu F = B(A) ® F et on définit
une mesure de probabilité Q sur F par

W(A,B) € B(A) x F T(A x B) = /A LANPA(B) du()).

Définissons la transformation ©, sur Q en posant O, (\,w) = (z.), 0z (w)). 11 est
facile de voir que la transformation ©, laisse Q invariant. En effet, pour (A, B) €
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B(A) x F, en utilisant le lemme 3.3, on a

QO,(\w)€eAXxB) = QzXcA, 9( ) € B)

Remarquons que si g(\, w) f(N), alors [¢gdQ = [ f dv.
De méme, si g(\,w) = f(w alors fg dQ = [ f dP.

Comme A = th Fi est une algebre qui engendre F, il suffit, pour montrer que

0, est ergodique, de montrer que pour tout A € A,
L1 ik 25 5
(19) la suite — > 1 4(6)) converge dans L*(IP) vers P(A).
n i=o

On peut voir la quantité ci-dessus comme une fonction des deux variables (A, w).
n—1 ~

Ainsi, il est équivalent de montrer que la suite de fonctions (A, w) — L 3 14(0%w)
k=0

converge vers P(A) dans L?(Q). )
Soit A € Aett >0 tel que A € F;. On décompose, pour tout (w, ) € Q, la
somme en deux termes :

|
—

n

n—1
%Z]lA(éiw) - % (14(05w) = Pror(4)) +
k=0

0 k=0

3IP—‘
g
I
g
y

E
Il

Si 'on pose f(\) = Py(A), le second terme peut s’écrire

1 nfl_ 1 n—1
22 Praa(4) = 2> [k,
k=0 k=0

Comme v est ergodique, le théoreme ergodique L? de Von Neumann dit que cette
quantité converge dans L?(v) vers [ fdv = P(A). En la regardant comme une
fonction des deux variables (\,w), cela dit aussi que la quantité converge dans
L?(Q) vers P(A).

Posons, pour k£ > 0,

Vi = 14 (05w) —PA(0,%(A)) = 14 (05w) — Pran(A)
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et L, =Yy +Y1 4+ -+ Y,_1. Il reste donc & montrer que L,,/n converge vers 0
dans L?(Q). Comme Y3 = Yy 0 ©F, le champ (Yi)r>0 est stationnaire. On a donc

[ra = ¥ [vada

0<i,j<n—1

n—1 } n—1
= 3 [vzageey -0 [vovia
i=0 =1

< 2 (f /YY d@)
> n oty
-
< 2n (; /A |EA(Y0Y15)|dV()\)>
<

+o0
2n (Z [ AN 81 (4) - By (A, () duw)
=070

< 2n (f A(t,z)zf> = 4A(t,2)n,
=0

grace au lemme 3.6. Ceci termine la preuve de la convergence (19) et du théoreme 2.1.
O

4. CONTROLE DE L'ECART o(z) — t(z) A ENVIRONNEMENT FIXE

Dans cette section, nous allons controler le défaut de sous-additivité de o, c’est-a-
dire les quantités du type o (z+y)—o(x)—o(y)ob, d'une part, et la différence o(x)—
t(x) d’autre part. Ces résultats seront utilisés pour appliquer un théoreme ergodique
presque sous-additif dans la section 5. Dans les deux cas, on va appliquer une
procédure de redémarrage, argument fréquemment utilisé dans I’étude des systemes
de particules : ici, vu la définition de o on devra controler des sommes de variables
aléatoires de type v; — u; et u; 11 — v;, qui sont de nature assez différente :

— La durée de vie v;(z) — u;(x) de la descendance de = peut étre majorée de
maniere indépendante de la valeur précise de la configuration au temps w;(x)
puisqu’on ne regarde qu'une descendance issue d'un unique point. Le controle
de ces contributions est donc assez simple.

— En revanche, le temps u;11(x) — v;(x) nécessaire a la réinfection du point
2 dépend évidemment de la configuration au temps v;(x), que l'on peine &
controler précisément et surtout uniformément en x. Cela explique que ’ar-
gument de redémarrage utilisé ici soit plus complexe et les estimées obtenues
moins bonnes que dans des situations plus classiques ol1 on peut avoir des
controles exponentiels, comme ce sera le cas dans la section 6.

Comme illustration du premier point, on obtient facilement :

Lemme 4.1. I existe des constantes A, B > 0 telles que pour tout \ € A,
(20) VeeZ Vt>0 Py(3i< K(x): vi(x) —ui(z) >t) < Aexp(—Bt).

Démonstration. Soit F : Q — R une fonction mesurable positive et z € Z%. Posons
—+oo

1=0
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Avec la propriété de Markov et la définition de K (x), on a

+o0 too
Ex[Ls(F)] > B[y, (0) <400} JEA[F] = <1 + ZPA(K(I) > i)) Ex[F]

1=0
= (14 EA[K (@)])EA[F] < (1 + %) Ex[F),

la derniere inégalité provenant du lemme 3.1. On choisit F' = 1<y, (2)—v, (2)<+00}>
et avec l'inégalité (7), il vient :

— 1
Pr(Fi < K(z) : vi(z) —ui(z) >t) < ;IP’,\(Hz < K(z): vi(z) —ui(z) > 1)
< IB(L(F) 2 1) < TE[L,(F)
p
1
< ;<1+—>P>\(t<71<+oo)
On conclut alors avec I'inégalité (9). O

Pour traiter les temps de réinfection de type w;1(z)—v; (), 'idée est de chercher,
proche du point (z,u;(z)) — en coordonnées spatio-temporelles —, un point (y, t),
infecté depuis (0,0), de temps de vie infini : on pourra alors, avec 'estimée de
croissance au moins linéaire, qu’on peut réinfecter x, pas trop longtemps apres
v;(x), en partant de ce nouveau point source (y, t). Toute la difficulté consiste a bien
contrdler la distance entre (z,u;(z)) et un point source (y,t). Si la configuration
autour de (x,u;(x)) est ”raisonnable”, ce point sera proche de (x,u;(x)), ce qui
donnera le controle souhaité entre u;11(x) et u;(z).

On rappelle que pour tout = € Z¢, w, est la mesure ponctuelle dont le support
est formé par les temps des morts possibles au site x, et que M (qu’on peut supposer
supérieur ou égal & 1) et ¢ sont donnés dans les estimées (8) et (10). On note

(21) vy=3M(1+1/c) > 3.

Pour z,y € Z% et t > 0, on dit que le point y a une mauvaise croissance par rapport
a x si ’événement suivant est réalisé :

EY(x,t) = {wy[0,t/2] =0} U{H] ¢ y+ B}
U {t/2<7¥ < +oo} U{r¥ = +oo, inf{s >2t: z €&} >t},

Dans notre cadre, on travaille avec le formalisme des mesures ponctuelles de Poisson
pour calculer le nombre de points a croissance mauvaise par rapport a z dans une
boite spatio-temporelle autour de (z,0) : pour tout z € Z¢, tout L > 0 et tout
t > 0, on définit le nombre de points a croissance mauvaise dans une boite spatio-
temporelle :

L
Np(z,t) = Z gy obs d|wy, + Z we + 00 | (8).

y€x+Baresa” O ecEd:yce

Autrement dit, on compte le nombre de couple (y, s) dans la boite spatio-temporelle
(x 4+ Bares1) X [0, L] tels que
— il se passe quelque chose pour y au temps s, soit une mort possible, soit une
infection possible (et on rajoute I'instant 0 pour des raisons techniques) ;
— Dévénement EY(x,t) o O est réalisé.
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Nous allons tout de suite voir que si la boite spatio-temporelle ne contient que des
points avec une bonne croissance, et que u;(z) est dans la fenétre temporelle, alors
on controle le délai avant la prochaine réinfection u;41(z) :

Lemme 4.2. Si Np(z,t)00s =0 et s+t < wu;(x) < s+ L, alors v;(x) = +00 ou
uiy1(z) — ui(x) <At

Démonstration. Par définition de u,;(x), le point = est infecté depuis (0,0) au temps
u;(x). Comme s+t < u;(x) < s+ L et que ¢’est un temps d’infection possible pour z,
la non-réalisation de E*(x,t)o0,, ;) assure que 7700y, (z) = +00 ou 7700y, (z) < t/2.
Si 7% 00y, (z) = +00, c’est terminé car alors v;(x) = +o0. Sinon, on peut déja noter
que v;(z) — u;(x) < t/2.

Par définition, il existe un chemin d’infection ~; : [0, u;(z)] — Z< entre (0,0) et
(x,ui(x)), est-a-dire tel que v;(0) = 0 et 7;(u;(x)) = x. Considérons la portion
du chemin d’infection v; comprise entre les instants de u;(z) — ¢ et u;(x). Notons
2o = 7vi(u;(x)) : nous allons voir que x¢ € x + Bsyo. En effet, si 2o ¢ © 4+ Buryo,
on regarde le prochain instant ¢; ou ~; entre dans x + Bjs4+2 au point, disons,
21 (remarquons que comme x; est a la frontiére intérieure de x + Bjtyo, alors
|l = z1]loc = Mt + 1) : c’est un instant de possible infection pour z, et la non-
réalisation de E*'(z,t) o 6, assure que x ne pourra étre atteint avant un délai ¢
depuis (1, 1), ce qui contredit le fait que w;(x) —t > 0.

Donc 29 € = + Bty : comme Np(z,t) o 6, = 0, tout intervalle de temps
de longueur supérieure & t/2 inclus dans [s,s + L] au dessus de z( contient une
guérison possible; on en déduit que le premier instant to ot le chemin ~; partant de
(xo,u;(z) — t) saute en un autre point zo vérifie to < u;(z) —t +1¢/2 = u;(x) —t/2.
Ainsi, au moment ot (xg,t3) infecte (x,u;(x)), il a vécu un temps au moins ¢/2, et
la non-réalisation de E*2(x,t) o 6;, assure alors qu'il vit infiniment et que

inf{fu>2t: x€&?}ob, <At
Ainsi il existe t3 € [tp + 2,12 + 7], avec z € £,. Comme v;(z) — u;(z) < /2, On a
tg > to + 2t > (ui(x) —t) + 2t = ui(x) +t > v;(x).

Finalement, w;1(x) — u;(x) < t3 —u;(x) < to —ui(z) + vt < At. O

Il faut maintenant vérifier qu’il est tres probable qu’une boite spatio-temporelle
ne contienne que des points ayant une bonne croissance vis-a-vis de x :
Lemme 4.3. [l existe des constantes Aaa, Bag > 0 telles que pour tout A € A,
(22) VL >0 VaeZ® Vt>0 Pyx(Np(z,t) >1) < Aga(1 + L) exp(—Baat).

Démonstration. Montrons qu’il existe des constantes positives As3, Bog telles que
pour tout A € A,

(23) VaeZ' Vt>0 VYyca+ Buyrio PA(EY(z,t)) < Agzexp(—Bast).

Soitz € Z%,t > 0ety € x+Bpriyo. SiTY = 400, il existe z € &Y, avec T70fy = +o0.
Ainsi, avec la définition (21) de ,

{7Y = 400, inf{s > 2t: z €&} >t}
C {&, ¢y+Bantu  |J {f(@)oby>(y—2M)t}

z€y+DBamt

r—z 3
C {&, Zy+ Ban} U U {tz(x)092t > ¥+Mt_z}_

z€y+DBamt
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D’ot, avec les inégalités (8) et (10),
PA(7Y = 400, inf{s > 2t: z € &Y} > 1)
< Aexp(—2BMt) + (1 +4Mt)* Aexp(—B(Mt — 3/c)).
Le nombre wy([0,t/2]) de morts possibles sur le site y entre I'instant 0 et I'instant

t/2 suit une loi de Poisson de parametre ¢/2, donc pour chacune des 2d arétes
touchant y, on a

Pa(wy([0,2/2]) = 0) = exp(—t/2).
Les deux autres termes se controlent avec les estimées (8) et (9), ce qui prouve (23).

Fixons maintenant y € x + Bast42.Notons 3y = w, + Z we. Sous Py, la
ecEd:yce
mesure (3, est une réalisation d’un processus ponctuel d’intensité 2dA. + 1. Soit
So =0 et (Sp)n>1 la suite croissante des instants donnés par ce processus.

L “+o0
/ Lgy(z) 0 0s d(By +00)(s) = Z Is,<rylpv(ae) ©0s,,
0

n=0

d’on, avec la propriété de Markov,

L
Ey (/0 Lgy(z,e 00 d(By + 50)(5)>

+o0 too
= Z Ex (I¢s, <z}l pv(@s ©0s,]) = Z Ex (Igs,<z}) Pa(EY(z,t))
n=0 n=0

= (1+EA[B,([0, L])]) PA(E¥ (2, 1)) = (1 + L(2dAe + 1))PA(E¥ (2, 1)).

En utilisant (23) et en remarquant que Py(Ng(x,t) > 1) < Ey\[Np(z,t)], on termine
la preuve. O

Afin de pouvoir contréler les u;y1(x) — u;(x) de proche en proche a 'aide du
lemme 4.2, on doit amorcer le procédé. On va supposer pour cela qu’il existe un
point (u,T"), atteint depuis 0, de descendance infinie et proche en espace de z :

Lemme 4.4. Pour tout t,T > 0, pour tout x € Z%, on a linclusion suivante :

(24) {r° = +o0}
(25) N{3u € 2 + Bseya, Tu o b7 = +o0, u € &1}
(26) N{ Nk (@)yt(x,t) 0 0 =0}
(27) N A{vil@) —w@) <t}
1<i<K(x)
(28) c{r’ =+oc}n{o(x) < T+ K(x)yt}.

Démonstration. Si tous les u;(x) finis sont plus petits que T + ¢, il n’y a rien &
démontrer puisqu’alors o(x) < T+t < T + K(z)vt. Soit donc

io = max{i: u;(z) < T +t}.

Comme v;,(x) < +o0, Pévénement (27) assure que v;, (z) — uy(z) < t, et donc
v, (@) < T + 2t. Maintenant, comme 7% = +00, la non-réalisation de E¥(z,t) o O
impliquée par (26) assure que

inf{s >2t: z €&} ol <nt,
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ce qui implique que wu;,+1(x) < T + ~t. En remarquant que, par définition de ig,
pour tout j > 1,

uioJrj(I + y) 2T +1,

on montre alors, par récurrence sur j < K (z) —ig, en appliquant le lemme 4.2 avec
I'événement { Ng (z)y¢(2,t) 0 07 = 0}, que

Vie{l,...,K(z) —io} uigt; <T + jvt;
ceci permet d’obtenir, pour j = K(z) — i,
o(x) = tip1j(x) ST + (K(z) —io)yt < T + K(x)vt,
et acheve de prouver U'inclusion (28). (]
4.1. Controle du défaut de sous-additivité. On utilise la stratégie que 1'on

vient d’expliquer, autour du point z +y. Ici, on bénéficie de I'existence d’un départ
infini en un point bien précis (x + y, o(z) + o(y) o 0,) pour appliquer le lemme 4.4.

Démonstration du théoreme 2.2. Soit x,y € 74, N € Aett > 0.On pose T =
o(x)+o(y)ob,.
Bao(z+y) > ole) +oly) o 0, + 1)

B ) ﬁ _ 0 = +o0, K(x+y)§%E
< P, (K( +y) > 7>+P)\<U(x+y)2T—|—K(I+y)FY\/E>'

Le comportement sous-géométrique de la queue de distribution de K donnée par
le lemme 3.1 et le controle uniforme de la probabilité de survie (7) permettent de

contrdler le premier terme. Remarquons que si K (z+y) < g, alors K (z+y)yvt <
t, et donc que

Nk sy)yvi(@ 0, Vi) 21} C{Ni(x +y, V) > 1}.

On applique alors le lemme 4.4 autour de x + y, avec une échelle Vt, un temps de
départ T = o(x) + o(y) o 0, et un point-source u = x + 1y :

5 [ =00, K(a+y) <L
A
oz +y) >T+K(x+yyvi
< Pa(Ni(z 4y, V) obr > 1) +Py(Fi < K(z+y) : vi(z +y) —ui(z +y) > V1)
Comme Ny(z + 1y, V/t) = Ny(0,v/t) o T, o T, on a, en se souvenant que 7' = o (x) +
o(y) © ba,
Ni(z +y,Vt) 0 67 = N;(0,v/1) 0, 0 8,.

Ainsi, Px(Ny(z4y, Vt)obr > 1) =< P,y A(N(0, V1) > 1), et le lemme 4.3 permet
de contréler ce terme. Finalement, le terme Py (3 < K(z+y) : v;(z+y)—ui(z+y) >
V1) est traité I'aide du lemme 4.1. O

Corollaire 4.5. On pose r(xz,y) = (o(x 4+ y) — (0(z) + o(y) 0 6,))*.
Pour tout p > 1, il existe une constante M, telle que

(29) YAEA Va,yeZ Ei[r(z,y)?] < M,.
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Démonstration. Comme E,[r(z,y)P] = O+Oo puP Py (r(x,y) > u) du, d’apres la

proposition 2.2 et I’équation (7), il suffit de prendre

7]9145 +oo

M,
b P Jo

uP ! exp(—Bsv/u) du
pour terminer la preuve. 0

4.2. Controle de o(x) — t(x). Ici encore, on voudrait appliquer un procédé ana-
logue & partir de (z,¢(z)) mais on n’a pas a priori de départ infini proche de ce
point. Nous allons, pour trouver un tel point source, le chercher le long du chemin
d’infection entre (0,0) et (z,t(x)), ce qui nécessitera des controles sur une boite
spatio-temporelle de hauteur t(z), c’est-a-dire de ordre de ||z||. Nous allons donc
perdre a la fois dans la précision des estimées et dans leur uniformité en ||z|.

Proposition 4.6. Il existe des constantes Asqy, Bso, agg strictement positives telles
que pour tout z > 0, tout x € Z%, pour tout X € A :

Py (70 = 400, 0(x) > t(z) + K (2)(azo ln(1 + [|z]]) + 2))
(30) < Asoexp(—Bspz).

Démonstration. Pour x,y € Z% et t, L > 0, on note

EY(t) = {1y <400, L>J0 H? ¢ By},
B L
Np(z,t) = > / Ugyregn©bs d | D we (5):
YyET+Brmt+1 0 ecEd:yce

A Taide des estimées (7), (8) et (9), on voit facilement qu’il existe des constantes
A, B > 0 telles que

(31) YAeA VeeZ! V>0 Py(Np(z,t)>1) < A(l+ L)exp(—Bt).

Maintenant, on choisit (u,T') sur le chemin d’infection entre (0,0) et (z,t(z)), de
sorte que 7" o O = 400 et que T soit le dernier instant satisfaisant ces propriétés
(comme on se place sur I'événement {7° = +oo}, un tel T existe toujours).

Montrons maintenant que si ]\th(m)(x,t) = 0, alors u € x + Bjps12. En effet, si
|lu—=z|| > Mt+2, considérons le premier point (u’, T") du chemin d’infection (apres
(u,T)) qui est dans = + By : par définition de T, la descendance de (u’,T”) est
finie, mais, pour contenir z, de diametre supérieur ou égal a Mt, ce qui implique
]\th(m)(:zr, t) > 1, et donne I'implication souhaitée.

Sur I’événement {Nt(m)(:c, t) = 0}, on pourra donc appliquer le lemme 4.4 autour
du point z, avec une échelle

_alog(l+|z)+2 _ 2

v v

le point (u,T) comme point-source et une fenétre temporelle de hauteur L =
K (x)yt. Ici, @ > 0 est une constante suffisamment grande que 'on choisira par
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la suite. Comme T < t(x),

P (o(z) = t(x) + K(2)(aln(l + ||z])) + 2)) = Px (o(2) > t(2) + K(2)7t)

< Pa(o(e) 2T+ K(z)yt)

< P (0(0) 2 T+ K@nt, N (@,8) = 0) +Pr (N () 2 1)

< Pa(Ng(ye(@,t) o0 > 1) + Pa(Fi < K(2) : vi(z) — ui(z) > 1)
(32) AP (Nya) (2, 1) > 1).

Le second terme de (32) est majoré par le lemme 4.1. Controélons le dernier terme

de (32) :
(z,) > 1) 4 (1) > L4 L)
+2\ = c
L’estimée (10) permet de traiter le second terme, et (31) assure que
(z)>1) < A1+ I2 .Y exp(—Bo)
Fe\ ) = c

A0 ) o (S I )Y
c ¥

P (Nt(m)(%t) > 1) < Pa (Nuzu

IN

F)\ (NHIH

IN

des que « est choisie suffisamment grande.
Pour traiter le premier terme de (32), on remarque que Ng (z)y¢(2,t) 0 7 <

Nt(m)-l—K(w)vt(Ia t) Ainsi
FA(NK(m)vt(xvt) ofr > 1)

< B (N”%HJFHK(IW(:C,t) > 1) 4P (¢ (( ) > ||CH +Z>'

Comme précédemment, le second terme est controlé a ’aide de (10), tandis que, en
découpant suivant les valeurs prises par K (), en utilisant (22), on obtient :

FA (NMJerrK(z)'yt(x’t) = 1)

+oo
< S \PuK(@) = k)\/@,\(NMHH%MZ(:v,t) >1)
k=1
+oo
< Z VEAK (z) = k)\/Am(/Wf + HLCH + 2) exp(—Bs2t)
k=1
< \/A22(1+@)(1+z)(1+’yt ) exp( ——t Z\/1+kPA (z) = k).

Le controle sous-géométrique (3.1)de la queue de distribution de K (z) assure que la
série est finie, et quitte & augmenter « si besoin, on peut trouver A”, B” > 0 telles
que le préfacteur soit majoré par A” exp(—B”z), ce qui termine la preuve. O

Lemme 4.7. Pour tout p > 1, il existe une constante Cs3(p) telle que, pour tout
x €7,

(33) YAEA Ei(lo(2) —t(x)[") < Css(p)(In(1 + [|=))"-
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Démonstration. Posons V,, = % —alIn(14||z||). D’apres la proposition 4.6, on
peut trouver une variable aléatoire W avec des moments exponentiels telle que W
domine stochastiquement la loi de V,, sous P pour tout z et pour tout A\. De méme,
d’apres le lemme 3.1, la variable aléatoire K () est stochastiquement dominée par
une variable aléatoire K’ géométrique de parametre p.

Posons v(z) = o(z) — t(z) = K(x) — (aln(1 + ||z||) + Vi). Soit p > 1. D’apres
I'inégalité de Minkowski,

Exv@)? < aln(l+ |2l Ex (K (@) + EalK (@)V2]) "
< aln(l+ ||z )EAK (@)"]) 7 + (Ex[K (2)P]EAVP) >
< aln(l+ |[|z])(E(K)VP + (E(K™P)E[W?]) >,
ce qui termine la preuve. (I

On montre ensuite que la différence entre o(x) et t(r) est asymptotiquement
négligeable devant ||z :

— -1
Corollaire 4.8. P presque siurement, lim M =0.

ll#|—+o00 [l

Démonstration. Soit p > d : d’apres I’équation (33), on a

ZE'01+||I| Wy Y RO

2 )

Ainsi, presque stirement, (%)xezd est dans ¢P(Z?), donc en particulier tend

vers zéro. O

Corollaire 4.9. Il existe des constantes positives Asy, B3y, Csy telles que pour tout
X\ € A, pour tout x € 72,

(34) Vit >0 F)\ (O'(IE) Z 034”:17” + t) S A34 eXp(—Bg4\/Z).

Démonstration. On considere la constante o = aizg donnée dans la proposition 4.6,

et onremarque que si K (z) < 5=+/[z] + t/2 et z = a/[[z]] + /2, alors, en utilisant

que In(1 + u) < y/u, on obtient que
K(z)[aln(1+ ||zf]) + 2] < 22K (x) < ||lz|| +t/2.

Alnsi, avec les estimées (10) et (7),

F, (a(x) > (% + 1> el +t)

%PA <T — 400, o(x) > (%+1) 2| +t)

%IP’,\ (TO = +o0, t(z) > @ +t/2> + %]P’,\ (K( ) > iW)
+%1@>A (o) > @) + K(@)(@n(1 + |l2]) + o/ T 7 172)

Le premier terme est controlé par I'inégalité (10). Le deuxieme terme est contrdlé
par la queue sous-exponentielle de K (z) du lemme 3.1, et le dernier par la propo-
sition 4.6. O

IN

IN
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On peut alors donner les conditions d’intégrabilité pour o évoquées dans l'intro-
duction de cette section.
Corollaire 4.10. Pour tout p > 1, il existe une constante Cs5(p) telle que
(35) YAEA VazeZ? Eyo(2)P] < Css(p)(1 4+ ||z])P.
Démonstration. Avec I'inégalité de Minkowski, on a
(Exlo(@)"])/P < Caallz|| + Ex[((0(x) = Caalx])T)PDYP.

Cependant
Bul((0(w) ~ Calal) ) = [ pur Faole) - Cualel] > w) d
0
+oo
< pA34/ uP ™! exp(—Bssv/au) du,
0
d’apres le corollaire 4.9, ce qui acheve la preuve. (I

Remarque. Dans les arguments de redémarrage classique, on cherche a obtenir
Iexistence de moments exponentiels pour une variable aléatoire en se basant sur le
lemme suivant : si les (X, ),ecn sont des variables aléatoires indépendantes identique-
ment distribuées avec des moments exponentiels, si K est indépendant des (X,,)nen
et admet lui-aussi des moments exponentiels, alors Zf:o X,, admet des moments
exponentiels. Ici, la difficulté a controler précisément les temps de réinfection du
type uiy+1—v; nous empéche d’intégrer ce cadre : on doit donc utiliser des arguments
ad hoc donnant des controles plus faibles.

5. THEOREMES DE FORME ASYMPTOTIQUE

On peut maintenant passer a la preuve du théoreme 2.3. Le premier pas consiste

a prouver 'existence de limites pour les quantités @

Grace au corollaire 4.5, on a quels que soient les entiers n et p :
Elo((n + p)z)] < Elo(nz)] + E[o(pz)] + M.

Alors, d’apres le lemme de Fekete, 2E[o(nz)] admet une limite finie lorsque n tend
vers l'infini. Ainsi, un bon candidat pour étre la limite est la quantité

p(z) = lim M.

n—-+4oo n
Théoréme 5.1. Pour tout x € Z%, P presque sirement :
E.
lim lim o(nz) = p(x).

n—-+o0o n n—-+oo n
Cette convergence a de plus lieu dans tous les LP(P), p > 1.

o(nx) _

Pour cela, on va avoir besoin d’établir deux théoremes ergodiques presque sous-
additifs :

Théoreme 5.2. Soit (2, F,P) un espace probabilisé, (0,,)n>1 une famille de trans-
formations laissant P invariante. Sur cet espace sont définies une famille (fn)n>1
de fonctions intégrables, une famille (gn)n>1 de fonctions positives ou nulles, et
une famille (T p)np>1 telles que

(36) Vn,p>1 foip < fo+ fpobn+gpobn+rny.
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On fait les hypotheéses suivantes :

]E£71 > —00

~ g1 est intégrable, g,/n converge presque sirement et dans L' vers 0

— il existe a > 1 et une suite (Cy)p>1 telles que E[(r} )*] < Cp pour tous n,p
et

— c=inf,>;

+o0o Cp

Z — < +00.
pOt

p=1

Alors, la suite de terme général LEf, converge; si on note y sa limite, on a
n

E[ lim &] > u
n—too MN
Si l’on pose f = lim J%", alors f est invariante par tous les 0y,.

n—-+0o0o

Théoréme 5.3. On se place sous les hypotheses du théoréme 5.2. On suppose en
plus que pour tout k,

n—1 +
% <fnk - Z fk [¢) (Hk)z> — 0P p.s.

=0

Alors fn/n converge presque sirement vers f.

Démonstration. La preuve de ces résultats, inspirée de celle de Liggett [28], sera
donnée dans une annexe, oll on trouvera également un certain nombre de commen-
taires. (]

Démonstration du théoréme 5.1. On commence par appliquer le théoreme 5.2 en
posant f, = o(nx), 6, = O gp = 0, et 7k, = r(nz, kx) et en travaillant avec
la probabilité P. On peut prendre a > 1 quelconque. Le corollaire 4.10 assure
l'intégrabilité de o(z) sous P et le corollaire 4.5 donne les controles de moments
nécessaires.

Vérifions maintenant les hypotheses du théoreme 5.3 : on voit facilement que

t(nkz) < i o(kz) o (Orz)’,
i=0

ce qui implique

n—1 +

(U(nk,r) - Z o(kx) o (ém)l> < o(nkz) — t(nkx),
i=0

qui est bien négligeable devant n en l'infini, d’apres le corollaire 4.8.

Ainsi o(nx)/n converge bien vers une variable aléatoire p(z), qui est invariante
par 0,. D’apres le théoreme 2.1, cette variable est en fait une constante, ce qui achéve
la preuve de la convergence presque stire. Pour montrer qu’une suite converge dans
LP il suffit de montrer qu’elle converge presque strement et qu’elle est bornée dans
L7 pour un g > p. Or, le corollaire 4.10 montre que f,,/n est bornée dans tous les
L4, ce qui permet de conclure. O

Nous allons maintenant prouver le théoreme 2.3 de forme asymptotique. On
commence par montrer le théoreme de forme asymptotique pour le temps d’atteinte
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essentiel o, en procédant selon les étapes décrites ci-dessous, comme dans le schéma
classique :

— On prolonge  en une norme sur R? dans le lemme 5.4.

— On montre que la convergence directionnelle du théoreme 5.1 est en fait une

convergence uniforme en la direction dans le lemme 5.6.

— Ce lemme implique facilement le résultat de forme asymptotique du lemme 5.7.
Pour montrer les résultats du méme type pour le temps d’atteinte classique ¢
(lemme 5.8), il suffit alors de controler la différence entre ¢ et o, ce que nous avons
fait dans le lemme 4.8. Finalement, le résultat de forme asymptotique pour la zone
couplée est démontré dans le lemme 5.9, en introduisant un temps de couplage t’
et en controlant la différence entre ce temps t’ et le temps d’atteinte essentiel o.

Lemme 5.4. La fonctionnelle p se prolonge en une norme sur RY.

Démonstration. Homogénéité en entiers On sait que p(x) = hmﬁm, et que
n

o(nz) et o(—nz) ont méme loi sous P, donc p(z) = pu(—z). A laide de suites
extraites, on prouve alors la propriété d’homogénéité en entiers :
VkeZ VreZt u(kx)=|k|u(x).
Sous-additivité On a
o(nz + ny) < o(nz) + o(ny) o One + r(nz, ny).
Comme ém laisse invariant P il vient
Eo(nz +ny) < Eo(nz)+ Eo(ny) + Er(nz, ny)
Eo(nz) + Eo(ny) + My,
d’apres le corollaire 4.5, ce qui entraine que

VeeZ' VyeZ' plx+y) < p(r)+ py).

Extension & R D’apres le lemme de Fekete, p(x) + M; = II;fl w, d’on
n

w(r) < Eo(x). Le corollaire 4.10 donne l'existence de L > 0 tel que Eo(z) <

L|z|| pour tout x. Finalement, u(x) < L||z|| pour tout = dans Z?, ce qui entraine

l(z) — u(y)] < L||z — yl| : on peut alors prolonger u sur Q¢ par homogénéité, puis

sur R? par uniforme continuité.

Positivité Soit M la constante donnée dans la proposition 2.5. L’estimée (8) nous
donne

P <a(m) < %) < P (t(nx) < %) <P (gnw ¢ BnH;H)
Py <7’ =400,8%., & Bng“)
= / Py(r zzroo) dv()
<

A nfjz|
Zexp(-B .
P eXp( 2M

On en déduit, avec le lemme de Borel-Cantelli, que p(z) > 57|l L'inégalité,

établie pour tout x € Z%, se prolonge par homogénéité et continuité a R tout
entier, ce qui entraine que p est une norme. O

Dans la suite, on pose C' = 2C'34, ou C34 est donnée dans le corollaire 4.9.
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Lemme 5.5. Pour tout € > 0, P presque sirement, il existe R tel que
vo,y € 2 (|z] 2 R et ||z —y|| < ellzl)) = (jo(x) — o(y)| < Cellz])-
Démonstration. Pour m € N et € > 0, on définit I’événement
Ap(e) ={Fz,y € Z%: |zl =m, ||z —y[| < em et |o(z) — o(y)| > Cem}.
En remarquant que
An(e) C U {J(y—x)oém—FT(x,y—x) > C'Em},

(1—g)m<|z||[<(1+e)m
[z—y||<em

il vient, a 'aide des corollaires 4.9 et 4.5,

Py(An,(e) < Z Pr(0(2) 0 0, + r(x,2) > Cem)
(I—e)m<|z]|<(1+e)m
Izl <em
< Z P,.a(0(2) > 2Cem/3)
(I—e)m<|zl|<(1+e)m
Izl <em
+ Py(r(z,y — x) > Cem/3)
< (1 +2em)? (1 + 2(1 + e)m)?(Asq exp(—Bssr/Cem/3)

+Azg exp(—Bagy/C’em/3)).

grace au corollaire 4.9 et au théoreme 2.2. On integre alors cette inégalité par
rapport a ’environnement A\, et le lemme de Borel-Cantelli permet de conclure. [

On peut maintenant montrer que la convergence du théoreme 5.1 est uniforme
par rapport a la direction.

Lemme 5.6. P presque sirement, lim M =0.

lel—+oo [l
Démonstration. On raisonne par 'absurde et on suppose qu’il existe € > 0 tel que
Pévénement “|o(z) — p(z)| > €||z|| pour un ensemble infini de valeurs de z” a une
probabilité strictement positive. Plagons nous sur cet événement. Alors, il existe
une suite aléatoire (y,,)n>0 de sommets de Z? telle que ||y, || — +oo et, pour tout
n, |o(yn) — 1(yn)| > €llynll1. Quitte & prendre une sous-suite, on peut supposer

Yn

1yt
Approchons z par un point rationnel : considérant £; > 0 (qui sera choisi plus tard),
on peut prendre 2’ € Z% tel que

‘ z

12111

On peut trouver, pour chaque y,, un point entier sur la ligne Rz’ qui est suffisam-
ment pres de ¥, : soit h, la partie entiere de lyals O

— Z.

/

z <61.

1

[EAIE!
o A A
e i R T i
/
Yn < /
< el |22~ || 0
S [N |
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Prenons N > 0 suffisamment grand pour que (n > N) = (HH;% —z|1 < e1).
Gréace au choix que 'on a fait pour 2/, on a

(nz

et par conséquent, ||y, — hn.2'|[1 < 2e1||ynll1 + ||2’]]1. Ainsi, quitte & augmenter N
si besoin, on a pour tout n > N, ||y — hn.2'||1 < 3e1]|yn||1. Cependant, si on prend
N suffisamment grand, le lemme 5.5 implique alors que 'on a

281)7

H lyalls I\Z’Ill

Vn >N |o(yn) — o(hn.2")| < 3Ce1||ynll1-
Finalement, pour tout n assez grand, on a

l0(yn) = (yn)l < lo(yn) = 0(hn-2")| + |0 (hn-2") = (b2 )| + [1(hn-2") — pu(yn)|

o(hy.2'
< 80zl + ho |78 )| 4 L2~ gl
Yn o(hy.2
< 3Celunl+ (14 et 700 ) gLy

Mais la convergence presque sire dans la direction donnée par z’ assure que pour
n assez grand

o(hp.2")

< gq.
o !

— pu(2")

Si 'on prend e assez petit, on obtient que pour n assez grand |o(yn) — p(yn)| <
e|lynll1, ce qui ameéne la contradiction. O

On déduit alors de la convergence uniforme du lemme 5.6 le théoreme de forme
asymptotique pour la version grossie Gy de Gy = {x € Z¢ : o(z) < t}; on rappelle
que A, désigne la boule unité pour la norme pu.

Lemme 5.7. Pour tout € > 0, avec probabilité 1 sous P, pour tout t suffisamment
grand, (1 —e)A, C &t C (1+¢)A,.

Démonstration. Montrons par 'absurde que pour ¢ assez grand, on a bien & C (1+

€)A,.. Supposons qu’il existe une suite (¢,)n>1, avec t,, — +00 et G'" Z (1 —l—s)A
il existe donc x,, avec o(xy,) < t, et pu(zy)/tn > 1+ c. Ainsi u(:z:n)/a(xn) >1+4e,
ce qui contredit la convergence uniforme puisque, comme p(x,) > t,(14¢), la suite
(|zn|])n>1 tend vers Pinfini.

Passons a l'inclusion inverse. En raisonnant toujours par I’absurde, on a une suite
(tn)n>1, avec t, — +ooet (1—¢)A, ¢ , ce qui veut dire qu’on peut trouver z,,
avec p(zy) < (1 —e)ty,, mais o(x,) > t, La suite (x,,),>1 ne peut pas étre bornée
(c’est a dire ne prendre qu’un nombre fini de valeur) car ¢,, tend vers U'infini. Ainsi

on a % < 1— ¢, ce qui contredit encore une fois la convergence uniforme. [
n

Grace au lemme 4.8, on récupere alors immédiatement la convergence uniforme

pour le temps d’atteinte ¢ et, par un argument identique a celui du lemme 5.7, le
théoréme de forme asymptotique pour la version grossie H; de H; = {x € Z% :

t(z) < t}.
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— ) —
Lemme 5.8. P presque sirement, lim M
[lz]| =00 ||:Z?H

et pour tout € > 0, avec probabilité 1 sous P, pour tout t suffisamment grand,

:0,

H,
(1-e)4, C Tt C(1+e)A,.

Il nous reste maintenant a prouver le théoreme de forme asymptotique pour la
zone couplée K|, version grossie de K| = {z € Z%: Vs >t ¢(z) = %" (x)} :
Lemme 5.9. Pour tout € > 0, avec probabilité 1 sous P, pour tout t suffisamment
grand, (1 —¢)A, C K*+G'

Démonstration. Comme ¢ — K, N Gy est croissant, on se retrouve dans le méme
schéma de preuve que dans le lemme 5.7. On pose, pour = € Z<,
t'(x)=inf{t >0: z € K;NG}.

11 suffit alors de montrer que P presque stirement, | Hlim % = 0. Par
z||——+o0

définition, t'(x) > o(z); ainsi il suffit de montrer qu’il existe deux constantes
A, B’ > 0 telles que

(37) VeeZl Vs>0 P{'(z)—o(z)>s) < Ale B's,

e On commence par remarquer que, pour tout ¢ > 0, Kq(;)1¢ O @ + K0 0,.
En effet, soit z € z 4+ K, o 8,. Considérons d’abord le cas ol z ¢ 5??1)4-15' Comme,
par additivité (1), 52(96)“ C 55?1)”, alors z ¢ {2(96)“, et donc z € Ky (z) 4+

Considérons maintenant le cas ou z € {f?z)ﬂ. Comme ffzz) C §§d o6, par
additivité, on ay = z —z € §tZd o 0,. Mais comme y € Kyo 0,, il s’ensuit, par
définition de K, que &0(y) o 0, = &£°(y) 0 6, = 1. Comme z € €0y et que
ye&ol,,onaz=x+ye 52@)_”, d’olt z € Ky (z)4¢-

e Soit s > 0 fixé. Le point précédent assure que

ﬂ Ko@y4e | D |2+ ﬂ(Kt 06,) |, et donc Ky 4s O (x + (K. o 9;)) .
t>s t>s

Ainsi, en utilisant I'invariance de P sous 'action de éz, on obtient :
P(t'(z) > o(z) +5) = P(a ¢ Kyu)rs N Go(a)rs)
]P)({E ¢ K;(z)Jrs)

< @(w (:Z:—I—K;oéz))
< P(0¢K'of,)=P0¢ K.
L’estimée (11) permet alors de conclure. O

6. CONTROLE UNIFORME DE LA CROISSANCE EN ENVIRONNEMENT A\

Le but de cette section est d’établir les controles uniformes en A annoncés dans
la proposition 2.5. Afin de controler la croissance du processus de contact, on a
besoin de quelques lemmes sur le modele de Richardson.
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6.1. Quelques lemmes sur le modele de Richardson. On appelle modele de
Richardson de parametre A le processus de Markov (1;):>0, homogene en temps, qui
prend ses valeurs dans P(Z%) et dont I'évolution est définie comme suit : les sites z

vides deviennent infectés au taux A Z n(2"), ces différentes évolutions étant
llz—2"[l1=1

indépendantes les unes des autres. Grace a la construction graphique, on peut, pour

tout A € A, coupler le processus de contact en environnement A\ avec le modele de

Richardson de parametre A\, ax, de telle maniere que 1’espace occupé au temps ¢ par

le processus de contact est toujours contenu dans ’espace occupé par le modele de

Richardson.

Le premier lemme, dont nous omettons la preuve, découle aisément de la représentation

du modele de Richardson en terme de percolation de premier passage et d’un comp-
tage de chemins.

Lemme 6.1. Pour tout A\ > 0, il existe des constantes A, B > 0 telles que
Vit >0 P(n ¢ By) < Aexp(—Bt).
Lemme 6.2. Pour tout \ > 0, il existe des constantes A, B, M > 0 telles que
Vs >0 P(3t>0: n ¢ Bueys) < Aexp(—Bs).

Démonstration. La représentation en termes de percolation de premier passage du
modele de Richardson assure l'existence de A’, B, M’ > 0 tels que pour tout ¢ > 0,

(38) P(ne ¢ Buri) < A’ exp(—B't).

Pour plus de détails, on pourra se reporter a Kesten [24].
On commence par controler le processus aux temps entiers grace a cette estimée :

PGk e N: ni & Byreysyz) < PGk EN: muys/omry € Burkrsy2)

“+o0
< > P(kts/emr) & Barkrs/2)
k=0
A’ B’s
39 G ).
(39) = T—exp(—B) eXp( 2M’)

Controlons maintenant les fluctuations entre les temps entiers. Soit M > M’ :

P({3t>0: n & Buers} N{Vk €N, nr. C Baprysy2})
“+o00

(40) < ZP(Ht €k, k+1]: me C Byrgtsyz et m & Buis).
k=0

Mais alors, si C' > 0 est une constante telle que |B;| < C’(1 +t)% et si A, B sont
les constantes du lemme 6.1,

P(E't S [k, k + 1] Nk C B]\{[/k+s/2 et Mt ¢ BMt+s)

< P(x C Barkgsy2 et k1 & Burkts)
(41) < | Burkys/2lP(n & Brvi—mry+s/2)
< C'(1+M'k+s/2)%Aexp(—B(k(M — M') + 5/2))
< AC'(1+ s/2) exp(—Bs/2)(1 + M'k)? exp(—B(k(M — M')).
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L’inégalité (41) vient de la propriété de Markov et de 'additivité du processus de
contact. Comme la série de terme général (14 M'k)? exp(—B(k(M — M')) converge,
le résultat souhaité découle de (39) et (40). O

6.2. Un procédé de redémarrage. On va utiliser ici un argument dit de redémarrage,

que l'on peut résumer comme suit. On couple le systeme que 'on souhaite étudier
(systeme fort) avec un systeme qu'il domine stochastiquement (systéme faible) et
que l'on connait mieux. On peut alors transporter un certain nombre de propriétés
du systeme connu a celui que l'on doit étudier : on laisse évoluer les deux systemes
conjointement, et a chaque fois que le plus faible meurt et que le plus fort est vivant,
on fait repartir une copie du plus faible toujours couplée au plus fort. Ainsi, soit
les deux processus meurent avant qu’on ait pu trouver un processus faible capable
de survivre, et dans ce cas le controle des grands temps de survie du faible peut se
transposer sur le fort, soit le plus fort survit indéfiniment et on finit par le coupler
avec un faible qui survit. Dans ce cas, un controle du temps nécessaire pour un
redémarrage réussi permet de transférer des propriétés du processus faible lorsqu’il
survit sur le processus fort.

Cette technique est déja ancienne; on la trouve par exemple chez Durrett [14],
section 12, sous une forme tres pure. Elle est aussi utilisée par Durrett et Grif-
feath [16], afin de transporter des controles connus pour le processus de contact
en dimension 1 au processus de contact en dimension supérieure. Nous allons ici
I'utiliser en couplant le processus de contact en environnement inhomogene A € A
avec le processus de contact avec taux de naissance constant Ani,. C’est ici que
I’hypothese Amin > Ae(Z4) est importante.

Pour ce faire, nous allons coupler des familles de processus ponctuels de Poisson.
Fixons A € A. On peut construire une mesure de probabilité Py sur © x Q sous
laquelle

— La premiere coordonnée w est une famille ((we)eepd, (Wz),ezd) de processus
ponctuels de Poisson , d’intensités respectives (A¢).cge pour les processus in-
dexés par les arétes, et d’intensité 1 pour les processus indexés par les sites.

— Laseconde coordonnée 7 est une famille ((1e)eerd, (1)2).eze) de processus ponc-
tuels de Poisson , d’intensité Apin pour les processus indexés par les arétes, et
d’intensité 1 pour les processus indexés par les sites.

— Les processus ponctuels de Poisson indexés par les sites (les temps de mort)
coincident : pour tout z € Z¢, 1, = w..

— Les processus ponctuels de Poisson indexés par les arétes (les temps des
éventuelles naissances) sont couplés : pour tout e € E?, le support de 7, est
inclus dans celui de w,.

On note ¢4 = ¢4(w,n) le processus de contact dans 'environnement A\ partant de
A construit avec la famille de processus de Poisson w, et (? = (P (w,n) le processus
de contact dans 'environnement An;, partant de B construit avec la famille de
processus de Poisson 7. Si B C A, alors on a P, presque siirement (F C 5;4 pour
tout ¢ > 0. On peut remarquer que le processus (¢4, ¢?) est un processus de Markov.
On introduit les temps de vie de ces deux processus :

T=1inf{t >0: & =@} et, pour x € Z¢, 7. = inf{t >0: (& = @}.

Remarquons que la loi de 7, sous Py est la loi de 7, sous Py, ; cette loi est en
fait indépendante du point de départ du processus, puisque le modele a taux de

naissance constant est invariant par translation.
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On définit par récurrence une suite de temps d’arrét (uy)r>0 et une suite de
points (zx)k>0 en posant ug = 0, zo = 0, et pour tout k >0 :

— sl ugp < +oo et &, # I, alors uppy =7, 004, ;

— si up =400 ousi &, =, alors ug41 = 400;

= sl upyr < +oo et &, # 9, alors zp41 est le plus petit point pour 'ordre

lexicographique de &y, ., ;

— sl upy1 = 400 ou si §y,,, = F, alors 211 = +o00.
Autrement dit, tant que ug < 400 et &,, # &, on prend dans &, le point zj le plus
petit pour I'ordre lexicographique, et on regarde le temps de vie du processus le plus
faible, c’est a dire (, partant de z; au temps uy. Le procédé de redémarrage peut
s’arréter pour deux raisons : soit on trouve un k tel que up < 400 et &, = I, ce
qui implique que le processus le plus fort (qui contient le faible) meurt exactement
au temps uy, ; soit on trouve un k tel que uy < 400, &, # &, et up11 = +00. Dans
ce deuxiéme cas, on a trouvé un point z; tel que le processus faible, partant de
zk au temps ug, survit, ce qui implique en particulier que le fort, qui le contient,
survit. On pose alors

K =inf{n>0: w41 = +oo}.

Le nom de la variable K est choisi par analogie avec la section 3. Cette section
étant indépendante du reste de I'article, la confusion ne devrait cependant pas étre
possible. 1l ressort de la discussion précédente que

(42) (T=+400+=¢& #@) etsit<+4oo, alorsux = 1.

On regroupe dans le lemme suivant les estimées sur le procédé de redémarrage
nécessaires pour démontrer la proposition 2.5. On rappelle que p est introduit dans
Iéquation (7).

Lemme 6.3. On se place dans le cadre précédent. Alors
~VYAeA VYneN Py(K >n)<(1-p)
~ VB e B(D) Pi(r=+400,(* 06, € B)=Px(r =+00)Py,,, (" € B).
~ Il eziste a, 3 > 0 tel que pour tout A € A, Ex(exp(aug)) < 3.

Démonstration. D’apres la propriété de Markov forte, on a

Py(K>n+1) = Px(uni < +00)

= Pa(up <400, &, #D, T, 00,,) < +00)
Py (u, < +00)(1 — p) = PA(K > n)(1 - p).

A

Ainsi, K a une queue sous-géométrique, ce qui montre le premier point. En parti-
culier, K est presque stirement fini.
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En utilisant (42) et la propriété de Markov forte, on a encore

Py (T = 400,(*% 00y, € B) =Py(Euye # D, 00, € B)

+oo
= > Y PAK=k & #9D, 2=z (00 €B)
k=0 zezd
+oo B
= Z Z Pa(uk < +00, £, # @, 2k = 2, T, 00y, = +00, (* 00y, € B)
k=0 zcZ7Z4

—+oo
= SN Pa(uk < +oo, €, # @, 21, = 2)Pa,,. (1 = +o0, £ € B)

k=0 zez4
too
k=0

En prenant pour B I'ensemble des trajectoires, on identifie :
—+o0
P(r = +00) = Py(7 = +00) = Pa,,,, (T = +00) Y _Px(ux < +00,&5, # @),
k=0
ce qui nous donne le deuxieme point
Comme Apin > Ao(Z%), les résultats de Durrett et Griffeath [16] pour les grands A,
étendus a tout le régime surcritique par Bezuidenhout et Grimmett [4], assurent
Pexistence de A, B > 0 telles que

VE>0 Pyt <7 <400) < Aexp(—Bt),

ce qui donne I'existence de moments exponentiels pour 71 {; <4 oo} Comme Py ; (7 =
+00) > 0, on peut choisir (en utilisant par exemple le théoréme de convergence do-
minée) un o > 0 tel que Ey ., (exp(am)lrcfo0y) =7 < 1.

Pour k£ > 0, on note

k—1
Sk = exp (a Z T;i o 9u1> ]]-{uk<+oo}-

i=0
On remarque que Sy, est F,, -mesurable. Soit £ > 0. On a
exp(our ) l{g=ry < Sk.

Ainsi, en appliquant la propriété de Markov forte au temps uy_1 < +00, on obtient,
pour k£ > 1

Exlexp(oug)lix—ry] < Ex(Sk) =Ex(Sk-1)Er,., (exp(ar)l{;<too})
S TE)\(Skfl).
Comme 7 < 1, on en déduit que Ey[exp(aug)] < T < +oo. O

6.3. Preuve de la proposition 2.5. Les estimées (8) et (7) découlent d’une simple
comparaison stochastique :

Démonstration de (7). 11 suffit de remarquer que pour tout environnement A € A
et tout z € Z%, on a

PA(T? = +00) > Py, (77 = +00) = Py,,,, (77 = +00) > 0.



hal-00292881, version 4 - 7 Oct 2009

PROCESSUS DE CONTACT EN ENVIRONNEMENT ALEATOIRE 33

Démonstration de (8). On utilise la domination stochastique du processus de contact
en environnement A par le modele de Richardson de parametre Apax. Pour ce
modele, la croissance au plus linéaire est assurée par (38). (]

I nous reste donc a démontrer (9), (10) et (11) par le procédé de redémarrage.

Démonstration de (9). Soit o, 8 > 0 données dans le troisieme point du lemme 6.3.
Rappelons que, sur {T < +o0}, ug = 7. On a, pour tout A € A, pour tout ¢ > 0,

Pyt <7< +00) = Py(e® <e*,7 < +o0) = ]f”,\(eo‘t < MUK T < 400)
< ]fp)\(eat < eauK) < e—ath)\eauK < 66_at
ce qui termine la preuve. (I

Démonstration de (10). Comme Apin > Ac(Z%), les résultats de Durrett et Grif-
feath [16] pour les grands \, étendus & tout le régime surcritique par Bezuidenhout
et Grimmett [4], assurent 'existence de constantes A, B, ¢ > 0 telles que, pour tout
y € Z<, pour tout t > 0,

(13) Bu (1002 2 4 1) < A1)
c
D’autre part, le controle par le modele de Richardson du lemme 6.2 avec Amax
assure l'existence de A, B, M tels que pour tout A € A, pour tout s > 0,
(44) Pyx(3t >0, €2 ¢ Busiys) < Aexp(—DBs).

Quitte a diminuer ¢ ou a augmenter M, on peut en outre supposer que 37 < 1.
Maintenant,

P, (t(y) > M +t, 7= —l—oo)
c

~ tc
< P, (UK>W)+]P>\( _6M’§ ¢Btc/3>

5 llyl
+]P))\<7—_+OO UKSGMaquCBtC/?n ()Z?"’t .

Le premier terme est bien controlé par I'existence de moments exponentiels pour

ug donnée par le troisieme point du lemme 6.3 de redémarrage : il existe C,a > 0
tels que pour tout A € A, pour tout ¢t > 0,

~ tc act
> )< - ).
Fa (“K = 6M> = CeXp( 6M>

Le second terme est controlé a Paide de (44) :

~ tc
PA(u _GM,g ¢ tc/g) < Py(3t >0, §t¢BMt+tc)<Aexp< BG).

II reste & controler le dernier terme. On note ici
t'(y) =inf{t >0: y e}

Rappelons que si 7 = 400, alors §,, # & et zx est bien défini. Comme ¢(y) est un
temps d’entrée et que £ D (Y pour tout ¢, on a, sur {7 = +o0},

Hy) < uc +t(y = 2ic) 0 Toye 0 by
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Siug < 6’% < %, alors t(y) < % +t'(y — zK) 0 Toy © 0y, . Si, de plus, §2K C Byeys,

ona |yl > |ly — zx|l — %, ce qui donne, avec deuxi¢me point du lemme 6.3,

- ct
]P))\ (T_ +OO, UK S W, 52}( - Bct/3; t(y) Z ”_C” +t>

- — t
< Py (T:+OO, t'(y — 2k) 0 Taye 0Oy ZM+§)
c

— — t
< Py(7 =+400) sup Py, (t(y —z)> ly == + —) < Aexp(—DBt/2),
zc7d C 2
ou la derniere égalité provient de (43). Ceci termine la preuve. O

Démonstration de (11). Soit s > 0, et notons n la partie entiere de s. Soit v > 0
fixé, dont la valeur sera précisée ultérieurement.

PO¢ K)=P3t>s: 0¢ K;)

—+o0 —+o0
< Y BBy & Kx)+ > P(Byr C Ki, 3t € [k, k+1) tel que 0 ¢ Ky).
k=n k=n

Commengons par controler la deuxieme somme. Fixons k > n. Supposons que
B, C Ky et considérons t € [k, k+1) tel que 0 ¢ K. Il existe donc z € 7% tel que
0 € &\ Comme 0 € &F et ¢ > k, il existe y € Z9 tel que y € &7 et 0 € £/ o Oy
Siy € Byy C Ky, alors £2(y) = {%d(y) =1, ce qui implique que y € &2, ce qui a
son tour, vu que 0 € &/, o6y, implique que 0 € &, et contredit I'hypothese 0 ¢ &7.
Ainsi, nécessairement, y ¢ By, et donc :

F)\(B'yk C Ky, dt € [k},k + 1) tel que 0 Q Kt)

1 _ z\B
— P60 U s Ok
]P))\(T = +OO) A ( k ( € s€[0,1] £ ))
lP)\ 06 U SZd\Bwk
P s€[0,1]

1 1
< ;PA < SG%(JM] ¢ B’vk) = ;PA(H? Z Byk)-
Comme le modele de Richardson de parameétre A\.x domine stochastiquement le
processus de contact en environnement A, on controle ce dernier terme a 1’aide du
lemme 6.1.

Pour controler la premiere somme, il suffit de montrer qu'’il existe des constantes
strictement positives A, B,~ telles que pour tout A € A, pour tout ¢ > 0

(45) PA(Byi & Ky, 70 = +00) < Aexp(—Bt).

IN

IN

La constante v dont nous avions reporté la définition est ainsi déterminée.

Le nombre de points contenus dans une boule étant polynomial en le rayon de
la boule, il suffit de montrer qu’il existe des constantes A, B, ¢’ > 0 telles que pour
tout ¢t > 0, pour tout z € Z4,

(46) lzll < 't = PA(*(t) # 2,3 € € (H)\e*(1)) < Aexp(—Bt),

Pour démontrer (46), on va s’appuyer sur le résultat suivant, obtenu par Durrett [17]
comme conséquence de la construction de Bezuidenhout et Grimmett [4] : si €9 et
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ém sont deux processus de contact indépendants de parametre A > \.(Z4), par-
tant respectivement de 0 et de z, alors il existe des constantes A, B, v strictement
positives telles que pour tout ¢ > 0, pour tout = € Z,

@ el <at= PENE =0.& # 0,6 #0) < Aexp(-Bt).

Soient «v et M les constantes respectivement données par les équations (47) et (8).
On pose ¢/ = /2 et on choisit € > 0 tel que ¢/ +2eM < a.
Soient a € Bgt/4 et be Bgt/4. On pose

Qa,s = (5 © 9875/2 et Bhs ={y € Z': be o 91&(1—5/2)—5}-

Alors (@a,s)o<s<t/2(1—e) €t (Ba,s)o<s<t/2(1—e) sont deux processus de contact indépendants

de taux de naissance Ay, constant, partant respectivement de a et b. Le processus
(Ba,s)o<s<t/2(1—<) est un processus de contact, mais pour lequel on a retourné I’axe
temporel dans la construction avec les processus de Poisson. De maniere analogue,
on pose
E=fyel' zetlob ).

La loi de (£5)o<s<¢/2 coincide avec la loi de (£5)o<s<¢/2. On s’appuie sur les re-
marques suivantes :

— Siac€ §gt/2, que ag (1—c)e/2 N By, (1—e)tj2 7 D et que b € §§t/2, alors z € &Y.

- Size §tZd, alors 5?/2 est non-vide.

— Si & est non-vide, alors 5?/2 est non-vide.
Ainsi, en posant

B = {&@.# o]\ {F0eBunn: o #2)

et E° {éf/g # @} \ {3b € Bgy/uN égt/z D Be,(1—e)tj2 F @} )

on obtient
~ d ~ ~ ~
(48) PA(&) # @, 2 €&l \&) < Pa(E)n # 9, a # D, £y NEYy = )
< PA(E°) +Py(E®) + S,
ousS = Z Py (aa)(l—zs)t 75 J, 6b7(1;£)t 75 , Oéa7(1—25)t ﬂﬂb)(1;s)t = @).

aeBY,
beB

/4

at/a

Pour chaque couple (a, b) apparaissant dans S, on a ||a—b|| < |la||+ ||b—z| + ||=|| <
at/4 + at/4 + at/2 = at, ce qui permet d’utiliser (47), et donne l'existence de
constantes A, B,C" > 0 telles que

S < C'(1+at/4)** Aexp(—B(1 —¢)t/2).

En retournant & nouveau le temps, on voit que Py(E*) = P, »(E°); il suffit donc
de controler Py(E?) uniformément en A. Posons

By ={&), # 2\ {Fa e Z: a €&y, ag-cy2 # D}

On a Py (E°) < Py(E) +Px( gt/2 o4 Bgt/4). D’apres le choix de e et I'inégalité (8),
on a
VAEA VE>0 PA(D, ¢ B(0,at/4)) < Aexp(—Bet/2).

N

A l'aide du lemme 6.3 de redémarrage, on voit que

Pa(ur > et/2) < Bexp(—aet/2).
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Supposons donc que ug < et/2 et que 5?/2 #+ & : zx est donc bien défini et on a

7., ©0u, = +oo. Ainsi, il existe une branche d’infection infinie dans le processus
couplé en environnement A, partant de &9 - Cette branche contient au moins un
point a € 5?175”/2. Par construction a € 5?175)”2 et g, (1-e)t/2 # 9, ce qui acheve

la preuve de (45). O

Remarque Au cours de cette preuve, on a montré que pour tout A € A,
Jim Pa(g # 0, & #£ 0, §Né=2) =0,

ce qui est I'ingrédient essentiel de la preuve du théoreme 2.4 de convergence complete.
On pourra se reporter & I’article de Durrett [17] pour les détails de la preuve dans
le cas du processus de contact classique.

APPENDICE : PREUVE DES THEOREMES ERGODIQUES PRESQUE
SOUS-ADDITIFS 5.2 ET 5.3

Démonstration du théoréeme 5.2. Posons a, = C;/a et u, = E[f,] : on a pour tous
n,p € NE[rf ] < (E[(rf,)*)V* < CY/* = ap, d'on

n
Unyp < Un +up + E[gy] = E[rn p] < un +up + Elgp] + ayp.

Le terme général d’une série convergente tend vers 0, donc Cp, = o(p®), soit a, =
o(p). Comme %E[g"] tend vers 0, la convergence de u,/n est classique (voir par
exemple Derriennic [11]). La limite p est finie car u, > ¢n pour tout n.

On va montrer que f = lim an domine stochastiquement une variable
- n—-+o0o

aléatoire dont ’espérance dépasse .
Pour toute variable aléatoire X, on note £(X) sa loi sous P. On note K I'ensemble

des mesures de probabilités sur RT dont toutes les lois marginales m vérifient :
Ve >0 m(Jt,+oo]) <P(f1+ g1 >t/2) + Ci(2/t)™.

On définit, pour tout k > 1,
A = frv1 — fr

et on note A le processus A = (Ay)r>1. Pour tout k € N, la sous-additivité assure
que Ag < (f1 + g1) 0 0 + 71,1, done, pour tout ¢ > 0,

P(Ay > t) P((f1+91) 0 Ok > t/2) + P(r, > 1/2)

<
< ]P)(fl +91 > t/2) + Cl(Z/t)O‘_

Ceci assure que A € K.
En notant s le shift : s((ux)r>0) = (ur)k>1, on regarde alors la suite de proba-
bilités sur RN :

n>1
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Comme K est convexe et invariant par s, la suite (Ly,)n>1 prend ses valeurs dans
K. Soient n, k > 1.

n

1 .
- - j
/ () dLn(z) n;E(m(s o A))
1 1
= > E(foriar — ferg) = —(Elfnsnt1] = Elfrrn]).
j=1
Posons My, = sup LIE[fr4r+1] — E[fe41]]. La convergence de u,/n entraine que

M;, est fini. De méme, par presque sous-additivité,

/ﬂ',j(:z:) dL,(z) = %ZE(W;(SJ o A))

n

= % ZE[(kaer — feri) T < EIf1+Elg ] + as.

j=1

Ainsi, on a

[m@l o) < [ o) diate) 4| [ m@) dLa)
< My + 2E[f] + 2E[g ] + 2a;.

Soit K’ ’ensemble des lois m sur RN tel que pour tout k, [ |mx| dm < 2My+E[f,F]+
E[g;"] + a1. L’ensemble K’ est compact pour la topologie de la convergence en loi
et la suite (L,,)n>1 prend ses valeurs dans K'. Soit donc v un point d’accumulation
de (Lyp)n>1 et (nk)g>1 une suite d’indices telle que L,, = . Par construction, ~y
est invariante par le shift s.

Maintenant, la suite des lois de la premiere coordonnée mi(x) sous (Lyp, )r>0
converge faiblement vers la loi de la premiere coordonnée sous ~. Par ailleurs, par
définition de K, cette famille de lois a une partie positive uniformément intégrable,
donc [ wfr dy = lim [ wfr dL,, . Cependant, le lemme de Fatou nous dit que

Jrdy < kli_m Er dL,,, d’ou finalement
— 400

/WldWZ lim m1 dLy, = .
k—+oo
Soit Y = (Y%)r>1 un processus de loi 7. Comme ~ est invariante par le shift s, le
théoréme de Birkhoff nous dit que la suite (L Y} , Y3),>1 converge p.s. vers une
variable aléatoire réelle Y, qui vérifie donc E(Yo) = [ m dy > p.
Il nous reste a voir que la loi de Y, est stochastiquement dominée par la loi de
f=lim %fn On va montrer que pour tout a € R, P(Yo, > a) < P(f > a). Par

n—-+o0o
continuité a droite, il suffit d’obtenir 'inégalité pour a dans une partie dense de R.

On supposera donc que a est un point de continuité de la loi de f.

Y, +---4+Y, Y 44y,
{Yoo>a}—{ lim g>a}_ U {1nfu>a}.
ES1

n—-+oo n n>k n
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D’ou

. ) T4t
]P(YOO > a) = lim Py ( inf — > a)

k——+oco i>k 7

= lim  inf ]P’y( inf

k—+oo n>k

IN

_ 1 A . .
lim inf lim — Z]P’ < inf u os? oA > a> .
k—+oco n>k K—+oco NK =

Soit € > 0. On a, pour k,n, j fixés,

7ﬂ1+.:.+ﬂi05joA>a>

fivit1 - fi+1 - a)

(
(
(

(fi +9i) o bjt1 + 741

IN
=

>a

A
~

i +gi)o0; i1,
inf M>a_5)+]?(sup 7”J+_.17>5>

k<i<n i i>k i

D’une part, on a

+ [e3
Tj+1,i Tit1 o —a 1 L e
—— < < — T
P< ek T E) - P( z;c i ) e ) se” 2y @Bl )]

_ i
SEO[.Zq.

Notons que ce terme est indépendant de j et de n. D’autre part,

]P’( inf M>a—a> = ]P’( inf M>a—s),

k<i<n ) k<i<n )

qui est indépendant de j. Ainsi quel que soit € > 0, on a pour tous n, k, avecn > k :

nK
o P( g ML

) C. . .
osJoA>a)§5_o‘ > Z—i—IE"( inf m>a—a),
K—+oo NK = k<i<n 1 1>k

1 k<i<n 7
puis

MosjoA>a) < oo

B

ing

S
inf lim — P inf :
n>k  K—too NK ‘= k<i<n ) i>
. .  + gi
+ inf ]P< inf fz—,gl>a—a>.
n>k k<i<n 7
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Enfin

g
312

P(Ye >a) < lim inf]P’< inf M>a—a>+ lim & ¢
k—+oo0 n>k k<i<n 1 k—+o00 ?

< lim ]P’(infw>a—s>

1V
B

k— o0 i>k 7
< P( lim fi—f—gi>a—5>=]P’< lim £>a—5>7
1——+00 7 1—+oo 1

étant donné que g; /i tend presque stirement vers 0. Faisant alors tendre ¢ vers zéro,
on obtient

]P)(YOO>CL)SP( lim £2a>—P(f>a).

i—doo & =

Reste a voir 'invariance par les 6,, de i Soit n > 1 fixé. On a
()] Sef ()] <58 <
p=1 p p=1 p - p=1 pe '

+
Tn

e tend presque strement vers 0 lorsque p tend vers 'infini. Comme

fotp < fo+ fpobn+gp00, + rj;p, en divisant par n + p et en faisant tendre p
vers +00, il vient que

En particulier,

igioﬁn p-s.

Comme 6,, laisse P invariante, on en déduit classiquement que f est invariante par
(. O

Remarques Dans le présent article, il n’est pas fait usage de la possibilité de
prendre g, non nul. Dans le cas ot les (g,) ne sont pas nuls mais ou les r, , sont,
en revanche, nuls, on obtient un résultat qui ressemble beaucoup au théoreme 3 de
Schiirger [34]. Comme Schiirger [33], nous reprenons le procédé de couplage avec un
processus “stationnarisé” initié par Durrett [13] et popularisé par Liggett [28]. Ici, le
raisonnement est raffiné en établissant directectement une comparaison stochastique
de la variable aléatoire Y, et non du processus (Y,)n>1 dont elle est la limite
inférieure.

Dans la plupart des théoremes ergodiques presque sous-additifs existants, la
convergence presque siire requiert des conditions assez fortes (du type stationnarité
en loi) du défaut de sous-additivité. Ici, en revanche, on obtient un comportement
presque sir en considérant une condition sur les moments (d’ordre supérieur a 1) du
défaut de sous-additivité. A contrario, on sait qu'un controle du moment d’ordre
1 du défaut de sous-additivité n’est pas suffisant pour obtenir un comportement
presque sur (voir la remarque de Derriennic [11] et le contre-exemple de Derriennic
et Hachem [12]).

n—+too N

Démonstration du théoréme 5.3. 1l reste & montrer que E < Tim &) < pu.

On fixe £ > 1. En utilisant la sous-additivité, on a pour tout n > 0 et pour tout
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0<r<k-1:
fnkJrT < fnk + (fT +g7“) o enk =+ T;—k,r
<

=0

n—1 n—1 +
(Z fro (ek)Z) + (fnk - Z fro (ek)i> + (fr + gr) 0 Opk + r:k,r
=0

Comme 6}, laisse P invariante, le théoreme de Birkhoff nous donne la convergence
presque siire et dans L' :

lim
n—-+o0o N 4

1= fro(0k)  E(filTw)
z Jgo ’ = P

ou Zy, est la tribu des invariants par 6. Controlons maintenant les termes résiduels.
Comme la famille finie ((f, + gr))o<r<k—1 est équi-intégrable et que 0 laisse P

invariant, la famille ( 0D (fr + gr) 007 )n>1 est équi-intégrable, ce qui assure
_T_ -

la, convergence presque siire et dans L' :

1
lim — su 4+ qg.)o(0,)" =0.
Jim S sw (fan) o (04)

o0 T+k +o0 C
On a Z E[(%)O‘] < Z n—; < 400, ce qui entraine, comme précédemment, que
n=1

n=1

T:er,r /m tend presque strement vers 0. Finalement,
—  Joktr E[fx|Zx]
Vr€40,....k—1 i < ,
red } nll,rfoo nk+r — k
— [, _ Elfi] . .
et donc E[ lim —]< e On acheve la preuve en faisant tendre k vers +o0.
n—-+4oo n

O

Remarque Dans le cas ot il n’y a pas de défaut de sous-additivité, les hypotheses
du théoreme 5.3 sont évidemment vérifiées; on obtient ainsi un théoreme ergodique
sous-addititif qui ressemble beaucoup & celui de Liggett [28] sans toutefois lui étre
strictement comparable, au sens ou aucun des deux n’entraine l'autre.

En effet, prolongeant une remarque faite par Kingman dans son cours de Saint-
Flour [26] (page 178), on peut noter que 'hypothese de larticle original de Kingman,
a savoir la stationnarité du processus doublement indexé (Xs+)s>0+>0, peut étre
affaiblie de deux manieres :

— Soit en supposant que pour tout &, le processus (X 1)k, -k )r>1 est stationnaire

— c’est 'hypothese qui sera utilisée par Liggett [28].

— Soit en supposant que la loi de X, n4p ne dépend que de p. Cette hypothese,
suggérée par Hammersley et Welsh, est celle que nous faisons ici, ou que fait
Schiirger dans [34].

11 faut noter toutefois que dans la preuve de Liggett [28], ’hypotheése spéciale de
stationnarité n’intervient que dans la partie réputée facile du controle de la limite
supérieure.

A T'époque, Kingman semble penser que le premier jeu d’hypotheses I’a emporté
sur le second, au vu des applications possibles. Plus de trente ans plus tard, les
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progres des théoremes ergodiques sous-additifs — en particulier s’agissant du controle

de

la limite inférieure — amenent a nuancer cette affirmation.

Les auteurs tiennent a remercier le rapporteur anonyme qui a décelé une erreur

dans une premiere version de cet article.
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