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ASYMPTOTIQUE DES NOMBRES DE BETTI DES VARIÉTÉSARITHMÉTIQUESparMathieu Cossutta
Résumé. � Nous étudions la question de la roissane des nombres de Betti de ertainesvariétés arithmétiques dans des revêtements de ongruene. Plus préisement nos résultatsportent sur les variétés de Siegel et les variétés assoiées à des groupes orthogonaux. Nouxexpliquons omment un théorème de Waldspurger permet de majorer et de minorer esnombres. Les résultats obtenus vont dans le sens de onjetures de Sarnak et Xue [SX℄.Abstrat. � We study the question of the growth of Betti numbers of ertain arithmetivarieties in tower of ongruene overings. In fat, our results are about Siegel varieties andvarieties assoiated to orthogonal groups. We explain how a theorem of Waldspurger an beused to obtain lower and upper bound. Our results are in the diretion of onjetures madeby Sarnak and Xue [SX℄.

0. IntrodutionSoit G0 un groupe algébrique onnexe semi-simple sur Q. Soit également K∞ ⊂ G0(R)un ompat maximal, X = G0(R)/K∞ est un espae symétrique. Soit Γ un sous-groupearithmétique de G0(Q). On onstruit ainsi une variété arithmétique S(Γ) = Γ\X. Soit
Γ(n) la suite des sous-groupes de ongruene de Γ, nous sommes intéressés par le om-portement asymptotique des nombres de Betti L2 des variétés S(Γ(n)). Plus préisementnous herhons des nombres αi et βi tels que pour tout ǫ > 0 :vol(S(Γ(n)))αi−ǫ ≪ǫ dimH i(S(Γ(n)),C) ≪ǫ vol(S(Γ(n)))βi+ǫ(1)la notation An ≪ǫ Bn veut dire qu'il existe une onstante C > 0 ne dépendant que de ǫtelle que An ≤ CBn pour tout n. Préisons les groupes que nous allons étudier. Soit Fun orps de nombres totalement réel. Soit (E, •) une extension de orps de F ave uneinvolution de l'un des types suivants :

E =

{
F as 1une extension quadratique de F as 2,

• =

{ id as 1l'involution de Galois de E as 2.Classi�ation mathématique par sujets (2000). � 11F27,11F37,11F70,11F75.



2 MATHIEU COSSUTTASoit η ∈ {−1, 1}. Soit V un E-espae vetoriel de dimension �nie muni d'une formesesquilinéaire (, ) η-hermitienne. Nous faisons l'hypothèse suivante, dans le as (1) noussupposerons que la dimension de V est paire si η = 1. Soit G = U(V ) (resp. G0 = SU(V ))le groupe des isométries de V (resp. de déterminant 1), on peut voir es groupes ommeétant dé�nis sur Q par réstrition des salaires. On se donne L un réseau entier maximal de
V . Alors pour tout idéal c de E le sous-groupe de ongruene Γ(c) est bien dé�ni. Fixonsun tel idéal c et P un idéal premier inerte et non rami�é. Notre résultat prinipal est lethéorème 2.16. Par exemple, la ohomologie holomorphe fortement primitive des variétésde Siegel de rang n n'apparaît qu'en les degrés p(2n− p) ave p ≤ n, on obtient alors :Théorème 0.1. � Si p < n−1

2 :(2) vol(S(Γ(cPk)))
p

n+ 1
2

(1− 1
2n

)−ǫ
≪ǫ

dimH
p(2n−p),0
2 (S(Γ(cPk),C) ≪ǫvol(S(Γ(cPk)))

p

n+ 1
2

(1+
p− 1

2
n

)+ǫLa formule de Matsushima montre que :(3) H i(Γ(cPk)\X) = ⊕Am
(
A,Γ(cPk)

)
H i(Lie(G0),K∞, A)où A dérit les représentations unitaires de G0(R) et m(A,Γ(cPk)) est la multipliité de

A dans L2(Γ(cPk\G0). Les représentations véri�ant
H∗(Lie(G0),K∞, A) 6= 0sont appelées les représentations ohomologiques, elles ont été déterminées dans [VZ℄. Cesreprésentations sont onstruites à partir d'une algèbre parabolique θ-stable q de Lie(G0).On note Aq la représentation assoiée à une algèbre q. On note R(q) le plus petit degré telque H i(Lie(G0),K∞, Aq) est non nul, on a :

dimHR(q)(Lie(G0),K∞, A) = 1.Soit p(q) la limite inférieure sur les réels p ≥ 2 tels que les oe�ients K∞-�nis de Aqsoient dans Lp(G0). Posons d(q) = 2
p(q) . Dans [SX℄ les auteurs onjeturent que pour tout

ǫ > 0 :(4) m
(
Aq,Γ(cPk)

)
≪ǫ [Γ : Γ(cPk)]d(q)+ǫgénéralisant ainsi sous forme onjeturale le théorème de [DGW℄. La formule (3) ombinéeà ette onjeture donne don une prédition sur le nombre βi souhaité dans la formule(1). Donnons trois exemples supposons que la partie non ompate de G0(R) soit :� SU(p, q) ave p > q, alors pour la ohomologie holomorphe de degré q, on trouve

βq = 1
p+q−1 .� SO(n, 1), alors pour le iième nombre de Betti, on trouve βi = 2i

n−1 .� Sp2n alors pour la ohomologie holomorphe L2 de degré p(2n−p), on trouve βp(2n−p) =
p
n .



ASYMPTOTIQUE DES NOMBRES DE BETTI DES VARIÉTÉS ARITHMÉTIQUES 3Signalons que dans [Li4℄, l'auteur donne des formules exates dans le as p = 2. Onremarque que les termes d'erreur par rapport à l'exposant p
2n−1 dans la formule (2) tendentvers zero quand n ≫ p. En général, on donne seulement une majoration de la partie θ dela ohomologie. Nous allons maintenant dé�nir ette partie et expliquer le shéma de notrepreuve. Notre méthode est adélique, dans une première partie nous rappelons quelquesfaits les variétés arithmétiques dans e adre. Soit Kf un sous-groupe ompat ouvert desadèles �nies de G. On introduit la variété arithmétique :

S(Kf ) = G(Q)\G(A)/(K ×Kf ).La formule de Matsushima adélique (on suppose que Kf =
∏
v∤∞Kv) est la suivante :

dimHR
q (S(Kf ),C) = ⊕A=⊗Av

∏

v∤∞

dimAKv
v .La somme portant sur les représentations automorphes A ⊂ L2(G(F )\G(A)) de om-posante arhimédienne Aq. Dans [Li1℄ l'auteur assoie à toute algèbre θ-stable q dontle Levi n'a qu'un seul fateur non ompat, un ouple (Wq, πq) formé d'un espae −η-hermitien Wq sur E⊗F R et d'une série disrète de U(Wq). Le ouple véri�ant la propriétésuivante :

Θχ(πq) = Aq

Θχ désigne la orrespondane theta entre la paire de groupes U(W ) × U(V ). Soit W unespae hermitien dé�ni sur E de signature Wq alors on peut dé�nir :
HR

q,W (S(Kf ),C) = ⊕π,α dim(α⊗ Θ(πf ))
Kf

HR
θ (S(Kf ),C) = ⊕W,α ⊕π dim(α⊗ Θ(πf ))

Kf(5)La somme étant indéxée par les représentations automorphes uspidales de U(W ) de type
πq à l'in�ni et les aratères automorphes α de U(1) de omposante arhimédienne nulle.Nous expliquons es formules dans la partie 2 et 4. Dans la partie 7 on démontre que pourla suite K(cPk), les espaes W apparaissant dans la somme (5) sont en nombre �nis. Ilsu�t don de savoir borner pour toute plae �nie v de F :

dim Θ(πv)
Kv .Les parties 3 et 5 sont onsarées à la démonstration des théorèmes 2.10 et 2.14. Il s'agitde démontrer que si P|p est inerte et impaire :(6) dimπK(Pk)

p NP
k
2
(n−2m) ≤ dim Θ(πp)

K(Pk) ≤ dimπK(Pk+1)
p NP

k+1
2
nmoù n = dimV et m = dimW . La preuve de la majoration est basée sur des résultats deWaldspurger ([Wald1℄ et [Wald2℄). La preuve de la minoration sur une version loale de laformule du produit salaire de Rallis. La partie 8 démontre une majoration pour les plaesdivisant 2. Globalement on onlut en faisant le produit sur les plaes �nies des inégalités(6) et en utilisant le théorème de [Clo℄ sur la multipliité des séries disrètes dans le spe-tre uspidal. Ces résultats peuvent se généraliser à de nombreuses autres représentationsohomologiques. Nous espérons pouvoir y revenir par la suite.Mes plus sinères remeriements vont à mon direteur de thèse Niolas Bergeron. Cesidées ont beauoup in�uené e travail. Je remerie également Jean-Loup Waldspurger pour



4 MATHIEU COSSUTTAm'avoir expliqué ave beauoup de gentillesse la preuve de la partie 8. En�n je voudraisremerier Benjamin Shraen pour de nombreuses reletures.1. Variété arithmétique.1.1. Dé�nition. � Soit F un orps de nombre totalement réel. On note F∞ = F⊗QR ≃

R[F :Q]. On note P l'ensemble des plaes de F et pour v ∈ P , Fv la omplétion de F parrapport à v. On note F∞ =
∏
v|∞ Fv. On note A les adèles de F et Af les adèles �nis de

F . Plus généralement si T est un ensemble �ni de plaes, on note AT =
∏
v∈T Fv et ATle produit restreint des Fv pour v 6∈ T . On a A = AT × AT , en partiulier A = F∞ × Af .Rappelons que l'on a �xé dans l'introdution un ouple (E, •) formé d'une extension deorps de F et d'une involution de l'un des types suivants :

E =

{
F as 1une extension quadratique de F as 2,

• =

{ id as 1l'involution de Galois de E as 2.Dans le as (2), on note ǫE/F le aratère de A×
F /F

× assoié à l'extension quadratique E/Fpar la théorie du orps de lasse (on peut le dérire expliitement au moyen du disriminantet du symbole de Hilbert de E). Soit η ∈ {−1, 1}. Soit V un E-espae vetoriel de dimension�nie muni d'une forme sesquilinéaire (, ) η-hermitienne. Nous faisons l'hypothèse suivante,dans le as (1) nous supposerons que la dimension de V est paire si η = 1, dans le as (2)on peut supposer sans perte de généralité que η = 1, nous le faisons. On note n = dimE Vet r la dimension d'un sous-espae isotrope maximal dé�ni sur E de V . Soit G = U(V )le groupe des isométries de V . Le groupe G est de rang déployé r. Soit K∞ un sous-groupe ompat maximal de G(F∞). Soit Kf un sous-groupe ompat ouvert de G(Af ).Nous sommes intéressés par le omportement asymptotique des nombres de Betti L2 de lavariété arithmétique suivante :SKf
(V ) = G(F )\G(A)/(K∞ ×Kf )quand le volume deKf tend vers 0. Nous supposerons qu'il existe une unique plae arhimé-dienne v∞ telle que G(Fv∞) soit non ompat, on a alors trois familles possibles pour

G(F∞)n = G(Fv∞) :� Dans le as 1 si η = 1, O(p, q) ave pq 6= 0 et p+ q = n� Dans le as 1 si η = −1, Sp2k ave 2k = n (on a alors néessairement F = Q)� Dans le as 2, U(p, q) ave pq 6= 0 et p+ q = n.1.2. Composantes onnexes. � En général, par manque d'approximation forte lesvariétés préédentes ne sont pas onnexes. Une des omposantes onnexes est toujoursdonnée par :
G(F ) ∩Kf\XG.L'ensemble des omposantes onnexes est dérit par les doubles lasses suivantes :Cl(G,Kf ) = G(F )\G(Af )/Kf .Plus préisement si (γi) est un système de représentant de Cl(G,Kf ), on a :SKf

(V ) = ∪i
(
G(F ) ∩ γiKfγ

−1
i

)
\XG.



ASYMPTOTIQUE DES NOMBRES DE BETTI DES VARIÉTÉS ARITHMÉTIQUES 5Les ensembles Cl(G,Kf ) véri�ent les propriétés suivantes :� Dans le as 1 si η = −1 le groupe G véri�e l'approximation forte, on a don pour toutompat Cl(G,Kf ) = {1} et si K ′
f ⊂ Kf :

[G(F ) ∩Kf : G(F ) ∩K ′
f ] = [Kf : K ′

f ],on posera G0 = G.� Dans le as 1 si η = 1 le groupe algébrique G n'est pas onnexe, notons G0 sa om-posante onnexe, on a une suite exate :
1 → G0 → G

det
→ {±1} → 1.Soit K(1) un ompat maximal de G(Af ). On véri�e aisément que detK(1) =

{±1}(Af ). On suppose que Kf =
∏
vKv est distingué dans K. Posons K0

f =

Kf ∩ G0(Af ). Notons S l'ensemble des plaes où detKv = 1. En utilisant ledéterminant on véri�e que :ard (Cl(G,Kf )) = ard (Cl(G0,K0
f )

)
2ardS−1.� Dans le as 2. Soit G0 le groupe dérivé de G. On a une suite exate :

1 → G0 → G
det
→ U(1) → 1.En utilisant que G0 est simplement onnexe on véri�e que :Cl(G,Kf ) = Cl(U(1),detKf ).1.3. Multipliité des séries disrètes.� Soit Kf,n une suite de sous-groupe ompatouvert de G(Af ) et posons K0

f,n = Kf,n ∩G
0(Af ). Soit S un ensemble �ni de plaes de F ,on suppose que Kf,n

S
→ 1 dans le sens de [Clo℄. Soit π0

∞ une série disrète de G0(F∞). Ona alors [Clo℄ : vol(K0
f,n) ≪ m

(
π0
∞, L

2
0(G

0(F )\G0(A)/K0
f,n)

)
≪ vol(K0

f,n)

L2
0 désigne le spetre uspidal. Soit π∞ une extension de π0

∞ à G(F∞). On remarque que :� Cas 1 η = 1, G0 = G.� Cas 1 η = −1,
m(π∞, L

2
0(G(F )\G(A)/Kf,n)) = 2αm(π0

∞, L
2
0(G

0(F )\G0(A)/K0
f,n))(7) pour un ertain α.� Cas 2,(8) m(π∞, L

2
0(G(F )\G(A)/Kf,n)) =ard (Cl(U(1),detKf,n)m(π0

∞, L
2
c(G

0(F ) ∩Kf,n\XG).



6 MATHIEU COSSUTTA1.4. Formes harmoniques. � Nous allons dans ette setion dérire du point de vue dela théorie des représentations les formes di�érentielles sur es variétés. Selon une onventionusuelle nous noterons les algèbres de Lie réelles ave un indie 0 et leur omplexi�é sansindie. On note Ω l'élément de Casimir du entre de l'algèbre de Lie de G(F∞). Soit k0 ⊂ g0,l'algèbre de Lie de K∞. Notons p0 le supplémentaire orthogonal pour la forme de Killingde k0 dans g0. Alors p s'identi�e au omplexi�é du plan tangent de SKf
(V ) en l'identité. Laforme de Killing s'identi�ant à la métrique sur le plan tangent. Les formes di�érentielles

L2 de degré i sur SKf
(V ) sont don :

homK∞(

i∧
p, L2(G(Q)\G(A)/Kf ))On remarque que le entre de l'algèbre de Lie de G(F∞) agit (à droite) sur et espae,don en partiulier l'élément de Casimir Ω. Le lemme de Kuga a�rme que l'ensemble desformes di�érentielles harmoniques L2 de degré i est égal à :

H i
2(SKf

(V )) = homK∞(

i∧
p, L2(G(Q)\G(A)/Kf )))

Ω=0.On en déduit don que :
H i

2(SKf (V ),C) = ⊕π=π∞⊗πf
homK∞(

i∧
p, π∞) ⊗ π

Kf

f ,la somme étant indexée par les sous-représentations irrédutibles sous l'ation de G(A) de :
L2(G(F )\G(A))Ω=0 .Les représentations π∞ véri�ant les deux propriétés :� homK∞(

∧∗
p, π∞) 6= 0� l'ation du Casimir (une onstante notée π∞(Ω)) est triviale,sont appelées les représentations ohomologiques. Elles ont été lassi�ées par Vogan etZukermann dans [VZ℄. Nous nous �xons maintenant une sous-algèbre de Cartan t0 de k0.Les raines ∆(t0, g) sont des éléments de it∗0. On onsidère les sous-algèbres paraboliques

q = l ⊕ u, où l est le entralisateur d'un élément X ∈ it0 et u est le sous-espae engendrépar les raines positives de X dans g. Alors u est stable sous l'involution de Cartan, on adon une déomposition u = u∩ k⊕ u∩ p. Soit R(q) la dimension de u∩ p. Le sous-moduleengendré sous l'ation de K∞ par la droite ∧R(q)
u ∩ p dans ∧R(q)

p est un sous-espaeirrédutible noté V (q) qui apparaît ave multipliité 1 dans ∧R(q)
p. Vogan et Zukermanndémontrent qu'il existe une unique représentation unitaire irrédutible π∞ véri�ant :� hom(V (q), π∞) 6= 0� π∞(Ω) = 0.Nous notons Aq ette représentation. Elle véri�e de plus :� homK∞(

∧j
p, Aq) = 0 si j < R(q)� homK∞(

∧j
p, Aq) = C si j = R(q).



ASYMPTOTIQUE DES NOMBRES DE BETTI DES VARIÉTÉS ARITHMÉTIQUES 7Le sous-espae :
H
R(q)
q (SKf (V ),C) = ⊕π=π∞⊗πf

π∞=Aq

hom(

R(q)∧
p, Aq) ⊗ π

Kf

f

≃ ⊕π=π∞⊗πf

π∞=Aq

π
Kf

fest appelé la partie fortement primitive de type Aq de la ohomologie. La orrespondanetheta nous permet de réer des lasses de ohomologie dans la partie fortement primitiveassoiée à ertaines algèbres paraboliques.2. Utilisation de la orrespondane theta2.1. Rappel. � On se donne un aratère non trivial ψ de AF/F . On se donne égalementun aratère χ de A×
E/E

× véri�ant χ|A×
F

= ǫE/F . SoitW un E-espae vetoriel de dimension�nie muni d'une forme sesquilinéaire 〈, 〉 de sorte que W soit −η-hermitien. Nous faisonsl'hypothèse suivante, dans le as (1) nous supposerons que la dimension de W est paire si
η = −1. On note m = dimEW . On supposera toujours que n > m et dans le as (2) que
n > m+ 1. Le F -espae vetoriel W = W ⊗E V est muni de la forme symplétique :

B(, ) = trE/F (〈, 〉 ⊗ (, )ι).Soit Sp(W) (resp. U(W )) le groupe des isométries de W (resp. W ). La paire de groupes
(U(W ), U(V )) forme une paire duale dans le sens de Howe [Howe℄. Notons aussi Mp(W)le revêtement métapletique de Sp(W) qui est une extension :

1 → S1 → Mp(W) → Sp(W) → 1.D'après notamment Rao, Perrin et Kudla [K℄, le hoix de χ détermine un sindage :
iχ : U(W )(A) × U(V )(A) →Mp(W)(A).Nous rappelons dans la partie 6 quelques propriétés de ette appliation ainsi qu'un résultatde Pan [Pan1℄. Ce hoix détermine une représentation

(ωχ, S = ⊗vSv) de U(W )(A)×U(V )(A) par restrition de la représentation métaplétiquede Mp(W)(A). On se donne une plae v de F et πv une représentation irrédutible de
U(W )(Fv). Posons :

Θχ(πv, V ) = (πv ⊗ ωχ)U(W )(Fv)(La notation ΠG, si Π est une représentation d'un groupe G, désigne les oinvariants de
Π sous l'ation de G). Θχ(π, V ) est une représentation de U(V )(Fv). Dans [Howe℄, il estonjeturé que :Conjeture 2.1 (Howe). � Θχ(π, V ) admet un unique quotient irrédutible.La proposition a été démontrée ([Howe℄, [Wald1℄ et [Wald2℄) dans presque tout lesas :Théorème 2.2 (Howe et Waldspurger). � La onjeture de Howe est vraie si la plae
v ne divise pas 2.On notera alors θχ(πv, V ) l'unique quotient irrédutible de Θχ(πv, V ).



8 MATHIEU COSSUTTA2.2. Correspondane theta arhimédienne. � On hoisit un ompat maximal KW
∞de U(W )(F∞) et on notera K∞, KV

∞ pour éviter des onfusions. Soit v une plae arhimé-dienne de F . Le théorème 6.2 de [Li1℄ montre que les représentations Aq sont dans l'imagede la orrespondane theta pour q = l ⊕ u de la forme suivante :1. U(W )v = O(p, q) et U(V )v = Sp2n. On suppose que p et q sont pairs. soit r = p
2 et

s = q
2 . On suppose que r+ s ≤ n. Alors KW

∞ ≃ U(n) et KV
∞ ≃ O(p)×O(q). La formede l0 doit être :

l0 = u(1)r × u(1)s × spn−(r+s).2. U(W )v = U(m,n) et U(V )v = U(p, q) ave m+n ≤ p+q. On a : KW = U(m)×U(n)et KV = U(p) × U(q). Soit r, s, k, l ≥ 0 tels que r + s = m, k + l = n, r + l ≤ p et
s+ k ≤ q. La forme de l0 doit être :

l0 = u(1)r × u(1)l × u(1)k × u(1)s × u(p− r − l, q − s− k).3. U(W )v = Sp2n et U(V )v = O(p, q), p + q > 2n, KW = U(n) et KV = O(p) × O(q),
p+ q > 2n. Soit r ≤ p

2 et s ≤ q
2 tels que r + s = n. La forme de l0 doit être :

l0 = u(1)r × u(1)s × so(p− 2r, q − 2s).Ainsi à toute représentation ohomologique Aq de U(V )(F∞) de e type, on peut assoierun unique ouple (Wq, πq) tel que θχ(V, πq) = Aq, de plus πq est une série disrète.Remarque 2.3. � Il existe plusieurs algèbres paraboliques ayant le même l0 mais nedonnant pas la même représentation Aq. Cependant dans haun de es as l0 déterminele degré R(q) introduit préédemment :� Dans le as (1), R(q) = (r + s)(2n − (r + s)).� Dans le as (2) : R(q) = pq − (p− (r + l))(q − (r + s)).� Dans le as (3) : R(q) = ps+ r(q − 2s).Dans les as (1) et (3) les variétés introduites sont des variétés de Shimura et toute laohomologie holomorphe primitive est dérite par la orrespondane theta et provient degroupes ompats.2.2.1. Paramètre d(q). � On peut aluler les paramètres d(q) à l'aide des paramètres deLanglands des représentations Aq. On peut aussi les obtenir plus simplement en utilisantque Aq apparaît disrètement dans la représentation de Weil, il su�t alors d'utiliser lethéorème 3.2 de [Li3℄. Posons :
d =





1 si V sympletique
0 si V orthogonal
1
2 si V unitaire.On obtient que :

d(q) =
m

n− 2 + 2d



ASYMPTOTIQUE DES NOMBRES DE BETTI DES VARIÉTÉS ARITHMÉTIQUES 92.3. Correspondane globale. � Globalement, on suppose queW a la même signaturequeWq et on onsidère π une représentation automorphe uspidale de U(W )(F )\U(W )(A)de omposante arhimédienne πq. Le relèvement theta global est l'appliation :
π ⊗ Sχ → A(U(V )(F )\U(V )(A))qui à f ⊗ ϕ assoie :(9) θψ,χ(f, ϕ)(h) =

∫

U(W )(F )\U(W )(A)
f(g)Θψ,χ(g, h, ϕ)dgoù Θψ,χ(g, h, ϕ) est le noyau theta. On note Θ(π, V ) l'image de ette appliation dans lesformes automorphes et Θ(π, V )d la partie de arré intégrable de Θ(π, V ), ette partie estdisrète de longueur �nie. Soit Θ la projetion :

π ⊗ Sχ → Θ(π, V )d.Un hangement de variable dans la dé�nition (9) montre que ette appliation se fatoriseen :
Θ : ⊗vΘ(πv, V ) → Θ(π, V )d.Si ette appliation est non nulle on obtient des représentations ohomologiques de type

Aq. Nous le prouvons en préisant [KR1℄[prop 7.1.2℄.Théorème 2.4. � Supposons Θ(π, V )d 6= 0, alors :� L'appliation Θ se fatorise en une appliation :
⊗v|2Θ(πv, V ) ⊗⊗v∤2θ(πv, V ) → Θ(π, V )d.� Si de plus la onjeture de Howe est vraie (onj 2.1) pour les représentations πv pourtoute plae v|2, l'appliation theta se fatorise en un isomorphisme :

⊗vθ(πv, V ) → Θ(π, V )d.En partiulier Θ(π, V )d est alors irrédutible.� Si : {
V est anisotrope ou
n− r > m+ 2d− 1.

(10) Les fontions theta sont de arré intégrables.Démonstration. � Soit v0 une plae telle que πv0 véri�e la onjeture de Howe. Soit Jv0 l'u-nique sous-espae invariant de Θ(πv0 , V ) tel que le quotient Θ(πv0 , V )/Jv0 soit irrédutible.Soit xv0 ∈ Jv0 et xv0 ∈ ⊗v 6=v0Θ(πv, V ). Il s'agit de démontrer que Θ(xv0 ⊗ xv0) = 0Soit Π ⊂ Θ(π, V )d une omposante irrédutible. On note p la projetion orthogonalede Θ(π, V )d sur Π. Supposons que p ◦ Θ(xv0 ⊗ xv0) 6= 0. Il existe alors un tenseur pur
⊗vζv ∈ ⊗Πv tel que le produit salaire (p◦Θ(xv0 ⊗x

v0),⊗vζv) soit non nul. L'appliation :
Θ(πv, V ) → Πv

x 7→ (p ◦ Θ(xv0 ⊗ x), ζv0)est non nulle (don surjetive) et U(V )(Fv)-équivariante. Son noyau est don Jv, on endéduit que p ◦ Θ(xv0 ⊗ xv0) est nul d'où une ontradition. En faisant varier Π parmi lesomposantes irrédutibles de Θ(π, V )d, on en déduit les deux premiers points du théorème.La preuve du troisième point est rappelée dans la partie 4, le ritère (10) sera appelé leritère de Weil.



10 MATHIEU COSSUTTACorollaire 2.5. � Θ(π, V )d est onstituée de représentations automorphes de type Aq àl'in�ni.Nous démontrons également dans la partie 4 un résultat d'injetivité :Lemme 2.6. � Sous les hypothèses de Weil :Soit π1 ⊕
⊥ · · · ⊕⊥ πr ⊂ L2

0(U(W )(F )\U(W )(A)), une famille �nie de formes automorphesuspidales irrédutibles, alors les représentations Θ(πi, V ) sont deux à deux orthogonales.La preuve est une appliation du produit salaire de Rallis (équation (29)). Nous noterons
HR
θ,W (SKf (V ),C) ⊂ HR

q (SKf (V ),C) le sous-espae engendré par la orrespondane thetades formes automorphes uspidales de U(W ) et HR
θ (...) la somme de es espaes pour lesdi�érents W possibles et de es espaes tordus par un aratère de U(V ) de omposantearhimédienne triviale. On a d'après le lemme préédent :

HR
θ (SKf (V )) = ⊕W,α ⊕π=πq⊗πf

(α ◦ det⊗Θ(π, V ))K
f

d,fla somme étant indexée par les formes automorphes uspidales de U(W ) ave une om-posante arhimédienne à l'in�ni isomorphe à πq et les aratères automorphes α de 1 (resp.
{±1}, resp. U(1)) de omposante arhimédienne triviale dans le as (1) η = −1 (resp. dansle as (1) η = −1, resp. dans le as (2)).Remarque 2.7. �� Les relèvements theta loaux et globaux sont parfois nuls [Wald1℄. Nous allons faire,pour obtenir une minoration, l'hypothèse de rang stable qui garantira que les relève-ments theta loaux et globaux sont non nuls. De plus, sous ette hypothèse la onje-ture de Howe est vraie.� D'après des travaux de Kudla et Millson, pour ertains hoix de q, es lasses deohomologie orrespondent aux omposantes primitives de ombinaisons de ylestotalement géodésiques naturels.� La première somme est bien direte, on peut le prouver en utilisant le début de lapreuve de la formule du produit salaire de Rallis.Pour m su�samment petit par rapport à n, il devrait y avoir égalité entre les deuxespaes :

lim
−→
Kf

HR
θ (S(V )Kf ,C) = lim

−→
Kf

HR
q (S(V )Kf ,C)(11)Ce qui revient don à un résultat de surjetivité de la orrespondane theta. On parle derang stable en une plae inerte w de E si V ⊗Ew ontient un sous-espae isotrope dé�niesur Ew de dimension m. Dans le rang stable loal Li prouve dans [Li3℄ que la onjeturede Howe pour une représentation unitaire est vraie et que de plus le relêvement theta estnon nul. L'hypothèse suivante :

n > 2m+ 4d− 2(12)assure que pour toutes plaes w de E, V ⊗ Ew est dans le rang stable (il y a aussi unenotion de rang stable pour les plaes déployées f. [Li2℄ page 206). Nous parlerons de rangsingulier si r > m.Théorème 2.8. �� Supposons (12) alors Θ(π, V ) est non nulle et irrédutible.



ASYMPTOTIQUE DES NOMBRES DE BETTI DES VARIÉTÉS ARITHMÉTIQUES 11� Supposons de plus le rang singulier et Wq dé�ni positif alors (11) est vrai.Les deux points du théorème sont de Li, ils sont démontrés dans [Li2℄ et [Li5℄. Le deux-ième point permet de traiter de manière omplète la ohomologie holomorphe de ertainesvariétés de Shimura unitaire et de Siegel d'après la dernière remarque du paragraphe 2.3.Remarquons que le théorème sous l'hypothèse (12) déoulera ertainement de la lassi�a-tion du spetre disret par Arthur au moins dans les as anisotropes.2.4. Majoration de la partie θ. � Nous supposons que Kf =
∏
v∤∞Kv. On a :

dimHR
θ,q(SKf (V ),C) ≤

∑

α

∑

W
W⊗F∞≃Wq

∑

π=⊗πv
π∞≃πq

dim (α⊗ θ(πf , V ))Kf(13)
≤

∑

α

∑

W
W⊗F∞≃Wq

∑

π=⊗πv
π∞≃πq

∏

v∤∞

dim (α⊗ θ(πv, V ))Kv(la première somme étant indéxée sur les aratères automorphes de U(1) de omposantearhimédienne triviale, le troisième signe somme étant indexé sur les représentations au-tomorphes uspidales de U(W )). Nous introduisons maintenant les ompats dont nousallons mener l'étude. Nous rappelons que la orrespondane theta dépend du hoix d'unaratère ψ de AF/F . Soit f le onduteur de ψ ◦ trE/F , 'est un idéal de E. On onsidèredeux idéaux fV et fW de E véri�ant f = fV fW . Pour un réseau L de W on dé�nit :
L∗ = {x ∈W |(x, y) ∈ fW}On a L ⊂ L∗ si et seulement si (L,L) ⊂ fW . On onsidère un réseau LW maximal pourette propriété, on appelera un tel réseau presque autodual (un réseau sera dit autodual si

L = L∗). On se donne également un réseau presque autodual de LV par rapport à fV , onsupposera dans les situations globales que fV = 1 et fW = f. On note si v (resp. w) est uneplae �nie de F (resp. E) Ov (resp. Ow) l'anneau des entiers de Fv (resp. Ew). On noteen�n :
ÔE =

∏

w∤∞

OwSoit c un idéal de E, dé�nissons le ompat ouvert K(c) de U(V )(Af ) :
K(c) = {g ∈ U(W )(Af )|(g − 1)L⊗ ÔE ⊂ cL⊗ ÔE et gL⊗ ÔE = L⊗ ÔE}

=
∏

v

K(
∏

w|v

cw)e sont les sous-groupes de ongruene standard. On notera plus simplement X(c) la variétéSK(c)(V ). Nous noterons également X0(c) l'union des omposantes onnexes de X(c) dontl'image par le déterminant est trivial (f. paragraphe 1.2). Les formules (7) et (8) permettentd'étudier la dimension de la ohomologie deX0(c). Nous notons TV,ψ,χ l'ensemble des plaesde F telles que l'un des objets V,ψ, χ soit rami�é au dessus de v ainsi que les plaes divisantdeux. Soit v une plae de F et w une plae de E au dessus de v. Nous notons ̟v (resp.
̟w) une uniformisante de l'anneau des entiers de Fv (resp. Ew). Supposons v 6∈ TV,ψ,χ,alors Kv(1) est un ompat maximal de U(Vv).Lemme 2.9. � Pour tout plae �nie v 6∈ TV,ψ,χ :



12 MATHIEU COSSUTTA� Si (α⊗ Θ(π, V ))K(̟k
w) 6= 0 alors α| detK(̟k

w) = 1.� Si Θχ(π, V )Kv(1) 6= 0 alors W et π sont non rami�és.Le premier s'obtient par une releture minitieuse des travaux de Waldspurger. Le faitque W et Θχ(π, V ) non rami�é implique π non rami�é est du à Howe ([Howe℄, théorème7.1.b). Le fait que W soit non rami�é est prouvé dans la partie 7. Ce lemme montre que :� le nombre de aratère α apparaissant dans la somme (13) est de l'ordre deCl(U(1),detKf ),� le nombre de W apparaissant dans HR
θ,q(X(c)) est �ni borné par le nombre d'espae

ǫ-hérmitien véri�ant : W est non rami�é si cv = 1 et v 6∈ TV,ψ,χ et la signature de Wà l'in�ni est detérminée par q.On �xe une plae inerte non arhimédienne v0 (on note w0 la plae de E au dessus de v0)et c un idéal de E premier à v0. On a :(14) ∑

W

∑

π=π∞⊗πf

dim θ(πf , V )K(c̟ k
w0

) ≪

dimHR
θ,q(X

0(c̟k
w0

)) ≪
∑

W

∑

π=π∞⊗πf

dim θ(πf , V )K(c̟ k
w0

)(les onstantes dépendent du hoix de c et de v).Théorème 2.10. � Soit π une représentation unitaire de U(W )v0 alors pour k su�sam-ment grand :
dim Θ(π, V )K(̟k

w0
) ≤ (Nw0)

k+1
2
mn dimπK(̟k+1

w0
)(Nw0 est le ardinal du orps résiduel de Ew0). Pour les plaes divisant 2 nous prouvonségalement un résultat de e type mais non expliite :Proposition 2.11. � Pour toute plae �nie u de F et tout sous-groupe ompat ouvert

Ku de U(Vu). Il existe un sous-groupe ompat ouvert K ′
u de U(Wu) et une onstante

C > 0 tels que pour toutes représentations irrédutibles πu de U(Wu) : dim Θ(πu, V )Ku ≤

C dimπ
K ′

u
u .Le théorème est prouvé dans la partie 3. La proposition est un orollaire du théorèmepour v ∤ 2, pour une plae au dessus de 2 la démonstration du théorème 1.4 du hapitre 5de [MVW℄ s'adapte pour obtenir e résultat, nous en donnons une preuve dans la partie8. Soit T l'union de TV,ψ,χ et des plaes divisant c le tout privé de v0. Soit c′ un idéalinversible en dehors de T tel que K(c′) véri�e l'énoné de la proposition 2.11 par rapportà K(c). Alors à partir de (13) et en ombinant ave les résultats 2.9 et 2.11 on obtient :

dimHR
θ,q(X

0(c̟k
w0

)) ≤ C ′
∑

π

dim θ(πv0)
K(̟k

w0
) × dimπ

K(c′)
T ×

∏

u 6∈T∪{v}

dimπKu(1)
ule dernier terme vaut 0 si π est rami�é en une plae u 6∈ T ∪{v0}, et 1 dans le as ontraire.En utilisant le théorème 2.10, on a �nalement que :



ASYMPTOTIQUE DES NOMBRES DE BETTI DES VARIÉTÉS ARITHMÉTIQUES 13Théorème 2.12. �
dimHR

W,θ(X
0(c̟k

w0
)) ≪ N̟

k+1
2
mn

w0 m(πq,K(c′̟k+1
w0

))La multpliité des séries disrètes a été étudiée dans le paragraphe 1.3. On en déduitune majoration en termes de volume dans le paragraphe 2.6. Il est aussi intéressant deonsidérer le as d'une plae déployée de E (ela n'a de sens que dans le as 2) alors ilexiste deux plaes onjuguées w et w au dessus de v. En utilisant [Min℄, on obtient de lamême façon le résultat suivant :
dimHR

θ,q(X
0(c̟k

w0
̟k
w0

)) ≪ Nw0
kmnvol(K(̟k

w0
̟k
w0

)
)2.5. Minoration de la partie θ. � On suppose que l'hypothèse (10) est véri�ée etque n > 5m

2 + 1. On se donne v0 une plae inerte n'appartenant pas à TV,ψ,χ et W unespae hérmitien de type Wq à l'in�ni, non rami�é en v, on donne une minoration de
HR
W,θ(X

0(c̟k
v )) pour un c assez grand expliite. Nous donnons deux résultats de minorationqui vont jouer le r�le de la proposition 2.11 et du théorème 2.10.Proposition 2.13. � Soit u une plae �nie de F . Il exite une onstante c > 0 telle quepour tout k su�samment grand :

dim θ(πu, V )K(̟2k+c) ≥ dimπK(̟k)
uThéorème 2.14. � Soit π une représentation unitaire de U(W )v0 . On a la minorationsuivante pour k pair :

dim θ(π, V )K(̟k
w0

) ≥ dimπK(̟k
w0

)Nw0
k
2
(n−2m)mLa preuve de es deux résultats loaux est donnée dans la partie 5 (orollaire 5.2 et 5.3).Soit T , l'union de TV,ψ,χ de v et des plaes de rami�ation de W . D'après la propo-sition préédente, il existe deux idéaux c et c′ expliites de E premier à v et aux plaesn'appartenant pas à TV,ψ,χ tels que pour toutes plaes t ∈ TV,ψ,χ :

dim θ(πt, V )K(c) ≥ dimπ
K(c′)
tDe plus on se souvient que si u 6∈ T :

dim θ(πu, V )K(1) =

{
1 si πu non rami�ée.
0 sinon.On en déduit don que :

dimHR
W,θ(X

0(c̟k
w0

))

≥
∑

π

dim θ(πv0, V )K(̟k
w0

) dim
(
(⊗u 6=v0πu)

K(c′)×KT (1)
)En utilisant le théorème 2.14. On en déduit le théorème suivant :Théorème 2.15. � On a pour tout k :

dimHR
W,θ(X

0(c̟k
w0

)) ≫ m(πq,K(c′̟k
w0

))Nw0
k
2
(n−2m)m



14 MATHIEU COSSUTTARemarquons que pour obtenir le résultat pour tout k, il su�t de le faire pour le as pairet d'utiliser les inlusions :
K(̟2k+2

0 ) ⊂ K(̟2k+1
0 ) ⊂ K(̟2k

0 ).Nous reformulons maintenant les théorèmes 2.12 et 2.15 en termes de volume.2.6. Enoné des théorèmes de minoration. � Nous donnons le alul asymptotiquedes volumes des ompats onsidérés préédemment dans les di�érents as. Posons :
eV =





1 si V est antisymétrique
−1 si V est symétrique
0 si V est hermitien ou anti-hérmitien(15)Soit v une plae �nie de F alors pour tout ǫ > 0 :

(Nv)kα(V )−ǫ ≪ǫ vol(K0
V (̟k

w)
)
≪ǫ (Nv)kα(V )+ǫave α(V ) la dimension du groupe SU(V ), 'est à dire :

α(V ) =





n(n+e)
2 dans le as 1

(n−1)(n+2)
2 dans le as 2 et v rami�ée

n2 − 1 dans le as 2.(16)On a don la reformulation en termes de volume des théorèmes préédents :Théorème 2.16. � Pour une plae inerte non rami�ée v, et pour tout ǫ > 0.On a :
dimHR

q,θ(X
0(c̟k

w)) ≪ǫ vol(X0(c̟k
w)

) 1
|e|+1

mn+α(W )+1−|e|

α(V )
+ǫEt, sous l'hypothèse (12) :

dimHR
q,θ(X

0(c̟k
w)) ≫ǫ vol(X0(c̟k

w)
) 1

|e|+1
m(n−2m)+α(W )+1−|e|

α(V )
−ǫPar exemple, pour O(n, 1) 'est à dire pour la géométrie hyperbolique, on obtient pourle iième nombre de Betti les exposants de minoration et de majoration :

2i

n

(
1 −

(2i− 1)

n+ 1

) et 2i

n

(
1 +

(2i+ 1)

n+ 1

)
.Dans le as U(n, 1), 'est à dire pour la géométrie hyperbolique omplexe, on obtient pourla ohomologie holomorphe de degré i les exposants :

i

n− 1

(
1 −

i

n− 1

) et i

n+ 1

(
1 +

i

n+ 1

)
.3. Preuve de la majoration loaleNous prouvons le théorème 2.10. Le problème étant loal non arhimédien, nous sup-posons dorénavant, sans hanger les notations, que F, ... sont des objets loaux et que laaratéristique résiduelle de F est di�érente de 2.



ASYMPTOTIQUE DES NOMBRES DE BETTI DES VARIÉTÉS ARITHMÉTIQUES 153.1. Opérateurs de Heke. � Soit G un groupe algébrique dé�ni sur F . On noteH(G)les fontions à support ompat loalement onstantes sur G(F ). Soit dg une mesure deHaar sur G(F ). L'opération de onvolution :
ϕ′ ∗ ϕ(g) =

∫

G
ϕ′(gh−1)ϕ(h)dhmunit H(G) d'une struture d'algèbre à idempotents, on appelle ette algèbre l'algèbrede Heke de G. Soit K un sous-groupe ompat ouvert de G(F ), on note H(G,K) leséléments de H(G) invariants à droite et à gauhe par K. L'algèbre H(G,K) admet ommeélément neutre la fontion eK qui est à une onstante près (dépendante de la mesure deHaar) la fontion aratéristique de K (on a don H(G,K) = eKH(G)eK). Soit (π, Vπ)une représentation irrédutible lisse de G(F ), alors H(G) agit sur π par la formule :

v 7→ π(ϕ)(v) =

∫

G(F )
ϕ(g)π(g)v.Nous notons V K

π les veteurs de Vπ �xe sous l'ation de K. L'idempotent eK de H est leprojeteur sur l'espae V K
π . En partiulier H(G,K) agit sur V K

π . En�n, H(G) est munid'une involution :
f 7→ f̂(g) = f(g−1)qui véri�e
f̂ ∗ f ′ = f̂ ′ ∗ f̂(17)et préserve les espaes H(G,K). Nous noterons HV (resp. HW ) l'algèbre de Heke dugroupe U(V ) (resp. U(W )). Nous allons aluler l'ation des opérateurs de Heke sur lesfontions theta. Soit S un modèle lisse de la représentation de Weil de Sp(Wv). Rappelonsque l'image de π par la orrespondane theta est l'unique quotient irrédutible du modulesuivant :

Θ(π, V ) = (π ⊗ S)U(W )où la notation en indie désigne les oinvariants sous l'ation de U(W ). Nous notons p laprojetion de π⊗S dans Θ(π, V ). L'ation des opérateurs de Heke sur les fontions thetavéri�e les relations suivantes :Lemme 3.1. � Soit h ∈ HW , h′ ∈ HV , f ∈ π et ϕ ∈ S� p(π(h)f ⊗ ϕ) = p(f ⊗ ω(ĥ)ϕ)� h′ • p(f ⊗ ϕ) = p(f ⊗ ω(h′)ϕ)Le premier point vient de la dé�nition des oinvariants, le deuxième de l'équivarianede la projetion p sous l'ation de U(V ).3.2. Première majoration. � Soit KV un ompat de U(V ).Proposition 3.2. � Supposons qu'il existe un sous-espae de dimension �nie S0 ⊂ S telque :
S1×KV = ωχ(HW × 1)S0Soit KW un ompat de U(W ) qui �xe les éléments de S0 (ela existe toujours). Alors :

dim Θ(π, V )KV ≤ dimS0 × dimπKW



16 MATHIEU COSSUTTADémonstration. � En appliquant l'idempotent eKV
à la surjetion U(V )-équivariante pon obtient que :

π ⊗ S1×KV ։ Θ(π, V )KV(le symbole �։� voulant dire se surjete). L'hypothèse du lemme montre que :
π ⊗ ωχ(HW × 1)S0 ։ Θ(π, V )KVComme les veteurs de S0 sont �xes sous l'ation de KW on a :

ωχ(HW × 1)S0 = ωχ(HW eKW
× 1)S0Le premier point du lemme 3.1, l'égalité (17) et le fait que êKW

= eKW
montrent que

p(Vπ ⊗ ωχ(HW eKW
× 1)S0) = p(π(êKW

HW )Vπ ⊗ S0)

= p(V KW
π ⊗ S0)On a don une surjetion :

V KW
π ⊗ S0 ։ Θ(π, V )KV .3.3. Résultats de Waldspurger. � Rappelons que la représentation de Weil avantd'être une représentation de Mp(W)(A) est l'unique représentation irrédutible de ara-tère entral ψ des points adéliques du groupe de Heisenberg de W :

H(W) = {(w, t) |w ∈ W et t ∈ F}muni de la multipliation (w, t)(w′, t′) = (w+w′, t+t′+ 1
2〈w,w

′〉). On note fψ le onduteurde ψ, notons f le orps résiduel de F . Rappelons que la notion de dualité dans les réseauxdépend d'un hoix d'idéal. Nous avons dé�ni f (resp. fψ) omme le onduteur de ψ ◦ trE(resp. ψ) et hoisi deux idéaux fV et fW véri�ant fV fW = f. L'espae vetoriel W = W⊗EV(resp.W ,V ) est muni d'une forme sympletique (resp. ±η-hermitienne) et nous onsidéronsla dualité par rapport à fψ (resp. fV ,fW ). On véri�e que si L1 (resp. L2) est un réseau de
W (resp. V ), on a (L1 ⊗O L2)

∗ = L∗
1 ⊗O L∗

2. Rappelons que nous avons également �xédes réseaux presque autoduaux LV et LW . Supposons dans un premier temps que LV et
LW sont autoduaux alors L = LW ⊗O LV l'est aussi. Soit H(L) ⊂ H(W) les élémentsde la forme (l, t) ave l ∈ L l'appliation ψL(l, t) = ψ(t) est un aratère de H(L) et lareprésentation : indH(W)

H(L) ψLest un modèle de la représentation de Weil appelé modèle lattiiel. Cet espae est isomorpheà :
S(W//L) = {f ∈ S(W)| f(w + l) = ψ(−

1

2
B(l, w))f(w)}muni de l'ation du groupe de Heisenberg donnée par :

ρ(w)f(w′) = ψ(
1

2
B(w′, w))f(w +w′)(18)L'intérêt de e modèle par rapport à un modèle de Shrödinger est que l'ation du ompatmaximal K(LV ) de U(V ) est très simple et donnée par :

ωχ(k)ϕ(x) = λχ(k)ϕ(k−1x).(19)



ASYMPTOTIQUE DES NOMBRES DE BETTI DES VARIÉTÉS ARITHMÉTIQUES 17où λχ est un aratère de K(LV ) alulé par Pan dans [Pan1℄ (f. partie 6). On note S[r]les fontions de S(W//L) à support dans 1
̟−rL. Waldspurger démontre dans [MVW℄sous l'hypothèse supplémentaire que E/F est non rami�é que :Théorème 3.3. � On a si k est grand que le onduteur de χ :

S1×K(̟k) = ω(HW × 1)S[k2 ] si k pair
S1×K(̟k) = ω(HW × 1)S[k+1

2 ]1×K(̟k) si k impairEn utilisant le fait que si k est pair S[k] est �xe par l'ation de KW (̟2k), la proposition3.2 donne le théorème 2.10 dans le as non rami�é. Démontrons e fait. Soit s ∈ S[k], lesupport de s est bien stable par KW (̟2k). Il su�t don de prouver que si w ∈ 1
̟kL, on abien ω(k)s(w) = s(w). Comme k−1w = (k−1 − 1)w+w ave le premier terme de la sommequi appartient à L, on a d'après (18) :

ω(k)s(w) = ψ(
1

2
B((k−1 − 1)w,w)s(w)La ondition k ∈ KW (̟2k) est don la ondition qui assure que B((k−1 − 1)w,w) ∈ fψ.En général quand LV et LW ne sont pas autoduaux, on introduit :

A = L∗
W ⊗ LV ∩ LW ⊗ L∗

V et B = L∗
W ⊗ LV + LW ⊗ L∗

VOn a B = A∗ et ̟B ⊂ A ⊂ B. On pose b = B/A qui est muni naturellement parrédution d'une forme sympletique non dégénérée sur f . On hoisit ('est possible) unréseau autodual L de W qui véri�e les inlusions :
A ⊂ L ⊂ BOn remarque que ela revient à hoisir un sous-espae isotrope maximal de b. Le problèmedu modèle lattiiel de la partie préédente est que le stabilisateur de L ne ontient pas

K(LV ) × K(LW ), on hange don le modèle pour avoir à nouveau une formule expliitede l'ation de K(LV ) ×K(LW ). On a :indH(W)
H(L) ψL = indH(W)

H(B) indH(B)
H(F )ψLL'induite indH(B)

H(F )ψL est un modèle de la représentation du groupe de Heisenberg �ni H(b)que l'on notera (ρ,S). Le modèle est alors égal à :
S(W,S) = {f : W → S| f(w + b) = ψ(−

1

2
B(b, w))ρ(b)f(w)}L'ation de H(W) est toujours donné par la formule (18). L'avantage de e modèle estque la représentation de Weil de K(LV ) est alors expliitement donnée par la formule si

k ∈ K(LV ) :
ωχ(k)ϕ(x) = λχ(k)ρ(k)ϕ(k−1x)où ρ(k) désigne la représentation de Weil de Sp(b). On note pour un réseau L′ ⊂ W S[L′]les fontions de S(W,S) à support dans L.



18 MATHIEU COSSUTTARemarque. � On dira plus généralement qu'un réseau est bon si :
̟L∗ ⊂ L ⊂ L∗La onstrution préédente s'étend aussi si on suppose simplement que LV et LW sontbons plut�t que presque autoduaux. Nous nous servirons de e fait dans la partie 7.Waldspurger démontre alors dans l'artile [Wald2℄ le résultat suivant :Théorème 3.4. � On a pour k su�samment grand :� Si k pair,

S1×K(̟k) = ω(HW × 1)S[̟− k
2B]1×K(̟k)� Si k impair,

S1×K(̟k) = ω(HW × 1)S[̟− k+1
2 A]1×K(̟k)

S[̟−kB] est �xe par KW (̟2k+1) × 1 et S[̟−kA] est �xe par KW (̟2k) × 1. Ainsi enutilisant à nouveau la proposition 3.2, on déduit le théorème 2.12 :Corollaire 3.5. � Pour k su�samment grand :
dimΘ(π, V )K(̟k

w) ≤ (Nw)
k+1
2

dimV dimW dimπK(̟k+1
w )Il est naturel de se poser la question de savoir si on peut démontrer qu'une partie desfontions de S[ r2 ] s'injete dans θ(π, V )K(̟r

w). Nous prouvons un résultat de e type dansla partie suivante. 4. Formule du produit salaire de RallisOn suppose dans la suite que les dimensions véri�ent la ondition 12. Nous allons donnersous es hypothèses, pour une plae v impaire la preuve de la proposition 2.13 et duthéorème 2.14. Nous allons prouver une formule du produit salaire de Rallis loale, 'estla proposition 4.3. Sous la onjeture 1.2 de [KR2℄ on peut démontrer ette formule demanière loale seulement sous l'hypothèse de rang stable. On prouve ensuite la formule demanière globale sous la ondition 12.4.1. Le groupe doublé. � Nous notons −W l'espae hermitien muni de la formesesquilinéaire −〈, 〉 et 2W = W ⊕ −W . Nous notons ∆+(W ) (resp. ∆−(W )) les sous-espaes vetoriels de 2W formés par les éléments de la forme (w,w) (resp. (w,−w)). Cesont deux sous-espaes isotropes maximaux de 2W en dualité. On note P∆ le stabilisateurde ∆+(W ), 'est le parabolique de Siegel de U(2W ). On note ι le plongement anonique :
U(W ) × U(−W ) → U(2W )Le quotient P∆\U(2W ) s'identi�e à l'ensemble des sous-espaes isotropes maximaux de 2Wque l'on note Ω(2W ), on s'intéresse aux orbites de U(W ) × U(−W ) dans Ω(2W ). Il estonnu [GPSR℄ que l'orbite d'un espae isotrope maximal Z est déterminé par l'invariant :

k = dim (Z ∩ (W ⊕ 0)) = dim (Z ∩ (0 ⊕−W ))Nous notons Ωk l'orbite orrespondante. Un représentant est donné par 2Xk ⊕ ∆+(Wk).Le stabilisateur, que nous noterons Stk, de 2Xk ⊕ ∆+(Xk) est ontenu dans Pk × Pk etvaut : Stk = GL(Xk) ×GL(Xk) × ∆(U(Wk)) ⋊Nk ×Nk



ASYMPTOTIQUE DES NOMBRES DE BETTI DES VARIÉTÉS ARITHMÉTIQUES 19(∆ désigne la diagonale d'un produit).4.2. Intégrale zeta loale. � Soit χ̃ un aratère unitaire de E∗. On onsidère unesetion de l'induite :
φ(•, s) ∈ I

U(2W )
P∆

| • |sχ̃On peut alors dé�nir pour v, v′ ∈ Vπ la fontion zeta loale :
Z(s, φ, v, v′) =

∫

U(W )
φ(ι(g, 1), s)(π(g)v, v′)dg.Vu que π et χ̃ sont unitaires, ette intégrale onverge absolument pour ℜ(s) ≥ m+e

2 , elleadmet de plus un prolongement méromorphe. Soit s0 ∈ C tel que ℜ(s0) ≥
m+e

2 alors Z(s0)dé�nit un élément non trivial de :
homU(W )×U(W )(I

U(2W )
P∆

χ̃| • |s0 , π ⊗ χ̃π∨)(20)En suivant Kudla et Rallis [KR2℄, on peut onjeturer que :Conjeture 4.1. � On a :
dim homU(W )×U(W )(I

U(2W )
P∆

χ̃| • |s0 , π ⊗ χ̃π∨) = 1.(21)4.3. La méthode du double. � On dé�nit le aratère χ̃ par la formule suivante :� Cas 1 η = 1 χ̃ = χV� Cas 1 η = −1 χ̃ = 1� Cas 2 χ̃ = χnSoit S un modèle de la représentation de Weil de H(W). Vu que :
H(2W) = H(W) ×H(−W)/{(t,−t)|t ∈ F}

S ⊗ S∨ est un modèle de la représentation de Weil de H(2W). Cependant on a introduitpréédemment une polarisation naturelle 2W = ∆+(W ) ⊕ ∆−(W) de 2W. On a donun modèle de Shrödinger naturel de la représentation de Weil de H(2W), donné par lesfontions de Shwarz sur ∆−(W) = W. L'isomorphisme entre les représentaions de Weilde H(W) est donné par l'opérateur d'entrelaement CV :
CV =

{
S ⊗ S∨ → S(W ⊗ V )
s⊗ s∨ 7→ (w ⊗ v 7→ (ρ(2w ⊗ v)s, s∨).

(22)La représentation de Weil ωχ de U(2W ) sur S(V ⊗W ) ('est à dire le hoix de oyle)est dé�ni par Kudla dans [K℄ et est aratérisé par le fait que le Levy P∆ de U(2W ) agitpar la formule suivante sur ϕ ∈ S(W ⊗ V ) :
ωχ(a)ϕ(x) = χ̃(det a)|det a|

n
2ϕ(a−1x).(23)On démontre dans la partie 6 (lemme 6.1) qu'en restrition à U(W ) × U(W ) l'opérateurd'entrelaement CV induit un isomorphisme :

ωχ ⊗ χ̃ω∨
χ = ωχ|U(V )×U(V ).(24)Posons s0 = n−(m+e)

2 , d'après (23) l'appliation suivante que l'on notera IV dé�ni unopérateur d'entrelaement :
S(W ⊗ V ) → IP∆

χ̃| • |s0

ϕ 7→ (h 7→ ωχ(h)ϕ(0))
(25)



20 MATHIEU COSSUTTAL'image de ette appliation est notée R(χ̃, V ), un théorème de Kudla, Rallis et Sweetmontre que et espae est exatement Θ(V,1). Dans le rang stable, le résultat suivant estdémontré par Kudla, Rallis et Sweet :Proposition 4.2. � L'appliation IV est surjetive et R(χ̃, V ) = IP∆
χ̃| • |s0 est irré-dutible.En restrition à U(W )×U(−W ) on obtient un opérateur d'entrelaement surjetif IV :

S ⊗ χ̃S∨ → IP∆
χ̃| • |s0véri�ant d'après la formule (22) pour tout (g, g′) ∈ U(W ) × U(−W ) :

IV (s ⊗ s′)(ι(g, g′)) = χ̃(det g′)(ωχ(g)s, ωχ(g
′)s′).(26)La proposition 4.2 permet de onstruire un deuxième élément de l'espae d'entrelaementdé�ni par l'égalité (20). En e�et, onsidérons la projetion p : S ⊗ π → θ(π), ommeles représentations sont toutes unitaires on a également une appliation duale p∨ : S∨ ⊗

π∨ → θ(π)∨. Introduisons une nouvelle notation, pour une représentation π nous notons
C : π ⊗ π∨ → C l'appliation oe�ient. Considérons :

C ◦ (p⊗ p∨) : S ⊗ χ̃S∨ ⊗ π ⊗ χ̃π∨ → C,ette appliation se fatorise en un élement de :
hom(R(χ̃, V ), π ⊗ χ̃π∨).L'addition de la proposition 4.2 et de la onjeture 4.1 (puisque s0 > m+r+e

2 ) montreraitqu'il existe une onstante non nulle c telle que :Proposition 4.3 (Formule du produit salaire de Rallis loale)Sous l'hypothèse 12
(p(ϕ1 ⊗ v1), p(ϕ2 ⊗ v2)) = c

∫

U(W )
(ωχ(g)ϕ1, ϕ2)(π(g)v1, v2)dg.Nous donnons une preuve de ette proposition dans la partie suivante.4.4. Formule globale. � On se donne deux formes automorphes uspidales π et π′ de

U(W ). Soit f (resp. f ′) un veteur de π (resp. π′). Soit ϕ1 et ϕ2 deux veteurs de S. Onherhe à aluler
(θ(f, ϕ1), θ(f

′, ϕ2)).(27)Pour simpli�er les notations nous noterons [G] le quotient G(F )\G(A) pour un groupealgébrique G dé�ni sur F . On a en développant que le produit salaire (27) vaut :
∫

[U(W )]×[U(W )]
f(h)f ′(h′)

∫

[U(V )]
Θ(g, h, ϕ1)Θ(g, h′, ϕ2)dgdhdh

′Les formules (22), (24) et (25) montrent que :
Θ(g, h, ϕ1)Θ(g, h′, ϕ2) = Θ

(
g, (h, h′), CV (ϕ1 ⊗ ϕ2)

)
χ̃−1(deth′)On a don que (27) vaut :

∫

[U(W )]×[U(W )]
f(h)f ′(h′)χ̃−1(deth′)

∫

[U(V )]
θ(g, (h, h′), CV (ϕ1 ⊗ ϕ2)dgdhdh

′



ASYMPTOTIQUE DES NOMBRES DE BETTI DES VARIÉTÉS ARITHMÉTIQUES 21La dernière intégrale est onvergente et dé�nie une fontion à roissane modérée dès quele ritère de Weil (6) est véri�é [Weil℄. Comme les représentations π et π′ sont uspidales,on en déduit le dernier point du théorème 2.4. Rappelons que l'on a posé s0 = n−(m+e)
2 .L'élément :

φ = IV ◦ CV (ϕ1 ⊗ ϕ2) ∈ I
U(2W )
P∆

χ̃| • |s0 .On le prolonge en une famille de setion :
φ(s) ∈ I

U(2W )
P∆

χ̃| • |stelle que φ(s0) = φ. On peut alors former la série d'Eisenstein :
E(g, s, φ) =

∑

γ∈P∆(F )\U(2W )(F )

φ(γg, s) (g ∈ U(2W )(A))(28)ette série est onvergente pour ℜ(s) ≫ 0 et admet un prolongement méromorphe. Ononjeture le fait suivant :Conjeture 4.4. � Supposons les onditions de Weil véri�ée alors :� La série d'Eisenstein préédente est holomorphe au voisinage de 0.� Il existe une onstante non nulle c telle que :
E(g, s0, ϕ) = c

∫

[U(V )]
Θ(g, h, ϕ1 ⊗ ϕ2)dhCette onjeture a été démontrée par Kudla et Rallis pour la paire orthogonale-sympletique et par Ihino pour les paires de groupes unitaires. Dans tout les as, sous l'hy-pothèse (12) le résultat est vrai ([Weil℄). On obtient �nalement que : (θ(f, ϕ1), θ(f

′, ϕ2))est un multiple non nul de la valeur en s0 de l'intégrale zeta :
Z(s, φ, f, f ′) =

∫

[U(W )]×[U(W )]
f(h)f ′(h′)χ̃−1(deth′)E((h, h′), s, )dhdh′La lassi�ation des U(W ) × U(W )-orbites de P∆\U(2W ) (f. paragraphe 4.1) et le faitque f et f ′ soient uspidales [GPSR℄ montre que ette intégrale vaut :

∫

∆(U(W )(F ))\U(W )(A)×U(W )(A)
f(h)f ′(h′)χ̃−1(deth′)φ(h, h′), s, )dhdh′

=

∫

∆(U(W )(F ))\U(W )(A)×U(W )(A)
f(h)f ′(h′)χ̃−1(deth′)φ(h′−1h, 1), s, )dhdh′

=

∫

U(W )(A)

∫

[U(W )]
f(h)f ′(hu−1)dhφ((u, 1), s)duLa deuxième intégrale est le produit salaire de f et u−1 • f , elle est don nulle si π 6= π′.On a don bien le lemme 2.6. Supposons que f = ⊗fv, f ′ = ⊗f ′v dans π = ⊗πv et

φ(s) = ⊗φv(s) alors on obtient la formule de Rallis :
(θ(f, ϕ1), θ(f

′, ϕ2)) = valeur en s0 de : ∏

v

∫

U(W )v

(π(h)fv , f
′
v)φ((g, 1), s)dgComme φ((g, 1), s0) = (ωχ(g)ϕ1, ϕ2) ette formule suggère bien la proposition 4.3.Nous pouvons maintenant prouver la formule loale en une plae v en toute généralité.Il su�t pour ela d'utiliser la fatorisation du théorème 2.4 et la formule préédente (29)



22 MATHIEU COSSUTTAen �xant des tenseurs purs en toutes plaes di�érentes de v. La proposition 4.3 est donvraie. 5. Minoration5.1. Constrution de fontions de Shwarz. � On onsidère dans ette partie lapaire duale U(W ) × U(V0) où U(V0) est le groupe déployé de rang m 'est à dire que V0admet une déomposition de Witt V0 = X0 ⊕ Y0 ave dimX0 = m. Soit W0 = W ⊗ V0et soit S0 un modèle de la représentation de H(W0). Pour tout k su�samment grand, ononstruit un élément ϕk ∈ S0, véri�ant pour tout g ∈ U(W ) :
(ω(g)ϕk , ϕk) = 1K(̟k)(g)Donnons d'abord une idée de la onstrution. On peut onsidérer que la déomposition deWitt de V0 est V0 = W ⊕W ∗, un modèle de Shrödinger est alors donné par S(W ⊗W ∗) =

S(End(W )). Le groupe U(W ) est inlu dans le stabilisateur de W ⊗W ∗, l'ation de U(W )sur S(End(W)) est don linéaire. C'est à dire qu'à un aratère près l'ation de U(W ) estdonné par :
ωχ(g)ϕ(x) = ϕ(g−1 ◦ x).L'élément :
ϕk(x) = 1idW +̟kEndLWonvient. Une omparaison ave le modèle lattiiel S0 de la représentation de Weil (ou uneonstrution direte) montre qu'en dehors des plaes de rami�ation l'élément ϕk ∈ S0[k].Plus préisément, on a un isomorphisme d'espae hérmitien V0 = W ⊕W , ave V0 munide la forme :

(w1 + w′
1, w2 + w′

2) = 〈w1, w
′
2〉 − 〈w′

1, w2〉Un réseau autodual naturel de V0 est donné par :
LV0 = L∗

W ⊕̟−rLW(où r la valuation du onduteur de ψ ◦ tr). Un bon réseau du produit tensoriel est donnépar :
A = LW ⊗ LV0.Un réseau autodual L véri�ant les inlusions :
A ⊂ L ⊂ A∗est donné par :

L = LW ⊗ L∗
W ⊕̟−rL∗

W ⊗ LW .On a trois modèles possibles pour la représentation de Weil, le modèle de Shrödinger
S(W ⊗W ), le modèle lattiiel S(W0//L) et le modèle lattiiel généralisé S(W0,S). L'iso-morphisme entre les deux premiers modèles est donné par :

{
S(W ⊗W ) ≃ S(W0//L)

ϕ 7→ fave :
f(w + w′) =

∫

LW⊗LW ∗
ψ(B(w′′, w′))ψ(

1

2
B(w,w′))f(w + w′′)dw′′



ASYMPTOTIQUE DES NOMBRES DE BETTI DES VARIÉTÉS ARITHMÉTIQUES 23On a une identi�ation de W ⊗W ave End(W) par la formule suivante :
{
W ⊗W ≃ End(W )
w1 ⊗ w2 7→ (w 7→ 〈w,w2〉w1)On véri�e alors que par es isomorphismes expliites la fontion ϕk est à support dans

̟−(k+rw)L (e résultat est valide en aratéristique résiduelle 2). Nous supposons main-tenant que toutes les données sont non rami�ées, et que k est pair, alors d'après le théorème3.3 et le fait que ϕk ∈ SKW (̟k), il existe un élément hk ∈ HV0 et une fontion ϕ0
k ∈ S[k2 ]telle que :

ϕk = ωχ(hk)ϕ
0
k.(29)Nous posons pour la suite ϕ1

k = ĥkϕk.5.2. Conlusion. � On a un réseau autodual LV donné par la théorie globale. La théoriedes réseaux autoduaux montre qu'il existe une déomposition de Witt de V , V = X⊕V1⊕Yave dimX = m et LV = X∩LV ⊕V1∩LV ⊕Y ∩LV . Posons V0 = X⊕Y . V se déomposeorthogonalement en V0 ⊕ V1. Soit S0 (resp. S1) un modèle de la représentation de Weil de
H(W ⊗V0) (resp. H(W ⊗V1)). Alors S0⊗S1 est un modèle de la représentation de Weil de
H(W ⊗ V ), de plus l'ation de U(W ) sur S est donnée par l'ation diagonale sur S0 ⊗ S1.On a don si v, v′ ∈ V

KW (̟k)
π et ϕ,ϕ′ ∈ S

KW (̟k)
1 :

(p((ϕk ⊗ ϕ) ⊗ v), p((ϕk ⊗ ϕ′) ⊗ v′)

= c

∫

U(W )
(ω(g)ϕk , ϕk)(ω(g)ϕ,ϕ′)(π(g)v, v′)dg

= (ϕ,ϕ′)(v, v′)On en déduit don que l'appliation :
S
KW (̟k)
1 ⊗ πKW (̟k) → θ(π)est injetive. Ainsi pour tout ompat K de U(V ) on a :Proposition 5.1. �

dim{ϕ ∈ S
KW (̟k)
1 |ϕk ⊗ ϕ ∈ SK} × dimπK(̟k) ≤ dim θ(π)KLa proposition 2.13 est un orollaire de e résultat :Corollaire 5.2. � Il exite une onstante c > 0 telle que pour tout k su�samment grand :

dim θ(π, V )K(̟2k+c) ≥ dimπK(̟k)Il su�t de remarquer que pour c su�samment grand S[̟−kA] est �xe par K(̟2k+c) etontient ϕk, on applique alors la proposition préédente.Pour obtenir le théorème 2.10, il faut utiliser ra�ner la proposition préédente en util-isant l'élément ϕ0
k dé�ni en (29). Nous alulons maintenant le produit salaire suivant



24 MATHIEU COSSUTTA(ave enore v, v′ ∈ V
KW (̟k)
π et ϕ,ϕ′ ∈ S

KW (̟k)
1 ) :

(p((ϕ0
k ⊗ ϕ) ⊗ v), p((ϕ1

k ⊗ ϕ′) ⊗ v′)

= c

∫

U(W )
(ω(g)ϕ0

k, ĥkϕk)(ω(g)ϕ,ϕ′)(π(g)v, v′)dgRemarquons alors que :
(ω(g)ϕ0

k, ĥkϕk) = (hkω(g)ϕ0
k , ϕk)

= (ω(g)hkϕ
0
k, ϕk)La deuxième ligne étant obtenue en utilisant que l'ation de U(W ) et de HV0 ommute.On obtient alors en ontinuant omme la première fois que :

(p((ϕ0
k ⊗ ϕ) ⊗ v), p((ϕ1

k ⊗ ϕ′) ⊗ v′) = (ϕ,ϕ′)(v, v′)(30)On en déduit don pour tout ompat K :
dim{ϕ ∈ S

KW (̟k)
1 |ϕ0

k ⊗ ϕ ∈ SK} × dimπK(̟k) ≤ dim θ(π)KCorollaire 5.3. � On a la minoration suivante :
dim θ(π, V )K(̟k) ≥ dimπK(̟k)Nw

k
2
(dimV−2 dimW ) dimWOn applique le résultat préédent ave K = KV (̟k),en utilisant que :

ϕ0
k ⊗ S1[

k

2
] ⊂ SK(̟k).6. Le problème du oyle6.1. La dé�nition de la représentation ωχ. � On se donne (S, ρ) un modèle de lareprésentation de Weil du groupe Heisenberg H(W). Rappelons qu'il existe une uniquereprésentation projetive ω de Sp(W) véri�ant :(31) ρ(gw) = ω(g)−1ρ(w)ω(g)Le problème du oyle est de dérire expliitement, dans le modèle S hoisi, une représen-tation ωχ de la paire duale U(W )×U(V ) véri�ant la relation préédente. Nous rappelonsla solution de e problème donné par Kudla dans [K℄. Par symétrie il su�t de le faire pour

U(W ).6.1.1. Constrution déployée. � Considérons une paire duale U(W ) × U(V ) tellr quel'espae W est déployé. Alors si on se donne une polarisation W = X ⊕ Y , un modèle dela représentation de Weil de U(W ) × U(V ) est donné par le modèle de Shrödinger :
S(X ⊗ V )'est à dire les fontions de Shwarz de X ⊗ V . L'ation du Levi de W déterminé par ladéomposition X ⊕ Y , qui est isomorphe à GL(X) est alors donnée par :

χ̃(det a)ϕ(a−1x),ave χ̃ :� Cas 1 η = 1 χ̃ = χV



ASYMPTOTIQUE DES NOMBRES DE BETTI DES VARIÉTÉS ARITHMÉTIQUES 25� Cas 1 η = −1 χ̃ = 1� Cas 2 χ̃|E∗ = ǫdimV
E/F6.1.2. Constrution générale. � On utilise alors la méthode du double, la suite exate :

1 → {(t,−t)| t ∈ F} → H(2W) → H(W) ×H(−W) → 1montre que la représentation S ⊗ S∨ est un modèle de la représentation de Weil de
H(2W). La polarisation :

W = ∆+(W) ⊕ ∆−(W)montre que S(W) est un autre modèle, l'isomorphisme expliite entre les deux modèles estdonné par l'espae :(32) {
S ⊗ S∨ →I S(W)
s⊗ s∨ 7→ (w 7→ (ρ(2w)s, s∨))On note ω̃χ la représentation de U(2W ) dé�nie dans la setion préédente. On sait par larelation (31) que :

ωχ = ω̃χ|U(W )×1est une représentation de S. De plus l'isomorphisme expliite (32) montre que :
I(ωχ ⊗ ω∨

χ (g, g)s ⊗ s∨)(w) = I(s⊗ s∨)(g−1w)Or l'élément (g, g) est dans le Levi assoié à la déomposition (32). On en déduit donla formule voulue 'est à dire que :Lemme 6.1. �
ω̃χ|U(W )×U(W ) = ωχ ⊗ χ̃ω∨

χ6.1.3. Cas unitaire. � Il dépend du hoix d'un aratère χ̃ véri�ant :
χ̃|F ∗ = ǫdimV

E/FSi on se donne deux aratère χ1 et χ2 véri�ant la relation préédente alors, χ2χ
−1
1dé�nit un aratère de E∗ trivial sur F ∗. Soit :

E1 = {z ∈ E| zzc = 1}Si z ∈ E1, on peut hoisir u ∈ E tel que :
z =

u

ucOn dé�nit un aratère αχ2,χ1 de E1 par :
αχ2,χ1(z) = χ2χ

−1
1 (u)qui est indépendant de u. La omparaison de la famille de setions est la suivante :

ωχ2 = (αχ2,χ1 ◦ det) ⊗ ωχ1Remarquons que si l'on se donne un élément non nul δ ∈ E de trae nulle alors si z ∈ E1,on peut hoisir dans (33), u = δ(z − 1).



26 MATHIEU COSSUTTA6.2. Les résultats de Pan. � On suppose l'extension E/F non rami�ée dans le asunitaire et on hoisit une unité δ ∈ E de trae nulle. Le paragraphe préédent rappelait ladé�nition du oyle de la représentation de Weil, ependant ette représentation n'étaitexpliite que dans les modèles de Shrödinger, dans le modèle S(W,S) il existe don unaratère ζV,χ de K(LW ) tel que :
ωχ(g)ϕ(w) = ζV,χ(g)ρ(g)ϕ(g−1w) ∀g ∈ U(W )pour tout g ∈ K(LW ) le aratère ζV,χ a été determiné sous l'hypothèse de non rami�-ation par Pan [Pan1℄, le résultat est le suivant :

ζV,χ(g) = χ(δ(det g − 1))ζ(g)ave ζ(g) un aratère d'ordre 2 de K(LW ) qui est trivial dès que W est non rami�é.Lemme 6.2 ([Pan1℄). � Supposons que toutes les données soient non rami�ées exeptéepeut-être V , alors le aratère ζV,χ est trivial 'est à dire que dans le modèle S(W,S) :
ωχ(g)ϕ(w) = ρ(g)ϕ(g−1w)Ce résultat sera utilisé dans la partie 7.7. Démonstration du lemme 2.9On est toujours dans une situation loale, il s'agit de prouver le lemme. On suppose quela plae v /∈ TV,ψ,χ et que W est rami�é.7.1. Rédution du problème. � En suivant Pan on onsidère des modèles de lareprésentation de Weil plus généraux que eux du paragraphe 2. On avait imposé auxréseaux LV et LW d'être presque autoduaux. On dira plus généralement qu'un réseau Lest bon si ̟L∗ ⊂ L ⊂ L∗. Si L et L′ sont deux réseaux bons de V et W . On dé�nit leréseau (bon) suivant de W :
A(L,L′) = L∗ ⊗ L′ ∩ L⊗ L′∗Comme on est en aratéristique impaire 'est un sous-groupe abélien du groupe deHeisenberg H(W). Rappelons (f. partie 3) que l'on peut assoier au hoix de es deuxbons réseaux de V et de W un modèle de Waldspurger généralisé S(W,S). Les fon-tions invariantes par le sous-groupe A(L,L′) sont exatement les fontions à support dans

B(L,L′) = A(L,L′)∗ et on a un isomorphisme de H(b)-module :




S → S(W,S)A(L,L′)

s 7→ ϕs(b) = ρ(b)sDe plus sous es hypothèses ωχ restreintes au ompat K(LW ) est bien le sindage usuel(lemme 6.2). En général, si A est un réseau bon d'un espae hérmitien Z, on dé�nit lesdeux espaes vetoriels sur le orps résiduel de E suivants :
a = A/̟A∗ et a

∗ = A∗/AOn a une appliation de rédution surjetive :
K(L) → U(l) × U(l∗)



ASYMPTOTIQUE DES NOMBRES DE BETTI DES VARIÉTÉS ARITHMÉTIQUES 27dont nous notons G+
L,0 le noyau, sous l'hypothèse de non rami�ation ('est à dire que

L = L∗), on obtient la suite exate suivante :
1 → G+

L,0 → K(L) → U(l) → 1et le fait que :
b = l

′∗ ⊗ lOn notera • la �èhe de rédution. A l'aide de la remarque sur le sindage on véri�e quepour tout k ∈ K(L) :
k • ϕs = ϕρ(k)sEn partiulier, S(W,S)A(L,L′) est stable par l'ation de KV (L) qui agit par rédutionomme la représentation de Weil �nie. Un des résultats prinipaux de Pan est le suivant :(33) SG

+
L,0 = ω(HW )

∑

L′ bonSA(L,L′)Remarquons d'abord le fait suivant :
SgA = ω(g)SA.Il su�t don de regarder dans la somme les réseaux modulo l'ation de U(W ). A etteation près les réseaux bons sont failes à dérire. Soit une déompostion de Witt W =

X ⊕W 0 ⊕ Y et une base x1, . . . , xr de X, soit y1, . . . , yr la base duale on suppose de plusque W0 est anisotrope. Il existe alors un unique réseau bon A de W0 et tout réseau bon de
W est à onjuguaison près de la forme :

Ni = ̟Ox1 ⊕ · · · ⊕̟Oxi ⊕Oxi+1 · · · ⊕ Oxr ⊕A⊕Oy1 ⊕ · · · ⊕ OyrOn a alors :
bi = n

∗
i ⊗ lD'après les résultats préédents il s'agit de démontrer que pour tout i, sous l'hypothèseque a

∗ est non nul ('est à dire que W est rami�é), la représentation Si de Weil du groupe�ni Sp(bi) n'admet pas d'invariants sous l'ation de U(l). Nous ne onnaissons pas deréférene pour e résultat qui doit être lassique nous en donnons une preuve.7.2. Représentation de Weil �nie.� Nous reprennons les notations de la partie préé-dente :Lemme 7.1. � Si a
∗ est non nul alors Si n'a pas de veteur invariant sous U(l).Démonstration. � On a une déomposition de Witt de n

∗
i = Xi⊕a

∗⊕Yi ave Xi isotropede dimension i. On utilise pour dé�nir Si un modèle mixte. Soit S0 un modèle de lareprésentation de Weil de Sp(l⊗ a
∗). On hoisit alors pour modèle de la représentation deWeil :

S(l⊗Xi,S0)Les fontions de l⊗Xi à valeurs dans S0. L'ation de U(l) est donnée par :
k • ϕ(x) = ρ0(k)ϕ(k−1x)



28 MATHIEU COSSUTTASoit (xj)j∈J une famille de représentants des orbites de l⊗Xi sous l'ation de U(l), onnote Hj le stabilisateur de xj . On a sous l'ation de U(l) un isomorphisme :
S(l⊗Xi,S0) = ⊕j∈J indU(l)

Hj
S0En partiulier par réiproité de Frobenius :

S(l⊗Xi,S0)
U(l) = ⊕j∈JS

Hj

0Nous ommençons par dérire les di�érents groupes Hj pouvant intervenir. Les Hj (jvariant également) sont exatement les �xateurs des sous-espaes vetoriels de l de dimen-sion ≤ r. Soit m un tel sous-espae vetoriel. Notons m
′ = m ∩ m

⊥, le radial de m.Soit m0 un supplémentaire de m
′ dans m. Soit m

′′ un sous-espae isotrope de l en du-alité ave m
′. En�n, notons l0 le supplémentaire orthogonal du sous-espae non dégénéré

m
′ ⊕ m0 ⊕ m

′′. On a une déomposition de Witt suivante de l :(34) m
′ ⊕ (m0 ⊕ l0) ⊕ m

′′La somme des deux premiers fateurs étant égale à m. Notons H(m) le �xateur de m. Lamatrie de la forme hérmitienne est dans une base adaptée à la déomposition préédente :


0 1
x0

y0

ǫ 0


On a alors :

H(m) =




h(u, δ, α) =




1 0 −ǫ tδy0u α
0 1 0 0
0 0 u δ
0 0 0 1






ave la ondition que :

u ∈ U(l0) et ǫα+ tα+ tδy0δ = 0.On peut alors à nouveau dérire S0 par un modèle mixte pour lequel la desription del'ation de H(m) est bien onnu ([Li3℄ page 246-247 formule (37),(39) et (41)). Soit S1 unmodèle de la représentation de Weil de Sp(m0 ⊗ a
∗) et S2 un modèle de la représentationde Weil de Sp(l0 ⊗ a

∗). On utilise omme modèle :
S0 = S(a∗ ⊗ m

′,S1 ⊗ S2)L'ation de H(m) est dérite de la façon suivante :1. ρ(h(1, 0, α))ϕ(x) = ψ(trα(xi, xj))ϕ(x)2. ρ(h(1, δ, 1
2
tδy0δ))ϕ(x) = ρ(δ ◦ x)ϕ(x)3. ρ(h(u, 0, 0))ϕ(x) = ρ2(u)ϕ(x).Soit ϕ ∈ S

H(m)
0 , alors le premier point et le fait que a

∗ soit anisotrope montre que lesupport de ϕ(x) = 0 si x 6= 0, le troisième point montre que ϕ(0) ∈ S1⊗S
U(l0)
2 . On a ainsi :

S
H(m)
0 = S1 ⊗ S

U(l0)
2On est ramené à démontrer le fait suivant :

S
U(l0)
2 = {0}



ASYMPTOTIQUE DES NOMBRES DE BETTI DES VARIÉTÉS ARITHMÉTIQUES 29Supposons dans un premier temps que l0 = X ⊕ Y soit déployé, alors on peut utiliserpour S2 le modèle de Shrödinger S(X ⊗ a
∗). Soit ϕ un veteur de S2 invariant par U(l0).L'ation du radial unipotent du parabolique de Siegel assoié à X est donné par la mêmeformule que le point 1 préédent. On en déduit don que le support de ϕ est onentré en 0,mais un ertain élément de U(l0) agit omme une transformation de Fourier. La onditionde support est don impossible sauf si ϕ = 0. Pour onlure, il su�t de remarquer quedans tous les as l0 (on a supposé que dans le as 1 (resp. le as 2) que m > n (resp.

m > n+ 1)). 8. Caratéristique résiduelle 2Le but de ette partie est de démontrer en rartéristique résiduelle 2 la proposition2.11.8.1. Deux lemmes généraux.� On se donne W un espae ǫ-hérmitien par rapport àune extension E/F . Si L est un réseau de W , on note L∗ le réseau dual dé�nit par rapportà un idéal de valuation rW . On note α la valuation de 2 dans E.Lemme 8.1. � On se donne L un réseau de W alors il existe d ∈ N tel que pour toutsous-espae isotrope X ⊂W , on a une déomposition de Witt de W , W = X ⊕W0 ⊕Y desorte que :
L ⊂ ̟−d(L ∩X ⊕ L ∩W0 ⊕ L ∩ Y )Démonstration. � On se donne c tel que :(35) ̟cL∗ ⊂ L et ̟cL ⊂ L∗D'après le théorème des diviseurs élémentaires appliqués aux deux réseaux L∩ I et L∗ ∩ Ide I. On a une base e1, . . . , er de L ∩ I et des entiers α1, . . . , αr tels que la famille e∗1 =

̟α1e1, . . . , e
∗
r = ̟α1er soit une base de L∗ ∩ I. On a pour tout i, |αi| ≤ c d'après (35).Comme I est isotrope on a : I ⊂ I⊥. On peut alors ompléter la base e1, . . . , er de L ∩ Ien une base e1, . . . , es de L∩ I⊥. Les réseaux L

L∩I⊥
et L∗ ∩ I sont en dualité, on peut dontrouver des éléments E1,, . . . , Er de L véri�ant :1. (Ei,, e

∗
j ) = δi,j̟

rW2. e1, . . . , es, E1, . . . , Er est une base de LLa matrie de la forme est alors dans la base e1, . . . , es, E1, . . . , Er :


0 0 ǫ tβ
0 w ǫ tu
β u Z


Les di�érents oe�ients de la matrie sont de valuation supérieure à rw − c.Si on fait le hangement de base suivant :




1 x
1

1






30 MATHIEU COSSUTTAave x = −1
2β

−1Z, on obtient dans la nouvelle base omme expression pour la forme :



0 0 ǫ tβ
0 w ǫ tu
β u 0


Et si on fait enore le hangement de base :




1 y
1

1


ave y = −β−1u, on a alors omme expression pour la forme :




0 0 ǫ tβ
0 w 0
β 0 0


Comme les matries x et y sont à valeurs dans ̟−c′O ave c′ qui ne dépend que de L, onen déduit bien le résultat.Lemme 8.2. � Soit L un réseau de W et a un entier. Il existe un entier b tel que pourtout sous O-module R de L véri�ant :

∀r1, r2 ∈ R 〈r1, r2〉 ∈ ̟bOIl existe alors un sous-espae isotrope I de W tel que :
R ⊂ I ∩ L+̟aLDémonstration. � Fait. � Pour tout a ∈ N, il existe b ∈ N tel que pour tout b′ ≥ b ettout veteur e1, . . . , er de L linéairement indépendant dans L/̟L et 0 ≤ α1, . . . , αr ≤ avéri�ant :

〈̟αiei,̟
αjej〉 ∈ ̟b′OAlors il existe des veteurs e′1, . . . , e′r véri�ant :1. Pour tout i ∈ {1, . . . , r} ei − e′i ∈ ̟aL2. 〈

̟αie′i,̟
αje′j

〉
∈ ̟b′+1OMontrons que le fait su�t pour onlure. Soit e1, . . . , en une base de L tel que :(̟α1e1, . . . ,̟

αrer) soit une base de R. Il est lair que l'on peut supposer que pour tout i, αi ≤ a. On a alors :
〈ei, ej〉 ∈ ̟

b′−αi−αjon onstruit alors par réurrene des suites ei(k) de veteurs de L véri�ant :1. Pour tout i ∈ {1, . . . , r} ei − ei(k) ∈ ̟aL2. 〈̟αiei(k),̟
αjej(k)〉 ∈ ̟b+kOEn extrayant des sous-suites onvergeantes des suites ei(k), on peut hoisir pour I le sous-espae engendré par les limites qui est istrope et véri�e la relation voulue.⊠Il nous reste à démontrer le fait. On a :

〈ei, ej〉 ∈ ̟
b′−αi−αj



ASYMPTOTIQUE DES NOMBRES DE BETTI DES VARIÉTÉS ARITHMÉTIQUES 31Soit e∗1, . . . , e∗n la base duale de la base e1, . . . , en. On herhe e′i sous la forme suivante :
̟αie′i = ̟αiei +

r∑

j=1

ai,je
∗
jave ai,j ∈ ̟a+cO. On aura alors bien (1). On veut de plus que l'équation suivante soitvéri�ée : 〈

̟αie′i,̟
αke′k

〉
∈ ̟b′+1OOr :

〈
̟αie′i,̟

αke′k
〉

= ̟αi̟αk 〈ei, ek〉 +̟αiak,i +̟αkǫai,k +
∑

j,l

ai,jak,l
〈
e∗i , e

∗
j

〉Nous posons ai,j = − ǫ
2̟

αi 〈ei, ej〉 ∈ ̟b′−αj−α, ela élimine les trois premiers termes eton a : 〈
̟αie′i,̟

αke′k
〉

=
∑

j,l

ai,jak,l
〈
e∗i , e

∗
j

〉Cet élément appartient à ̟2b′−2(a+α)−cO et don que si on pose b = 2(a + α) + c + 1,on obtient le fait.8.2. Démonstration du résultat de �nitude. � Nous reprennons les notations dela partie 2.3. Soit r′ l'entier tel que ̟r′

F soit le onduteur de ψ et de même r l'indie duonduteur de ψ ◦ tr. On onsidère toujours les inlusions A ⊂ L ⊂ B. Comme L est unréseau symplétique autodual de W. Il existe une déomposition de Witt X ⊕ Y de Wtelle que L = X ∩ L⊕ Y ∩ L. On dé�nit si l = x+ y ∈ L :
ζ(x+ y) = 〈u, v〉Pour tout a ∈ L, on a : ζ(a+ a′) − ζ(a) − ζ(a′) = 〈a, a′〉[2ωr

′

F ]. On en déduit don quel'espae suivant :
S(W//L) =

{
ϕ : W → C| ϕ(a+ w) = ψ(

1

2
ζ(a) +

1

2
B(w, a))ϕ(w) ∀a ∈ L

}est un modèle de la représentation de Weil muni de l'ation de H(W) donnée par :
ρ(w′, t)ϕ(w) = ψ(

1

2
B(w,w′) + t)ϕ(w + w′)Pour tout w ∈ W, on note sw l'unique fontion à support dans w+L telle que sw(w) = 1.Pour tout g ∈ U(W) la fontion ω(g)sw est à support dans :

g(w + L) + 1
2 (gL+ L)(36)On herhe à dérire l'ation des sous-groupes de ongruene de U(W ). Introduisons :

K1 = {g ∈ KV (LV )| (g − 1)B ⊂ 2A}Un élément de k ∈ K1 véri�e{
kL = L et,

ζ(k−1a) = ζ(a)[2] pour tout a ∈ LL'ation du groupe K1 sur l'espae S(W//L) est alors donnée omme dans le as dearatéristique impair par :
ω(k)ϕ(x) = ϕ(k−1x)



32 MATHIEU COSSUTTARemarquons queK(̟kLV ) ⊂ K1 si k ≥ α+1. Soit k ≥ α+2, nous notonsK = K(̟2kLV ).Soit t ≥ 0, notons S[t] les fontions à support dans ̟−(t+k)LW ⊗ L∗
V . S[t] est stable parl'ation de K.Proposition 8.3. � Il existe t0 ≥ 0 tel que :

SK ⊂ HWS[t0]Démonstration. � Il su�t de trouver un ertain t0, tel que pour tout t ≥ t0 + 1 :
S[t]K ⊂ HWS[t− 1].Nous onsidérons un veteur

ϕ ∈ S[t]K

ϕ est alors ombinaison linéaire de veteurs de la forme ∫
K ω(k)swdk. On peut don sup-poser que

ϕ =

∫

K
ω(k)swdkave w ∈ ̟−(t+k)LW ⊗ L∗

V .Posons :
Kw =

{
k ∈ K| (k−1 − 1)w ⊂ 2L

}On remarque que Kw est un sous-groupe de K tel que si k ∈ Kw :
ω(k)sw = ψ

(
1

2
B(w, k−1w − w)

)
swPour que le veteur ϕ soit non nul le aratère préédent doit-être trivial. On a donpour tout k ∈ Kw :

ψ

(
1

2
B(w, k−1w − w)

)
= 1On va en suivant Waldspurger ([Wald1℄,[Wald2℄) onstruire des éléments de Kw. NotonsHerm(V ) l'ensemble des endomorphismes de V véri�ant :

(cv, v′) + (v, cv′) = 0 ∀v, v′ ∈ VSi les éléments 1 ± c sont inversibles l'automorphisme γ(c) = (1 − c)(1 + c)−1 est dans
U(V ). Pour tout x, y ∈ V . On onstruit un élément cx,y ∈ Herm(V ) dé�nit par :

cx,y(w) = x(y,w) − ǫy(x,w)Lemme 8.4. � Supposons t ≥ 1, x ∈ ̟t+kLV et y ∈ ̟kLV . Alors l'élément γ(cx,y) estbien dé�ni et :� γ(cx,y) est dans Kw� ψ(1
2B((γ(c)−1

x,y − 1)w,w)) = ψ(B(w, cx,yw)) = ψ (tr(wx,wy)W )Où on a identi�é V ⊗W à hom(W,V ) par l'isomorphisme λ suivant :(37) {
V ⊗W →λ hom(V,W )

v ⊗ w 7→ (v′ 7→ (v′, v)w)



ASYMPTOTIQUE DES NOMBRES DE BETTI DES VARIÉTÉS ARITHMÉTIQUES 33Démonstration. � Posons c = cx,y. Sous les hypothèses, il est lair que γ(c) est bien dé�niet que le point (1) est vrai, on a de plus le développement :
γ(c)−1 = 1 + 2

∑

n≥1

cnOn a don :
ψ(

〈(γ(c)−1 − 1)w,w〉

2
) =

∏

n≥1

ψ(〈cnw,w〉)Mais d'après la dé�nition de c, on a si n ≥ 2 :
ψ(〈cnw,w〉) = ψ(

〈
cn−1w, cw

〉
) = 1vu que cn−1w ∈ L et cw ∈ L. On a don bien le premier point. Le reste est lair.Remarquons que par l'isomorphisme λ, on a :{

λ(gw) = g ◦ λ(w) ∀g ∈ U(W ) et,
LW ⊗ L∗

V = hom(LV , LW )On a d'après le lemme préédent :
〈w(̟t+kLV ), w(̟t+kLV )〉 ⊂ ̟t+rOESoit d véri�ant les hypothèses du lemme 8.1 pour le réseau LW et posons a = d + 2.Le lemme 8.2 nous donne un nombre b par rapport à e hoix de a. On suppose que

t0 + r ≥ b + 1. On applique e lemme et on obtient un sous-espae isotrope I de W telque :(38) w(̟t+kLV ) ⊂ I ∩ LW +̟d+2LWAppliquons le lemme (8.2) , on obtient une déomposition de Witt de W de la forme
W = I ⊕W0 ⊕ J véri�ant :(39) LW ⊂ ̟−d(I ∩ LW ⊕W0 ∩ LW ⊕ J ∩ LW )Posons g = ̟idI ⊕ idW0 ⊕̟−1idJ . On véri�e à l'aide des relations (38) et (39) que :
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