N

HAL

open science

Géométrie et cognition; ’exemple du continu

Bernard Teissier

» To cite this version:

‘ Bernard Teissier. Géométrie et cognition; I’exemple du continu. 2008. hal-00289952

HAL Id: hal-00289952
https://hal.science/hal-00289952

Preprint submitted on 24 Jun 2008

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://hal.science/hal-00289952
https://hal.archives-ouvertes.fr

GEOMETRIE ET COGNITION:
L'EXEMPLE DU CONTINU

CERISY SEPTEMBRE 2006

B. Teissier
Equipe “ Géomeétrie et Dynamique”,
Institut Mathématique de Jussieu,
UMR 7586 du CNRS
175 Rue du Chevaleret
F-75013 Paris, France.
email: teissier@math.jussieu.fr

June 24, 2008

Summary
In this paper | propose the idea to establish a clear digtimdietween the foundations of
truth and the foundations of meaning in Mathematics. | explan the most basic example,
the mathematical line, the possibility that the foundagiofhits meaning are provided by a pro-
tomathematical object resulting from the identificationdwyr perceptual system of the visual
line and the vestibular line, a point of view suggested bgnécesults of neurophysiology.

1 INTRODUCTION

Quand nous pensons une péesla signification de cette paédesest la forme du pro-
cessus neuro-physiologique sous-jacent.
Bernhard Riemanrgpuscule philosophique

En résung, pour chaque attitude de mon corps, mon premier ddtgmnine un point
et c’est cela, et cela seulement géffichit un point de I'espace.
Henri Poincarél.a Science et I'hypo#se Flammarion.

...et cela parétra bien beawa I'hnomme instruit, mais &plaira beaucoup aux ignorants
Maimonide Le guide deggates

Thierry Paul a commencé son exposé en nous disant quellaitithéen pour la
meécanique quantique: I'accord avec I'expérience estléxat et il n'y a plus de para-
doxes génants.

De méme, les mathématiques ne se sont jamais si bienegpitiEs conjectures et
problemestombentles uns apres les autres, les id&esmfeent, de nouveaux domaines
naissent.

A la difference de la Physique (qui s’estime probablementé&ede factopar
l'accord avec I'expérience, comme nous I'a rappelé Thi€raul), et ne revient sur



ses fondements qu’en cas de crise majeure comme celle Hetsdke la mécanique
quantique, les mathématiques, si prospéres qu'ellensd@’intéressent constamment
a leurs fondements.

Comme nous savons, depuis presque un siecle I'aspeco¥oiphie naturelle”
cher a Riemann, Hermann Weyl, Poincaré, Thom, a trop st&t délaissé dans
la réflexion sur les fondements au profit de I'aspect axicqnat Celui-ci fonde les
mathématiques d’'une maniére en apparence inattaquialelerelonne une puissance
créative inimaginable auparavant tout en rendant pass$ibubli de leur enracine-
ment historique dans le réel et en bouleversant la corigrude leur signification.
On peut dire sans trop exagérer, en particulier en ce quiezoe I'enseignement,
gue les racines "naturelles” des mathématiques ontegtiplacées, apres la crise des
géomeétries non euclidiennes, par une chape de bétomidgeemettre de construire
solidement. Les mathématiques n’étant plus enracidées le réel par nature, le
probléme de leurs fondements est apparu avec urgencejlrmatsapparu beaucoup
plus clairement en ce qui concerne la vérité, suscepdibiee rigoureuse analyse syn-
taxique, qu’en ce qui concerne la signification qui pour lceap de scientifiques était
trop difficile a appréhender dans les brouillards de lytpslogie”.

Une bonne partie de la philosophie des mathématiquesddest focalisée sur le
seul aspect logique (au sens classique, pas celui de LIGCettkee magnifique en-
treprise de refondation et sur les problemes mathénegique posent la théorie des
ensembles et la théorie de la démonstration.

Comme I'a rappelé aussi Thierry Paul, cette période efiimigation sur les fonde-

ments au début du XX"€sjecle a aussi été une période extrémement féconde en
Mathématiques, et I'activité fondationnelle ne regrésit qu’une toute petite partie de
I'activité totale.

Chez les mathématiciens l'intérét pour les fondemest£gidemment plus fort
dans les périodes ou la discipline a besoin d’examinepbgss si nouveaux que son
support intuitif ne peut pas suivre (pensez aux fonctiomsinaes non dérivables, aux
ordinaux) et qu'ils semblent donner matiere a contravens a paradoxe. Une en-
treprise de construction formelle et de révision des fications (deux opérations dont
jessaie d'étudier les relations dans ce texte) est abmesée et, en tous cas jusqu’'a
maintenant, les choses rentrent dans I'ordre. Par exempigrification de I'ensemble
de Cantor est désormais percue par un bon éleve de lac€nmi qu'il en soit, il sem-
ble que cet intérét pour les fondements soit assez faibéenoment. Voir [G3] pour
une réflexion stimulante sur les fondements et la logiqueespondante.

La théorie des ensembles de Zermelo-Frenkel semble su#figeour donner un
statut a tous les objets dont nous avons besoin, et la 'legigive” du mathématicien
moderne semble suffisante pour éviter les erreurs de ra@soent; ce mathématicien
n’en demande pas plus sauf si le probleme des fondementsdequpe.

Il a peut-étre tort, parce que I'enseignement des mathigues semble de plus en
plus éloigné du "réel” et privé de signification, et egtde moins en moins d’'étudiants.

La période actuelle semble propice pour se pencher semneimtesur deux problemes
qui devraient intéresser les philosophes et certainsénalticiens et auxquels le "Modele
standard” construit sur 'axiomatique de Zermelo-FrenkKepporte aucune réponse
parce gu'ils relevent non pas des fondements de la viérdis des fondements de la
signification.

e Comment se fait-il que le sentiment de comprendre une détraiion semble si
éloigné de la structure logique de la preuve?

e Comment détermine-t-on parmila myriade d’énoncésxgelisont assez intéressants



pour que I'on essaie de les démontrer?
C’est le moment de citer un des beaux aphorismes de René:Thom

La limite de la erité n’est pas I'erreur, c’est l'insignifiance.

Si, encouragés par cet aphorisme, nous acceptons l'idééqt fonder non seulement
la vérité des théoremes, mais aussi leur significatisemble important de développer
une analyse scientifique des aspects implicites du raiseamequi font appel par ex-
emple a des jugements sur le continu spatial, sa connegiésymeétries etc., ou a des
jugements sur I'ensemble des entiers, ses opérationsenlerdre dont il est équipé
dans notre espace mental.

Des progres dans cette direction permettraient peat-par un "retour au sens”,
de rendre les mathématiques plus accessibles, et il réssingpossible qu'ils aident
méme des chercheurs confirmés par une augmentation dééuci

La phrase de Riemann reproduite au début indique une idinedans laquelle il
était jusqu’ici difficile d’avancer faute de précisions es processus neuro-physiologiques
humains, et aussi faute d’'intérét (pour ne pas parler efiamée) a I'égard des sources
"psychologiques” de la signification de la part des scieniiis, hormis quelques
exceptions célebres comme Poincaré.

Au début les progreés des neurosciences ont surtout serbbade scientifique au
raidissementidéologique a la Changecix [C] et [C-C]) du réductionnisme discretement
envahissant de la fin du X3{"€siecle. Plus recemment ces progrés ont aussi servi
d’argument pour le développement d’une vision plus ridie[B2], [D]) de la pensée
consciente, faisant intervenir entre autres les ématiGapendant si des "moteurs” de
type émotionnel (involontaires, encore une fois, maigjilconscients) comme le désir
jouent sans doute un rdle dans la pensée scientifiqueleeng semble bien difficile
a cerner, peut-étre pas primordial, et je préfere meeptrer ici sur les pulsions de
nature plus "structurelle”.

S'il est indiscutable qu'un fondement de la vérité saeduttion rationnelle est de na-
ture religieuse et n’est pas une option pour un scientifiqueamporain, il me semble
important de distinguer entre “Fondements (ou sources) derlté des Mathématiques”
et “Fondements (ou sources) de la signification des Mathigues”.

Il est peut-étre temps en effet, plus de deux sieclessaemt, d’admettre une
bonne fois que la signification n’est pas réductible a lasge rationnelle et consciente
et surtout d’ertirer les congquence®n essayant de décrire comment et a partir de
quoi elle se construit, & quels besoins elle répond, etuellg apporte. Ce que la
signification apporte n’est pas une preuve de vérite, maisemble tout aussi indis-
pensable a la pensée scientifique, et un début d’andlysereuse de sa construction
est désormais possible.

Cette analyse s’appuie d’abord sur les progrées dans la @mapsion biologique
de notre perception du monde, de la mémoire et des évearsrmeonscients qui
foisonnent en nous. Cette compréhension est source deaoxiconcepts, et permet
d’'imaginer de nouveaux modes d’explication tenant compt@atre rapport incon-
scient au monde et se substituant aux tentatives vainealgsan "rationnellement” la
signification a I'aide de mots comme "métaphore” dont Iessdemande lui-méme a
étre expliqué au moyen d’autres mots, et ainsi de suite daa fuite sans fin analogue
a celle du “meta” dénoncée par Girard dans [G1]. Voir aiiss .

J'espere en particulier convaincre le lecteur que la duegui prévaut implicite-
ment dans I'enseignement selon laquelle la significaticnatgets mathématiques se
construit toujours parallelement aux fondements de léuités est erronée pour des



raisons fondamentales, et pas seulement parce qu’ellersedite par I'histoire des
mathématiques et I'expérience des cherchéurs.

Cela ne signifie pas que lesocklesde la pensée rationnelle ne puissent pas avoir
de signification, puisque aprées tout ils refletent aussi anctomatismes de pensée et
leur construction utilise notre perception de I'espacefgisd’'une maniére assez ex-
plicite comme dans la diagrammatique chere a Gilles &&gtet Charles Alunni, et
parfois d’'une maniére tres souterraine. Mais pour le nrihene semble que ce n’est
justement que d’une signification teur constructioret de leurs interactions (qui sont
contraintes par leur construction) qu'il s’agit. Cela diff de la signification propre
gue peuvent avoir des objets mathématiques. La distimesb cependant précaire car
la nature de certains objets mathématiques élabosederour une bonne part dans
leur construction. C’est le cas par exemple des algebogdateurs qu'utilise Girard.

Dans son exposé, nous avons appris une maniere de ara@énérativité folle
des symboles en interprétant dans une algébre "mod&rales opérations qu’ils sont
censés représenter, d’'une maniere qui préserve (etenggécise) leur signification
logique. Nous avons aussi appris que quelque chose comnseng™ou un "point de
vue”y influait sur la "vérité”.

On peutréver que I'étude du "sens cognitif ” des énongésest aussi une maniére
de modérer la générativité des constructions formetencontrera un jour la Geométrie
des Interactions. On peut voir une partie du livre [Pel] centerdescription du début
d’'un chemin allant dans cette direction. Pour une richerifgsan d’autres tentatives
dans cette direction, je renvoie a [B-L] et [C], ainsi qukaaxtes de J.-Y. Girard et G.
Longo dans ce volume. Dans une veine différente, je recammaivement le beau
texte [Be] de D. Bennequin.

Je me propose d’exposer ici une premiere approche, egtrésmt rudimentaire, de
ce "sens cognitif” qui fait partie du programme de rechemdbdéondements cognitifs
des mathématiques promu par le groupe “Géomeétrie etitoghformé par G. Longo,
J. Petitot, et moi (voir [LPT]).

Il'y a deux types d’ingrédients:

e Une interprétation cognitive de certains objets math&uas primitifs.

Les progres récents des neurosciences permettent de @mmama comprendre les
bases biologiques du role constitutif irréductible despace et du temps dans notre
représentation des phénomenes, sur lequel ont iresigté autres Kant, Poincaré, Her-
mann Weyl, Enriques.

e Le moteur constitué par ce que j'appelle la "pensée de baau’.

Ce vocable n'aici rien de méprisant, au contraire; il espiré par I'étude de la vision,
qui n’a vraiment décollé que lorsque les physiologistesassayé I'approche modeste
consistant a tenter de modéliser la “vision de bas nivegui'est la partie "immédiate”
de la vision, avant la couleur et avant toute interprétafla neurophysiologie com-
mence a donner une description de la maniére dont celasse paez I’homme et du
role des différentes aires visuelles du cortex).

J'entends par la les opérations de pensée involonititess souvenhconscientes
Celainclut des jugements involontaires comme celui de faidistinction fixe/mobile,
homogéne/inhomogene, celui de "comparer ce qui est caabje, par exemple com-
parer la taille de deux objets de méme nature, ou déteeterajularités temporelles

1Céder a la tentation (de bas niveau au sens défini un peubgls) d'identifier les fondements de la
signification avec les fondements de la vérité conduisiadsmon avis, a la proliferation de faux problémes
en philosophie des mathématiques.



ou spatiales ou des symeétries, faire des analogies, &disiinction entre un objet et
ses attributs, ne pas distinguer des objets different®uén commun des traits qui
nous intéressent. Cela inclut aussi des besoins fondame(du pulsions) de I'esprit
humain comme la recherche obstinée de causes ou d’orjfgrfast de se demander si
lorsque A implique B on a aussi B implique A, le besoin de sggbeo dans I'avenir,
de prédire, de créer des rituels, ou encore celui de cetiepte qui est incomplet, de
décomposer un objet ou un mécanisme complexe en objet€canismes simples.

L'étude de cette pensée de bas niveau reste a faire; sl proche de nous que
nous ne la voyons pas. Elle apparait cependant a chaajpe @t la pensée, y compris
dans les domaines les plus abstraits. Faire une liste réégagtes jugements et pulsions
de bas niveau est en soi un défi. Il me semble que ce sont Sagntséin (en ce qui
concerne le temps, dahss confessiongpuis de maniére plus philosophique Thomas
d’Aquin et Maimonide qui les premiers ont reconnu clairaimdans le cas particulier
des attributs de la divinité dans leurs religions respestique des automatismes de
pensée nous poussaient vers des paradoxie$M(]). 2 Dans un autre domaine, le désir
de bas niveau que toute proposition soit vraie ou fausseanaussi entrainés dans des
ornieres en logique (voir le texte [G2] de Girard dans ceina).

L'idée commune a ces deux ingrédients est que notre aaet le siege d’activites
involontaires et inconscientes dont une partie ressemlbles’ mathématiques, et que
ces activités inconscientes interviennent dans nossivonscientes commeservoir
de sens

Ce que nous percevons comme signification est en fait umamésce produite
par notre physiologie entre notre pensée consciente &tletsre du monde telle que
l'integrent, de maniére inconsciente, nos sens. Cettermance est loin d’étre un iso-
morphisme au sens décrit au paragraphe suivant. Elle estrdaire assez souple pour
pouvoir se propager le long de constructions formellesrggdgieres tres élaborées.

Dans ce qui suit, je vais essayer d'illustrer cette idédesiexemples les plus simples.

2 LADROITE ET AUTRES LIEUX

e La droite vestibulaire (pour des renseignements précis, voir le magnifique livre
[B1] d’Alain Berthoz): le systeme vestibulaire, situéndal’oreille interne, mesure
avec une bonne précision les accélérations de toutasasatll joue un rdle important
dans la survie des bipédes puisqu'’il permet de réagrrapidement lorsque le sujet
trébuche (la téte part en avant avec une forte acc@ajatll sert aussi a compenser
automatiqguement les mouvements de la téte dus a la masetw)i nous permet de
voir un monde stable pendant que nous marchons. Mais sudeet la mémoire,
c’est une centrale inertielle qui garde le souvenir de ®utes accélérations. D’'apres
le principe de relativité Galileenne le seul mouvementrgudonne aucun signal au
systéme vestibulaire (hormis le mouvement de la tétegsibien séparé du reste) est
la marche a vitesse constante dans une direction fixe.dlid&r@europhysiologique est
bien plus riche que cette description sommaire.
Nous appellerons cet état dynamique d’excitation minéntatiroite vestibulaire
Notons qu’elle est paramétrée par le temps, et scandéesgaas. La seule maniere
de s’y repérer est d'utiliser une horloge (par exempleenbtirloge interne, ou celle
donnée par la marche).

2Une des plus belles découvertes de la pensée religienmicitement soulignée dans le cadre du
judaisme par MaimoniddoC. cit,), est celle d¢'étre qui ne fait rien d’autre qu’étresans aucun attribut.



e La droite visuelle (voir [B1], cité plus haut, et [N]): le nerf optique transtrles
impulsions électriques produites dans la rétine pargdact des photons a des neu-
rones dont certains réagissent a la présence dans watialir donnée d’'un petit seg-
ment ayant une orientation donnée. Des neurones corréapba des directions assez
voisines s’excitent simultanément s’ils détectent lanme”orientation, bien plus que
s'ils détectent des orientations differentes. On patdiee que le "transport parallele”
est cablé dans V1, mais la réalité est plus compligizégéométrie des connexions est
loin de porter tout le fonctionnement, qui résulte ausiitdractions dynamiques entre
les aires visuelles et pour cette raison on préfere pddéarchitecture fonctionnelle
des aires visuelles. Quoi qu'il en soit, cette architecpeenet de détecter des courbes
et, parmiles courbes, d’isoler les DROITES, une droitetane courbe qui a partout
la méme orientation” selon la définition perceptuelle ddlihio dans [N]. Il semble
gue déja dans l'aire visuelle V1, par un réseau d’'exoitatet d’inhibitions les lignes
soient détectées. Les droites jouent un rdle spécias tizs aires visuelles situées en
aval de V2. La détection d’'une droite (en fait, il s’agit d’'un segmeetdroite) corre-
spond donc a un état dynamique d’excitation bien paigciprobablement extrémal
en un certain sens) d’'une assemblée de neurones du costeX.vNous appellerons
un tel état undroite visuelle Il faut insister sur le fait que la possibilité de I'exiate
de cette droite visuelle en neurophysiologie n’est pas duéwidente et est un acquis
relativement récent.

Il faut maintenant faire entrer en scéne les relatiorsfoétes existant dans le cerveau
entre le systéeme visuel, le systeme moteur et le systasgbulaire. Les relations
entre les trois ont été étudiées en particulier danaderatoire LPPA d’Alain Berthoz
et sont si étroitescf. [B1]) qu'elles justifient amplement l'intuition de Poinéa

Si les travaux cités dans [B1] confirment I'intuition de Recaré selon laquelle la po-
sition d’'un objet dans I'espace visuel est reliée pardigalent d’'un changement de
coordonnées a I'ensemble des tensions musculairesspomdant au geste qu'il faut
faire pour le saisir, il n’est pas abusif d’affirmer que dwtion de nos systemes de per-
ception a aussi créé un isomorphisme entre la droiteludatre et la droite visuelle,
dontj'ai souligné dans [T3] I'importance pour les fondartsede la signification de la
droite en lui donnant le nom domorphisme de PoincésBerthoz

Ce n’est pas un isomorphisme au sens de la théorie des elesamimis de sruc-
tures: je ne peux pas exhiber une bijection d’'un objet suti&respectant la structure,
et pour cause, puisque les deux droites sont des états dymesl’assemblées de neu-
rones. |l vaudrait peut-&tre mieux parler de “correspoies, mais la chose importante
est que cette correspondance permet de transporter ltusérde I'une des droites sur
l'autre et une fois ce transport fait cette correspondanestenqu’on lui applique le
vocable "isomorphismé’

Cet isomorphisme a en effet pour conséquence, par trandpastructure de la
droite vestibulaire sur la droite visuelle, de paramétette derniere. C’est lui qui
nous permet d’'imaginer que nous avancons le long d’'undgedg@omeétrique, c’est
aussi lui qui nous permet d’accepter comme évidence quaneg est paramétré par
une droite réelle, ainsi que les propriétés de contndi I'ensemble des nombres
réels, ses propriétés archimédiennes (en un nombrddipas, je dépasse n’importe
quel point), etc. C’est le genre d’'images dont Einsteinitlggaelles jouaient un grand

3Je remercie Daniel Bennequin pour ses remarques sur ceiige pa

4l s’agit plutdt d’'un isomorphisme dans une catégorie éecppts. Par ailleurs les connexions neu-
ronales entre les aires motrices, visuelles et le syst@stbulaire sont -entre autres- le support matériel de
'isomorphisme mais sa nature est bien plus complexe.



role dans sa pensée.

Je suggere que notre droite mathématique a pour sigioficdbbjet proto-
mathématique obtenu par identification de la droite visuet de la droite vestibu-
laire, et que la partie de notre "intuition mathématiqueil gst & I'oeuvre lors de
démonstrations portant sur les nombres réels proviecgtigbjet proto-mathématique.
Elle estl'origine de la construction des réels comme cé@tiquh des nombres rationnels
ou de leur définition comme corps totalement ordonné daasel tout sous-ensemble
borné admet une borne supérieure.

Lorsque I'on me parle d’une suite de nombres réels, je les "vois” sur la droite,
et si I'on me dit qu’ils tendent vers, je les vois osciller peut-étre un peu autourzde
tout en s’en rapprochant inéluctablement. Bien sOr on @eprimer tout cela avec des
suites de rationnels ou des éléments d’'un corps totaleardonné comme ci-dessus,
mais alors I'intuition a bien du mal a suivre! Ceci est unrapée de réponse au premier
probléme énoncé dans I'introduction

Un aspectintéressant de I'isomorphisme est que la drsiteeife et la droite vestibu-
laire n’ont pas les mémes automorphismes "naturels”. Lésmorphismes naturels de
la droite vestibulaire sont en effet les seules translations « + b, ou tout au au plus
les transformations affines — ax + b si I'on permet des mouvements uniformes
de vitesses differentes. En ce qui concerne la droite Néesugeux segments fermés
guelconques sont équivalents par un automorphisme afeinespace ambiant, (qui
apparait comme “externe” du point de vue vestibulaire pat en particulier compa-
rables au prix d’'un automorphisme affine de I'espace amiéspeectant les longueurs
méme si ils ne sont pas sur une méme droite. Il est possildecq simple fait, joint
au besoin "de bas niveau” de comparer ce qui est comparabteraluit a la théorie
grecque du rapport ou logos, si magnifiguement expliqués talivre [F] de David
Fowler. La question de comparer la longueur de deux segneshti€solue par les
Grecs en les ramenant sur la méme droite (par une isonaéfine comme ci-dessus!)
puis en regardant combien de fois (disep}le petit "va’dans le grand, puis combien
de fois le segment qui reste du grand quand on a regifeis le petit du grand "va”
dans le petit, et ainsi de suite (antiphairesis). Le rapgertleux segments est ainsi
décrit par une suit de nombres entiers, qui est infinie loeste rapport est irrationnel.
En termes plus modernes, c’est le développement en fractiontinues du nombre
réel qui est le quotient des longueurs des deux segmentgeessa I'aide d’'une unité
de longueur quelconque. Une version dégénérée deagitation, sa restriction aux
rapports qui sont des nombres rationnels, perdure dansemgeignement sous le nom
d’algorithme d’Euclide.

Un autre aspect est que le continu visuel et le continu du emmewnt se trouvent
identifiés, ce qui a des conséquences énormes: cela pdtimenter la notion de
trajectoire paramétrée par le temps, donc finalementieeamt de fonction, celui de
vitesse (voir plus bas) et enfin I'espace-temps!.

Enfin, des développements mathématiques importants (gariculier le cortege
d’idées accompagnant I'ensemble de Cantor) doivent mélgetsil leur naissance a
la contradiction apparente entre la définition cognitieela droite et le besoin (de
bas niveau) de la comprendre comme ensemble de points. Wgndeai plus bas a
propos des frontieres. A ce propos il est fascinant de eoictionner la pensée "de bas
niveau” lorsque Aristote étudie I'hypothése que I'espatle temps soient composés
d’indivisibles.

Le type d’analyse que je viens de décrire s’étend ensuifdan et a 'espace. Par
exemple le plan est paramétrisable de deux maniéres dugmvue vestibulaire: coor-



données cartésiennes ou coordonnées polaires. Le iglagl est celui de notre vision
sans le relief, et il est possible que tout autre plan soitipeomme un déplacement
de celui-ci. La description de I'espace visuel est com@auelle fait intervenir en
particulier la vision binoculaire, et surtout le systemeteur; je renvoie a [B1].

e Ordinaux

La droite vestibulaire peut servir de support a une siggtifin de I'infini : ce qui n’est
pas limité, la marche sans fin sur la droite. Il faut lire kestés de Fontenelle cités par
Michel Blay dans [LAB], et admirer la finesse avec laquel@&ctrit le malaise que sus-
cite I'idée de rajouter un nombre au bout de la suite des entiers. Ces textes résument
beaucoup de pages sur la difféerence entre I'infini "potdhét I'infini "actuel”, dans
lesquelles la réflexion théologique et la réflexion neatlatique se trouvent parfois
extremement proches. On voit, a partir de cette épo@senlathématiciens accepter
progressivement I'infini dans leur boite a outils et eeqsér la signification.

Par exemple dés la premiéme moitie d§T¥siecle Bolzano avait réalisé importance
du fait qu'un ensemble infini peut &tre en bijection avec @sek sous-ensembles stricts
(par exemple les entiers et les entiers pairs). La percém dependant attendre plus
d’un demi-siécle I'eépoque de Cantor.

Par contre, notre intuition du monde accepte beaucoup fffisldment I'idée de
marcherdepuisun temps infini. C’est peut-étre de la que provient not&fgrence
spontanée pour les bons ordres, ceux dans lesquels il nexister de suite infinie
décroissante (vers un point d'ou I'on ne peut pas revemure nombre fini de pas!),
en méme temps que notre besoin (de bas niveau) si fort quiaitaune origine ou une
cause (revoici la théologie!).

L'axiome du choix qui énonce quign peut choisir simultaement unélement
dans chacun des ensembles d’'une collecéwentuellement infinie d’ensembles non
videset le fait quetout ensemble peudtre bien ordong, c’est a dire muni d’un or-
dretotal (ce qui signifie que deux éléements quelconques sont cahbfem) sans suite
décroissante infinie, correspondent de la maniére lalidgente a deux pulsions de
bas niveau: le besoin que tout ait une origine et celui, pénatde moins bas niveau et
plus mathématique, de pouvoir choisir indéfiniment. @stiun exemple de réponse &
la seconde question posée dans I'introduction.

Ces deux assertions sampriori differentes mais I'equivalence des deux énoncés
mathématiques est un theoreme de théorie des ense@lgeut considérer que cela
rend manifeste une interaction entre les deux "évidendaesias fini que ces énoncés
étendent au cas infini.

Un grand moment de la pensée mathématique est la crgatic@antor de la théorie
des ensembles bien ordonnés ou du moins totalement cedprhen particulier la
prise de conscience du fait gqu'il y en avait beaucoup. Lessels d’'isomorphisme (=
bijection croissante) d’ensembles bien ordonnés sorglaéppordinaux Les ordinaux
peuvent eux-mémes étre munis d’un ordfe< «’ signifie qu’il existe une injection
croissante d’'un représentant dedans un représentant d¢. Cet ordre fait des or-
dinaux un ensembtebien ordonné. Chacun des ordinaux finis est représemtérpa
ensemble d’entier§l, . .., n} muni de I'ordre usuel, et on peut le désigner par I'entier
n. Le premier exemple infini est la classede I'ensemble ordonn& des entiers.
C’est par la considération des ordinaux supérieussjaie I'on peut se représentsy,

5Note technique: pour la plupart des mathématiciens, auailent dans un modele fixe de la théorie
des ensembles, congu comme un univers (mental), les asdamastituent un ensemble, alors qu’en logique
leur statut est plus complexe.



ou plutdtw, d’une maniére que notre intuition accepte facilemengsie plus petit
ordinal plus grand que tous les ordinaux qui sont les cladeesembles finis!.

Plus précisement, considérons I'enseniiedes paires d’entiers positifs ou négatifs,
ordonné lexicographiquement. L'inégalitg j) < (¢, j') signifie quei est inférieur &
1/ ou ques = i’ et estinférieur &’. C’est bien I'équivalent numérique de I'ordre du
dictionnaire.

C’est bien un ordre total, mais il ne fait pas @& un ensemble bien ordonné.
Un sous-ensemble bien ordonné Zi consiste en pointéi, j) dont la premiére co-
ordonnée est bornée inféerieurement (disbris 0 pour fixer les idées) et tel que de
plus,pour chaque, la seconde coordonnée des points de I'ensemble dontiaigne
coordonnée vaut est bornée inférieurement. Par exemple I'enseriledes points
dont les deux coordonnées sont positives est bien orddterésemble des points dont
la premiere coordonnée est positive ne I'est pas. Censits le sous-ensemble bien
ordonné deZ? obtenu comme ceci: pour chaque entier 0 choisissons un entier
positif ou négatifi(i). Notre ensemble est:

Es ={(i,j) € Z*[i > 0, j > B(i)}.

Nous pouvons maintenant faire en pensée le parcours $uinaetend la droite vestibu-
laire:

Partons du point0, 5(0)) et augmentons la seconde coordonnée d’'une unité a la fois
Nous marchons sur la droite vestibulaire identifiée ad’arertical” des points dont la
premiére coordonnée valit Aprés une infinité de pas le point de I'ensemble qui

se présente a nous naturellement est le pding(1)), qui est un parfait représentant
de l'infinité de pas que nous venons de faire; c'est le plug pEement de notre en-
sembleFs qui soit plus grand que tous les entiers, identifiés auxtpala coordonnée
(0,7);7 > B(0). Appelons lew. Puis poursuivons notre marche, cette fois-ci en mon-
tant parmi les points d&z dont la premiére coordonnée vdut_e point(1, 5(1) + 1)
s'appellerav + 1, et ainsi de suite. Le poiri2, 3(2)) s'appellera naturelleméhi2, et
lorsque nous aurons épuisé toutes les valeuisidet atteindrons/?, qui est I'ordinal
représenté paN? muni de I'ordre lexicographique, mais pour représenteocginal

par un point, nous devrons nous placer dahsnuni de I'ordre lexicographique. Nous
pourrions évidemment ajouter formellement a 'ensenMléou aN?) un élémenty
(ouw?) et étendre la relation d’ordre en décidant que ce noeieehént est plus grand
que tous les éléments &&(ouN?). Cette construction brutale n’arien de géomeétrique
et reste proche de ce que Chatelet appelle je crois "laonéthé de I'agrégat”. La
représentation par les produits lexicographiques est ples riche et méne en par-
ticulier & la définition duproduit des ordinaux et a la description de la structure de
"I'ensemble” des ordinaux.

Nous avons ainsi satisfait une pulsion de la pensée de beawnicompléter ce qui est
incomplet, en plongeant les entiers dans un ensemble bdemoé plus grand. Celui-ci
possede a son tour un infini, que I'on peut réaliser darengemble bien ordonné plus
grand, et ainsi de suiteLordinal w apparait désormais comme un nombre assez sem-
blable aux autres; il en differe par le fait qu'il faut undimité de pas pour I'atteindre,

et que I'on ne peut pas parler de— 1 puisqu’il n’a pas de prédécesseur.

6En fait, il s’appellerait tout aussi naturellemeht mais la multiplication des ordinaux au moyen de
produits lexicographiques n’est pas commutative et aveoraention usuell@w est égal .

"Rappelons que cette soudaine multiplication des infinispais été acceptée sans difficultés par des
mathématiciens proches de la physique dont l'intuitiachignait. Mais tous ont fini par se rallier au point
de vue de Hilbert affirmant que "nul ne le chasserait du paredé par Cantor”. Aujourd’hui encore, les
anglo-saxons utilisent la terminologie rassurantéirdearly ordered sepourensemble totalement ordonné



Pour rassurer le lecteur, ou plutdt pour satisfaire saiqgmulde bas niveau concer-
nant l'unicité des représentations, j'ajouterai quaecegprésentation est, a un iso-
morphisme d’ensembles ordonnés (= bijection croissamés), indépendante du choix
de la fonctioni — 3(i) de N dansZ. L'ensemble bien ordonn®&? correspond au
choix 3(7) = 0 pour tout entiet.

e Bords et frontieres

La droite visuelle et la droite vestibulaire portent toutiesix des frontieres, qui sont
le bord ou I'extremit pour I'une, et lafin (du mouvement) pour l'autre. C’est une
propriété fondamentale du continu, déja repéréeApetote, que d'étre constitué de
frontieres. La correspondance entre une frontiere algadit une frontiere temporelle
dans l'isomorphisme de Poincaré-Berthoz a de nombreusesquences. Je veux
me concentrer sur le fait que le mouvement pouvant s’intepre a tout instant, la
droite visuelle, par transport de structure, devient digscomme le temps et que
cette division est manifestée par le choix d’'un point ddarr

En fait la réflexion classique sur la divisibilité de I'esge et du temps a je pense
deux versions qui sont en quelque sorte duales: le contasi pas "formé” de points,
c’esta dire gqu'il n’est pas seulement un ensemble de poirdss il contient des points,
qui y apparaissent comme desupuresqui le séparent en morceaux adjacents, et
qui sont précisement les couputete Dedekind. Lavatar temporel de la coupure
estl'instant. L'observation fondamentale de Dedekind (voir [De]) esegoomme
le temps, le continu unidimensionel contient comme poiotgesles frontieres (ou
coupure¥ que I'on peut y définir et rien d’autre, ce qui n’est pas le da I'ensemble
des nombres rationnels contenus dans un intervalle doBreautre part un contin-
uum (compact) de nombres réels, c'est a dire un interalléd fermé (= contenant
ses extrémités), possede une structwsimilaire il est reunion de sous-intervalles
stricts qui lui sont isomorphes, et méme par des isomonmssnaturels. De méme
gue I'on peut itérer indéfiniment la séparation en deuxlpachoix d’un point, on
peut itérer a l'infini la décomposition correspondantendintervalle fermé comme
reunion de deux intervalles fermés plus petits. Celaim@i’homogéneité du con-
tinu. La construction de I'ensemble de Cantor et celle deasatogues en dimension
supérieure reposent sur cette autosimilarité de la@lrdit plan, de I'espace. En fait,
la construction de Cantor est la construction la plus sirdplee point de vue pour un
sous-ensemble de l'intervalle, 1] qui soit totalement discontinu, c’est & dire dépourvu
de frontieres (techniqguement: ne contenant aucun irltejvat non dénombrable ainsi
gue son complémentaire. Tant la notion de frontiere qlle d&autosimilarité sont es-
sentiellement topologiques. La difference entre poimtgibnnels et points rationnels
disparait lorsqu’on les considére en tant que couputéds)ereste que des bords tous
isomorphes, ce qui exprime aussi ’homogéneité du cantin

Les paradoxes de Zénon sur I'impossibilité du mouvemembsent d’'une part sur
la question de la finitude d’'une somme infinie de termes, quithenotre intuition
vestibulaire liee a la marche, et d’autre part sur la qaest'atteindre ou non en un
temps fini une frontiére située & distance finie. En I'alogedu concept de vitesse la
question est difficile! Or, a partir de I'antiphairesisaifallu du temps a la pensée scien-
tifique pour accepter de diviser des longueurs par des terapgdlez-vous: comparer
ce qui est comparable). On peut dire que la définition detksse est une retombée
numeérique de I'ilsomorphisme de Poincaré-Berthoz, gétait possible qu’apres que

8Une coupure est une partition de 'ensemble des nombresnetis (ou réels) en deux sous ensembles
non vides tels que tout éléement du premier soit inferéetaut élément du second. Par exemple les rationnels
inférieurs &,/2 et ceux qui sont supérieurs. Une coupure des rationnésmiime un unique nombre réel.
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I'antiphairesis ait cédé la place au quotient des longai@our comparer deux seg-
ments? Cela souligne le fait que notre espace mental ne nous inaiteimous de-
mander combien de fois un temps “va” dans une longueur, ngffen peut mesurer
des distances en heures ou journées de voyage. |l nous'édnard les transformer
en nombres par une mesure. La notion qualitative de vitesisevidemment partie de
notre expérience primitive du monde et I'animal poursofvsa proie en a une percep-
tion extremement précise, mais sa définition quanigagst assez complexe.

3 LAPPROCHE COGNITIVEN'EST PAS ANTHRO-
POMORPHIQUE

Rappelons les considérations de Poincaré dans [P] siMég&nique anthropo-
morphique”, a propos des notions de force et de chaleurmtmunt avons "I'intuition
directe”. Je renvoie aussi a ce qui vient d’étre dit suritesse:

...cette notion subjective ne peut se traduire en nombreg étle ne sera rien...

et, plus loin:

L’anthropomorphisme a jaaiun le historique consigrable dans la geese de la
mécanique; peuétre fournira-t-il encore quelques fois un symbole qui paeacom-
modea quelques esprits; mais il ne peut rien fonder qui ait un cé&ee vraiment
scientifique, ou un caragete vraiment philosophique

Mais il y a une grande difference entre le fait de rechertdefondements de la sci-
ence dans les sensations et le fait de rechercher les fomtiedee la signification de
la science dans la structure des systemes de perceptiattod et dans la pensée de
bas niveau. Ce que nous proposons ici differe beaucoug@pproche anthropomor-
phique au sens ou I'entend Poincaré.

Celui-ci réfute a juste titre I'idée d’une relation dite entre nos sensations et la sci-
ence quantitative. Il dénie méme, encore a juste titne, signification philosophique
a ces relations mal définies entre la description scigotfides phénomenes et la per-
ception qualitative que nous pouvons en avoir.

Je propose I'idée d’une relation tres forte entrentesles d’inégrationdes données
de nos difféerents systemes de perception et de leussdiapermettent une perception
unifiee de notre environnement etd@gnificationdes objets mathématiques que nous
utilisons pour décrire cet environnement.

J'y ajoute I'importance pour la construction scientifiquess ghulsions simplificatri-
ces inconscientes que j'appelle de bas niveau, auxqueliesdé ne fait pas référence
mais dont la reconnaissance me semble aussi nécessarellgudu caractere quanti-
tatif sur lequel il insiste.

En revanche, I'approche cognitiviste met en évidence ilegfiae nos construc-
tions mathématiques sont fortement dépendantes d’uéragsperceptif et de pulsions
gue nous partageons en grande partie avec les prinetefTe], [T3]). Des étres
pensants ayant les perceptions de poulpes construiraéemétre les mémes objets
mathématiques mais pas pour les mémes raisons ni aveente signification.

9Les diagrammes d’Oresme du chapitre 2 de [C] peuvent giréiter comme une tentative de présenter
"a la grecque” (c'est a dire que les produits sont vus cordegeaires) au moyen de diagrammes la longueur
parcourue lors d'un mouvement commepmduitde "quelque chose” par le temps, ce qui était sans doute
la seule maniere possible a I'eépoque de diviser de marsgucturelle (par opposition a numérique) une
longueur par un temps podgfinir la vitesse moyenne.
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4 L'APPROCHE COGNITIVE N'EST PAS REDUC-
TIONNISTE

Il faut peut-étre défendre ce point de vue contre une atmrsde réductionnisme.
Bien s0r la signification n’est pas “cablée” dans notreseau et n’est pas réductible
a la physico-chimie. Lidée qui me semble la plus pertieezst encore due a Thom:
Linvestissement des "prégnances” de sens sur des 'sedi de langage (ici la "droite
mathématique”) est une opération du type "création agdge” qui n’obéit pas au
principe de Curie (les symétries des causes se retrouagist lés symétries des ef-
fets ) et par conséquent n’est pas susceptible d’une géiscriformelle €f. [Th], pp.
113-116 et 310-311). S'il y a réduction, elle est indeddrlp!

Une autre maniere de le dire est que les neurosciences ppienaent entre autres
gu’au niveau physico-chimique notre cerveau est le siégehénomenes d’'une com-
plexité dont notre “pensée pensante” n'a aucune idéey dldes dynamiques sur
plusieurs échelles qui interagissent, et bien d’'autresces de complexité. Cela étant
admis, quelle signification aurait une "réduction” de lapee a des phénomenes physico-
chimiques? Ce n’est vraiment pas du tout comparable avelzction de la chimie
aux interactions moléculaires, qui d'ailleurs est loigtde completement faisable en
pratique parce qu’'elle est elle-méme d’'une grande contplex.a biologie n'a pas
encore trouvé son Godel, celui qui convaincra les pramgs de la discipline que
tout ce qui est observable n’est pas rationnellement dédecle principes et de faits
élémentaires. En revanche, I'analyse neurophysiolegikjmagerie et la modélisation
apportent des informations précieuses (et parfois d'ugeigion spectaculaire, voir
[Pe2]) sur des mécanismes précis a des échelles psé@s suggerent de nouveaux
concepts.

5 IT'S THE GEOMETRY, STUPID!

(Voir [Car])

La seule signification de la phrase kantienne “L'espace mstdonnée priori de

la conscience” qui me soit accessible est que notre rapd@space esmmédiatau
sens étymologique.
C’est me semble-t-il dii exactement a cette identificatiemos perceptions visuelles,
vestibulaires et motrices décrite dans [B1], et c’est un&ce inépuisable d’'images
et d'analogies, qui nous sont des "modéles” proto-matt&mues de dynamiques tres
élaborées.

Il faudrait étudier la maniéere dont 'isomorphisme derRairé-Berthoz s’étend aux
courbes, trajectoires dynamiques aussi bien que visygliésnt les mémes propriétés
topologiques que la droite, mais qui ne sont pas aussi gvitent autosimilaires.

Le concept de trajectoire ramene (au prix de la constraction espace de phases)
notre conception de I'évolution temporelle de tout sgmemécanique, si compliqué
soit-il, a la trajectoire d’un caillou que I'on lance damstreespace. D’allleurs il serait
sans doute plus pertinent, comme l'avait déja vu Pomade dire que I'espace-temps,
ou plutdt lemouvemengst une donnéa priori de la conscience.

L'intégration du temps comme dimension est permise psoifiorphisme de Poincaré-
Berthoz, mais celui-ci n’épuise pas le sujet; d'autresraimenes perceptifs de nature
analogue régissent sans doute la création de I'idtaléthématique du mouvement.
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Une partie des mathématiques consiste a créer, au maytnmdéthode axioma-
tique, des espaces dans lesquels nous pouvons nous MavgeRsée- "presque”
comme dans notre espace usuel, mais dont les points ontgtefcsitions tres ab-
straites: ils peuventreprésenter des fonctions, desrdries de "nombres”, des mesures,
des lois de probabilité, des objets géométriques, etousN transportons la notion
de distance a laquelle nous sommes habitués depuis desnesnde générations, ou
encore celle des symétries de I'espace, et elle permeta®utrer par exemple des
résultats portant sur les solutions d’équations auiwéés partielles ou, dans le cas de
la Géométrie des nombres de Minkowski, sur les solutiddgucations diophantiennes.

J'aime résumer cela en disant que nous ne comprenons arethé que lorsque
nous avons réussi a I'expliquer au primate qui est en netugui a &té entrainé a cela
pendant notre formation).

Mais presque tout reste a comprendre de la maniere dogptasentation formelle
intégre ce qui provient de I'utilisation dans ces espaeasalre intuition de I'espace a
trois dimensions ou plutdt, encore une fois, du mouvemeela revient a décrire une
toute petite partie de la maniéere dont I'inconscient doaunéangage sa structure et sa
signification €f. [T2]). Je renvoie aussi au texte [G1] de Girard.

Par ailleurs I'interprétation perceptive de certain®etbfondamentaux comme I'ensemble
des entiers n’est certainement pas épuisée par une dygpgéometrique, et la marche
n’est qu’'un exemples des actions ou phénomenes rigpétitpériodiques dont le rap-
prochement avec le denombrement des objets fonde me seiihlaesignification des
entiers. La danse trouve probablement en partie son orifzine un lien perceptif en-
tre la marche et d’autres mouvements périodiques du cotps perceptions auditives
périodiques.

Il semble par ailleurs que, au cours du développemente petrception immédiate
des nombres (ou plutdt des cardinaux finis) est beaucos@ffiectée par I'acquisition
du langage que notre perception de I'espace.

6 CONCLUSION:

I me semble que I'on peut dire que I'isomorphisme de Poiad2erthozonstitue
I'objectivité de la signification de I'idéalité mathé&tique appelée droite. Cette signi-
fication n’a donc pas d’existence absolue, indépendanie &fre dont la perception
puisse construire cet isomorphisme, et son objectivitpledt un fait de nature inter-
subjective entre de tels étres.

La construction classique de la droite réelle a partiratgirs de la théorie des en-
sembles, par passage aux hombres rationnels puis paretiongéu construction de
coupures) jusqu’aux nombres réetmstitud’objectivité de la vérité des énoncés con-
cernantl'idéalite mathématique appelée droite. @i hdmet I'objectivité de 'ensemble
des entiers, celle de la droite est inattaquable. Cependiametres ayant d’autres per-
ceptions la constitueraient peut-étre par un autre chemin

Larelation entre ces deux constructions d’idéalitéstpas immédiatement évidente.
L'usage intermédiaire des rationnels peut étre vu commegouemiere tentative d’atteindre
la divisibilite du continu dont il a été question plus hauson échec est manifesté
par I'existence de coupures irrationnelles dans I'enserdbs nombres rationnels et
I'ajout de celles-ci suffit pour obtenir I'objet qui, comme diroite visuelle, contient
toutes les frontieéres que I'on peut imaginer d'y tracerfaied’admettre que ces deux
constructions "parlent de la méme chose” est entre autresassertion sur le rapport
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entre discret et continu et est un vrai sujet de philosopb& rdathématiques, dont
l'interprétation donnée ici me semble compatible aveaighpas du tout épuisée par)
le Platonisme Godelien dont Petitot se fait I'avocat dausd].

Les réflexions présentées ici partagent avec celles ies@hatelet dans son su-
perbe livre [C] une méme quéte "irrationnelle” du sensam@sstructions physiques ou
mathématiques mais les chemins suivis, s'ils se rappragbeefois, ne sont pas les
mémes. Bien que les réflexions de Chatelet soient beayzas élaborées que celles
de ce texte, j'espéere pouvoir faire ailleurs quelques cmaigons.

J'espere aussi avoir convaincu le lecteur par ces quekssples encore tres peu
développés qu'il était intéressant de rechercher tlassucture extrémement riche de
notre systeme inconscient de perception de notre envéroent et de pulsions simpli-
ficatrices le fondement de la signification de certaines dealités et de certains des
résultats des mathématiques.

Je remercie Philippe Courrége de sa lecture aigiie et desggues constructives.
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