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Abstract.− ❚❤✐s ✇♦r❦ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❛ str❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛s✐♥s ✉♥❞❡r ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❡r♦s✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ■t ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❧❛ss
♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❝❡ss❡s
♦❢ s❡❞✐♠❡♥ts✳❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❣❧♦❜❛❧
❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✭t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤②✮ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
tr❛♥s♣♦rt t❡r♠✳❱❛r✐♦✉s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣
t❤❡ ♠♦♥♦❧✐t❤♦❧♦❣✐❝ ❝♦❧✉♠♥ ❝❛s❡ ✿ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ✈✐❛
❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t t✐♠❡✲❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r
♣❛ss✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐ts ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ✭❞♦✉❜❧❡ ✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡
t❡r♠✮✳❚❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ r❡❛❧✐st✐❝
tr❛✈❡❧✐♥❣✲✇❛✈❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❜② ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t s♦♠❡ s✉r♣r✐s✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❜❛rr✐❡r ❡✛❡❝ts ❛♥❞
❞❡❛❞✲③♦♥❡s✮✳

❘és✉♠é✳− ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t
❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜❛ss✐♥ sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ s✉r ❧❡ ✢✉① ❞❡s ♠❛t✐èr❡s ❧♦rs ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬ér♦s✐♦♥✱ sé❞✐♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ♦✉ tr❛♥s♣♦rt ❞❡s sé❞✐♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❜❛ss✐♥ s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐❧❧✐♦♥s ❞✬❛♥♥é❡s✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ré❣✐t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r
❞❡s sé❞✐♠❡♥ts ❞é♣♦sés ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉ ❜❛ss✐♥✱ q✉✐ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
t♦♣♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ③ér♦✳ ▲❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉♥❡ ♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❢♦r♠✉❧♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦❜st❛❝❧❡ ❡♥✈✐s❛❣é ❀ ♣✉✐s✱ ♥♦✉s
♣r♦❝é❞♦♥s ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❡♥ t❡♠♣s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té
❞✬♦r❞r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉
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t❡♠♣s t❡♥❞ ✈❡rs 0 ❀ ❡♥ ❢❛✐t ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❞✉❡ à ✉♥❡ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① s✉✐t❡s
q✉✐ ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t q✉❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s é❝❧❛✐r♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✉♥ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❡t ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ✏tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡s✑ à ♦❜st❛❝❧❡ ♠♦❜✐❧❡ ❞❛♥s
❞❡s s❝é♥❛r✐♦s ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛tt❡st❛♥t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ét✉❞✐é ✐❝✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜❛ss✐♥ sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡ s♦✉s ❧❡ tr✐♣❧❡
❡✛❡t ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬ér♦s✐♦♥✱ sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t tr❛♥s♣♦rt ❞û ❛✉① ✈❡♥ts✱ ♣❧✉✐❡s✱ ❝♦✉r❛♥t ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✱
etc ✳✳✳ ✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ str❛t✐❣r❛♣❤✐❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡
♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐❧❧✐♦♥s ❞✬❛♥♥é❡s✳ ❖✉tr❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ♣r♦s♣❡❝t✐♦♥ ♣étr♦❧✐èr❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s
♣r♦❜❛❜❧❡ ❞❡s rés❡r✈❡s ❞✬❤✉✐❧❡ ❡t ❞❡ ❣❛③✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ét✉❞✐é ✐❝✐ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s r❡❧✐❡❢s ❞❡
t②♣❡ ❞és❡rt✐q✉❡ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ✈❡♥ts ♣❛r❢♦✐s ✈✐♦❧❡♥ts✳❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥
❞❡ ❧✬❯♥❡s❝♦ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞és❡rt✐q✉❡ ❝réé ♣❛r ❧✬❛ssé❝❤❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❡r ❞✬❆r❛❧ ❛✉ ❑❛③❛❦❤st❛♥ à ❧❛
s✉✐t❡ ❞✬✐rr✐❣❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉✐t❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❛t❛str♦♣❤✐q✉❡ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ é❝♦❧♦❣✐q✉❡ ✿ ♣r✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡
♣❛rt✐❡ ❞❡ s♦♥ ❛♣♣r♦✈✐s✐♦♥♥❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧ ❡♥ ❡❛✉✱ ❝❡tt❡ ♠❡r ✐♥tér✐❡✉r❡ s✬❡st r❡t✐ré❡ ❡t s❛ s✉♣❡r✜❝✐❡ ❛ été
❞✐✈✐sé❡ ♣❛r tr♦✐s✳ ▲❡s ✈❡♥ts ✈✐♦❧❡♥ts ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❛rr❛❝❤❡♥t ❧❡ s❛❜❧❡ ❡t ❧❡ s❡❧ ❞é♣♦sé s✉r ❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧❛ ♠❡r
♥❛❣✉èr❡ r❡❝♦✉✈❡rt ❞✬❡❛✉✳ ❙❡❧♦♥ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ♦♥ r❛♣♣♦rt❡ ✭✏▲❡ ▼♦♥❞❡✑ ❞✉ ✶✸ ❥✉✐❧❧❡t ✷✵✵✼✱ ♣✳✸✮ q✉❡
✷✵✵✵✵✵ t♦♥♥❡s ❞❡ s❡❧ ❡t ❞❡ s❛❜❧❡ s♦♥t ❛✐♥s✐ ❝❤❛q✉❡ ❛♥♥é❡ tr❛♥s♣♦rté❡s ❞❛♥s ✉♥ r❛②♦♥ ❞❡ ✸✵✵ ❦♠✱ ♦✉tr❡ ❧❡s
r❡st❡s ❞❡ ♣❡st✐❝✐❞❡s ❡t ❞✬❡♥❣r❛✐s ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ré♣❛♥❞✉s ❡♥ q✉❛♥t✐té ❞❛♥s ❧❡s ❝✉❧t✉r❡s ✐rr✐❣✉é❡s ❡♥ ❛♠♦♥t ❡t
❝❤❛rr✐és ❞❛♥s ❧❡ ❜❛ss✐♥ ♣❛r ❧❡s ✢❡✉✈❡s ❛❧✐♠❡♥t❛♥t ❧❛ ♠❡r✳ ❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❜r✉t❛❧❡s ❞❡ ❧✬é❝♦❧♦❣✐❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t s♦♥t ❝❛✉s❡s ❞❡ ❣r❛✈❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s s❛♥✐t❛✐r❡s✳ ❉❡s ♠♦❞è❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❡t ❞✬❛♥t✐❝✐♣❡r ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥✳

❯♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ér♦s✐✈❡ ❞❡ ✈❡♥ts ❢♦rts tr❛♥s♣♦rt❛♥t ❞✉ s❛❜❧❡ ❝♦♥tr❡
❝❡rt❛✐♥❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧❛ ●r❛♥❞❡ ▼✉r❛✐❧❧❡ ❞❡ ❈❤✐♥❡ ❡t q✉✐ ♣♦s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ s✐t❡✳

▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s♣♦rts ♠❛r✐♥s r❡ç♦✐t ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ♣❛r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❞és❡♥s❛❜❧❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❜❛✐❡ ❞✉ ▼♦♥t ❙❛✐♥t✲▼✐❝❤❡❧✳ ❯♥ ❜❛rr❛❣❡ ❡♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛❣✐ss❛♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ré❣✉❧❛t❡✉r ❞❡s
✢✉① ❡t ❞❡s r❡✢✉①✱ ❡st ❞❡st✐♥é à ❧✐❜ér❡r ❧✬❡♥❞r♦✐t ❞❡ ❧❛ ❣❛♥❣✉❡ ❞❡s sé❞✐♠❡♥ts q✉✐✱ ❥♦✉r ❛♣rès ❥♦✉r✱ ❡♠♣r✐✲
s♦♥♥❡ ❧✬é❞✐✜❝❡✱ ❛✉tr❡❢♦✐s ❞✐st❛♥t ❞❡ q✉❛tr❡ ❦✐❧♦♠ètr❡s ❞✉ ❝♦♥t✐♥❡♥t ❡t ❞és♦r♠❛✐s ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡
♠ètr❡s✳ ▲❡s ♠❛ré❡s✱ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦✉r❛♥ts ♠♦♥t❛♥ts s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥ts q✉❡ ❧❡s ❥✉s❛♥ts✱ ♦♥t ♣r♦✈♦q✉é
❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❜r✐s s❛❜❧❡✉① ♠é❧❛♥❣és à ❞❡s ❞é❜r✐s ❞❡ ❝♦q✉✐❧❧❛❣❡s ✿ ❧❛ t❛♥❣✉❡✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♦✉✲
✈r❛❣❡ ❤②❞r❛✉❧✐q✉❡ à ❞♦✉❜❧❡ ❡✛❡t s✉r ❧❛ r✐✈✐èr❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❧❡ ❈♦✉❡s♥♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ✢✉① ❡st ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❢❛✐❜❧❡✱ ♣♦✉r
r❡t❡♥✐r ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧✬❡❛✉ ❞❛♥s ✉♥ rés❡r✈♦✐r ❡♥ ❛♠♦♥t✱ à ♠❛ré❡ ❤❛✉t❡ ❀ ❛✉ r❡✢✉①✱ ❤✉✐t ✈❛♥♥❡s
❣é♥ér❡r♦♥t ❞❡s ❝❤❛ss❡s ❞✬❡❛✉ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐t ❞✉ ❈♦✉❡s♥♦♥ q✉✐ r❡♣♦✉ss❡r♦♥t ❧❡s sé❞✐♠❡♥ts ❛✉ ❧❛r❣❡✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡s
❡①♣❡rt✐s❡s✱ ❡♥ ❞❡✉① ❛♥s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡s ✸ ♠✐❧❧✐♦♥s ❞❡ ♠ètr❡s ❝✉❜❡s ❞✬❛❧❧✉✈✐♦♥s q✉✐ s❡
s♦♥t ❛♠♦♥❝❡❧és ❞❡✈r❛✐t ❛✈♦✐r été ❞é❜❧❛②é❡✳ ❊♥ ❤✉✐t ❛♥s✱ ❧❡s q✉❛tr❡✲❝✐♥q✉✐è♠❡s✱ ❡t✱ à ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉
❞✉ s✐è❝❧❡✱ ❧❛ ❝♦t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❢♦♥❞s ❞❡✈r❛✐t ❛✈♦✐r ❜❛✐ssé ❞❡ ✼✵ ❝❡♥t✐♠ètr❡s ✭✏▲❡ ▼♦♥❞❡✑ ❞❛té ❞✉ ✷✾ ❥✉✐❧❧❡t
✷✵✵✼✮✳
❈❡s ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ✐❧❧✉str❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt é♦❧✐❡♥ ❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt
♠❛r✐♥✱ ♥❛t✉r❡❧ ♦✉ ❢♦r❝é✳

P❤②s✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡
✕ ❧❡ ✢✉① ❞❡s ♠❛t✐èr❡s ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r S ❞❡s sé❞✐♠❡♥ts ❞é♣♦sés ❀ ❛✉tr❡✲
♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣r❛✈✐t❛✐r❡ ré❣✐ ♣❛r ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞✉ r❡❧✐❡❢ ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ∇S✱ ❡t ♣rés❡♥t❛♥t
✉♥❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✳

✷



✕ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✲❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ✈❡♥t✲ ❛ ✉♥ ❡✛❡t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ s✉r ❧❡ ✢✉① ❞❡s ♠❛t✐èr❡s ❀
❝❡t ❡✛❡t ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r ♣❛r ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉① ❢❛❝t❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛t✐❢s ❞✉
tr❛♥s♣♦rt ❞❡s sé❞✐♠❡♥ts ✭tr❛♥s♣♦rt é♦❧✐❡♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳

✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

❖♥ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬❡♥tr❡♣r❡♥❞r❡ ✐❝✐ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s
❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❧✐♠✐t❡ ❞✬ér♦s✐♦♥ E ❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✉♥✐❧❛tér❛❧❡ ❞✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✐♥s✲
t❛♥t❛♥é q✉✐ ré❣✐t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✜①❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✳
❖♥ ♥♦t❡ Ω ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ❞❡ R2, ✜❣✉r❛♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉ ❜❛ss✐♥ sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡✱ s✉♣♣♦sé❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ✭❛✉
♥✐✈❡❛✉ t♦♣♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ③ér♦✮ ❡t ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ Γ ré❣✉❧✐èr❡ ❀ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t T ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ ✜①❛♥t ❧❛
❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛✉ss✐ S (t, x) ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡s sé❞✐♠❡♥ts ❞é♣♦sés à ❧✬✐♥st❛♥t
t✱ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t x ❞❡ Ω✱ ~V (x, S) ✉♥ t❡r♠❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt é♦❧✐❡♥✱ ❛♣♣❧✐q✉é à
❧❛ ❤❛✉t❡✉r S✱ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✉ ♣♦✐♥t x ❞❡ Ω ❡t a ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡ ✢✉① ❞❡s ♠❛t✐èr❡s
❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ❧❛ ♣❡♥t❡ ❡t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬ét❛t
❞✉ ✢✉①✱ ❞❡ t②♣❡ ❞❛r❝é❡♥ ✿

~q = −a
[
∇S + ~V (x, S)

]
✭✶✮

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t a ❞é♣❡♥❞ ❞❡
∂S

∂t
❡t ❞❡ E✱ ❡t s♦♥ ❝❤♦✐① ❡st ❣✉✐❞é ♣❛r ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s

❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❞♦♥♥❛♥t ❧✐❡✉ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❢r♦♥t✐èr❡ ❧✐❜r❡ ✿

∂S

∂t
+ E ≥ 0, 0 ≤ a ≤ 1 ❡t (1 − a)(

∂S

∂t
+ E) = 0 ♣✳ ♣✳ ❞❛♥s Q, ✭✷✮

❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ♣r❡♥❞r❡✱ s♦✉s rés❡r✈❡ ❞✬✉♥❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉✣s❛♥t❡✱ a ∈ H
(

∂S
∂t

+ E
)
, ♦ù H ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡

♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❧✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

✯ s✐ ❡♥ (t, x)✱ ∂S
∂t

+E > 0✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡ t❛✉① ❞✬ér♦s✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✬❡st ♣❛s ❛tt❡✐♥t ❀ ❛❧♦rs✱ a = 1 ❡t
❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ✐♥❛❝t✐✈❡ ✿ ❧❡ ✢✉① ♥✬❡st ♣❛s ❧✐♠✐té✳

✯ s✐ ❡♥ (t, x)✱ ∂S
∂t

+ E = 0✱ s✐t✉❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ ❀ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❛❝t✐✈❡ ❀ ❛❧♦rs a ❞♦✐t ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❡♥tr❡ 0 ❡t 1 ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té✳

❊✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❛❝t✐✈é❡ ♦✉ ✐♥❛❝t✐✈❡ s♦♥t ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ❞✉ ♣r♦✲
❜❧è♠❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✉♥✐❧❛tér❛❧❡s ✭✷✮ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ré❡❧❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✐té✱ ❛✉ s❡♥s ♦ù ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t
♣❛s st❛♥❞❛r❞ ✭❈❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ●✳ ❉✉✈❛✉t ❡t ❏✳✲▲✳▲✐♦♥s ✿ ❧❡s ✐♥éq✉❛t✐♦♥s ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❡t ❡♥
♠é❝❛♥✐q✉❡ ❬✶✼❪✮✳

❉❡ s❛ ♣❛rt✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡

∂S

∂t
+ ❞✐✈ ~q = 0 ♣✳ ♣✳ ❞❛♥s ◗✳ ✭✸✮

❊♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ✭✶✮ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ✭✸✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

∂S

∂t
− ❞✐✈

{
a

(
∂S

∂t
+ E

)[
∇S + ~V (x, S)

]}
= 0.

❊q✉❛t✐♦♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✭❡♥ r❛✐s♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❞❡s t❡r♠❡s ∂2S
∂xi∂t

)✱ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞é❣é♥éré❡ ❀ s❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❡st ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✳

✸



❊♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✷✮✱ ♥♦✉s ❢♦r♠✉❧♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❚r♦✉✈❡r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (S, λ) t❡❧ q✉❡ ✿

S ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩H1(Q), λ ∈ L∞(Q) ∩H

(∂S
∂t

+ E
)

✭✹❛✮

✈ér✐✜❛♥t ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t t ❞❡ ]0, T [ ❡t ♣♦✉r t♦✉t v ❞❡ H1
0 (Ω)

∫

Ω

∂S

∂t
v dx+

∫

Ω

λ
[
∇S + ~V (x, S)

]
· ∇v dx = 0 ✭✹❜✮

S(0, ·) = S0 ❞❛♥s H1
0 (Ω). ✭✹❝✮

P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r❡♥❞r❡✱
❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ a✱ ✉♥ t❡r♠❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡s ❝r♦✐ss❛♥t❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡s ❞❡ H✱ t②♣❡
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❨♦s✐❞❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

aε =





1 s✐ r ≥ ε > 0,
r

ε
si 0 ≤ r ≤ ε,

0 si r ≤ 0.

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ~V ❡st L3 − mesurable✱ ❞é✜♥✐❡ ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t s✉r Ω × R à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R2✱ ❜♦r♥é❡ ❡t✱
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à x✱ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❡♥ S✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿

∃ M > 0 tel que ∀x ∈ Ω ∀ S, Ŝ ∈ R, on a∥∥∥V (x, S) − V (x, Ŝ)
∥∥∥

R2
≤ M

∣∣∣S − Ŝ
∣∣∣; ✭✺✮

❡♥ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ~V ❛❞♠❡t ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s
❜♦r♥é❡s✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿ ❝❤❡r❝❤❡r✱ ♣♦✉r ✉♥❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ S0 ∈ H1

0 (Ω)✱

✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Sε ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω)), t❡❧ q✉❡

∂Sε

∂t
∈ L2(0, T ; L2(Ω))✱ ✈ér✐✜❛♥t✱ ∀v ∈ H1

0 (Ω)✱ ❡t ♣♦✉r

♣r❡sq✉❡ t♦✉t t ❞❡ ]0, T [
∫

Ω

∂Sε

∂t
v dx+

∫

Ω

aε

(
∂Sε

∂t
+ E

)[
∇Sε + ~V (x, Sε)

]
· ∇v dx = 0, ✭✻❛✮

Sε(0, ·) = S0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω. ✭✻❜✮

❉✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❝r❡t ❡♥ t❡♠♣s ✿

✸ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s

❙♦✐t S0 ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ s✉♣♣♦sé❡ ❞❛♥s H1
0 (Ω)✱ ❡t s♦✐t h > 0 ❧❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s✳

❆❧♦rs✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡♠✐✲❞✐s❝r❡t ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✻✮✱ s✬é❝r✐t✱ à
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥✱

P





❚r♦✉✈❡r Sε ❞❛♥s H1
0 (Ω), t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1

0 (Ω)∫

Ω

Sε − S0

h
v dx+

∫

Ω

aε

(
Sε − S0

h
+ E

)[
∇Sε + ~V (x, Sε)

]
· ∇v dx = 0.

▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ❞✐✈✐s❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❡st ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ aε ❡st
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ✭♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré✮✱ ❡t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❡st ❞❡ ♣❛ss❡r ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é❣é♥éré
(aε ≥ 0) ✈✐❛ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré✱ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡✳

✹



✸✳✶ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré

❙❡❧♦♥ ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ P ♥♦♥ ❞é❣é♥éré✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t
✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ δ✱ t❡❧ q✉✬♦♥ ❛✉r❛ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ tr❛♥s✐t♦✐r❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pδ





❚r♦✉✈❡r Sδ
ε ❞❛♥s H1

0 (Ω), t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1
0 (Ω)∫

Ω

Sδ
ε − S0

h
v dx+

∫

Ω

[
aε

(Sδ
ε − S0

h
+ E

)
+ δ
][
∇Sδ

ε + ~V (x, Sδ
ε )
]
· ∇v dx = 0.

P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✳
❙♦✐❡♥t g ∈ H1

0 (Ω) ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿

Pδ,g





❚r♦✉✈❡r Sδ,g
ε ❞❛♥s H1

0 (Ω), t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1
0 (Ω)∫

Ω

Sδ,g
ε − S0

h
v dx+

∫

Ω

[
aε

(g − S0

h
+ E

)
+ δ
][
∇Sδ,g

ε + ~V (x, g)
]
· ∇v dx = 0.

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦ssè❞❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠✱ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❀ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿

ψ : H1
0 (Ω) −→ H1

0 (Ω)

g 7−→ Sδ,g
ε

♣♦✉r ❝❤❡r❝❤❡r s✐ ❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡✳
❖♥ ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✲t❡st ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ Pg

δ ✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ v = Sδ,g
ε ✱ ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ 0 < δ ≤ 1✱

✐❧ ✈✐❡♥t ❛❧♦rs✱ q✉❡

∫

Ω

Sδ,g
ε − S0

h
Sδ,g

ε dx +

∫

Ω

[
aε

(g − S0

h
+ E

)
+ δ
]∣∣∣∇Sδ,g

ε

∣∣∣
2

dx

+

∫

Ω

[
aε

(g − S0

h
+ E

)
+ δ
]
~V (x, g) · ∇Sδ,g

ε dx = 0.

❉♦♥❝✱

1

h

∥∥∥Sδ,g
ε

∥∥∥
2

L2(Ω)
+ δ
∥∥∥Sδ,g

ε

∥∥∥
2

H1
0
(Ω

≤
C(Ω)

h

∥∥∥S0

∥∥∥
H1

0
(Ω)

∥∥∥Sδ,g
ε

∥∥∥
H1

0
(Ω)

+ 2
∥∥∥~V
∥∥∥
∞

√
mes(Ω)

∥∥∥Sδ,g
ε

∥∥∥
H1

0
(Ω)
,

❡t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ∥∥∥Sδ,g
ε

∥∥∥
H1

0
(Ω

≤
C(Ω)

δh

∥∥∥S0

∥∥∥
H1

0
(Ω)

+
2

δ

∥∥∥~V
∥∥∥
∞

√
mes(Ω).

❉♦♥❝✱
ψ(H1

0 (Ω)) ⊂ ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❢❡r♠é❡ : BH1
0
(Ω)(0, r),

❛✈❡❝

r =
C(Ω)

δh

∥∥∥S0

∥∥∥
H1

0
(Ω)

+
2

δ

∥∥∥~V
∥∥∥
∞

√
mes(Ω).

❈❡tt❡ ❜♦✉❧❡ ét❛♥t ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ ❢❡r♠é❡✱ ❜♦r♥é❡✱ ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ sé♣❛r❛❜❧❡ ❡t ré✢❡①✐❢✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r
❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❙❝❤❛✉❞❡r✲❚✐❦❤♦♥♦✈ s✉r ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ψ s✉r BH1

0
(Ω)(0, r)✱ ✐❧

s✉✣t ❞❡ ♠♦♥t❡r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛ s♦✐t (gj)j ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts
❞❡ BH1

0
(Ω)(0, r)✱ t❡❧❧❡ q✉❡

gj ⇀ g ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s H1
0 (Ω).

✺



❈♦♠♠❡✱ ♣♦✉r h ❡t δ ✜①és str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✱ ❧❛ s✉✐t❡ (S
δ,gj
ε )j ❡st ❜♦r♥é❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ j✱ ❞❛♥s

H1
0 (Ω)✱ ❛❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ (S

δ,gjk
ε )jk

❡t ✐❧ ❡①✐st❡ χ ∈ H1
0 (Ω)✱ t❡❧s q✉❡

S
δ,gjk
ε ⇀ χ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s H1

0 (Ω).

❡t é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱
gjk

⇀ g ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s H1
0 (Ω),

❡t ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ H1
0 (Ω) ❞❛♥s L2(Ω) ❡st ❝♦♠♣❛❝t❡✱ ❛❧♦rs

gjk
→ g ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s L2(Ω),

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ tr♦✐s✐è♠❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡✱ ♥♦té❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ (gn)n ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r
❧✬é❝r✐t✉r❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡

gn → g ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω,

❡t é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱
Sgn

δ ⇀ χ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s H1
0 (Ω), ✭✼✮

❝❡ q✉✐ ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ q✉❛♥❞ n→ +∞ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

Pδ,gn





❚r♦✉✈❡r Sδ,gn
ε ❞❛♥s H1

0 (Ω), t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1
0 (Ω)

∫

Ω

Sδ,gn
ε − S0

h
v dx+

∫

Ω

[
aε

(gn − S0

h
+ E

)
+ δ
][
∇Sδ,gn

ε + ~V (x, gn)
]
· ∇v dx = 0.

♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿




❚r♦✉✈❡r χ ❞❛♥s H1
0 (Ω), t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1

0 (Ω)

∫

Ω

χ− S0

h
v dx+

∫

Ω

[
aε

(g − S0

h
+ E

)
+ δ
][
∇χ+ ~V (x, g)

]
· ∇v dx = 0.

q✉✐ ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ Pδ,g✱ q✉✐ ❛❞♠❡t✱ ❞✬❛♣rès ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠✱ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t q✉✐
❛ ❞é❥à Sδ,g

ε ❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❉✬♦ù

χ = Sδ,g
ε . ✭✽✮

▲✬✉♥✐❝✐té ❡♥ s♦♥ ❣❡♥r❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ss✉r❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡✳

❉✬❛♣rès ✭✼✮ ❡t ✭✽✮✱ ♦♥ ❛

ψ(gn) := Sδ,gn
ε ⇀ Sδ,g

ε := ψ(g) ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s H1
0 (Ω),

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ψ ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t✲❢❛✐❜❧❡♠❡♥t séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ BH1
0
(Ω)(0, r) ❞❛♥s BH1

0
(Ω)(0, r)✳

❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❝❤❛✉❞❡r✲❚✐❦❤♦♥♦✈ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ g ∈ H1
0 (Ω) t❡❧ q✉❡ ψ(g) = g ❀

❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ Sδ
ε ∈ H1

0 (Ω) s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ Pδ✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ❡♥ ❞ét❛✐❧ à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ s✉r ✉♥ ❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ♣❛r
❧❡s L1 − techniques q✉❡ Sδ

ε ❡st ✉♥✐q✉❡ ❡♥ s♦♥ ❣❡♥r❡✳ ❉♦♥❝✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ❞é♠♦♥tré ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✶✳ ❙♦✐t S0 ∈ H1
0 (Ω)✱ ❡t s♦✐❡♥t ❞❡✉① ré❡❧s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s h ❡t δ ❀ ❛❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ Sδ
ε ∈ H1

0 (Ω) t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1
0 (Ω)✱

∫

Ω

Sδ
ε − S0

h
v dx+

∫

Ω

[
aε

(Sδ
ε − S0

h
+ E

)
+ δ
][
∇Sδ

ε + ~V (x, Sδ
ε )
]
· ∇v dx = 0.

❖♥ ♣❛ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é❣é♥éré ✿

✻



✸✳✷ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é❣é♥éré

❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é❣é♥éré ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ P ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❀ ❝❛r✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ P✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ aε

❡st à ✈❛❧❡✉rs ♣♦s✐t✐✈❡s ♦✉ ♥✉❧❧❡s ❀ ❡t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ δ
✈❡rs 0 ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ Pδ✳

❖♥ ♣r❡♥❞ ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✲t❡st v =
∫ Sδ

ε−S0

0
du

aε( u
h

+E)+δ
✱ ♣♦✉r ❛✈♦✐r✱

∫

Ω

Sδ
ε − S0

h

(∫ Sδ
ε−S0

0

du

a(u
h

+ E) + δ

)
dx +

∫

Ω

∇Sδ
ε · (∇Sδ

ε −∇S0) dx

+

∫

Ω

~V · (∇Sδ
ε −∇S0) dx = 0.

❖r
∇Sδ

ε ·
(
∇Sδ

ε −∇S0

)
= |∇Sδ

ε −∇S0|
2 + ∇S0 ·

(
∇Sδ

ε −∇S0

)
, ✭✾✮

❛❧♦rs✱ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✱

1

h(1 + δ)
‖Sδ

ε − S0‖
2
L2(Ω) + ‖Sδ

ε − S0‖
2
H1

0
(Ω) ≤ ‖S0‖H1

0
(Ω)‖S

δ
ε − S0‖H1

0
(Ω)

+ ‖~V ‖∞
√
mes(Ω)‖Sδ

ε − S0‖H1
0
(Ω).

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
‖Sδ

ε − S0‖H1
0
(Ω) ≤ ‖S0‖H1

0
(Ω) + ‖~V ‖∞

√
mes(Ω),

❡t ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥t✱

‖Sδ
ε‖H1

0
(Ω) ≤ 2‖S0‖H1

0
(Ω) + ‖~V ‖∞

√
mes(Ω). ✭✶✵✮

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (Sδ
ε )δ>0 ❡st✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ δ✱ ❜♦r♥é❡

❞❛♥s H1
0 (Ω)✱ ❡t ❞♦♥❝✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❞❡ (Sδ

ε )δ>0✱ ♥♦té❡ ❞❡ ♠ê♠❡✱ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ Sε ∈ H1
0 (Ω)✱ t❡❧s

q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ δ → 0+✱
Sδ

ε ⇀ Sε ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s H1
0 (Ω), ✭✶✶✮

❡t
Sδ

ε → Sε ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s L2(Ω),

❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦✉s✲s✉✐t❡✱
Sδ

ε → Sε ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω.

❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ s♦✉s✲s✉✐t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ Pδ ❧♦rsq✉❡ δ → 0+✱ ❡t ♦♥
tr♦✉✈❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ P✳ ❉♦♥❝ Sε ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ P✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✲t❡st v =
(

Sε−S0

h
+E

)−
✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈✐té

❞❡ E q✉❡ ✿
Sε − S0

h
+ E ≥ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω.

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠♦♥tré ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❙♦✐t S0 ∈ H1
0 (Ω)✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t N ∈ N∗✱ t❡❧ q✉❡ h = T

N
✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡

(Si
ε)1≤i≤N ✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ❡t ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1

0 (Ω)✱ ♦♥ ❛

∫

Ω

Si
ε − Si−1

ε

h
v dx+

∫

Ω

aε

(Si
ε − Si−1

ε

h
+ E

)[
∇Si

ε + ~V (x, Si
ε)
]
· ∇v dx = 0. ✭✶✷✮

✼



❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, ..., N}✱

Si
ε − Si−1

ε

h
+ E ≥ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω,

❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ q✉❡ S0
ε = S0✳

❘❡✈❡♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❡st ✉♥✐q✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳

Pr❡✉✈❡ ✿

■❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞✬✉♥✐❝✐té ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❀ ❡t ♣♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♣♦s❡

wε =
S1

ε − S0

h
+ E ✭✶✸✮

❡t

Aε(r) =

∫ r

0

aε(u) du , r ≥ 0.

❉♦♥❝✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t v ∈ H1
0 (Ω)✱ ♦♥ ❛✱ ❞✬❛♣rès ✭✶✷✮✱ q✉❡ ✿

∫

Ω

(wε − E)v dx+

∫

Ω

{
h∇Aε(wε) + aε(wε)

[
∇(S0 − hE) + ~V (x, h(wε − E) + S0)

]}
· ∇v dx = 0.

❙♦✐❡♥t ❛❧♦rs✱ S1
ε ❡t Ŝ1

ε ❞❡✉① é✈❡♥t✉❡❧❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡t wε ❡t ŵε ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡s✳ ■❧ ✈✐❡♥t ♣❛r s♦✉s✲
tr❛❝t✐♦♥ ♠❡♠❜r❡ à ♠❡♠❜r❡ q✉❡ ✿

0 =

∫

Ω

(wε − ŵε)v dx+ h

∫

Ω

∇
[
Aε(wε) −Aε(ŵε)

]
· ∇v dx

+

∫

Ω

(aε(wε) − aε(ŵε))∇(S0 − hE) · ∇v dx+

∫

Ω

(aε(wε) − aε(ŵε)) ~V (x, h(wε − E) + S0) · ∇v dx

+

∫

Ω

aε(ŵε)
[
~V (x, h(wε − E) + S0) − ~V (x, h(ŵε − E) + S0)

]
· ∇v dx. ✭✶✹✮

Pr❡♥❛♥t v = pη (Aε(wε) −Aε(ŵε)) ❛✈❡❝

pη(r) =





1 s✐ r ≥ η > 0
ln er

η
s✐ η

e
≤ r ≤ η

0 s✐ r ≤ η
e

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

sign+
0 (r) =

{
1 s✐ r > 0
0 s✐ r ≤ 0

❡t r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s A−1
ε ❡t aε ◦A

−1
ε ✱ ❞é✜♥✐❡s s✉r R+✱ s♦♥t ❤ö❧❞ér✐❡♥♥❡s ❞✬♦r❞r❡ 1

2 ✱ ❛❧♦rs✱

|aε(wε) − aε(ŵε)| ≤ C1

√
|Aε(wε) −Aε(ŵε)|,

✽



∣∣∣~V (x, h(wε − E) + S0) − ~V (x, h(ŵε − E) + S0)
∣∣∣ ≤ C2h

√
|Aε(wε) −Aε(ŵε)|,

♦♥ ❡①♣❧♦✐t❡ ✭✶✹✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
∫

Ω

(wε − ŵε)pη

(
Aε(wε) −Aε(ŵε)

)
dx + h

∫

Ω

∣∣∣∇
[
Aε(wε) −Aε(ŵε)

]∣∣∣
2

p
′

η

(
Aε(wε) −Aε(ŵε)

)
dx

≤ I1 + I2 + I3, ✭✶✺✮

♦ù ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s I1✱ I2✱ I3 s❡r♦♥t r❛♣♣❡❧é❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❡t ♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♥♦té

p
′

η(r) =
1

r
χ[ η

e
,η](r)

❡t ❡♥ s❛❝❤❛♥t q✉❡✱ ♣❛r ❞ér✐✈❛t✐♦♥ à ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥s ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡s ❞❛♥s H1
0 (Ω)✱

∀v ∈ H1
0 (Ω) ∇pη(v) = p

′

η(v)∇v ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω.

■❧ ✈✐❡♥t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t

I1 =

∣∣∣∣
∫

Ω

(aε(wε) − aε(ŵε))∇(S0 − hE) · ∇v dx

∣∣∣∣ ≤
h

3

∫

Ω

p
′

η

(
Aε(wε) −Aε(ŵε)

) ∣∣∣∇
(
Aε(wε) −Aε(ŵε)

)∣∣∣
2

dx

+
3C2

1

4h

∫

Ω∩{ η
e
≤Aε(wε)−Aε(ŵε)≤η}

|∇(S0 − hE)|
2
dx,

❡t

I2 =

∣∣∣∣
∫

Ω

(aε(wε) − aε(ŵε)) ~V (x, h(w − E) + S0) · ∇v dx

∣∣∣∣ ≤

h

3

∫

Ω

p
′

η

(
Aε(wε) −Aε(ŵε)

) ∣∣∣∇
(
Aε(wε) −Aε(ŵε)

)∣∣∣
2

dx+
3C2

1‖
~V ‖2

∞

4h

∫

Ω∩{ η
e
≤Aε(wε)−Aε(ŵε)≤η}

dx,

❡t ❛✉ss✐

I3 =

∣∣∣∣
∫

Ω

aε(ŵε)
[
~V (x, h(wε − E) + S0) − ~V (x, h(ŵε − E) + S0)

]
· ∇v dx

∣∣∣∣ ≤

h

3

∫

Ω

p
′

η

(
Aε(wε) −Aε(ŵε)

) ∣∣∣∇
(
Aε(wε) −Aε(ŵε)

)∣∣∣
2

dx+
3

4
C2

2

∫

Ω∩{ η
e
≤Aε(wε)−Aε(ŵε)≤η}

dx.

❋❛✐s❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ❛❧♦rs✱ ❞❡ ✭✶✺✮✱ q✉❡
∣∣∣∣
∫

Ω

(wε − ŵε)pη (Aε(wε) −Aε(ŵε)) dx

∣∣∣∣ ≤
3C2

1

4h

∫

Ω∩{ η
e
≤Aε(wε)−Aε(ŵε)≤η}

|∇(S0 − hE)|
2
dx

+
3

4

(C2
1‖
~V ‖2

∞

h
+ C2

2

)∫

Ω∩{ η
e
≤Aε(wε)−Aε(ŵε)≤η}

dx,

❡t ❝♦♠♠❡✱ ❧♦rsq✉❡ η → 0+✱

χ[ η
e

,η] → 0 s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❛♥s R,

❛❧♦rs✱ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡
❧♦rsq✉❡ η → 0+✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛

pη (Aε(wε) −Aε(ŵε)) → sign+
0 (Aε(wε) −Aε(ŵε)) ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ❞❛♥s Ω.

η → 0+

✾



❊t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Aε ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❛❧♦rs✱ Aε(wε)−Aε(ŵε) ❡t wε − ŵε ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❡✳
❉✬♦ù✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❢❛✐r❡ t❡♥❞r❡ η ✈❡rs 0+✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t

∫

Ω

(wε − ŵε)
+ dx = 0,

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱
wε = ŵε ❡t ❞♦♥❝ S1

ε = Ŝ1
ε ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω.

▲✬✉♥✐❝✐té ❞❡ S1
ε ✱ ♣❛r ❝❡❧❧❡ ❞❡ S0✱ ❡♥tr❛î♥❡ tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ Si

ε ♣♦✉r i ≥ 2✳ �

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥❡ r❡s♣❡❝t❡ ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✉♥✐❧❛tér❛❧❡s ✭✷✮✱ ❝❛r aε /∈ H✱
❡t ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✷✮✱ ♦♥ ✈❛ ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s✉r ε✳

✸✳✸ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✐s❝r❡t ré❣✐ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✿

◆♦✉s rés♦❧✈♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥✈✐s❛❣é ✭✹✮ ❞❛♥s s♦♥ ❝❛s ❞✐s❝r❡t ❡♥ t❡♠♣s✱ ❝❡ q✉✐
r❡✈✐❡♥t à ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ q✉❛♥❞ ε→ 0+ ❞❛♥s ✭✶✷✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❧♦rs ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳ P♦✉r S0 ∈ H1
0 (Ω) ❡t N ∈ N∗ t❡❧ q✉❡ h = T

N
✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ séq✉❡♥❝❡ (Si)1≤i≤N

❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ H1
0 (Ω)✱ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ (λi)i ❛✈❡❝ λi ∈ H

(
Si−Si−1

h
+ E

)
✱ t❡❧❧❡s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t i

❡t ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1
0 (Ω)✱ ♦♥ ❛

∫

Ω

Si − Si−1

h
v dx+

∫

Ω

λi
[
∇Si + ~V (x, Si)

]
· ∇v dx = 0,

Si − Si−1

h
+ E ≥ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω.

Pr❡✉✈❡ ✿

❉✬❛♣rès ✭✶✵✮ ❡t ✭✶✶✮✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, ..., N}✱

‖Si
ε‖H1

0
(Ω) ≤ 2‖Si−1

ε ‖H1
0
(Ω) + ‖~V ‖∞

√
mes(Ω), ✭✶✻✮

Pr❡♥❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✲t❡st v =
∫ Si

ε−Si−1
ε

h

0
du

a(u+E)+η
✱ ❛✈❡❝ η > 0 ❀ ✐❧ ✈✐❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, ..., N}✱

∫

Ω

Si
ε − Si−1

ε

h



∫ Si

ε−Si−1
ε

h

0

du

a(u+ E) + η


 dx+

∫

Ω

aε

(Si
ε−Si−1

ε

h
+ E

)

aε

(Si
ε−Si−1

ε

h
+ E

)
+ η

[
∇Si

ε + ~V (x, Si
ε)
]
· ∇

Si
ε − Si−1

ε

h
dx = 0.

❉✬♦ù

1

1 + η
‖
Si

ε − Si−1
ε

h
‖2

L2(Ω) +

∫

Ω

aε

(Si
ε−Si−1

ε

h
+ E

)

aε

(Si
ε−Si−1

ε

h
+ E

)
+ η

[
∇Si

ε + ~V (x, Si
ε)
]
· ∇

Si
ε − Si−1

ε

h
dx ≤ 0.

❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t i✱ ♣✳♣✳ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡

Λi
ε = {x ∈ Ω ,

Si
ε − Si−1

ε

h
= −E},

✶✵



♦♥ ❛✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ▼❛r❝✉s ❡t ▼✐③❡❧✱

∇Si
ε −∇Si−1

ε = 0,

❛❧♦rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ q✉❛♥❞ η → 0+✱

aε

(Si
ε−Si−1

ε

h
+ E

)

aε

(Si
ε−Si−1

ε

h
+ E

)
+ η

∇
Si

ε − Si−1
ε

h
→ ∇

Si
ε − Si−1

ε

h
♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω,

❡t ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ❡♥ ♦✉tr❡✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ η
∣∣∣∣∣

aε

(Si
ε−Si−1

ε

h
+ E

)

aε

(Si
ε−Si−1

ε

h
+ E

)
+ η

∇
Si

ε − Si−1
ε

h

∣∣∣∣∣
R2

≤

∣∣∣∣∇
Si

ε − Si−1
ε

h

∣∣∣∣
R2

.

❛❧♦rs✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ♣❛r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ η → 0+✱ q✉❡

‖
Si

ε − Si−1
ε

h
‖2

L2(Ω) +

∫

Ω

[
∇Si

ε + ~V (x, Si
ε)
]
· ∇

Si
ε − Si−1

ε

h
dx ≤ 0,

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

‖
Si

ε − Si−1
ε

h
‖2

L2(Ω) +

∫

Ω

∇Si
ε · ∇

Si
ε − Si−1

ε

h
dx ≤ −

∫

Ω

~V (x, Si
ε) · ∇

Si
ε − Si−1

ε

h
dx.

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
2∇Si

ε · (∇S
i
ε −∇Si−1

ε ) = |∇Si
ε|

2 − |∇Si−1
ε |2 + |∇Si

ε −∇Si−1
ε |2,

❛❧♦rs✱

‖
Si

ε − Si−1
ε

h
‖2

L2(Ω) +
1

2h
‖Si

ε‖
2
H1

0
(Ω) −

1

2h
‖Si−1

ε ‖2
H1

0
(Ω) +

1

2h
‖Si

ε − Si−1
ε ‖2

H1
0
(Ω)

≤ −

∫

Ω

~V (x, Si
ε) · ∇

Si
ε − Si−1

ε

h
dx.

❆♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥ s✉r ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ✭❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❜♦r❞ ét❛♥t ♥✉❧s✮✱
✐❧ ✈✐❡♥t✱

−

∫

Ω

~V (x, Si
ε) · ∇

Si
ε − Si−1

ε

h
dx. =

∫

Ω

❞✐✈x
~V
(
x, Si

ε(x)
)Si

ε − Si−1
ε

h
dx.

❖♥ s❛✐t q✉❡
~V = ~V (x, λ) ; (x, λ) ∈ Ω × R, ❡t ~V = (V1(x, λ), V2(x, λ))

❛❧♦rs✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡
∣∣∣∣
∫

Ω

❞✐✈~V (x, Si
ε)
Si

ε − Si−1
ε

h
dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

Ω

(
∂V1

∂x1
+
∂V1

∂λ

∂Si
ε

∂x1
+
∂V2

∂x2
+
∂V2

∂λ

∂Si
ε

∂x2

)
Si

ε − Si−1
ε

h
dx

∣∣∣∣

≤

∫

Ω

{
1

2

(∂V1

∂x1
+
∂V1

∂λ

∂Si
ε

∂x1
+
∂V2

∂x2
+
∂V2

∂λ

∂Si
ε

∂x2

)2

+
1

2

(Si
ε − Si−1

ε

h

)2
}
dx.

❈♦♠♠❡ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❞❡ ~V s♦♥t ❜♦r♥é❡s ♣❛r s✉♣♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s C1 ❡t
C2✱ ❞é♣❡♥❞❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ~V ✱ t❡❧❧❡s q✉✬♦♥ ❛✉r❛✱ ❞❡ ✭✶✼✮✱

1

2
‖
Si

ε − Si−1
ε

h
‖2

L2(Ω) +
1

2h
‖Si

ε‖
2
H1

0
(Ω) −

1

2h
‖Si−1

ε ‖2
H1

0
(Ω) +

1

2h
‖Si

ε − Si−1
ε ‖2

H1
0
(Ω)

≤ C1 + C2‖S
i
ε‖

2
H1

0
(Ω). ✭✶✼✮

✶✶



P❛r ❛❞❞✐t✐♦♥ t❡r♠❡ à t❡r♠❡ ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ t②♣❡ ✭✶✼✮ ❡♥tr❡ 1 ❡t n✱ 1 ≤ n ≤ N ✱ ❡t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r h✱
✐❧ ✈✐❡♥t

1

2

n∑

i=1

h‖
Si

ε − Si−1
ε

h
‖2

L2(Ω) +
1

2
‖Sn

ε ‖
2
H1

0
(Ω) +

1

2

n∑

i=1

h‖Si
ε − Si−1

ε ‖2
H1

0
(Ω)

≤
1

2
‖S0‖

2
H1

0
(Ω) + C1T + C2

n∑

i=1

h‖Si
ε‖

2
H1

0
(Ω). ✭✶✽✮

❉❡ ✭✶✻✮ ❡t ✭✶✼✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

‖Si
ε‖

2
H1

0
(Ω) ≤ 2h(C1 + 2C2‖~V ‖2

∞mes(Ω)) + (1 + 8hC2)‖S
i−1
ε ‖2

H1
0
(Ω),

❞✬♦ù✱ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧✱

‖Si
ε‖

2
H1

0
(Ω) ≤

(
2T (C1 + 2C2‖~V ‖2

∞mes(Ω)) + ‖S0‖2
H1

0
(Ω)

)
❡①♣(1 + 8TC2) = cste. ✭✶✾✮

❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (Si
ε)ε>0 ❞❡♠❡✉r❡✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ε✱ ❞❛♥s ✉♥ ❜♦r♥é ✜①❡ ❞❡ H1

0 (Ω)✳ ❉♦♥❝✱ ✐❧
❡①✐st❡ Si ∈ H1

0 (Ω) ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❞❡ (Si
ε)ε>0 ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ✈❡rs Si ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ σ(H1

0 ,H
−1),

❡t ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s L2(Ω)✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω ♣♦✉r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦✉s✲s✉✐t❡✳ ❆✐♥s✐✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, ..., N}✱

Si
ε − Si−1

ε

h
+ E →

Si − Si−1

h
+ E ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω, ✭✷✵✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ 0 ≤ aε ≤ 1 ♣♦✉r t♦✉t ε > 0✱ ❛❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❞❡ (aε(
Si

ε−Si−1
ε

h
+ E))ε

❡t ✐❧ ❡①✐st❡ λi ∈
(
L1(Ω)

)′
= L∞(Ω)✱ t❡❧s q✉❡

aε(
Si

ε − Si−1
ε

h
+ E) ⇀∗ λi ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✯ ❞❛♥s L∞(Ω), ✭✷✶✮

❊♥ ♦✉tr❡✱ ♦♥ ❛✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱

Si
ε − Si−1

ε

h
+ E ≥ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω,

❡t ❞♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ✭✷✵✮✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t i✱

Si − Si−1

h
+ E ≥ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω.

P♦s♦♥s

A =

{
x ∈ Ω/

(
Si

ε − Si−1
ε

h
+ E

)
(x) →

(
Si − Si−1

h
+ E

)
(x) et

(
Si − Si−1

h
+ E

)
(x) > 0

}
.

❆❧♦rs✱ ❧❛ s✉✐t❡ aε(
Si

ε−Si−1
ε

h
+E) ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ❧♦rsq✉❡ ε→ 0+✱ ♣❛rt♦✉t ❞❛♥s A ✈❡rs 1 ❡t λi ∈ H

(
Si−Si−1

h
+ E

)
✳

❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t x ∈ A✱ ❛❧♦rs ∃ηx > 0 t❡❧ q✉❡
(
Si − Si−1

h
+ E

)
(x) > ηx,

✶✷



❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ εηx
> 0 t❡❧ q✉❡ ∀ε < εηx

(
Si

ε − Si−1
ε

h
+ E)(x) > ηx.

❙♦✐t
ε
′

ηx
= min(εηx

, ηx),

❛❧♦rs✱

∀ε < ε
′

ηx
(
Si

ε − Si−1
ε

h
+ E)(x) > ε.

❉✬♦ù✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ aε✱

∀ε < ε
′

ηx
aε

([
Si

ε − Si−1
ε

h
+ E

]
(x)

)
= 1. ✭✷✷✮

❉♦♥❝✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡

aε

(
Si

ε − Si−1
ε

h
+ E

)
→ 1 ♣❛rt♦✉t ❞❛♥s A.

ε→ 0+

P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ λi ∈ H
(

Si−Si−1

h
+ E

)
❀ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡✱ ❞✬❛♣rès ✭✷✶✮✱ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ε→ 0+✱

∀v ∈ L1(Ω)

∫

Ω

aε

(
Si

ε − Si−1
ε

h
+ E

)
v dx→

∫

Ω

λiv dx.

❖♥ ♣r❡♥❞ v = 1A✱ ❛❧♦rs ∫

A

aε

(
Si

ε − Si−1
ε

h
+ E

)
dx→

∫

A

λi dx.

❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ✭✷✷✮✱ ♦♥ ❛ ∫

A

(1 − λi) dx = 0,

❞✬♦ù 1 = λi s✉r A ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ 1−λi ≥ 0 ❞❛♥s A✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t 0 ≤ λi ≤ 1

s✉r Ω✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ λi ∈ H
(

Si−Si−1

h
+ E

)
✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ q✉❛♥❞ ε→ 0+ ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡

∫

Ω

aε(
Si

ε − Si−1
ε

h
+ E)∇Si

ε · ∇v dx

q✉✐ ❢❛✐t ❛ ♣r✐♦r✐ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❢❛✉t❡ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦rt❡ s✉r ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s✳ ❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝
❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣❛rt❛♥t ❞❡ S0 ❞❛♥s H1

0 (Ω) ❡t ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ aε✱ ♦♥ ❛ ❞✬❛♣rès
❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ S1

ε ❞❛♥s H1
0 (Ω)✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

∫

Ω

S1
ε − S0

h
v dx+

∫

Ω

aε(
S1

ε − S0

h
+ E)

[
∇S1

ε + ~V (x, S1
ε )
]
· ∇v dx = 0,

♣♦✉r t♦✉t v ❞❡ H1
0 (Ω)✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s s✉r S1

ε ❛ss✉r❛♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ε → 0+✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❞❡ S1

ε ✈❡rs ✉♥ é❧é♠❡♥t ♥♦té S1✳

✶✸



▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❡✈é❡ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t ✿

aε

(
S1

ε − S0

h
+ E

)
∇S1

ε = haε

(
S1

ε − S0

h
+ E

)
∇

(
S1

ε − S0

h
+ E

)
+ aε

(
S1

ε − S0

h
+ E

)
∇S0

= h∇Hε

(
S1

ε − S0

h
+ E

)
+ aε

(
S1

ε − S0

h
+ E

)
∇S0,

♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♣♦sé✱ ♣♦✉r r ∈ R✱

Hε(r) =

∫ r

0

aε(s) ds

❡t
Hε(r) → r+ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❛♥s R, q✉❛♥❞ ε→ 0+.

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ r❛♣♣❡❧❛♥t q✉❡✱ s✐ ε→ 0+✱
∫

Ω

aε

(
S1

ε − S0

h
+ E

)
∇S0 · ∇v dx→

∫

Ω

λ1∇S0 · ∇v dx, ❛✈❡❝ λ1 ∈ H

(
S1 − S0

h
+ E

)

❡t q✉❡

h

∫

Ω

∇Hε

(
S1

ε − S0

h
+ E

)
· ∇v dx→ h

∫

Ω

∇

(
S1 − S0

h
+ E

)+

· ∇v dx

❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ▼❛r❝✉s ❡t ▼✐③❡❧✱

h

∫

Ω

∇

(
S1

ε − S0

h
+ E

)+

· ∇v dx = h

∫

Ω

λ1∇

(
S1 − S0

h

)+

· ∇v dx,

❛✐♥s✐✱ ❧❡ t❡r♠❡
∫
Ω
aε

(
S1

ε−S0

h
+ E

)
∇S1

ε · ∇v dx ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs
∫
Ω
λ1∇S1 · ∇v dx✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u ∈ H1
0 (Ω)✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡

∇(u+) = λ∇u λ ét❛♥t ♣r✐s q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❛♥s H(u)

♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ∇u = 0 s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡ {x ∈ Ω/u(x) = 0}✳
❆✐♥s✐✱ S1 ét❛♥t ❝♦♥str✉✐t✱ ♦♥ r❡❝♦♥❞✉✐t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✱ ❡t❝ ✳✳✳ �

✹ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉ ✿

➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣r♦❝❤é❡s tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
Sh ❡t S̃h ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s

∀t ∈]0, T ] Sh(t) =

N∑

i=1

Si1](i−1)h, ih](t), S
h(0) = S0,

❡t

∀t ∈]0, T ] S̃h(t) =

N∑

i=1

[
Si − Si−1

h

(
t− (i− 1)h

)
+ Si−1

]
1](i−1)h, ih](t), S̃h(0) = S0,

❡t ♦♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ∂ eSh

∂t
❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ D′(0, T ; L2(Ω))✱ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ét❛❣é❡

∂S̃h

∂t
=

N∑

i=1

Si − Si−1

h
1](i−1)h, ih].

✶✹



❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ✭✶✾✮ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ Si ❡st ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ Si
ε ❞❛♥s H1

0 (Ω)✱ ♦♥ ❛✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠❡♥t ❞❡ h✱ q✉❡

Sh ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω))✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❡ ✭✶✽✮ ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (∂ eSh

∂t
)h ❞❡♠❡✉r❡✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠❡♥t ❞❡ h✱ ❞❛♥s

✉♥ ❜♦r♥é ❞❡ L2(0, T ;L2(Ω))✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t t ∈](i− 1)h, ih]✱ 1 ≤ i ≤ N ✱
∥∥∥S̃h(t) − Sh(t)

∥∥∥
H1

0
(Ω)

≤
∥∥Si − Si−1

∥∥
H1

0
(Ω)

,

❛❧♦rs✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ∥∥∥S̃h − Sh
∥∥∥

2

L2(0,T ;H1
0
(Ω))

≤ Ch, ✭✷✸✮

❛✈❡❝ C ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ h✳ ❈❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧♦rs ❞❡s ❡①tr❛❝t✐♦♥s ❞❡
s♦✉s✲s✉✐t❡s à ✈❡♥✐r✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡✱ ♣♦✉r {Sh} ❡t {S̃h}✱ ❞❡s s♦✉s✲s✉✐t❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ✐♥❞✐❝❡✱ ❡t q✉❡ ❧❡s
♣♦✐♥ts ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, ..., N−1}✱ ♣♦✉r t♦✉t t ∈](i−1)h, ih] ❡t ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1

0 (Ω)✱

∫

Ω

∂S̃h

∂t
(t)v dx+

∫

Ω

λi
[
∇Sh + ~V (x, Sh)

]
· ∇v dx = 0,

❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✷✸✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡

∫

Ω

∂S̃h

∂t
(t)v dx+

∫

Ω

λi
[
∇S̃h + ~V (x, S̃h)

]
· ∇v dx = o(h),

❛✈❡❝ λi ∈ H
(

∂ eSh

∂t
(t, ·) + E

)
✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❞❡ 0 à T ✐❧ ✈✐❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω))✱

∫

Q

∂S̃h

∂t
(t, x)v(x) dx dt+

∫

Q

λh(t, x)
[
∇S̃h(t, x) + ~V (x, Sh(t, x))

]
· ∇v(x) dx dt = o(h),

♦ù λh =
∑N

i=1 λ
i1](i−1)h, ih] ∈ H

(
∂ eSh

∂t
+ E

)
❡t ❛✈❡❝

∂S̃h

∂t
+ E ≥ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Q.

■❝✐✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s✉r h ✈✐❡♥t ❞✉ t❡r♠❡ λh∇S̃h✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♥❡ ❞♦♥♥❡♥t q✉✬✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❛♥s L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ♣♦✉r {S̃h} ❡t ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ✲∗

❞❛♥s L∞(Q) ♣♦✉r {λh}✳

✺ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✉♥ ❞✬❡s♣❛❝❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✉♥ ❞✬❡s♣❛❝❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st rés♦❧✉ ❣râ❝❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ λh ❡st✱
✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ h✱ ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❜♦r♥é❡s s✉r Q✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡
❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ♣♦✉r ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❞❡ λh✱ ❝❡ q✉✐ ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r
♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ q✉✐ ❢❛✐t ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡
✭❈❢ ●✳ ❱❛❧❧❡t ❬✻❪✮✳
❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s é❝❧❛✐r♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✉♥ ❞✬❡s♣❛❝❡✳

✶✺



✺✳✶ ▲❡ ❝❛s ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ tr❛♥s♣♦rt ♠❛r✐♥
▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❡t s❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ✿
③♦♥❡s ♠♦rt❡s✱ ❡✛❡t ❞❡ ❝❧♦✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❡t❝ ✳✳✳✳✳✳

✺✳✶✳✶ ❯♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧✐♠✐♥❛✐r❡

❖♥ s❡ ❧✐♠✐t❡ ✐❝✐ ❛✉① s❡✉❧s ❡✛❡ts ❞❡ sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❣r❛✈✐t❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❞❡ ❝♦✉r❛♥ts ♠❛r✐♥s ❀ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❡♥ ♥❡✉tr❛❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬ér♦s✐♦♥ ✿

E = 0

❝❡ q✉✐ ✐♥❞✉✐t ❞és♦r♠❛✐s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

∂S

∂t
≥ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Q

❡t ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt

~V (x, S) = 0 ♣♦✉r S ≥ 0

✭♣❛s ❞❡ t❡r♠❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❛ér✐❡♥✱ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ❝♦t❡ ③ér♦✮✳

▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ q✉✐ ré❣✐t ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ S ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥t✐♥✉✐té s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❧✐♠✐t❛♥t ❧❡ ✢✉① a ét❛♥t s✉♣♣♦sé❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡✮ ✿

a
∂2S

∂t2
+ 2b

∂2S

∂t∂x
+ c

∂2S

∂x2 + d
∂S

∂t
+ e

∂S

∂x
= g, (t, x) ∈]0, T [×Ω ✭✷✹✮

♦ù a, b, c, d, e ❡t g s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s x ❡t t✱ ❛✈❡❝ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✿

a = 0

b = −
1

2
a

′

(
∂S

∂t
(t, x))

[∂S
∂x

(t, x) + ~V (x, S(t, x))
]

c = −a(
∂S

∂t
(t, x))

d = 1

e = −a(
∂S

∂t
(t, x))

∂~V

∂x2
(x, S)

g = a(
∂S

∂t
(t, x))

∂~V

∂x1
(x, S).

❖♥ s❛✐t q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✷✹✮ ❡st ❞✐t❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ s✐

b2 − ac > 0,

❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❞é❣é♥éré❡ s✐
b2 − ac ≥ 0.

■❝✐✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

b2 − ac =
1

4

(
a

′

(
∂S

∂t
(t, x))

[∂S
∂x

(t, x) + ~V (x, S(t, x))
])2

≥ 0

❞✬♦ù ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ t❡r♠❡ ∂2S
∂t∂x

✱ ❛❧♦rs q✉✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣❡♥s❡r ❢❛✉ss❡♠❡♥t
q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ t②♣❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✲tr❛♥s♣♦rt✳

✶✻



✺✳✶✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡

❙♦✐t S ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❛♥sH1(Q)∩L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♣r♦♣r✐étés

q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s té♠♦✐❣♥❛♥t ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ rés✉♠é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ❚♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ S ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡

✐✮ a(
∂S

∂t
)∇S+ = 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Q

✐✐✮ ∀t ≥ 0, S+(t, ·) = S+
0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω

❡t ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱

✐✐✐✮ ∀t ≥ 0, S(t, ·) = S0 ♣✳♣✳ s✉r
{
x ∈ Ω, S0(x) ≥ 0

}
,

∀t ≥ 0, S(t, ·) ≤ S0 ♣✳♣✳ s✉r
{
x ∈ Ω, S0(x) ≤ 0

}

❝❡ q✉✐ tr❛❞✉✐t ✉♥ ❡✛❡t ❞❡ ♣r♦♣♦❣❛t✐♦♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ré❣✐♦♥s r❡st❡♥t ✐♥❞é✜♥✐♠❡♥t ❤♦rs
❞✬❛tt❡✐♥t❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❤②s✐q✉❡✳

Pr❡✉✈❡

P♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✲t❡st v = S+ ✐❧ ✈✐❡♥t✱ ♣✳♣ ❡♥ t✱
∫

Ω

∂S

∂t
S+ dx+

∫

Ω

a(
∂S

∂t
)|∇S+|2 dx = 0 ✭✷✺✮

♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♣✳♣✳ ❡♥ t✱ ~V (x, S) · ∇S+ = 0✱ ❞✬♦ù i)✳
P❛r ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ❞❛♥s Q✱

∂S

∂t
S+ =

∂S+

∂t
S+, ❝❛r

∂S+

∂t
=
∂S

∂t
1[S≥0],

❞❡ s♦rt❡ q✉✬♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✷✺✮ q✉❡

∫

Ω

∂S+

∂t
(S+ − S+

0 ) dx+

∫

Ω

a(
∂S

∂t
)|∇S+|2 dx = −

∫

Ω

∂S+

∂t
S+

0 dx.

❖r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
∂S

∂t
≥ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Q ❡t ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ S ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ ∂S+

∂t
≥ 0 ❞❛♥s Q✱ ❞✬♦ù✱

♣✳♣✳ ❡♥ t,

∫

Ω

∂(S+ − S+
0 )

∂t
(S+ − S+

0 ) dx ≤ 0,

❡t ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, T ]✱
1

2

∫

Ω

|S+(t, ·) − S+
0 |2 dx ≤ 0

❞✬♦ù ii)✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❛♥♥♦♥❝é❡s✱ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ∀t ≥ 0, S(t, ·) ≥ S0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω ♣❛r ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ L1 −mesurable {x ∈ Ω, S0(x) ≥ 0} ❡st ✉♥❡ ③♦♥❡
s❛♥s ❛❝t✐✈✐té✱ i.e. ✉♥❡ ③♦♥❡ ♠♦rt❡✳

✶✼



✺✳✷ ❊✛❡t ❞❡ ❝❧♦✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♦✉ ❡✛❡t ❜❛rr✐èr❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ q✉✬✉♥❡ ③♦♥❡ ❡♥t♦✉ré❡ ❞✬✉♥ ❝♦r❞♦♥ sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡ é❧❡✈é ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✉
♥✐✈❡❛✉ t♦♣♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ③ér♦ ❡st ✐s♦❧é❡ ❝♦♠♣❧ét❡♠❡♥t ❞❡s ❡✛❡ts ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❀ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❡✛❡t ❜❛rr✐èr❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❛❝t K✱ ❞✬✐♥tér✐❡✉r ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❡t ✉♥ ♦✉✈❡rt
❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥ w t❡❧s q✉❡

K ⊂ w ⊂ Ω ❡t w \K ⊂ {S0 ≥ 0}.

❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0✱ S(t, ·) = S0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s K✱ ❡t ❞♦♥❝✱ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ∀t ≥ 0, S(t, ·) = S0

♣✳♣✳❞❛♥s w✳

Pr❡✉✈❡

P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬❯r②s♦❤♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✲t❡st ṽ ❞❛♥s H1
0 (Ω)✱ t❡❧❧❡ q✉❡ 0 ≤ ṽ ≤ 1 ❞❛♥s Ω✱

ṽ|K = 1 ❡t ṽ ∈ H1
0 (w)✳ P♦✉r ❝❡ ❝❤♦✐①✱ ✐❧ ✈✐❡♥t✱ ♣✳♣✳ ❡♥ t ∈]0, T [✱

∫

w\K

∂S

∂t
ṽ dx+

∫

K

∂S

∂t
ṽ dx+

∫

w\K

a(
∂S

∂t
)
(
∇S+ ~V (x, S)

)
·∇ṽ dx+

∫

K

a(
∂S

∂t
)
(
∇S+ ~V (x, S)

)
·∇ṽ dx = 0

❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t ❧❡✉rs ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s✱ ♣✳♣✳ ❡♥ t✱

∂S

∂t
= 0 ❡t a(

∂S

∂t
)
(
∇S + ~V (x, S)

)
· ∇ṽ = 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s w\K,

❝❡ q✉✐ ❛♥♥✉❧❡ ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s s✉r w�K✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ∇ṽ = 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s K✱ ❞✬♦ù ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱
♣✳♣✳ ❡♥ t✱ ∫

K

∂S

∂t
ṽ dx = 0, i.e.

∫

K

∂S

∂t
dx = 0

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡✱ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
∂S

∂t
≥ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s K✱ q✉❡

∂S

∂t
= 0 ♣✳♣✳❞❛♥s K✱ ❡t ❞♦♥❝✱

∀t ≥ 0, S(t, ·) = S0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s K.

P✉✐sq✉❡ w�K ⊂ {S0 ≥ 0}, ♦♥ ❛ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡

∀t ≥ 0, S(t, ·) = S0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s w�K,

❞✬♦ù ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿ ❧❛ ③♦♥❡ ✏♣✐é❣é❡✑ ♣❛r ❧❛ ❜❛rr✐èr❡ w�K ❡st ✐♥❛❝t✐✈❡✱ ❡t✱ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ré❣✐♦♥ w
t♦✉t❡ ❡♥t✐èr❡ ❡st ✉♥❡ ③♦♥❡ ♠♦rt❡✳ �

❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st s✉rt♦✉t ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❧♦rsq✉❡

S0 ≤ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s
◦

K,

❝❛r ❛❧♦rs✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❝❡ s♦✉s✲❜❛ss✐♥ sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡ ♥❡ ✈❛ ♣❛s s❡ ❝♦♠❜❧❡r ❡t r❡st❡ à ❧✬ét❛t ❞✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❤♦rs
❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡✳

✶✽



✺✳✸ ❈❛s ❞❡ ♥♦♥✲✉♥✐❝✐té

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♦✉✈❡rt w s✉r ❧❡q✉❡❧ S0 ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉ ♥✉❧❧❡✳ ❖♥ ❛ ✈✉ ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✮ q✉✬❛❧♦rs

∀t ≥ 0, S(t, ·) = S0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s w

❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✱ ♣r♦♣r✐été i)✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

a
(∂S
∂t

)
∇S0 = 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s w.

❉♦♥❝✱ ❡♥ t♦✉t❡ ré❣✐♦♥ ❞❡ w ♥♦♥ ♣❧❛♥❡✱ i.e✳ ❧à ♦ù ∇S0 6= 0, ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ✢✉① ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♥✉❧ ❡t
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣❧ét❡♠❡♥t ❞é❣é♥éré❡✳ ❙✉r t♦✉t❡ ré❣✐♦♥ ♣❧❛♥❡ ❞❡ w✱ ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ✢✉① ❡st ✐♥❞ét❡r♠✐♥é
❡t ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥tr❡ 0 ❡t 1✱ ❝❡ q✉✐ ♣♦s❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té s❛♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡✱
❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t✱ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t✳
P♦✉r ❝❧❛r✐✜❡r ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ♦♥ ✈❛ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱ ❞✐t❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✏tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡s✑✳

✺✳✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s
▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✏tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡s✑ ❛✈❡❝ ♦❜st❛❝❧❡ ♠♦❜✐❧❡

❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✱ ❞✐t❡s ✏tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡s✑✱ ❡♥ ❡①❛♠✐♥❛♥t ❧❡s
♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭s❡❧♦♥ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ✭❙✳◆✳ ❆♥t♦♥ts❡✈ ❬✶✻❪✮ ✿

S(t, x) = h(ξ), λ(x, t) = λ(ξ) ♦ù ξ = x+ µt, µ > 0,

x ∈]0, L[, L > 0, t ∈]0, T [, T > 0, Q =]0, T [×]0, L[,

s♦✉♠✐s❡s à ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ♠♦❜✐❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

E(t, x) = E∗1Q∩{0≤x+µt≤ξ0}(t, x) + E∗∗1Q∩{ξ0<x+µt≤ξ1}, ❛✈❡❝ E∗∗ > E∗ > 0 ❡t 0 < ξ0 < ξ1.

❖♠❡tt❛♥t ♣r♦✈✐s♦✐r❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡
✢✉① ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❛ss♦❝✐é à ❧✬é❝❤❡❧♦♥ ❞❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡✱ s✬é♥♦♥❝❡ ✿





❈❤❡r❝❤❡r (S, λ) ❛✈❡❝ λ ∈ H(
∂S

∂t
+ E) ❡t ✈ér✐✜❛♥t :

∂S

∂t
−

∂

∂x

[
λ

(
∂S

∂x
+ V (S)

)]
= 0, ❞❛♥s Q,

S(0, ·) = S0 ❞❛♥s ]0, L[,

❡t s✬é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✏tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡s✑ ✿
❈❤❡r❝❤❡r ξ 7→ h(ξ)✱ λ 7→ λ(ξ) ✈ér✐✜❛♥t ✿

µh
′

(ξ) −
{
λ(ξ)

[
h

′

(ξ) + V (h(ξ))
]}′

= 0, ξ > 0, ✭✷✻✮

0 ≤ λ(ξ) ≤ 1, µh
′

(ξ) + E(ξ) ≥ 0, (1 − λ(ξ))(µh
′

(ξ) + E(ξ) = 0, ξ > 0 ✭✷✼✮

h(0) = S0(0). ✭✷✽✮

■❝✐✱ ♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V (x, S(t, x)) ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧✬❡✛❡t ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ♠❛r✐♥ ♦✉ é♦❧✐❡♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞
q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧t✐t✉❞❡ ♦✉ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✉ ♣♦✐♥t ❝♦♥s✐❞éré✱ ❡t ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡

∂S

∂t
= µh

′

(ξ),
∂S

∂x
= h

′

(ξ) ❡t❝ ✳✳✳

✶✾



▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✻✮ ♠♦♥tr❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡✱ ❛♣rès ✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡✱

∃C0 ∈ R / ∀ξ > 0, µh(ξ) − λ(ξ)
[
h

′

(ξ) + V (h(ξ))
]

= C0. ✭✷✾✮

❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ❛❧♦rs ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ s✉✐✈❛♥t ✿
✯ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥

Q0 = Q ∩ {0 ≤ x+ µt ≤ ξ0},

❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ✐♥❛❝t✐✈❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡

λ(ξ) = 1

❛✈❡❝ ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬ér♦s✐♦♥ ❧✐♠✐té❡ ✿

µh
′

(ξ) + E∗ ≥ 0.

✯ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥
Q1 = Q ∩ {ξ0 < x+ µt ≤ ξ1},

❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ✢✉① ❡st ❛❝t✐✈é❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡

0 ≤ λ(ξ) ≤ 1 ❡t µh
′

(ξ) + E∗∗ = 0.

▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡ s❝é♥❛r✐♦ ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❡t ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s h(ξ) ❡t λ(ξ)✳

P♦✉r ❛❧❧❡r à ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧✱ ♦♥ ✈❛ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ tr❛♥s♣♦rt s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r

V (S) = aS, ✭✸✵✮

♦ù a ❡st ✉♥ ré❡❧ ❞❡ s✐❣♥❡ ♣♦s✐t✐❢ ♦✉ ♥é❣❛t✐❢✱ s❡❧♦♥ ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❝♦♥✈❡❝t✐❢✱ ❛✈❡❝

| a |< µ

✭❤②♣♦t❤ès❡ s✐❣♥✐✜❛♥t q✉❡ q✉❡ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❡st ✉♥❡ ✏♣❡t✐t❡✑ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❣r❛✈✐t❛✐r❡✮✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ξ 7−→ h(ξ) ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t✱ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ξ 7−→

λ(ξ) ❡t ξ 7−→ h
′

(ξ) ♣❡✉✈❡♥t ♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ♠❛✐s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ξ 7−→ λ(ξ)
[
h

′

(ξ) + ah(ξ)
]

❡st ❝♦♥t✐♥✉✳

✺✳✹✳✶ Pr❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ✿ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♥❛❝t✐✈❡ ❞❛♥s Q0 = Q ∩ {0 ≤ x+ µt ≤ ξ0}

❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s Q0 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t

µh
′

(ξ) + E∗ > ♣♦✉r ξ ∈ [0, ξ0[, µh
′

(ξ0) + E∗ = 0 ❡t λ(ξ) = 1 ♣♦✉r ξ ∈ [0, ξ0[. ✭✸✶✮

■❧ ✈✐❡♥t ❞♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ✭✷✾✮ ❡t ✭✸✵✮✱
h

′

(ξ) = (µ− a)h(ξ) − C0,

❞✬♦ù

h(ξ) = C1 e
(µ−a)ξ +

C0

µ− a

✷✵



❛✈❡❝

h(0) = C1 +
C0

µ− a
, ♣❛r ❝❛❧❝✉❧

= S0(0), ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ .

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞és✐ré❡
µh

′

(ξ0) + E∗ = 0

✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

µC1(µa)e(µ−a)ξ0 + E∗ = 0 ❞✬♦ù C1 = −
E∗

µ(µ− a)
e−(µ−a)ξ0

❡t✱ ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ξ ∈ [0, ξ0],

h(ξ) = −
E∗

µ(µ− a)
e(µ−a)(ξ−ξ0) +

E∗

µ(µ− a)
e−(µ−a)ξ0 + S0(0)

= S0(0) +
E∗

µ(µ− a)
e−(µ−a)ξ0

[
1 − e(µ−a)ξ

]
. ✭✸✷✮

■❧ r❡st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡ ❝❤♦✐① ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✶✮ ❀ ♦r✱ ♣♦✉r ξ ∈ [0, ξ0[✱

µh
′

(ξ) + E∗ = −E∗ e(µ−a)(ξ−ξ0) + E∗

= E∗
(
1 − e(µ−a)(ξ−ξ0)

)
> 0 ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❝✐ ξ − ξ0 ≤ 0 ❡t µ− a > 0.

❖♥ r❡t✐❡♥❞r❛ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡

C0 = (µ− a)h(ξ0) +
E∗

µ
✭✸✸✮

❡t ♦♥ ♣r❡♥❞r❛ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

E∗

µ
− ah(ξ0) > 0,

❝❡ q✉✐ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r | a | ❛ss❡③ ♣❡t✐t✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ♣ré❝✐s❛♥t ❧❡s ✉♥✐tés ✿

E∗ =
L

T
, µ =

L

T
, a =

1

L
, h = L, C0 =

L2

T
, λ =

L2

T

❡t ❞♦♥❝✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ µ− a ❞♦✐t êtr❡ ❧✉❡ ❝♦♠♠❡ µ− λa ❛✈❡❝ λ = 1 ❡t ❛ ♣♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥

L

T
+
L2

T
×

1

L
=
L

T

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡✱ ❛❧♦rs q✉❡
E∗

µ
− ah(ξ0)

❡st ✉♥ s❝❛❧❛✐r❡ ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é✳

✷✶



✺✳✹✳✷ ❉❡✉①✐è♠❡ ♣❤❛s❡ ✿ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ✢✉① ❞✐✛✉s✐❢ ❡t ❝♦♥✈❡❝t✐❢

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ♦♥ ❞♦✐t ré❛❧✐s❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✐♠✉❧t❛♥é❡s ✿

µh
′

(ξ) + E∗∗ = 0, 0 ≤ λ(ξ) ≤ 1 ♣♦✉r ξ ∈ [ξ0, ξ1].

■❧ ✈✐❡♥t ❞♦♥❝ {
µh(ξ) − λ(ξ)

[
−E∗∗

µ
+ ah(ξ)

]
= C0,

µh
′

(ξ) + E∗∗ = 0, ♣♦✉r ξ ∈]ξ0, ξ1[,

❞✬♦ù

h(ξ) = −
E∗∗

µ
(ξ − ξ0) + h(ξ0)

❛✈❡❝

h(ξ0) = h(ξ−0 ) = h(ξ+0 ) = S0(0) −
E∗

µ(µ− a)

[
1 − e−(µ−a)ξ0

]
,

❞✬❛♣rès ✭✸✷✮ ❡t ❧❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ h✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

h(ξ) = −
E∗∗

µ
(ξ − ξ0) + S0(0) −

E∗

µ(µ− a)

[
1 − e−(µ−a)ξ0

]
, ♣♦✉r ξ ∈ [ξ0, ξ1]

♣✉✐s✱

λ(ξ) =
µh(ξ) − C0

ah(ξ) − E∗∗

µ

,

♦✉ ❡♥❝♦r❡

λ(ξ) =
−E∗∗(ξ − ξ0) + µh(ξ0) − C0

−aE∗∗

µ
(ξ − ξ0) + ah(ξ0) −

E∗∗

µ

, ♣♦✉r ξ > ξ0.

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ ❡st ❤♦♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡ s✉r ]ξ0, ξ1[ ❡t q✉❡ s❡❧♦♥ ✭✸✸✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ é❝r✐r❡ ✿

λ(ξ) =
−E∗∗(ξ − ξ0) −

E∗

µ
+ ah(ξ0)

−aE∗∗

µ
(ξ − ξ0) + ah(ξ0) −

E∗∗

µ

,

❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

λ(ξ+0 ) =

E∗

µ
− ah(ξ0)

E∗∗

µ
− ah(ξ0)

, ❛✈❡❝ E∗∗ > E∗ > 0,

❞✬♦ù ❧❡ ❢❛✐t ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ λ(ξ+0 ) ∈]0, 1[ ❡t ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ξ1 > ξ0
t❡❧ q✉❡ λ(ξ) ∈ [0, 1] ♣♦✉r ξ ∈ [ξ0, ξ1]✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❝✐✱

ξ1 = ξ0 +
E∗∗ − E∗

E∗∗

1

µ− a
,

❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é à ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✳

❊♥ rés✉♠é✱ ♦♥ ❛ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

S(t, x) = S0(0) +
E∗

µ(µ− a)
e−(µ−a)ξ0

[
1 − e(µ−a)(x+µt)

]
, λ(t, x) = 1

♣♦✉r (t, x) ∈]0, T [×]0, L[∩{0 ≤ x+ µt ≤ ξ0}

S(t, x) =
E∗∗

µ
(x+ µt− ξ0) + S0(0) −

E∗

µ(µ− a)

[
1 − e−(µ−a)ξ0

]
,

✷✷



λ(t, x) =
−E∗∗(x+ µt− ξ0) −

E∗

µ
+ aH0

−aE∗∗

µ
(x+ µt− ξ0) −

E∗∗

µ
+ aH0

,

♣♦✉r (t, x) ∈]0, T [×]0, L[∩{ξ0 ≤ x+ µt ≤ ξ1}✱ ♦ù

ξ1 = ξ0 +
E∗∗ − E∗

E∗∗

1

µ− a
,

❡t ♦ù ❧✬♦♥ ♥♦t❡

H0 = S0(0) −
E∗

µ(µ− a)

[
1 − e−(µ−a)ξ0

]
.

▲❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ✐❝✐

S(0, x) = S0(0) +
E∗

µ(µ− a)
e−(µ−a)ξ0

[
1 − e(µ−a)x

]
, ♣♦✉r x ∈]0;L[,

S0(0) ét❛♥t ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ à ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❛ss♦❝✐é❡s✱ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♦✉ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s❡❧♦♥ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡✱ ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞✉
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ S(t, 0)✱ S(t, L)✱ λ(t, 0)∂S

∂x
(t, 0)✱ λ(t, L)∂S

∂x
(t, L)✱ etc ... ✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ♣♦✉r ❝❡ s❝é♥❛r✐♦ q✉❡

E∗∗ > E∗ ✭r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✮ ♣♦✉r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t

ξ1 > ξ0 ❡t λ(ξ+0 ) ≤ 1.

P♦✉r ❝♦♠♠❡♥t❡r ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♣♦s♦♥s ♣♦✉r ✜①❡r ❧❡s ✐❞é❡s q✉❡ 0 < L < ξ0✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❥✉sq✉✬à
❧✬✐♥st❛♥t

t∗ =
ξ0 − L

µ

❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7−→ S(t, x) ❡st très ré❣✉❧✐❡r✱ ♣✉✐s✱ ♣♦✉r t > t∗✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡✱ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥ s❡✉❧❡♠❡♥t✱
♣rés❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❛♥❣✉❧❡✉① ♠♦❜✐❧❡ ♣❛r❝♦✉r❛♥t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, L[ ❞❡ ❞r♦✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡✱ ❡♥

x̂(t) = ξ0 − µt,

❧❡s ♣❡♥t❡s ❡♥ x̂(t) ét❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿

∂S

∂x
(t, (x̂(t))−) = −

E∗

µ
❡t

∂S

∂x
(t, (x̂(t))+) = −

E∗∗

µ
, S(t, x̂(t)) = H0,

❧à ♦ù ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ✢✉① ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ✿

λ(t, (x̂(t))−) = 1 ❡t λ(t, (x̂(t))+) =

E∗

µ
− aH0

E∗∗

µ
− aH0

∈]0, 1[

❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t

λ(t, x̂(t))
[
S

′

(t, x̂(t)) + aS(t, x̂(t))
]

❡st ❝♦♥t✐♥✉ ✿

1 ×

[
−
E∗

µ
+ aH0

]
=

E∗

µ
− aH0

E∗∗

µ
− aH0

×

[
−
E∗∗

µ
+ aH0

]
.

❉✬❛✉tr❡s s❝é♥❛r✐♦s ♣❡✉✈❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t êtr❡ ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ❝❡ ♣r♦❝é❞é✳ Pr❡♥♦♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù E∗ = 0 ❡t
E∗∗ > 0 q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✰ tr❛♥s♣♦rt ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱

✷✸



♣✉✐s ❡♥s✉✐t❡✱ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✰ ér♦s✐♦♥ ✰ tr❛♥s♣♦rt✳
■❧ ✈✐❡♥t ❛❧♦rs✱ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ S0(0) > 0 ❡t a < 0✱

S(t, x) = S0(0), λ(t, x) = 1 ♣♦✉r (t, x) ∈]0, T [×]0, L[∩{0 ≤ x+ µt ≤ ξ0},

S(t, x) = −
E∗∗

µ
(x+ µt− ξ0) + S0(0), λ(t, x) =

−E∗∗(x+ µt− ξ0) + aS0(0)

−aE∗∗

µ
(x+ µt− ξ0) −

E∗∗

µ
+ aS0(0)

,

♣♦✉r (t, x) ∈ Q ∩ {ξ0 < x+ µt ≤ ξ1}✱ ♦ù

ξ1 = ξ0 +
1

µ− a
.

S(0, x) = S0(0) ♣♦✉r x ∈]0, L[.

Pr❡♥❛♥t ❡♥❝♦r❡ 0 < L < ξ0✱ ♦♥ ✈♦✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❛♥❣✉❧❡✉① ❛♣rès ❧✬✐♥st❛♥t t∗ = ξ0−L
µ

❡♥ ❧✬❛❜s❝✐ss❡

x̂(t) = ξ0 − µt✱ ❧❡s ♣❡♥t❡s ✈❛❧❛♥t à ❣❛✉❝❤❡ ❡t à ❞r♦✐t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 0 ❡t −E∗∗

µ
✱ ❧❡s ❧✐♠✐t❡✉rs ❞❡ ✢✉①

♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ s❛✉t✱ ♣✉✐sq✉❡✱ ♣♦✉r t > ξ0−L
µ

λ(t, (x̂(t))−) = 1, λ(t, (x̂(t))+) =
aS0(0)

E∗∗

µ
− aS0(0)

∈]0, 1[.

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❡♥❝♦r❡✱ ♣♦✉r t > ξ0−L
µ

✱ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

t 7−→ λ(t, x̂(t))

[
∂S

∂x
(t, x̂(t)) + aS(t, x̂(t))

]

♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✿

1 × [0 + aS0(0)] =
aS0(0)

E∗∗

µ
− aS0(0)

×

[
−
E∗∗

µ
+ aS0(0)

]
.

P♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ✿ 0 < ξ0 < L✱ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

S0(x) =





S0(0) ♣♦✉r x ∈]0, ξ0[

−E∗∗

µ
(x− ξ0) + S0(0) ♣♦✉r x ∈ [ξ0, L],

❞❡ s♦rt❡ q✉✬✐❝✐✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❛♥❣✉❧❡✉① ❡st ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ✈❛ s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t à
❧❛ ✈✐t❡ss❡ µ ❞❡ ❞r♦✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ♦♥ ❡st ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ à ✈✐t❡ss❡ ✜♥✐❡✱
❞é❢♦r♠❛♥t ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ♣❧❛t❡ ❝♦♥t✐♥✉é❡ ♣❛r ✉♥ ♣❧❛♥ ✐♥❝❧✐♥é✳
❖♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♠ê♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ (t, x) 7−→ S(t, x) q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛
♠ê♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♥♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ λ ❞✐✛ér❡♥t ✿





λ(t, x) = 0 ♣♦✉r (t, x) ∈]0, T [×]0, L[∩{0 ≤ x+ µt ≤ ξ0}

λ(t, x) =
E∗∗(x+ µt− ξ0)

E∗∗

µ
+ aE∗∗

µ
(x+ µt− ξ0) − aS0(0)

♣♦✉r (t, x) ∈]0, T [×]0, L[∩{ξ0 ≤ x+ µt ≤ ξ1}, ❛✈❡❝ ξ1 = +∞,

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ ét❛♥t ✐❝✐ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ x̂(t) = ξ0 − µt ❀ ❡♥ ❢❛✐t ♣❛r ré❛❧✐s♠❡✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r

S(t, x) ≥ 0, i.e. ξ1 = ξ0 +
µ

E∗∗
S0(0);

✷✹



❝❡❧❛ ♣♦✐♥t❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ♥♦♥✲✉♥✐❝✐té✱ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (S, λ)✱ ❛✈❡❝ λ ∈ H(
∂S

∂t
+E)✳ ❈❡s ❝❛s ❞❡ ♥♦♥✲

✉♥✐❝✐té s♦♥t r❡♥❝♦♥trés ❛ ♣r✐♦r✐ ❧♦rsq✉✬♦♥ ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ s❛♥s ér♦s✐♦♥ ✭E(t, x) ♥✉❧

s✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ré❣✐♦♥ Λ ❞❡ Q =]0, T [×Ω✮✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱
∂S

∂t
≥ 0 ❞❛♥s Λ✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

❛ss♦❝✐és à ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ q✉✐ r❡st❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ♦✉ à ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ♣♦✉✈❛♥t s✬❛♥♥✉❧❡r s❡♠❜❧❡♥t ❞❡ ♥❛t✉r❡
très ❞✐✛ér❡♥t❡✳

▲❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ♦ù ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ t❡r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ V (S(t, x)) ♣❡✉t êtr❡
❛❜♦r❞é ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞és❛❝t✐✈é❡ ✭❛✈❡❝ E∗ > 0✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t✱ ♣♦✉r
ξ ∈ [0, ξ0]✱

µh(ξ) −
[
h

′

(ξ) + V (h(ξ))
]

= C0, λ(ξ) = 1

µh(ξ) + E∗ ≥ 0, µh
′

(ξ−0 ) + E∗ = 0.

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛✈✐t❛✐r❡ ❡st ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r

µ− ‖V
′

‖L∞(0,L) > 0.

❖♥ ♥♦t❡
ψµ = µId− V,

❢♦♥❝t✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❡t ♦♥ ♣r❡♥❞ ♣♦✉r ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ ❝❛❧❛❣❡ H0 = h(ξ0)✳ ■❧ ✈✐❡♥t✱ ❡♥ ξ
−
0 ✱

µH0 −

[
−
E∗

µ
+ V (H0)

]
= C0

❞✬♦ù

C0 = ψµ(H0) +
E∗

µ
,

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝

h
′

(ξ) = ψµ(h(ξ)) − ψµ(H0) −
E∗

µ
, ξ ∈]0, ξ0[ ❡t h(ξ0) = H0 > 0. ✭✸✹✮

Pr❡♥❛♥t ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ✉♥ ♣❡✉ ✭❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ µ ❡st ♣❡t✐t❡✱ ❝❡ q✉✐ ❧é❣✐t✐♠❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t✮✱ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù

E∗

µ
≥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ψµ,

E∗

µ
≥ V (H0).

❖♥ s❛✐t ♣❛r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❣é♥ér❛✉① s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s q✉❡ ✭✸✹✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ h
❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉✬✐♣s♦ ❢❛❝t♦✱

µh
′

(ξ) + E∗ = µ[ψµ(h(ξ)) − ψµ(H0)] ≥ 0 ❡t µh
′

(ξ−0 ) + E∗ = 0.

▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❤❛s❡ ✭❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✮ ❝♦♥❞✉✐t à ♣r❡♥❞r❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ t❛✉①
❞✬ér♦s✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡st E∗∗ > E∗✱

h(ξ) = −
E∗∗

µ
(ξ − ξ0) +H0, ξ ∈ [ξ0, ξ1]

❡t ❞♦♥❝

λ(ξ) =
µh(ξ) − ψµ(H0) −

E∗

µ

V (h(ξ)) − E∗∗

µ

, ξ ∈]ξ0, ξ1].

✷✺



❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

λ(ξ+0 ) =

E∗

µ
− V (H0)

E∗∗

µ
− V (H0)

❡t ❞♦♥❝ λ(ξ+0 ∈]0, 1[,

❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ♣❛r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ξ1 ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ λ s✉r [ξ+0 , ξ1] r❡st❡♥t ❞❛♥s [0, 1]✳

❊♥ rés✉♠é✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝é❞é ✏tr❛✈❡❧❧✐♥❣ ✇❛✈❡s✑ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿




S(t, x) = h(x+ tµ), λ(t, x) = 1 ♣♦✉r (t, x) ∈ Q ∩ {0 ≤ x+ µt ≤ ξ0}

♦ù h ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ :

h
′

(ξ) = ψµ(h(ξ)) − ψµ(H0) −
E∗

µ
, ψµ = µId− V, H0 = h(ξ0), ξ ∈]0, ξ0[,

S(t, x) = −E∗∗

µ
(x+ µt− ξ0) +H0, λ(t, x) =

−E∗∗(x+ µt− ξ0) + V (H0) −
E∗

µ

V
[
−E∗∗

µ
(x+ µt− ξ0) +H0

]
− E∗∗

µ

♣♦✉r (t, x) ∈ Q ∩ {ξ0 < x+ µt ≤ ξ1},

❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ r❡♠❛rq✉❡ s✉r ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ∂S
∂x

❡t λ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡

x+ µt = ξ0,

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ❧❡s ♣♦✐♥ts
x̂(t) = ξ0 − µt ❧♦rsq✉❡ x̂(t) ∈ [0, L].

■❧ ✈✐❡♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱




λ(t, (x̂(t))−) = 1, 0 < λ(t, (x̂(t))+) =

E∗

µ
− V (H0)

E∗∗

µ
− V (H0)

< 1,

∂S
∂x

(t, (x̂(t))−) = −E∗

µ
, ∂S

∂x
(t, (x̂(t))+) = −E∗∗

µ
,

♦ù

ξ1 = ξ0 +
µ

E∗∗
H0 −

µ

E∗∗
ψ−1

µ

[
ψµ(H0) +

E∗ − E∗∗

µ

]
,

❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ξ1 > ξ0 ❡st ❛ss✉ré❡ ♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✿ E∗∗ > E∗ > 0✱ ❡t ❧❛ str✐❝t❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψµ✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✏✢✉①✑

t 7−→ λ(t, x̂(t))

[
∂S

∂x
(t, x̂(t)) + V (S((t, x̂(t)))

]

❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s t❡r♠❡s ❞❡ ❝❡ ♣r♦❞✉✐t s♦♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱

λ(t, (x̂(t))−)

[
∂S

∂x
(t, (x̂(t))−) + V (S(t, (x̂(t))−))

]
= 1 ×

[
−
E∗

µ
+ V (H0)

]

❡t

λ(t, (x̂(t))+)

[
∂S

∂x
(t, (x̂(t))+) + V (S(t, (x̂(t))+))

]
. =

E∗

µ
− V (H0)

E∗∗

µ
− V (H0)

×

[
−
E∗∗

µ
+ V (H0)

]

= −
E∗

µ
+ V (H0).

✷✻



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞✉ tr❛♥s♣♦rt é♦❧✐❡♥ ♦✉ ♠❛r✐♥ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❜❛ss✐♥s
sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡s ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❍❛❞❛♠❛r❞ ❞❛♥s s❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐sé❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s✳ ■❧ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡s ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❣é♦❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ ré✈è❧❡♥t
❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❞é❣é♥éré ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡
♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❢❛✐❜❧❡s ❡t s♦✉❧è✈❡ ❞❡s
❞✐✣❝✉❧tés t❤é♦r✐q✉❡s ♥♦♥ s✉r♠♦♥té❡s ❀ ✐❧ s✬❛❣✐t✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♦r✐❣✐♥❛✉①✱ ❧❛r❣❡♠❡♥t
♦✉✈❡rts✳

✷✼



❘é❢ér❡♥❝❡s
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❛♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ✭◆❡✇ ❨♦r❦✮ ✹✹ ✭✷✵✵✸✮ ✽✷✶✲✽✷✽✳

❬✺❪ P✳ ❇é♥✐❧❛♥✱ ▼✳ ●✳ ●r❛♥❞❛❧❧ ❛♥❞ ❆✳ P❛③②✳ ❇♦♥♥❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ s❡♠✐✲
❧✐♥é❛✐r❡ ❀ ❈✳ ❘✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ P❛r✐s ❙ér✳ ■ ▼❛t❤✳✭✸✵✻✮ ✭✶✾✽✽✮ ✺✷✼✲✺✸✵✳

❬✻❪ ❈✳ ❈✉❡st❛✱ ❈✳ ❏✳ ✈❛♥ ❉✉✐❥♥ ❛♥❞ ❏✳ ❍✉❧s❤♦❢✳ ■♥✜❧tr❛t✐♦♥ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❛♣✐❧❧❛r②
♣r❡ss✉r❡ ✿ ❚r❛✈❡❧❧✐♥❣ ✇❛✈❡s✳ ❊✉r✳ ❏✳ ❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳ ✶✶ ✭✷✵✵✵✮ ✸✽✶✲✸✾✼✳

❬✼❪ ❉✳ ❊t✐❡♥♥❡✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s str❛t✐❣r❛♣❤✐q✉❡s✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡r✲
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