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Mathematical analysis of a stratigraphic model for the large scale depositional transport
processes

Abstract.— This work deals with the study of a stratigraphic model for the formation
of geological basins under a maximal erosion rate constraint. It leads to an original class
of conservation laws in order to simulate the large scale depositional transport processes
of sediments. The main feature of the mathematical framework is characterized by a global
constraint on the time-derivative of the unknown (the theoretical topography) and a nonlinear
transport term.Various theoretical results and research procedures are presented for solving
the monolithologic column case : existence and uniqueness of an approximating sequence via
an implicit time-discretization scheme, lack of compactness results and open problems for
passing to the limits in the discretized processes (double weak convergence in the diffusive
term).The locally hyperbolic behavior of the model is illustrated by constructing realistic
traveling-waves solutions and by pointing out some surprising properties (barrier effects and
dead-zones).

Résumé.— Nous étudions dans cet article un modéle mathématique de la formation et
de I’évolution d’un bassin sédimentaire. Ce modéle est obtenu par I’application de la loi de
conservation de la masse sur le flux des matiéres lors des phénoménes d’érosion, sédimenta-
tion ou transport des sédiments dans le bassin sur une échelle de plusieurs millions d’années.
Plus précisément, on g’intéresse & connaitre la fonction qui régit I’évolution de la hauteur
des sédiments déposés au-dessus de la base du bassin, qui est supposée horizontale au niveau
topographique zéro. Le plan de cette étude est le suivant : nous commencons par une présen-
tation du modéle dans laquelle nous formulons le probléme d’obstacle envisagé; puis, nous
procédons par une méthode de semi-discrétisations implicites qui nous permet de montrer
I’existence et I'unicité d’une solution discréte en temps. Ensuite, nous illustrons la difficulté
d’ordre mathématique qui empéche le passage a la limite lorsque le pas de discrétisation du



temps tend vers 0; en fait cette difficulté est due & une présence d’un produit de deux suites
qui ne convergent que faiblement. Enfin, nous éclairons quelques cas particuliers en dimension
un d’espace et nous donnons des solutions explicites “traveling waves” & obstacle mobile dans
des scénarios de réalisation possible, attestant la nature hyperbolique du modéle.

1 Introduction

Le modeéle étudié ici concerne la formation et 1’évolution d’un bassin sédimentaire sous le triple
effet des phénomeénes d’érosion, sédimentation et transport di aux vents, pluies, courant de ruissellement,
etc ... . 1l g’agit de stratigraphie, c’est-a-dire de la formation des couches géologiques sur une échelle de
plusieurs millions d’années. Outre les applications en prospection pétroliére pour la localisation la plus
probable des réserves d’huile et de gaz, le modéle étudié ici rend compte des modifications des reliefs de
type désertique sous l'effet de vents parfois violents.Un exemple intéressant est donné par une mission
de I’Unesco qui concerne 'espace désertique créé par 1’asséchement de la mer d’Aral au Kazakhstan a la
suite d’irrigations conduites de maniére catastrophique sur le plan écologique : privée de la plus grande
partie de son approvisionnement fluvial en eau, cette mer intérieure s’est retirée et sa superficie a été
divisée par trois. Les vents violents de la région arrachent le sable et le sel déposé sur le fond de la mer
nagueére recouvert d’eau. Selon des estimations, on rapporte (“Le Monde” du 13 juillet 2007, p.3) que
200000 tonnes de sel et de sable sont ainsi chaque année transportées dans un rayon de 300 km, outre les
restes de pesticides et d’engrais auparavant répandus en quantité dans les cultures irriguées en amont et
charriés dans le bassin par les fleuves alimentant la mer. Ces conditions conduisent & des transformations
brutales de I’écologie locale et sont causes de graves conséquences sanitaires. Des modéles mathématiques
de simulation présentent donc des possibilités de prévision des évolutions et d’anticiper la prise de décision
pour améliorer la situation.

Un autre exemple peut étre illustré par ’action érosive de vents forts transportant du sable contre
certaines parties de la Grande Muraille de Chine et qui pose le probléme de la préservation du site.

La situation des transports marins regoit une illustration actuelle par les travaux de désensable-
ment de la baie du Mont Saint-Michel. Un barrage en construction, agissant comme un régulateur des
flux et des reflux, est destiné & libérer I’endroit de la gangue des sédiments qui, jour aprés jour, empri-
sonne I’édifice, autrefois distant de quatre kilométres du continent et désormais de quelques dizaines de
métres. Les marées, dont les courants montants sont, toujours plus puissants que les jusants, ont provoqué
Iaccumulation de débris sableux mélangés & des débris de coquillages : la tangue. On construit un ou-
vrage hydraulique & double effet sur la riviére locale, le Couesnon dont le flux est aujourd’hui faible, pour
retenir dans un premier temps l’eau dans un réservoir en amont, & marée haute ; au reflux, huit vannes
généreront des chasses d’eau dans le lit du Couesnon qui repousseront les sédiments au large. Selon les
expertises, en deux ans de fonctionnement, la moitié des 3 millions de métres cubes d’alluvions qui se
sont amoncelés devrait avoir été déblayée. En huit ans, les quatre-cinquiémes, et, a ’horizon du milieu
du siecle, la cote moyenne des fonds devrait avoir baissé de 70 centimétres (“Le Monde” daté du 29 juillet
2007).

Ces deux situations illustrent, dans le premier cas, le transport éolien et, dans le second cas, le transport
marin, naturel ou forcé.

Physiquement, on observe que
— le flux des matiéres est proportionnel au gradient de la hauteur S des sédiments déposés ; autre-
ment dit, il s’agit d’un modéle gravitaire régi par la pente du relief mesurée par VS, et présentant
une analogie mathématique avec la loi de Darcy.



— lenvironnement -comme par exemple le vent- a un effet pris en compte sur le flux des matiéres;
cet effet peut s’exprimer par une dépendance proportionnelle aux facteurs représentatifs du
transport des sédiments (transport éolien, par exemple).

2 Présentation du modeéle

On convient d’entreprendre ici une analyse mathématique des observations physiques précédentes
en tenant compte d’une vitesse limite d’érosion F et d’une contrainte unilatérale d’asservissement ins-
tantané qui régit les variations de I’érosion & l'intérieur du domaine et sur une partie fixe de la frontiére.
On note 2 un domaine borné de R?, figurant la base du bassin sédimentaire, supposée horizontale (au
niveau topographique zéro) et de frontiére I" réguliére ; on introduit 7" un réel strictement positif, fixant la
durée de l'observation du phénomeéne. On note aussi S (¢, z) la hauteur des sédiments déposés a 'instant
t, au-dessus d’un point x de €, \7(93, S) un terme vectoriel non linéaire de transport éolien, appliqué a
la hauteur S, au-dessus du point x de 2 et a le coefficient de proportionnalité entre le flux des matiéres
d’une part, et la pente et 'influence de I’environnement d’autre part, ce qui permet d’écrire la loi d’état
du flux, de type darcéen :

7 =-a|lVS+V(z,5S) (1)

oS
Le coefficient a dépend de — et de E, et son choix est guidé par la nécessité de respecter les

contraintes suivantes, donnant lieu a un probléme & frontiére libre :

a8 oS
E—i—EZO, 0<a<1 et (1—a)(E+E):0 p.p. dans @, (2)
ce qui conduit & prendre, sous réserve d’une régularité suffisante, a € H (% + E), ol H est le graphe

maximal monotone lié & la fonction de Heaviside. En particulier,

* sien (¢ x), % + F > 0, autrement dit, le taux d’érosion maximal n’est pas atteint ; alors, a = 1 et
donc la contrainte est inactive : le flux n’est pas limité.

* sien (¢, ), % + E = 0, situation limite ; la contrainte est active; alors a doit prendre une valeur

appropriée entre 0 et 1 pour rendre possible la réalisation de ’équation de continuité.

Evidemment, les régions ot la contrainte est activée ou inactive sont des inconnues implicites du pro-
bléme. En outre, les contraintes unilatérales (2) présentent une réelle originalité, au sens ou elles ne sont
pas standard (Cf. par exemple, le livre de G. Duvaut et J.-L.Lions : les inéquations en physique et en
mécanique [17]).

De sa part, ’équation de conservation de la masse, nous donne

%—erdiv qd =0 p.p. dans Q. (3)

En substituant ’expression du flux (1) dans I’équation de conservation de la masse (3), nous obtenons :
a5 . oS -
Bt — div {a (8t+E> [VS—l—V(.r,S)]} =0.

Equation hyperbolique (en raison formellement, des termes %), non-linéaire dégénérée; sa résolution
est le but de cette étude.



En respectant les contraintes (2), nous formulons le modeéle de la fagon suivante :

Trouver le couple (S, \) tel que :

S e L=(0,T; HE(Q) N HY(Q), )\eL‘X’(Q)ﬁH(%—S—s—E) (4a)

vérifiant pour presque tout ¢ de ]0, T et pour tout v de H}(Q)
/—udx+/ [VS+‘7(17S)]~Vvdx:O (4b)
S(0,-) =Sy  dans H}(Q). (4c)

Pour résoudre ce probléme, et notamment afin de trouver des estimations a priori, nous allons prendre,
au lieu de a, un terme d’une suite de fonctions lipschitziennes croissantes approximatives de H, type
Papproximation Yosida suivante :

sir>e >0,

si0<r<e,

sir <O0.

e —

Om |3

La fonction V est £3 — mesurable, définie presque partout sur Q x R & valeurs dans R2, bornée et,
uniformément par rapport & z, lipschitzienne en S, ¢’est-a-dire :

dM >0 telque Yre VS, §€R,0na
|vie, $)-vi, 3)| , < mls-3| (5)
en plus, nous supposons que chacune des composantes de V admet des dérivées partielles premiéres

bornées.
Nous définissons une formulation faible du probléme : chercher, pour une topographie initiale Sy € Hg (),

une fonction S. € L?(0, T ; HI(Q)), tel qu 8158 (0, T ; L3()), vérifiant, Vo € H{(Q), et pour
presque tout ¢ de |0, T'[
05 08 -
— +F € s Pe)| =Y
E d+/ (at+ )[VSJFV(JCS)} Vo dz =0 (6a)
S:(0,-) = So p.p- dans . (6b)

D’abord, nous allons obtenir des résultats dans le cas discret en temps :

3 Approche par semi-discrétisations implicites

Soit Sp la topographie initiale supposée dans H}(Q), et soit h > 0 le pas de discrétisation en temps.
Alors, le probléme semi-discret implicite par rapport au temps, correspondant au probléme (6), s’écrit, a
la premiére itération,

Trouver S. dans H{ (), tel que pour tout v € Hi ()
P /uvder/aE MJrE {VSE+‘7($,SE)}~Vvd:Z::O.
o N Q h

L’étude de ce probléme se divise en deux étapes : la premiére étape est de supposer que la fonction a. est
strictement positive (probléme non dégénéré), et la deuxiéme étape est de passer au probléme dégénéré
(ae > 0) via le probléme non dégénéré, selon une méthode de viscosité artificielle.



3.1 Le probléme non dégénéreé

Selon un procédé d’approximation classique, pour rendre le probléme P non dégénéré, on introduit
un réel strictement positif J, tel qu’on aura & considérer de facon transitoire, la formulation suivante :

Trouver S° dans H}(S2), tel que pour tout v € HZ ()

5 5 _ 5 _ ,
[ / S hSOU dx+/ {aE(S8 hSO +E)+5} [VS§+V(IE,SS) -V dz = 0.
Q Q

Pour résoudre ce probléme, on va utiliser un théoréme de point fixe.
Soient g € HZ () et le probléme lindaire :
Trouver S%9 dans H}(Q), tel que pour tout v € H} ()

.9 b9 _ — -
& / wv dx + / [ag(g So +E) + 5} {ng’g +V(x,g)| - Vvdz =0.
Q h Q h

Ce probléme posséde, d’aprés le théoréme de Lax-Milgram, une unique solution; on peut donc définir
I’application :
¢ o Hy(Q) — H(Q)
g — Sg’g
pour chercher si elle posséde un point fixe.

On prend comme fonction-test pour la formulation P{, la fonction v = S99 et on suppose que 0 < § < 1,
il vient alors, que

/Sg’g_sosgﬁgdx + /[ag(g_so—i—E)—ﬁ—éHVSg’grdx
Q Q

h h
+ /Q [ag(g _hSO +E) + 5} V(z,g) VS dz = 0.
Donc,
52y 1 = T 5oy 1520 + 2P st s

et, en particulier,

() 2=
S5 i < 5 150l ey * 311V Ve
’ ¢ i@~ dh 0 H5(9)+5 00 mes($)
Donc,
Y(Hy(Q)) C une boule fermée : BH%(Q)(O,T),
avec o) )
= — W \/ Q).
oh H O‘Hg(9)+5HVHm mes($)

Cette boule étant non vide, fermée, bornée, convexe et dans un espace séparable et réflexif, alors, pour
appliquer le théoréme de point fixe de Schauder-Tikhonov sur la restriction de ¢ sur B Hé(Q)(O,r), i
suffit de monter la continuité séquentielle de cette restriction. Pour cela soit (g;); une suite d’éléments
de BHS(Q)(O, r), telle que

g9i—9g faiblement dans Hj ().



Comme, pour h et § fixés strictement positifs, la suite (Sg’gj)

7gjk)

; est bornée indépendamment de j, dans

A . 5 A
H3(9), alors, il existe une sous-suite (Sz"7'%);, et il existe x € H} (), tels que

S99 s\ faiblement dans HZ(€Q).

et évidemment,
gj. —¢g  faiblement dans Hg(Q),
et comme l'injection de H}(Q2) dans L?(2) est compacte, alors

Gin — 9 fortement dans L*(Q),

Finalement, en troisiéme génération, il existe une sous-suite, notée cette fois-ci, (gn), pour simplifier
I’écriture, telle que
Gn — g p-p- dans €,

et évidemment,
Sfn —x faiblement dans Hg(Q), (7

ce qui est suffisant pour passer a la limite quand n — 400 dans le probléme
Trouver S%9» dans Hg(9), tel que pour tout v € HE(Q)
P(svgn
§%9n — G n — S ~
/ Ze TR0, dr +/ {ae(u +E) + 5] {ngq I V(:v,gn)} Vo dz = 0.
Q h Q h/
pour obtenir & la limite, le probléme :

Trouver x dans H}(Q), tel que pour tout v € H(Q)

— 5 -5 -
/X 0vdm+/ {as(u—&-E)—i-éHVx—i—V(%g)}-Vvd:czO.
o h Q h
qui n’est rien d’autre que le probléme P%9, qui admet, d’aprés Lax-Milgram, une unique solution et qui
a déja S%9 comme solution par construction. D’ou
X =829 ®)

L’unicité en son genre du point d’accumulation assure a posteriori la convergence de toute la suite.

D’aprés (7) et (8), on a

Y(gn) 1= 829 —~ 8§99 .= 4)(g) faiblement dans H2 (1),
c’est-a-dire que 1 est faiblement-faiblement séquentiellement continue de By (q)(0,7) dans By (q)(0,7).
Donc, d’aprés le théoréeme de Schauder-Tikhonov de point fixe, il existe un g € HJ (Q2) tel que 9(g) = g;
autrement dit, il existe un S2 € H} () solution de P°.

En outre, comme on le verra en détail & la proposition 3. sur un cas plus général, on peut montrer par
les L' — techniques que Sg est unique en son genre. Donc, nous avons alors démontré le lemme suivant :

Lemme 1. Soit Sy € H}(Q), et soient deuz réels strictement positifs h et § ; alors, il existe une fonction
et une seule S2 € H}(Q) telle que, pour tout v € H(9),

5 _ o _ .
/MMCH/ [ag(M+E)+5} [v5§+v(x,s§) Vv dz = 0.
o b ) h

On passe maintenant au probléme dégénéré :



3.2 Le probléme dégénéré

En fait, le probléme dégénéré est le probléme P lui-méme ; car, dans le probléme P, la fonction a.
est & valeurs positives ou nulles; et nous allons obtenir une solution de ce probléme en faisant tendre &
vers 0 dans le probléme P?.

So du
ac(#++E)+6°

SE— Sy [ [5750 du
2 e VS (VS? —VSy) d
/Qh(/o ) e+ [ st vstovs)

+ /V—(VSS—VSO)d:v:O.
Q

5 _
On prend dans le lemme 1, la fonction-test v = fosa pour avoir,

Or
VSS - (VSS —VSy) = |VS2 — VSo[* + VS, - (VS2 —VSy), (9)
alors, avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
1
A1 +0) 152 = Soll72q) + 1152 — SO”%I&(Q) < 1Soll a2 @) 192 = Soll 2 o

+ [Vlloor/mes(Q)]1S2 = Soll 3 0-
En particulier, .
152 = Soll gz () < 190l g3 (o) + [V lloo v/mes($2),

et par I'inégalité triangulaire, il vient,
HSSHHS(Q) < 2[[Sollmz ) + IV lloov/mes(€2). (10)

Cette derniére estimation nous donne I'information que la suite (Sg )s>0 est, indépendamment de §, bornée
dans H} (), et donc, il existe une sous-suite de (S2)s~0, notée de méme, et il existe un S. € H} (1), tels
que, lorsque § — 01,

S§% ~ S, faiblement dans HZ(Q), (11)

et
S0 — S, fortement dans L%(Q),

g

et pour une nouvelle sous-suite,
Sg — S p.p. dans (.

Avec cette derniére sous-suite, on peut passer & la limite dans le probléme P? lorsque 6 — 0T, et on
trouve & la limite la formulation du probléme P. Donc S, est une solution du probléme P.
De plus, par le choix licite de la fonction-test v = (% +E) , on trouve par le fait de la non-négativité

de E que :
S& - SO
h
Nous avons donc montré la proposition suivante :

+E>0 p-p- dans €.

Proposition 2. Soit S° € H}(Q). Alors, pour tout N € N*, tel que h = %, il existe une séquence
(S%)1<i<n, telle que pour tout i et pour tout v € HL(Q), on a

i @il . i ci—1 . .
/ S8, dﬁ/ 0. 4 B[S V8] Ve de =0, (12)
Q Q



De plus, pour touti € {1,...,N},

Si _ Si—l
% +E>0 p.p. dans Q,

avec la convention que SO = SY.

Revenons maintenant & la question de ’unicité :

Proposition 3. La solution donnée par la proposition 2 est unique & chaque itération.

Preuve :
11 suffit de montrer cette propriété d’unicité pour la premiére itération ; et pour cela, on pose

S!— S,

E 1
T+ (13)

We =

et .
Ac(r) :/ as(u) du , r > 0.
0

Donc, quel que soit v € H(£2), on a, d’aprés (12), que :
/ (we — E)v dx + / {hVAE(wE) + a(we) [V(So — hE) + V(z,h(w. — E) + SO)} } -Vv dz =0.
Q Q

Soient alors, S! et S! deux éventuelles solutions et w. et 1. les expression associées. Il vient par sous-
traction membre & membre que :

0 = /Q(wg—wg)v da:—l—h/ﬂV{AE(wg)—Ae(wE)} - Vo dz

+ / (ac(we) — ac(we)) V(So — hE) - Vv dx + / (ac(we) — ac(we)) 1% (z,h(w: — E) + Sp) - Vo dx
Q Q

+ / ac () [17 (2, h(w. — B) + So) — V (z, h(iv. — E) + so)} -V dz. (14)
Q

Prenant v = p,, (Ac(we) — A (,)) avec

1 sir>n>0
py(r) =14 In< si2<r<np

n
0 sir <1

approximation appropriée lipschitzienne de la fonction

. 1 sir>0
+ _
SW%OO{O sir <0

et remarquant que les fonctions AZ! et a. o AZ!, définies sur RT, sont héldériennes d’ordre %, alors,

|ac(we) — ac(e)] < Cy \/|As(w€) — A ()],



]17 (2, h(we — E) + So) — V (, h(w. — E) + 50)‘ < Coh/[A(w2) — A (.)],

on exploite (14) sous la forme :

[ o= ipa(actw) = Acto0) do + b [ [9[Actw0) = Ac)] | 7 (Actw) = A) da
< h+L+1, (15)

ol les expressions I, Is, I3 seront rappelées immédiatement et oil ’'on a noté

/ 1

P, (1) = ~X[20) (r)

et en sachant que, par dérivation & la chaine des superpositions lipschitziennes dans Hg (2),
Yo e Hy(Q) Vp,(v) = p;(v)Vv p.p. dans £

Il vient plus précisément

. h / . L
I = /(as(ws)—as(we))V(So—hE)'Vv de| < g/pn<A6(ws)fAs(w6)) V(Ac(wo) = Ac(i))| da
Q Q
2
L 34 V(S0 — hE)|? da,
Ah Jan{z <A (w)-A.(w.)<n)
et
I = /(as(wg)—as(zizg))V(x,h(w—E)+So)~Vvd:v <
Q
hof . 2 3CEIVI2
=z A — A (b ‘ A — A (b ‘ M/ ,
s [ (Ao - @) [ (Acwo) - Actan)) || ao+ 2 i
et aussi
I = / ac(w.) [V (@, hwe = B) + So) = V (. hli. — E) + S0)| - Vv da| <
Q
h [ 2 3
n A —AA’A fAA’de/ d.
Faisant la somme, il vient alors, de (15), que
) ) 3CT 2
(we — e )py (Ae(we) — Ac(de)) do| < ——= IV (So — hE)|" dx
Q Ah Jan{2 <A (w)-A. (0.)<n}
2177112
4 h Qm{%SAe(we)_Ae(ws)Sn}
et comme, lorsque n — 0T,
X[z, — 0 simplement dans R,

alors, le membre de droite de la derniére inégalité tend vers zéro par la convergence dominée de Lebesgue
lorsque n — 0F. D’autre part, on a

P (Ac(we) — A (:)) — signg (Ac(w:) — A-(.)) presque partout dans €.
n— 0"



Et comme la fonction A. est strictement croissante, alors, A, (we) — A (e ) et we — e ont le méme signe.
D’oi1, aprés avoir faire tendre i vers 07, il vient finalement

/(ws - ’Lbs)Jr dx =0,
Q
c’est-a-dire, R
w. = . et donc SI=S! pp. dans Q.

L’unicité de S?, par celle de Sy, entraine trivialement I'unicité de S? pour i > 2. [J

Nous rappelons que cette solution ne respecte pas exactement les contraintes unilatérales (2), car a. ¢ H,
et donc, pour obtenir une solution en respectant les contraintes (2), on va passer a la limite sur ¢.

3.3 Le modéle discret régi par une inclusion différentielle :

Nous résolvons dans ce paragraphe le probléme envisagé (4) dans son cas discret en temps, ce qui
revient & passer a la limite quand € — 07 dans (12). Nous allons alors démontrer le lemme suivant :

Lemme 4. Pour S° € H}(Q) et N € N* tel que h = L, il existe une unique séquence (S%)1<i<n
d’éléments de HL(Q), et il eziste une séquence (\'); avec \* € H (51_5171 + E), telles que, pour tout i

h
et pour tout v € H}(Q), on a

i gi-1 ‘ L ‘
/ iv dx —|—/ A {VS’ + V(z, Sl)} Vv dx =0,
Q Q

h
Si _ Sifl
— +E>0 p-p- dans €.
Preuve :
D’aprés (10) et (11), on a, pour tout ¢ € {1,..., N},
IS 3 ) < 202 Mm@ + 1V [lsov/mes(€), (16)

si-si-!
Prenant la fonction-test v = fo h

ﬁ, avec 1 > 0; il vient, pour tout i € {1,..., N},

i—1
Sf‘:

. . si—
Si— gi-! / " du
ZeT 0 — = |+
/Q h 0 aw+EBE)+q] "

gi_gi—1 . .
£ £ E . 5 . T Qi—1
/ as( = + E) [vs; + V(z, s;)} TS g,
Qa. (== +E)+n h

D’ou
i i—1
1 8- st a. (32— + E Do an] oSS
1= ||‘iz(m+/ ;ﬁ_sgl ) VS + Ve, 5] - V== dr <.
! 2. (F— T E) +n

En observant que, pour tout ¢, p.p. sur ’ensemble mesurable

i _ gi—l
Aéz{er, %:_E}v
)

10



on a, d’aprés le lemme de Marcus et Mizel,
VSl —vsitl =0
alors, nous avons, quand n — 07,

S’L SZ 1 ) . . .
. E i _ Qi—1 i _ Qi—1
aSE Sl - + E) VSE S — VSE Se p.p. dans 9,
e +E) +1 h h

et comme nous avons, en outre, indépendamment de 7

a:(35— 1+ B) _si-si

ae(sli—i-E)-Fn h

Si _ Sifl
< € €
<[v¥

R2

R2

alors, il vient par la convergence dominée de Lebesgue, lorsque n — 07, que

S Sl 1 . 5 . Sz _ Sifl
II7||L2(Q) +/ [vs; + V(x,S;)} .v% dz <0,
c’est-a-dire
i—1 i gi—1 . ] i gi—1
||u||m(Q / vs;' . v% dr < f/ V(z,S?)- V% d.

Par ailleurs, _ _ _ } _ _ )
2VSL - (VSL— VST = [VSIP = [VSITH 2+ |[VSL - VST,

alors,

S SZ ! i 1 i—12 1 i 1—1)12
1252 ey + 5 ISE ey — 585 Wy + 5 15E = S e

i gi—l
< —/ V(x,S§)~Vﬁ dx.
Q h

Appliquant la formule de Green sur le membre de droite de cette inégalité (les termes de bord étant nuls),
il vient,
i—1 i _ qi—l
7/ V(x,S?) - Vi dx. = / divmV(x,Sé(x))% dx.
Q h 0 h
On sait que L .
V=V(A); (x,A) € AxR, et V= (Vi(z, ), Va(x, N))

dx

alors, on trouve que
Si _ gi-1 <8V1 ovy 0S: n oV, | OV (952) St gi~t
h

divV iVZe " Pe gl = b AS S 2
/Q V(e 5= x’ dx1 | OX Oxy | Oxms | OA Oza

L 0Vi OV, 0S OV, V2082 1,81 - §i1\2
< S(er g gz 772 S (222 .
—/9{2(axl+max1+ax2+aAaxg) 57 )}dm

Comme les dérivées premiéres de V sont bornées par supposition, alors, il existe deux constantes C et
(3, dépendant uniquement de V, telles qu’on aura, de (17),

1 SZ SZ ! 0 i—1(2 1 i i—12
*|| 17200y + 2h”S ||H1(Q) hHSE @) + EHSE—SE %12 )

< G +C2||S§||?{5(Q)- (17)

11



Par addition terme a terme des inégalités de type (17) entre 1 et n, 1 <n < N, et multiplication par h,
il vient

Sz Sz 1 . 1 n ; i
*ZhH ||L2 + HS HHl(Q)+ Zh”S =5 1||Hl(Q)

IN

§HSOH§—I§(Q) +01T+C2Zh||52||§15(9)~ (18)

=1

De (16) et (17), il vient
152113 ) < 2h(C + 2C2[|V|[Zmes () + (1 + 8hC2) |12 311 )
d’ot, par le lemme de Gronwall,
1520123 @y < (zT(a + 20|V || 2 mes () + \|50||§{3(Q))exp(1 £ 8TCy) = este. (19)

Cest-a-dire que la suite (S%).~o demeure, indépendamment de &, dans un borné fixe de H}(Q2). Donc, il
existe S € H}(Q) et il existe une sous-suite de (S%).~o convergeant vers S* pour la topologie o(H}, H™1),
et fortement dans L?(12), ce qui implique une convergence p.p. dans  pour une nouvelle sous-suite. Ainsi,
nous avons, pour tout ¢ € {1,..., N},

i Qi—1 v gi—l
% +E— % +E p.p.- dans (, (20)

i—1
D’autre part, comme 0 < a. < 1 pour tout € > 0, alors, il existe une sous-suite de (as(i +E)).
et il existe A’ € (L1(Q)) = L>(), tels que

gi— gt

N + E) =~* X faiblement * dans L°°(Q2), (21)

ae(

En outre, on a, d’apreés la proposition 2 que pour tout 7,

S Szl

h +E>0 p.p. dans €,

et donc, d’apres (20), on a pour tout i,

Si _ Si—l

W +E>0 p-p- dans Q.

Posons

aefreor (B B - (555 Y e (557 ) o)

+ E) converge, lorsque € — 07, partout dans A vers 1 et \' € H (S_Tw + E)
En effet, soit x € A, alors 3n, > 0 tel que

Si _ Sifl
<h + E) (x) > Ny

. gi_gi—1
Alors, la suite a. (===

12



ce qui implique qu’il existe €,, > 0 tel que Ve < ¢,

Si _ Sifl
(=2 + E) @) >
Soit /
€y, = Min(en, , Nx),
alors,
, Sz Sifl
Ve<e, (————+E)z)>c¢
@ h
D’ou, par construction de a.,
/ g — gi—1
Ve <e,, a5<{ < hs —&—E](@):l (22)

Donc, on peut écrire

i qi—1l
Qe <SEhSE+E) — 1 partout dans A.

e —0t

Pour montrer que \* € H (S%SH] + E) ; on remarque, d’aprés (21), que lorsque € — 0T,

1 St— St i
Yo e L' (Q) a. | ——=—+F|vdx — [ Nvdz.
Q h Q

On prend v = 14, alors ‘ 4
St — gi~l ;
. | ——+F | dx — ANdx.
A h A

/A(l—)\i)dx:O,

d’ott 1 = X\¥ sur A par le fait que 1—\" > 0 dans A. Par conséquent, et & 1’aide de 'encadrement 0 < \* < 1
sur €, il vient que \* € H (SL%SHI + E)

Donc, d’aprés (22), on a

On s’intéresse maintenant au passage a la limite quand € — 0% dans le terme

i _ gi—1 _
/ ag(ﬁ + E)VS. Vv dx
Q h

qui fait a priori probléme, faute d’un résultat de convergence forte sur 'un des deux termes. On va donc
considérer I’approche suivante : partant de So dans HJ (2) et du coefficient de diffusion a., on a d’apres
le lemme 1 qu’il existe un S} dans H(£2), solution de

1 _ 1_ N
/MU dm+/aE(M+E)[VS§+V(%S§)} -Vovdz =0,
Q h Ja h

pour tout v de HJ(f2), avec les estimations correspondantes sur S assurant, lorsque € — 07, la conver-
gence de S! vers un élément noté S*.

13



La difficulté du passage & la limite est alors levée en écrivant :

1 1 _ 1 _ 1 _
()t = () (55 ) (% )

1 1 _
— hVH. (S - — 5 +E> + a. (ShSOjLE) VS,

ou l'on a posé, pour r € R,
T
H.(r) :/ acs(s) ds
0

et
H.(r) —r% simplement dans R, quand e — 0.

En conséquence, rappelant que, si ¢ — 0T,

1 _ 1_
/aE<S€hSO+E>VSO-Vvdx—>/)\1VSO-Vudx, avec)\leH<S S°+E>
Q Q

h

et que

1 1_ +
h/VHE(SE SO+E>-Vvdx—>h/V(SSO+E> - Vv dz
Q h 0 h
et d’aprés la régle de Marcus et Mizel,

1 + 1 +
h/V(SE SU+E> -Vvdx:h/A1V<SSO> Vo da,
Q h Q h

" 17 "
ainsi, le terme [, a. (SEhSO + E) VS! . Vo dx converge vers [, A'VS! . Vo da.
On rappelle en effet que pour tout u € H(2), on peut écrire

V(ut) = AVu A étant pris quelconque dans H(u)

par le fait que Vu = 0 sur I’ensemble mesurable {z € Q/u(z) = 0}.
Ainsi, S! étant construit, on reconduit la procédure a partir de ce nouvel état initial, etc ... O

4 Le probléeme du passage au cas continu :

A I’aide des solutions approchées trouvées dans la section précédente, nous définissons les fonctions
S et S* par les relations

vt €]0,T] S™(t) ZSl(z D, i (t), S*(0) = S5,

et
1

vt €10, 7] S"(t) Z[ 57

ST s} om0 §(0) = So.

BS

et on note que la dérivée calculée au sens de D'(0, T; L%(9)), est la fonction étagée

agh N gi _ gi—1
W = Z Tl](i—l)h, ih]*
i=1

14



Alors, d’aprés (19) et le fait que S est la limite faible de S% dans Hj(Q2), on a, indépendament de h, que
Sh € L*(0,T; H}(Q)). Ainsi, de (18) on trouve que la suite (%)h demeure, indépendament de h, dans
un borné de L2(0,T; L?(£2)). De plus, en remarquant que, pour tout ¢ €](i — 1)h,ih], 1 <i < N,

Qh _gh < i gi—1
HS (-5 (t)HHg(Q) <|s'-5 HH&(Q)’
alors, on obtient ’estimation
~ 2
Hsh - Sh] < Ch, (23)
L2(0,T;Hg(2))

avec C une constante indépendante de h. Cette estimation permet de montrer lors des extractions de
sous-suites & venir, que 1’on peut prendre, pour {S"} et {S"}, des sous-suites de méme indice, et que les
points d’accumulation sont identiques.

Nous avons du lemme 4 que pour tout i € {1,..., N —1}, pour tout ¢ €](i—1)h,ih] et pour tout v € HE (),

oS" A
P twde+ | A [vs + V(S )] Vv de =0,
o Ot Q
et en utilisant Uestimation (23), on trouve que

l agh i Ch Ve oh
S(ude+ | A {vs +V(z, 8 )} Vv dz = o(h),
Q Q

avec \' € H (%(t, )+ E)
Finalement, en intégrant de 0 & 7T il vient, pour tout v € L?(0,T; HE(2)),

a—Sh(Lx)U(x) dx dt —|—/

. A (t, z) [v§h(t7 )+ V(z, S"(t,2))| - Vo(z) dz dt = o(h),
Q ot Q

ou N\ = Zfil )\il](i,l)h’ in) € H (%Nth + E) et avec

Sh
aait +FE>0 p.p. dans Q.

Ici, le probléme du passage & la limite sur A vient du terme /\"'Vgh, parce que les estimations que nous

avons ne donnent qu’une convergence faible dans L2(0,T; HZ (€2)) pour {S"} et une convergence faible -*
dans L>(Q) pour {\"}.

5 Le cas de dimension un d’espace

Dans le cas de dimension un d’espace, le probléme est résolu grace au fait que la suite \* est,
indépendamment de h, bornée dans l'espace des fonctions & variations bornées sur (). En effet, cette
appartenance donne la convergence presque partout pour une sous-suite de )\h, ce qui est suffisant pour
passer a la limite dans le terme qui fait probléme, par le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue
(Cf G. Vallet [6]).

Dans ce qui suit, nous éclairons quelques cas particuliers en dimension un d’espace.
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5.1 Le cas des phénomeénes de sédimentation en transport marin
Le comportement hyperbolique et ses conséquences :
zones mortes, effet de cloisonnement, etc ......

5.1.1 Une observation liminaire

On se limite ici aux seuls effets de sédimentation sous I’action gravitaire dans la prise en compte
de courants marins; en conséquence, on prend en neutralisant le processus d’érosion :

E=0
ce qui induit désormais la contrainte
— >0 p.p.- dans @
et la propriété sur le terme de transport
V(z,5)=0 pour S >0
(pas de terme de transport aérien, au-dessus de la cote zéro).

Le caractére hyperbolique de ’équation qui régit la topographie S peut étre vu en écrivant ’équation de
continuité sous la forme ( la fonction d’état limitant le flux a étant supposée suffisamment réguliére) :

2 2 2
Q+2ba S + 0 Ser@Jreg:g, (t,z) €]0,T[xQ (24)

o otor o2 ot

ol a,b,c,d, e et g sont des fonctions des variables indépendantes x et ¢, avec plus précisément :

a = 0

b = —%a'(aa—f(t,z)) %i(t,xwx?(x,sg,z))}
c = —a(%—f(t,z))

d = 1

e - —a(%f(t,x»gmi(w)

g = oam s

On sait que ’équation linéaire (24) est dite hyperbolique si
b? —ac >0,

hyperbolique dégénérée si
b? —ac> 0.

Ici, il vient

b? —ac = i (a/(%f(t,x)) [g—i(t,x) + V(m,S(t,x))]) >0

d’ou le comportement hyperbolique par la présence du terme S , alors qu’on pourrait penser faussement
otox
que ’équation est de type parabolique de diffusion-transport.

16



5.1.2 lllustration du caractére hyperbolique

Soit S une solution forte dans H(Q)NL>(0,T; Hi(2)) du probléme. Alors, les premiéres propriétés
qualitatives témoignant du caractére hyperbolique peuvent étre résumées dans la proposition suivante :

Proposition 5. Toute solution S du probléme est telle que
i) ( )VS+ =0 p.p. dans Q
i) Vt 2 0, S*(t,-) =S  p.p. dans Q

et en conséquence,

ii) Yt >0, S(t,-) =Sy p.p. sur {xEQ So(z >O}
YVt >0, S(t,-) < Sy p.p. sur {xEQ So(z <O}

ce qui traduit un effet de propogation hyperbolique. En effet, certaines régions restent indéfiniment hors
d’atteinte du phénomeéne physique.

Preuve

Pour le choix licite de la fonction-test v = ST il vient, p.p en ¢,

%fsw +/ a f)wsﬂ?dx:o (25)

par le fait que p.p. en t, V(x, S) - VST =0, dou 7).
Par la régularité de la solution, on a presque partout dans @,

oS ., 08* v S+ 0s
bl o > 2Py
>~ o ? Ao T o s=0h

de sorte qu’on déduit de (25) que

+ +
/785 (ST - 57) dm+/a(@)|vsﬂ2d /735 Sy d
Ja Ot Ja Ot

oS
Or la contrainte e > 0 p.p. dans @ et la régularité de S impliquent que % > 0 dans @, d’ou,

+_ gt
p-p- en t, /M(SJF—SJ) dr <0,

et donc pour tout ¢ € [0, T7,
/ 5% (t, ) — S[2 dz < 0

d’oul #4), ainsi que les conséquences annoncées, par le fait que Vt > 0, S(¢,-) > Sp p.p. dans Q par la
contrainte de sédimentation. En particulier, 'ensemble £! — mesurable {z € Q, Sp(z) > 0} est une zone
sans activité, i.e. une zone morte.

17



5.2 Effet de cloisonnement ou effet barriére

Nous allons mettre en évidence qu’une zone entourée d’un cordon sédimentaire élevé au-dessus du
niveau topographique zéro est isolée complétement des effets du phénomeéne il s’agit d’un effet barriére.

Proposition 6. On suppose qu’il existe un ensemble compact K, d’intérieur non vide et un ouvert
lipschitzien w tels que
KCcwcQet w\K C{Sy>0}.

Alors, pour toutt > 0, S(t,-) = Sy p.p. dans K, et donc, par la proposition précédente, Vt > 0, S(t,-) = So
p.p.dans w.

Preuve

Par le lemme d’Urysohn, on peut construire une fonction-test @ dans Hg (£2), telle que 0 < o < 1 dans ©Q,
g =1letve€ Hi (w). Pour ce choix, il vient, p.p. en t €]0, T7,

/ a—sﬁ dac+/ 6—Sﬁ dx—l—/ a(a—s)(V5+‘7(x,S))-Vﬁ dx—l—/ a(a—s)(VS—FV(x,S))-V@ dx =0
w\Kk Ot x Ot w\k Ot x Ot
Or, d’aprés les résultats de la proposition précédente et leurs conséquences, p.p. en t,

%j =0et a(%—f)(VS—l— V(I,S)) -V =0 p.p. dans w\K,

ce qui annule les intégrales sur w\ K. En outre, par construction, Vo = 0 p.p. dans K, d’ou finalement,

p.p.-ent,
oS . . "~ 08
/Kavd:rfO, i.e. /Kadxf()
0S 0S

ce qui implique, par le fait que i > 0 p.p. dans K, que = 0 p.p.dans K, et donc,

vt >0, S(t,") =S p.p. dans K.
Puisque w\ K C {Sy > 0}, on a par la proposition précédente que
vt >0, S(t,-) =Sy p.p. dans w\ K,

d’ou la conclusion : la zone “piégée” par la barriére w\ K est inactive, et, en conséquence, la région w
toute entiere est une zone morte. ]

Cette proposition est surtout intéressante lorsque

o

So <0 p.p.dans K,

car alors, on sait que ce sous-bassin sédimentaire ne va pas se combler et reste & ’état d’origine, hors
d’influence.
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5.3 Cas de non-unicité

Considérons un ouvert w sur lequel Sy est positive ou nulle. On a vu (proposition 5) qu’alors
vt >0, S(t,-) =Sy p-p- dans w
et de la proposition 5, propriété i), il s’ensuit que

oS

a( 5 )VS() =0 p.p. dans w.

Donc, en toute région de w non plane, i.e. 1a ou VSy # 0, le limiteur de flux est nécessairement nul et
I’équation est complétement dégénérée. Sur toute région plane de w, le limiteur de flux est indéterminé
et peut prendre toute valeur entre 0 et 1, ce qui pose la difficulté de I’étude de 'unicité sans introduire,
le cas échéant, un critére discriminant.

Pour clarifier ce point, on va s’intéresser a des solutions particuliéres, dites solutions “traveling waves”.

5.4 Construction de solutions explicites particuliéres
Les solutions “traveling waves” avec obstacle mobile

On se propose de construire des solutions explicites, dites “traveling waves”, en examinant les
possibilités de rechercher les solutions sous la forme (selon une idée de (S.N. Antontsev [16]) :

S(t,x) = h(§), Az, t) =) oul=z+put, u>0,
x €)0,L[, L>0, t€]0,T[, T >0, @=]0,T[x]0, L[,
soumises & un obstacle mobile de la forme
E(t, CC) = E*lQﬂ{O§x+ut§§0}(ta Sﬂ) + E**]'Qﬂ{§0<-'ﬂ+/ﬂf§fl}’ avec E¥* > FE*>0et 0< f() < 51.

Omettant provisoirement les conditions de bord sur la frontiére parabolique, le probléme du limiteur de
flux modélisé par le graphe maximal monotone associé a ’échelon de Heaviside, s’énonce :

oS

Chercher (S, \) avec A € H(— + E) et vérifiant :

at
os 0 oS
% 9 [)\ <&C+V(S)>} =0, dans @,
S(0,-) = So dans |0, L],
et s’écrit dans la technique “traveling waves” :
Chercher & — h(£), A — A(&) vérifiant :
uh' (€ = {2 [ ©+ Ve =0 e>o0, (26)
0SAO <L, ph (O +EE© 20, (1-AE)(uh' (&) + EE) =0, £>0 (27)

h(0) = So(0). (28)

Ici, on a supposé que la fonction V(x, S(t, z)) modélisant leffet de transport marin ou éolien ne dépend
que de laltitude ou la profondeur du point considéré, et on observe que

oS / as /
yre ph (€), e h (§) ete ...
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L’équation (26) montre immeédiatement que, aprés une quadrature,

SC0 €R /VE >0, uh(§) = A(E) ['(©) + V(h(©)] = Co. (29)

On propose alors de mettre en évidence des données qui permettent de réaliser le scénario suivant :
* dans la région
Qo =QN{0<x+put <&},

la contrainte est inactive, ¢’est-a-dire que
A§) =1
avec le respect de la relation d’érosion limitée :
uh' (&) + E* > 0.

* dans la région
Q1=0QNn{& <z+put <&},

la contrainte du limiteur de flux est activée, c’est-a-dire que
0 < AE) < 1et puh (&) + E™ =0.

La question est donc de montrer que ce scénario est réalisable et d’expliciter les solutions h(&) et A(€).

Pour aller & ’essentiel, on va supposer que 'effet de transport se traduit par
V(S) = as, (30)
oll a est un réel de signe positif ou négatif, selon le sens de 'effet convectif, avec
la|<p

(hypothése signifiant que que le transport est une “petite” perturbation de l'effet gravitaire).

On remarquera pour la suite que la fonction £ — h(§) est continue nécessairement, que les fonctions £ —
A§) et £ — n (&) peuvent présenter des discontinuités mais que le produit & —— A(§) [hl (&) + ah(§)
est continu.

5.4.1 Premiére phase : contrainte inactive dans Qo = Q N {0 < x + ut < &}

On va montrer que I’on peut construire une solution dans Qg telle que plus précisément
ph' (&) + E* > pour € € [0,&], ph' (S) + E* =0 et A(€) = 1 pour & € [0, &]. (31)

Il vient donc, d’aprés (29) et (30),
h (€) = (b —a)h(§) — Co,

d’ou
Co

h(€) = Cy elh—a)e |
w—a
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avec
C
h(0) = C’l—f—io, par calcul
w—a
= Sp(0), par définition .

Par ailleurs, la condition désirée ,
ph (&) + E* =0

implique que

E'*
uCy (ua)e(lt—(l)ﬁo +E*=0douC; = — e~ (n—a)éo
p(p — a)
et, finalement, pour & € [0, &),
E* E*
() = ————— emaE—t) 4 = =0 4 g ((
© p(p —a) p(p — a) (0)
E*

= S,(0 = e~ wma)So | _ p(p—a)E 39
00) s [1— tmeie] (32)

Il reste & vérifier que ce choix est compatible avec la relation (31); or, pour £ € [0, &,

:uh,(f) +E* = —E* e(“*a)(ﬁfﬁo) + E*
= FE* (]_ - e(ﬂ—a)(fffo)) >0 par le fait qu7ici g _ 50 S 0 et p—a S0

On retiendra pour la suite que
E*
Co = (b —a)h(&o) + m

et on prendra des données compatibles avec la relation :

*

- ah(&)) > 01

ce qui est possible pour | a | assez petit. On note la cohérence de cette expression en précisant les unités :

L L 1 L? L?
T , M T , a I3 ) ) C() T ) T
et donc, ’expression 1 — a doit étre lue comme p — Aa avec A = 1 et a pour dimension
L L2 1

T T L T

c’est-d-dire une vitesse, alors que
*

%%faMQ)

est un scalaire adimensionné.
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5.4.2 Deuxiéme phase : activation de la contrainte pour limiter le flux diffusif et convectif
Dans cette phase on doit réaliser les conditions simultanées :
ph () +E™ =0, 0<A <1 pour &€ [, &)

11 vient donc

{ ph(€) = (&) |—E= + ah(¢) | = Co,
ph' (&) + E** =0,  pour € €]é, &1,
d’ou .

) = —=

(£ = &o) + (&)
avec

h(€o) = h(€y) = h(ET) = So(0) — H(ME_G) [1— etime],

d’aprés (32) et la nécessaire continuité de h, c’est-a-dire

M) = 26~ &) + 50(0) ~ " [1- 98] | pour g € [6,6]

I n(p —a)
puis,
ph(§) — Co
)\ = P
O ahie
ou encore

~E(€ — &) + ph(&) — Co
—aET (e &) + ah(G) — B

©w

A(E) =

pour & > &.
On observe alors que la fonction A est homographique sur |€g, & [ et que selon (33), on peut encore écrire :

—E* (€~ &) — Z- + ah(&)

AE) = —5= =
— 2B (€ = &) + ah(&o) — &
et en particulier,
£ — ah(&)
A(g(;r) = m7 avec E** > E* > 0,

”w
d’ott le fait important que A(&;) €]0, 1] et donc par la continuité de la fonction A, on peut choisir & > &
tel que A(§) € [0, 1] pour £ € [&, &;]. Plus précisément, ici,
E*—FE* 1

§&1=68 +

)
dimensionné & une longueur.

En résumé, on a construit une solution explicitement définie par
B
wlp—a)
pour (t,z) €]0,T[x]0, L[N{0 < x + ut < &}

S(t,z) = So(0) + e~ (1=0)o [1 - ew—aﬂwﬂ} L Atz =1

E** E*
S(t,r) = p (1'+Nf*§0)+50(0)*ﬁ
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—E*(z + pt — &) — £ + aHo
— 4B (2 pt — &) — B + aHo’
pour (¢,z) €]0, T[x]0, L[N{& < z + put < &1}, on

At x) =

E* —FE* 1
& =6+ T Ev p—a
et ou 'on note g
Hy = Sp(0) — — [1 _ ef(ufa)ﬁo]
(©) wp — a)
La donnée initiale est ici
E*
S(0,2) = Sp(0) + —— e~ (h=a)o [1 - e(“_“)m} , pour z €]0; L],
( ) plp — a) J0: L]

So(0) étant un réel strictement positif, a discrétisation.

Les conditions de bord associées, de Dirichlet ou de Neumann selon la modélisation choisie, découlent du
calcul de S(t,0), S(t, L), A(t, O)g—i(t7 0), A(t, L)‘Z—i(t7 L), etc ... . On note la nécessité pour ce scénario que
E** > E* (relachement de la contrainte) pour que l’on ait

& > & et )\(far) <1

Pour commenter cette situation, posons pour fixer les idées que 0 < L < &p. Il s’ensuit que jusqu’a
I’instant
_&—L

I

le graphe de la fonction x — S(t,x) est trés régulier, puis, pour ¢ > t*, le graphe, lipschitzien seulement,
présent un point anguleux mobile parcourant U'intervalle [0, L[ de droite & gauche, en

t*

Z(t) = & — ut,
les pentes en Z(t) étant respectivement :
aS E* oS E**
—(t,@®)")=— t — (@) =- S(t,z(t)) = H,
Gx(’(x()) ) L € 81:(’(96()) ) [ ) (,1‘()) 0,
1a ol le limiteur de flux présente une discontinuité :
R N B _ aHy
At (Z(1)7) =Let AMt, (2(1)") = g €]0,1]
- aHO

Vérification : le produit
A(LEW) [8'(13(0) + aS(t,3(0))]

est continu :

B
E* =~ —aHp B
1><[— +aH0}:E’i*><[—
1% =~ —aHy

+ aH0:| .
"

D’autres scénarios peuvent facilement étre construits par ce procédé. Prenons le cas ou E* = 0 et
E** > 0 qui correspond & une seule procédure de sédimentation + transport dans un premier temps,
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puis ensuite, un processus de sédimentation + érosion + transport.
II vient alors, sous la condition de cohérence Sy(0) > 0 et a < 0,

S(t,z) = Sp(0), A(t,z) =1 pour (¢,x) €]0,T[x]0, L[N{0 <z + put < &}y

B 7E** B . 7E**(1' + ,Ut - 50) + aSO(O)
S(t,fﬂ) = 0 (er,ut 50) + SO(O)a )\(t,z) = _"'E%(x—l—,ut _ 50) — % + aSo(O)’

pour (t,z) € QN{& <z + put <&}, ol

1
§&1=%8 + .
w—a

S(0,z) = So(0) pour z €]0, L[
Prenant encore 0 < L < &y, on voit, apparaitre un point anguleux aprés l'instant t* = % en l'abscisse
Z(t) = & — ut, les pentes valant & gauche et & droite respectivement 0 et _ETH’ les limiteurs de flux

présentent un saut, puisque, pour t > %

AwwmszA%WW”:vfﬂgm

€]o, 1[.

On vérifie encore, pour t > , la continuité de la fonction

o—L
m

oS

Al (o) | S

u@@»+aSWf@»}

par le calcul :

1 x [0+ aSe(0)] =

aSo(0) [ o

E;* — CLSO(O)

+asi0)].

Pour le choix : 0 < £y < L, I’état initial est donné par

So(0) pour z €]0,&|
So(z) =

—E;* (x — &) + So(0) pour z € [§, L],

de sorte qu’ici, le point anguleux est présent dans la topographie initiale et va se déplacer immédiatement a
la vitesse p de droite & gauche. La encore, on est en présence d’un phénoméne de propagation a vitesse finie,
déformant une région plate continuée par un plan incliné.

On peut observer que on peut obtenir la méme solution (¢,z) — S(t,x) que précédemment avec la
méme condition initiale et les mémes conditions de Dirichlet non homogénes, pour le choix de A différent :

A(t,z) =0 pour (¢,z) €]0,T[x]0, L[N0 <z + put <&}

E* (@ 4 pt — o)

% + %(m + pt — &) — aSp(0)

At x) =

pour (¢,z) €]0,T[x]0, L[N{& < =+ pt < &1}, avec & = 400,

la fonction X étant ici continue en Z(t) = £ — ut; en fait par réalisme, on doit avoir

S(t,2) > 0, e & =&+ 7z So(0);
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cela pointe des possibilités de non-unicité, pour les couples (S, \), avec \ € H(E + E). Ces cas de non-
unicité sont rencontrés a priori lorsqu’on impose une condition de sédimentation sans érosion (E(t, z) nul

oS
sur une certaine région A de Q =]0,T[xQ)), autrement dit, e > 0 dans A. En ce sens, les problémes

associés & un obstacle qui reste strictement positif ou & un obstacle pouvant s’annuler semblent de nature
trés différente.

Le cas général ot le terme de transport est modélisé par un terme non linéaire V' (S(¢, z)) peut étre
abordé de la méme fagon. Considérons la phase de contrainte désactivée (avec E* > 0), il vient, pour

g € [Oafo]a )
uh(€) = [ (&) + V(h(©)] = Co. A©) =1
ph(§) + E* >0, ph'(§5) +E* =0.

On suppose comme précédemment que I'influence gravitaire est prépondérante, ce qui se traduit par

=1V llzeco,y > 0.

On note
Y =pld -V,
fonction strictement croissante, et on prend pour grandeur de calage Hy = h(&). Il vient, en &;,

*

E
wHo — {—
1

+ V(HO)} = C,

d’ou

*

E
C'O :7/1;¢(H0)+ 1 3

I’équation différentielle s’écrit donc

*

i s g 6]0,60[ et h(&)) = H(] > 0. (34)

R (€) = 9 (h(€)) — ¥ (Ho) —

Prenant pour simplifier un peu (la constante u est petite, ce qui légitime ce qui est fait), la situation ou

* *

E
> oscillation 1, p > V(Ho).

On sait par des résultats généraux sur les équations différentielles que (34) admet une unique solution A
décroissante, de sorte qu’ipso facto,

b () + B* = plth(h(€) — Yu(Ho) 2 0 et uh(&5) + B* = 0.
Le traitement de la deuxiéme phase (activation de la contrainte) conduit & prendre, lorsque le taux
d’érosion maximale est £** > E*,

k%

h(§) = E (€ —&o) + Ho, € € [£0,&1]

I
et donc © (Ho) o
o /-th _1/}u HO - w
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En particulier,

E- —V(Hy)
MEN) =LA — — —© d A(EF 0, 1],
(&) ET ~V(H) et donc A({5 €]0, 1]

ce qui permet par un argument de continuité de choisir &; le plus grand possible, de sorte que les valeurs
de X sur [¢7, & ] restent dans [0, 1].

En résumé, la solution construite par le procédé “travelling waves” est donnée par :
S(t,x) = h(z+tu), AMt,z)=1 pour (t,z) € QN{0 <z + ut <&}

ou h est la solution de I’équation différentielle ordinaire :
h (&) = Yu(h(€)) = Yu(Ho) = B=, b = uld =V, Ho = h(&), & €]0,&,

—E**(z + pt — &) + V(Ho) — £-

14 [—ET(QJ + put — &o) +Ho] - EM

S(t,x) = —E=(x + pt — &) + Ho, A(t, ) =

pour (t,2) € QN {& <z + pt < &},
avec la méme remarque sur les discontinuités des fonctions % et A le long de la droite
T+ pt= 507

c’est-a-dire en les points
Z(t) = & — put lorsque Z(t) € [0, L].

Il vient, par exemple,

JU o B V(H)
AL E0)7) =1, 0 <\ G0)) = oyt <1
Bt (@(1)7) =5, 81, (@(1)") = —E-,
ou
§&1=6 + Eli* Hy — Eli* P! [wu(Ho) + E_E] ;

avec le fait que la propriété & > £ est assurée par I'hypothése : E** > E* > 0, et la stricte croissance
de la fonction 9.
En outre, on vérifie aisément que la fonction de “flux”

~ oS, ~
AL 3(0) | F 0,50 + V(S((,5(0)|
est continue alors que certains termes de ce produit sont discontinus : en effet,

A B0 | G0 @) ) + VS @) )] =1 x |- v

et
E _V(H *ox
A @) | G (0 G + V(s G ) = EV((H)) < [-E v
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Conclusion :

Le modeéle présenté pour simuler les effets du transport éolien ou marin lors de la formation des bassins
sédimentaires est bien posé au sens de Hadamard dans sa formulation implicite semi-discrétisée par
rapport au temps. Il met en évidence des propriétés descriptives du phénoméne géologique qui révélent
le caractére localement hyperbolique dégénéré de 1’équation de conservation de masse. Cependant, le
passage a la formulation continue fait apparaitre des produits de deux convergences faibles et souléve des
difficultés théoriques non surmontées ; il s’agit, & notre connaissance, de problémes originaux, largement
ouverts.
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