
HAL Id: hal-00287575
https://hal.science/hal-00287575

Submitted on 7 Sep 2008

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Conception d’observateurs robustes pour des systèmes
non linéaires incertains : une stratégie multimodèle

Rodolfo Orjuela, Benoît Marx, José Ragot, Didier Maquin

To cite this version:
Rodolfo Orjuela, Benoît Marx, José Ragot, Didier Maquin. Conception d’observateurs robustes pour
des systèmes non linéaires incertains : une stratégie multimodèle. 5ème Conférence Internationale
Francophone d’Automatique, CIFA’2008, Sep 2008, Bucarest, Roumanie. pp.CDROM. �hal-00287575�

https://hal.science/hal-00287575
https://hal.archives-ouvertes.fr


Conception d’observateurs robustes pour des
systèmes non linéaires incertains : une stratégie

multimodèle

Rodolfo Orjuela, Benoît Marx, José Ragot et Didier Maquin

Centre de Recherche en Automatique de Nancy (CRAN), Nancy-Université, CNRS.
2 avenue de la Forêt de Haye F-54516 Vandœuvre-lès-Nancy

prenom.nom@ensem.inpl-nancy.fr
http://www.cran.uhp-nancy.fr

Résumé—Cet article porte sur la synthèse d’observateurs pour des systèmes
non linéaires incertains décrits par des multimodèles. Avec cette approche
de modélisation, le comportement dynamique du système est caractérisé
par un ensemble de sous-modèles, chacun étant valide dans une zone de
fonctionnement. La structure de multimodèle exploitée dans ce travail, dite
découplée, utilise des sous-modèles dont les vecteurs d’état peuventêtre de
dimensions différentes. Un degré de flexibilité dans l’étape de modélisa-
tion est ainsi introduit car la dimension des sous-modèles peut être adap-
tée à la complexité de la zone de fonctionnement à décrire. Des conditions
suffisantes pour la synthèse d’un observateur robuste vis-à-vis des incerti-
tudes de modélisation et des perturbations sont établies pour cette classe
de multimodèle, sous la forme d’Inégalités Matricielles Linéaires (LMIs).
Un exemple de simulation est également proposé afin d’illustrer les perfor-
mances de l’approche présentée.

Mots-clés— approche multimodèle, estimation d’état, systèmes incertains,
systèmes non linéaires, LMI.

I. I NTRODUCTION

De nombreuses techniques de commande, de surveillance ou de
diagnostic de systèmes nécessitent la connaissance des variables
d’état du système. Cependant, d’un point de vue pratique, la
connaissance complète de l’ensemble des variables d’état du
système est en général indisponible parce que sa mesure directe
est souvent soumise à des contraintes d’ordre technique, techno-
logique ou économique.

Une solution permettant de contourner ces difficultés consiste
à estimer l’état du système à l’aide d’un observateur utilisant
l’entrée et la sortie du système et son modèle. La qualité de l’es-
timation fournie par l’observateur dépend fortement de la qualité
des mesures et de la précision du modèle. Or un modèle n’est
qu’une représentation abstraite ne donnant qu’une description
imparfaite du comportement réel du système. De plus, tout pro-
cessus physique est inévitablement soumis à des perturbations
provenant des interactions entre le processus et son environne-
ment affectant ainsi les mesures utilisées.

Le problème d’estimation robuste vis-à-vis des incertitudes
paramétriques et des perturbations s’avère donc fondamental en
automatique. Il a été beaucoup étudié pour des systèmes modé-
lisés par un modèle de type linéaire en utilisant, par exemple,
la théorie de la commande robuste [1–4] ou l’analyse par inter-
valles [5]. Cependant, dans un nombre important d’applications,
la nature non linéaire du processus ne peut pas être négligée.
L’utilisation des techniques classiques d’estimation se révèle
alors peu adaptée, l’hypothèse de linéarité du modèle n’étant vé-
rifiée que très localement autour d’un point de fonctionnement.

De plus, obtenir un modèle qui soit exploitable systématique-
ment et qui tienne compte de la complexité globale du système
s’avère souvent difficile voire impossible.

L’approche multimodèle permet de contourner ces difficultés
en évitant l’utilisation d’un modèle unique complexe. L’idée est
de réduire la complexité du système en décomposant son es-
pace de fonctionnement en un nombre fini de zones de fonction-
nement. Le comportement du système étant de moindre com-
plexité dans chaque zone, unsous-modèlede structure simple
peut alors être utilisé. La caractérisation globale du comporte-
ment dynamique du système est alors effectuée en combinant la
contribution relative de chaque sous-modèle à travers unefonc-
tion de pondération(voir [6–9] pour une discussion approfon-
die).

Dans ce contexte de modélisation, l’agrégation des sous-
modèles peut s’effectuer de diverses façons donnant lieu à dif-
férentes classes de multimodèles [10]. Deux grandes familles
de multimodèles sont cependant recensées selon qu’un vecteur
d’état unique (multimodèle de Takagi-Sugeno) ou que plusieurs
vecteurs d’état (multimodèle découplé) apparaissent dans les
équations du multimodèle.

La structure du multimodèle de Takagi-Sugeno a été initia-
lement proposée, dans un contexte de modélisation floue, par
Takagi et Sugeno [11] dans les années 80 et a été depuis lar-
gement popularisée, dans un contexte multimodèle, par les tra-
vaux de Johansen et Foss [6]. L’intérêt que présente cette struc-
ture pour effectuer la modélisation, la commande ou l’estima-
tion d’état des systèmes non linéaires a été largement démontré
[12–16]. Remarquons que d’un point de vue structurel, tous les
sous-modèles de ce multimodèle ont la même dimension, car un
vecteur d’état unique est utilisé. Par conséquent, la complexité
des sous-modèles est invariable quelle que soit la complexité
du système dans les zones de fonctionnement. Le multimodèle
ainsi obtenu peut être alors sur-paramétré et sa complexitéinuti-
lement augmentée.

La structure du multimodèle découplé [10] introduit une cer-
taine flexibilité dans l’étape de modélisation. En effet, ladimen-
sion des sous-modèles (leur nombre d’états) peut être adaptée au
degré de complexité du système dans chaque zone de fonction-
nement (une présentation approfondie est proposée dans la sec-
tion II). Ce multimodèle a déjà été utilisé pour effectuer l’iden-
tification [17, 18] et/ou la commande [19–21] des systèmes non

ha
l-0

02
87

57
5,

 v
er

si
on

 1
 - 

7 
Se

p 
20

08
Manuscrit auteur, publié dans "5ème Conférence Internationale Francophone d'Automatique, CIFA'2008, Bucarest : Romania

(2008)"

http://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00287575/fr/
http://hal.archives-ouvertes.fr


linéaires. En revanche, les possibilités offertes par cette struc-
ture pour l’estimation d’état restent actuellement peu exploitées
[22,23].

Cet article, basé sur nos précédents travaux [23], examine
le problème de la conception robuste d’estimateurs d’état pour
des systèmes non linéaires comportant des incertitudes para-
métriques, sujets à des perturbations et modélisés par un mul-
timodèle découplé. Les incertitudes paramétriques admissibles
peuvent varier dans le temps et sont bornées en norme. L’étude
de la stabilité de l’observateur est abordée à l’aide de la méthode
de Lyapunov et en introduisant une mesure de performanceH∞.

Cet article est structuré comme suit : le multimodèle découplé
est présenté dans la section II et la structure de l’observateur
dans la section III. Des conditions suffisantes (sous forme de
LMI) assurant des performances robustes de l’estimation vis-à-
vis des perturbations et des incertitudes sont obtenues dans la
section IV. Enfin, la section V propose un exemple académique
de reconstruction d’état d’un multimodèle découplé.

Notations : Par la suite, une matrice P définie positive (néga-
tive) sera notée P> 0 (P < 0) et la transposée d’une matrice
P par PT . I est la matrice identité de dimension appropriée
et diag{A1, ...,An} est une matrice diagonale par bloc de co-
efficients diagonaux Ai . La norme L2 d’un signal de carré in-

tégrable est notée et définie par‖ f (t)‖2
2 =

∞
∫

0
f T(t) f (t)dt. Afin

d’alléger l’écriture µi(ξ (t)) sera abrégée sous la formeµi(t).

II. SUR LA REPRÉSENTATION MULTIMODÈLE

Le principe de l’approche multimodèle repose sur l’approxi-
mation du comportement d’un système à l’aide d’un ensemble
de sous-modèles agrégés par un mécanisme d’interpolation.
Les multimodèles constituent un outil adapté à la modélisation
des systèmes non linéaires [6]. De plus, l’extension des outils
d’analyse développés dans le cadre des systèmes linéaires peut
être envisagée sans effectuer une analyse spécifique de la non-
linéarité du système.

Dans ce contexte de modélisation, plusieurs catégories de
multimodèles peuvent être distinguées selon la façon dont les
sous-modèles sont associés. Parmi elles, figure le multimodèle
découplé. Ce multimodèle, proposé initialement dans [10],se
présente sous la forme d’une représentation d’état par :

ẋi(t) = (Ai +∆Ai(t))xi(t)+Biu(t)+Diw(t) , (1a)

yi(t) = Cixi(t) , (1b)

y(t) =
L

∑
i=1

µi(ξ (t))yi(t)+Ww(t) , (1c)

où xi ∈ R
ni et yi ∈ R

p sont respectivement le vecteur d’état et
le vecteur de sortie duième sous-modèle ;u ∈ R

m, y ∈ R
p et

w∈ R
q sont respectivement l’entrée, la sortie et la perturbation

du système. Les matricesAi ∈ R
ni×ni , Bi ∈ R

ni×m, Di ∈ R
ni×q,

Ci ∈ R
p×ni et W ∈ R

p×q sont des matrices constantes connues
caractérisant le comportement nominal de chaque sous-modèle
et l’influence des perturbations sur le système.

Les imprécisions de la modélisation du système sont repré-
sentées par des incertitudes structurées bornées en norme :

∆Ai(t) = MiFi(t)Ni , (2)

où Mi et Ni sont des matrices connues, constantes et de di-
mensions appropriées etFi(t) une fonction matricielle inconnue,

avec des éléments de Lebesgue mesurables, satisfaisant à :

FT
i (t)Fi(t) ≤ I , ∀t . (3)

Les différentes zones de fonctionnement du système sont in-
dexées à l’aide de la variable de décisionξ (t) accessible à la
mesure en temps réel. Elle est une variable caractéristiquedu
système, par exemple, des variables d’état mesurables et/ou des
variables d’entrée ou de sortie.

La contribution relative de chaque sous-modèle, selon la zone
où évolue le système, est quantifiée à l’aide desfonctions de
pondérationµi(ξ (t)). Elles assurent ainsi la transition entre les
sous-modèles et possèdent les propriétés de somme convexe sui-
vantes :

L

∑
i=1

µi(ξ (t)) = 1 et 0≤ µi(ξ (t)) ≤ 1, ∀i = 1...L, ∀t . (4)

D’après (1c), la sortie du multimodèle est obtenue en effec-
tuant une somme pondérée des sorties des sous-modèles. Ce
mécanisme d’agrégation permet d’obtenir un découplage entre
les dynamiques des sous-modèles. De ce fait, la dimension de
chaque sous-modèle peut s’ajuster à la complexité du système
dans la zone de fonctionnement à caractériser. Cette structure
de multimodèle est donc adaptée à la modélisation des systèmes
complexes, comportant des non-linéarités et des changements
de structure selon le point de fonctionnement. Les paramètres
du multimodèle peuvent être obtenus, à partir de données d’en-
trée/sortie du système, en utilisant une approche de type boîte
noire à l’aide des différentes techniques d’identification[17,18].

Il convient de souligner à ce niveau, que les sortiesyi(t) des
sous-modèles doivent être considérées comme des “signaux ar-
tificiels de modélisation” utilisés pour décrire le comportement
non linéaire du système réel. Ces signaux ne sont pas par consé-
quent exploitables pour piloter un observateur.

III. STRUCTURE DE L’ OBSERVATEUR

Il est intéressant de remarquer qu’en introduisant un vecteur
d’état augmenté de la forme :

x(t) =
[

xT
1 (t) · · · xT

i (t) · · · xT
L (t)

]T
∈ R

n, n =
L

∑
i=1

ni , (5)

les équations (1) peuvent s’écrire sous la forme compacte :

ẋ(t) = (Ã+∆Ã)x(t)+ B̃u(t)+ D̃w(t) , (6a)

y(t) = C̃(t)x(t)+Ww(t) , (6b)

où
Ã = diag{A1 · · · Ai · · · AL} , (7a)

B̃ =
[

B1
T · · · Bi

T · · · BL
T
]T

, (7b)

D̃ =
[

D1
T · · · Di

T · · · DL
T
]T

, (7c)

C̃(t) =
L

∑
i=1

µi(t)C̃i , (7d)

C̃i =
[

0 · · ·Ci · · · 0
]

, (7e)

∆Ã(t) = M̃F̃(t)Ñ , (7f)

M̃ = diag{M1 · · · Mi · · · ML} , (7g)

Ñ = diag{N1 · · · Ni · · · NL} , (7h)

F̃(t) = diag{F1(t) · · · Fi(t) · · · FL(t)} , (7i)
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avecF̃T(t)F̃(t) ≤ I ∀t.
La reconstruction des variables d’état du multimodèle décou-

plé (6) est effectuée à l’aide d’un observateur de la forme sui-
vante :

˙̂x(t) = Ãx̂(t)+ B̃u(t)+K(y(t)− ŷ(t)) , (8a)

ŷ(t) = C̃(t)x̂(t) , (8b)

où x̂ ∈ R
n est l’estimation du vecteur d’état (5), ˆy(t) ∈ R

p la
sortie reconstruite par l’observateur etK ∈R

n×p le gain de l’ob-
servateur à déterminer.

A. Formulation du problème

L’erreur d’estimation d’état est définie par :

e(t) = x(t)− x̂(t) (9)

et sa dynamique, obtenue par agrégation des équations (6) et(8),
par :

ėa(t) = Ao(t)ea(t)+Φw̄(t) , (10)

(11)

où
ea(t) =

[

eT(t) xT(t)
]T

, (12)

w(t) =
[

wT(t) uT(t)
]T

, (13)

Ao(t) =

[

Ã−KC̃(t) ∆Ã(t)
0 Ã+∆Ã(t)

]

, (14)

Φ =

[

D̃−KW 0
D̃ B̃

]

. (15)

La convergence de l’observateur est étudiée en prenant en
compte la dépendance entre l’erreur d’estimation et les signaux
exogènes (l’entrée et les perturbations) au système. Remarquons
que le système (10) générateur de l’erreur d’estimationea(t) est
stable si le multimodèle découplé (6) est stable pour des incerti-
tudes∆Ã(t) admissibles et si le gain de l’observateurK est ajusté
de façon à assurer la stabilité deÃ−KC̃(t).

La synthèse de l’observateur (8) consiste à ajuster le gainK
de façon à garantir une reconstruction de l’état du multimodèle
avec une certaine précision en présence des incertitudes para-
métriques et des perturbations. A cet effet, nous introduisons un
signal objectif z(t) donné par

z(t) =
[

Y 0
]

ea(t) , (16)

oùY est une matrice constante de dimension appropriée et fixée
par le concepteur. On cherche alors à satisfaire les performances
de robustesse suivantes :

lim
t→∞

e(t) = 0 pour w(t) = 0 , (17a)

‖z(t)‖2
2 ≤ γ2‖w(t)‖2

2 pour w(t) 6= 0 etz(0) = 0 . (17b)

où w(t) est assimilé à une perturbation affectant l’erreur d’es-
timation etγ est le niveau d’atténuation entrew(t) et le signal
objectifz(t) à minimiser.

Remarque 1. Le signal objectif z(t) dépend seulement de l’er-
reur d’estimation d’état(9). De ce fait, la matrice Y permet une
prise en compte totale ou partiale des composantes de l’erreur
d’estimation dans(17b).

IV. SYNTHÈSE DE L’ OBSERVATEUR

Dans cette section, des conditions de convergence de l’erreur
d’estimation d’état sont établies sous la forme d’un ensemble
d’inégalités matricielles LMIs [24], en utilisant la méthode de
Lyapunov. La synthèse de l’observateur est effectuée sous les
deux hypothèses suivantes :

Hypothèse 1. Le multimodèle découplé(6) est stable pour des
incertitudes∆Ã admissibles.

Hypothèse 2. L’entrée et la perturbation sont des signaux à
énergie bornée, soit‖u(t)‖2

2 < ∞ et‖w(t)‖2
2 < ∞.

On rappelle le lemme suivant qui sera utilisé lors de la syn-
thèse de l’observateur.

Lemme 1. Soit X et Y deux matrices de dimensions appro-
priées. L’inégalité suivante est toujours vraie pour toutematrice
Q = QT > 0 :

XYT +YXT ≤ XQXT +YQ−1YT .

Une condition suffisante pour garantir l’existence de l’obser-
vateur est présentée ci-dessous :

Théorème 1. Soit le modèle(6) satisfaisant aux hypothèses 1
et 2. Il existe un observateur(8), garantissant les performances
robustes(17), s’il existe deux matrices symétriques et définies
positives P1 et P2, une matrice G et deux scalaires positifsγ etτ
tels que :

minγ sous les contraintes












Πi 0 Ψ 0 P1M̃
0 Γ P2D̃ P2B̃ P2M̃

Ψ T D̃TP2 −γI 0 0
0 B̃TP2 0 −γI 0

M̃TP1 M̃TP2 0 0 −τI













< 0, i = 1. . .L,

où

Πi = P1Ã+ ÃTP1−GC̃i −C̃T
i GT +YTY ,

Γ = P2Ã+ ÃTP2 + τÑTÑ ,

Ψ = P1D̃−GW .

Le gain de l’observateur est donné par K= P−1
1 G et le niveau

d’atténuation parγ =
√

γ.

Démonstration.Les objectifs de synthèse (17) sont garantis s’il
existe une fonction de Lyapunov satisfaisant à [24] :

V̇(t) < −zT(t)z(t)+ γ2wT(t)w(t) . (18)

La démonstration du théorème 1 s’effectue en considérant la
fonction de Lyapunov suivante :

V(t) = eT(t)P1e(t)+xT(t)P2x(t) , (19)

où P1 = PT
1 > 0 et P2 = PT

2 > 0. La dérivéeV̇(t) le long de la
trajectoire de l’erreur d’estimationea(t) est obtenue en utilisant
les équations (10) :

V̇(t) = Ω(t)T
[

PAo(t)+AT
o (t)P PΦ

ΦTP 0

]

Ω(t) , (20)

P = diag{P1, P2} , (21)

Ω(t) =
[

eT
a (t) wT(t)

]T
. (22)
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Ainsi, compte tenu de (20), la condition (18) devient :

ΩT(t)

[

PAo(t)+AT
o (t)P+

[

YTY 0
0 0

]

PΦ
ΦTP −γ2I

]

Ω(t) < 0 (23)

qui est une forme quadratique enΩ(t). En introduisant les défi-
nitions (14) deAo(t) et (15) deΦ, l’inégalité (23) est satisfaite
si :









Π(t) P1∆Ã Ψ 0
∆ÃTP1 X1 +X2 P2D̃ P2B̃

ΨT D̃TP2 −γ2I 0
0 B̃TP2 0 −γ2I









< 0 , (24)

où
Π(t) = P1(Ã−KC̃(t))+(Ã−KC̃(t))TP1 +YTY , (25)

Ψ = P1(D̃−KW) , (26)

X1 = P2Ã+ ÃTP2 , (27)

X2 = P2∆Ã+∆ÃTP2 . (28)

Maintenant, les paramètres nominaux peuvent être dissociés des
paramètres incertains dans l’inégalité (24) comme suit :








Π(t) 0 Ψ 0
0 X1 P2D̃ P2B̃

ΨT D̃TP2 −γ2I 0
0 B̃TP2 0 −γ2I









+RHT(t)+H(t)RT < 0, (29)

avec

R=









P1M̃
P2M̃

0
0









et H(t) =









0
ÑT F̃T(t)

0
0









. (30)

Il est possible de s’affranchir des termes inconnusF̃(t) dans (29)
en appliquant le lemme 1. En effet, d’après le lemme 1

RHT(t)+H(t)RT ≤ τ−1RRT + τH(t)HT(t) (31)

et en prenant en compte le fait queF̃T(t)F̃(t) ≤ I, il vient que :

RHT(t)+H(t)RT ≤ τ−1RRT + τH̃H̃T (32)

avec
H̃T =

[

0 Ñ 0 0
]

. (33)

En utilisant (32), l’inégalité (29) devient :








Π(t) 0 Ψ 0
0 X1 + τÑTÑ P2D̃ P2B̃

ΨT D̃TP2 −γ2I 0
0 B̃TP2 0 −γ2I









+ τ−1RRT < 0 . (34)

Il découle, en appliquant le complément de Schur et en rempla-
çantX1 par sa définition (27), que l’inégalité (24) est satisfaite
si :













Π(t) 0 Ψ 0 P1M̃
0 Γ P2D̃ P2B̃ P2M̃

ΨT D̃TP2 −γ2I 0 0
0 B̃TP2 0 −γ2I 0

M̃TP1 M̃TP2 0 0 −τI













< 0 , (35)

où

Γ = P2Ã+ ÃTP2 + τÑTÑ . (36)

Compte tenu de la définition (7d) dẽC(t), Π(t) peut s’écrire
sous la forme :

Π(t) =
L

∑
i=1

µi(t)P1(Ã−KC̃i)+(Ã−KC̃i)
TP1 +YTY . (37)

Enfin, en posantG = P1K et γ = γ2 et en faisant appel aux pro-
priétés de somme convexe des fonctions de pondérationµi(t),
l’inégalité (24) est satisfaite si les LMIs suivantes sont vérifiées :













Πi 0 Ψ 0 P1M̃
0 Γ P2D̃ P2B̃ P2M̃

ΨT D̃TP2 −γI 0 0
0 B̃TP2 0 −γI 0

M̃TP1 M̃TP2 0 0 −τI













< 0, i = 1. . .L, (38)

où
Πi = P1Ã+ ÃTP1−GC̃i −C̃T

i GT +YTY , (39)

Ψ = P1D̃−GW . (40)

Il convient de remarquer que la stabilité de l’observateur (8), en
considérant le modèle nominal sans perturbation, est assurée par
la négativité du bloc (1,1) dans l’inégalité matricielle (38) [23].

Le théorème 1 est ainsi démontré et une solution satisfaisant
ces conditions peut alors être obtenue à l’aide des algorithmes
d’optimisation sous contraintes convexes.

Remarque 2. Il est possible de modifier la forme des incerti-
tudes(2) par :

∆Ai = µi(t)MiFi(t)Ni . (41)

L’idée d’introduire cette pondération est de pouvoir négliger
éventuellement les incertitudes des sous-modèles qui ne sont pas
mis à contribution dans la sortie du multimodèle. On cherche
ainsi à de réduire le conservatisme de la solution. La forme
augmentée du multimodèle proposée dans la section III reste
inchangée, excepté pour la matrice∆Ã qui devient :

∆Ã =
L

∑
i=1

µi(t)∆Ãi , (42)

où
∆Ãi = M̃iFi(t)Ñi , (43)

M̃i =
[

0 · · · MT
i · · · 0

]T
, (44)

Ñi =
[

0 · · · Ni · · · 0
]

. (45)

Une condition suffisante pour garantir l’existence de l’obser-
vateur est présentée ci-dessous :

Théorème 2.Soit le modèle(6)avec les incertitudes de la forme
(41) et satisfaisant aux hypothèses 1 et 2. Il existe un observa-
teur (8), garantissant les performances robustes(17), s’il existe
deux matrices symétriques et définies positives P1 et P2, une ma-
trice G et des scalaires positifsγ et τi tels que :

minγ sous les contraintes












Πi 0 Ψ 0 P1M̃i

0 Γi P2D̃ P2B̃ P2M̃i

ΨT D̃TP2 −γI 0 0
0 B̃TP2 0 −γI 0

M̃T
i P1 M̃T

i P2 0 0 −τi I













< 0, i = 1. . .L,
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où
Πi = P1Ã+ ÃTP1−GC̃i −C̃T

i GT +YTY ,

Γi = P2Ã+ ÃTP2 + τiÑ
T
i Ñi ,

Ψ = P1D̃−GW ,

M̃i =
[

0 · · · MT
i · · · 0

]T
,

Ñi =
[

0 · · · Ni · · · 0
]

.

Le gain de l’observateur est donné par K= P−1
1 G et le niveau

d’atténuation parγ =
√

γ.

Démonstration.La démonstration de ce théorème s’effectue en
adoptant une démarche tout à fait similaire à celle du théorème
1. La démonstration est omise ici.

V. EXEMPLE DE SIMULATION

Il s’agit d’estimer l’état d’un système décrit par un multimodèle
découplé constitué deL = 2 sous-modèles de dimensions diffé-
rentes dont les paramètres sont définis par :

A1 =

[

−0.5 0.2
−0.4 −0.3

]

, A2 =





−0.5 −0.4 −0.3
0.3 −0.5 −0.8
0.6 0.7 −0.4



 ,

B1 =
[

0.6 0.7
]T

, B2 =
[

0.9 −0.7 −0.5
]T

,

D1 =

[

−0.1 0.1
0 0

]T

, D2 =

[

0.1 −0.2 0.1
0 0 0

]T

,

C1 =

[

−0.4 −0.5
0.3 0.4

]

, C2 =

[

−0.5 −0.4 −0.2
0.2 −0.3 −0.4

]

,

M1 =
[

0.1 0.3
]T

, M2 =
[

0.3 0.4 0.3
]T

,

N1 =
[

0.1 0.2
]

, N2 =
[

0.2 0.3 0.2
]

,

W =

[

0 −0.2
0 0.2

]

, Y = I(5×5) .

Remarquons qu’en présence des incertitudes, les gains des trans-
ferts de l’entrée vers les deux sorties du premier sous-modèle va-
rient dans les intervallesG1

1 =
[

−0.71 −0.90
]

etG2
1 =

[

0.54 0.69
]

.
Pour le deuxième sous-modèle, ses variations se situent dans les
intervallesG1

2 =
[

−0.79 −0.92
]

etG2
2 =

[

0.54 0.44
]

.
La perturbationw(t) est un bruit de moyenne nulle et de va-

riance égale à 1. La variable de décisionξ (t) est ici le signal de
commandeu(t) ∈ [ − 1 , 1 ]. Les fonctions de pondération sont
obtenues par la normalisation de fonctions de type gaussien:

µi(ξ (t)) = ωi(ξ (t))/
L

∑
j=1

ω j(ξ (t)) , (46)

ωi(ξ (t)) = exp
(

−(ξ (t)−ci)
2/σ2

)

, (47)

de dispersionσ = 0.5 et de centresc1 = −0.18 etc2 = 0.18.
Les allures du signal d’entrée, des fonctions de pondération

et des sorties du multimodèles sont illustrées sur la figure 1. La
sortie du multimodèle est élaborée en considérant à tout instant
la contribution des deux sous-modèles. En effet, les fonctions
de pondération ne prennent jamais les valeurs 0 ou 1. La figure
2 présente les incertitudesF1(t), F2(t) et la perturbationw(t)
utilisées dans la simulation.

Deux observateurs sont synthétisés à partir des conditions
LMI proposées par les théorèmes 1 et 2. Une solution, satis-
faisant les conditions du théorème 1, est donnée par la ma-
trice K1 avec un niveau d’atténuation minimal deγ2 = 0.6769.
Une solution, satisfaisant les conditions du théorème 2, est don-
née par la matriceK2 avec un niveau d’atténuation minimal de

γ2 = 0.4499. Il convient de souligner la différence entre les ni-
veaux d’atténuation obtenus avec les conditions des théorèmes 1
et 2 ; les conditions du théorème 2 permettant, pour cet exemple,
d’obtenir un niveau d’atténuation plus faible.

K1 =











−0.3767 0.2858
−0.4175 0.4872
−0.3363 0.3794
−0.2755 −0.4696
−0.0926 −0.5641











, K2 =











−0.1373 1.4030
0.0470 2.1372
−1.2490 −0.1058
−0.8389 −2.7017
0.5428 −0.9316











.
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Fig. 1. Entrée, fonctions de pondération et sorties
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Fig. 2. F1(t), F2(t) etw(t)

Il convient également de remarquer que dans la simulation du
multimodèle, les incertitudes ne sont pas assorties de pondéra-
tion (incertitudes de la forme (2)). Les conditions initiales des
observateurs sont nulles et les conditions initiales du multimo-
dèle sont données parx(0) =

[

0.2 −0.2 0.2 −0.2 0.2
]

.
Les erreurs d’estimation obtenues en utilisant ces deux ob-

servateurs sont illustrées sur les figures 3 et 4. Sur ces figures,
ei(t) représente l’erreur d’estimation de laième composante du
vecteur d’état augmentéx(t). Dans les deux cas, les erreurs d’es-
timation demeurent bornées et globalement proches de zéro.On
notera cependant que dans l’intervalle de temps 80-120, leser-
reurs d’estimationse1(t) et e2(t) s’écartent de zéro. Cet écart
dans l’estimation est sans conséquence sur l’estimation des sor-
ties car dans cet intervalle de temps le sous-modèle 1 contribue
très faiblement à la sortie du multimodèle (µ1 ≈ 0). La figure 5
présente les estimées des sorties du multimodèle et l’indice de

performance de l’estimationJ(t) =
t
∫

0
zT(t)z(t)dt/

t
∫

0
wT(t)w(t)

au cours du temps selon le théorème utilisé pour obtenir le gain
de l’observateur. Cette figure met en évidence la qualité de l’es-
timation des sorties du multimodèle obtenue avec l’approche
proposée.
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Fig. 3. Erreurs d’estimation du sous-modèle 1
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Fig. 4. Erreurs d’estimation du sous-modèle 2
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Fig. 5. Comparaison entrey(t) et ŷ(t) (haut) indice de performancesJ(t) (bas)

VI. CONCLUSIONS

Cet article expose une méthode de synthèse d’observateurs pour
des systèmes non linéaires incertains représentés par un multi-
modèle découplé. Ce multimodèle utilise de sous-modèles qui
peuvent être de dimensions différentes, contrairement auxap-
proches classiques où les sous-modèles ont la même dimension.

Des conditions suffisantes permettant la synthèse d’observa-
teurs robustes vis-à-vis des incertitudes du modèle et des per-
turbations sont établies à l’aide de la méthode de Lyapunov.Un
exemple de simulation a permis d’illustrer la méthode de syn-
thèse proposée et son efficacité. L’observateur proposé peut être
utilisé dans un contexte de diagnostic de systèmes pour générer
des résidus robustes en vue de fournir des signaux indicateurs
de défauts. Dans un contexte de détection de défaillances, ce
travail peut être approfondi par l’étude de la sensibilité de la re-
construction de l’état vis-à-vis des incertitudes paramétriques et
vis-à-vis des défauts afin d’indiquer les défauts pour lesquels les
résidus générés seront sensibles.
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