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UNE CLASSE D�APPLICATIONS HOLOMORPHES QUI
GÉNÉRALISENT LES FONCTIONS D�UNE VARIABLE

COMPLEXE

ATALLAH AFFANE

Abstract. Starting with a natural ring structure on Cn, we introduce and
study the notion of Cn di¤erentiability. Analogous properties with both of
functions theories in one and several complex variables are observed.

1. Introduction

En considérant Cn comme un quotient de l�algèbre des polynômes C[z], on le
munit d�une structure d�algèbre normée avec une norme multiplicative pour les
puissances. Ce sera l�objet la Section 2. Ensuite, dans la Section 3, on intro-
duit la notion de Cn-di¤érentiabilité pour les applications de n variables complexes
à valeurs dans Cn. En fait, les applications Cn-di¤érentiables sont holomorphes
et l�on observe pour elles beaucoup de propriétés analogues à celles des fonctions
d�une variable: équations de Cauchy-Riemann, Principe du Maximum, analytic-
ité par rapport à la structure d�algèbre de Cn, Théorème de Moréra, l�expression
des automorphismes de Cn et de la boule unité Dn associée à la norme intro-
duite auparavant. Dans la Section 4, on mettra à pro�t la Cn-analyticité pour
obtenir de surprenants phénomènes de prolongements. Par exemple, on verra que
toute application Cn-di¤érentiable sur le demi-espace

�
Re z0 > 0

	
se prolonge à

l�espace Cn tout entier. Ainsi,les notions de domaine de Cn-holomorphie et de
domaine Cn-holomorphiquement convexe viennent naturellement. Grâce au fait
que la norme utilisée est multiplicative pour les puissances, il est possible de prou-
ver de manière classique l�équivalence de ces deux notions. C�est en quelque sorte
un théorème du type Cartan-Thullen. Quelque exemples sont exhibés: le demi-
espace

�
Re(z0 + iz1 > 0

	
en dimension 2, la boule unité Dn et plus générale-

ment les domaines de la forme fZ 2 
 = jf(Z)j < 1g où f est une application
Cn-di¤érentiable sur un domaine de Cn-holomorphie. Par contre, le polydisque

Pn =

�
sup

i=1;:::;n

��zi�� < 1� et le demi-espace �Re z0 > 0	 sont des contre exemples.
Ainsi, dans cette section apparaissent des phénomènes et des notions propres à la
théorie des fonctions holomorphes de plusieurs variables complexes. En�n, dans la
Section 5, on aborde la question de savoir si les transformations Cn-di¤érentiables
d�un ouvert constituent un groupe de Lie. A ce propos, on donnera quelques argu-
ments qui plaident pour une réponse positive à cette question.
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2 ATALLAH AFFANE

2. Préliminaires algébriques

2.1. Une structure d�algèbre sur Cn. Soit I l�déal de C[z] engendré par le
polynôme P (z) = 1+zn. L�anneau quotient E = C[Z]=I possède alors une structure
naturelle d�algèbre de dimension n sur C et l�on notera � la projection canonique.
Puis on choisit la base naturelle

�
�(1); :::; �(zn�1)

	
de E pour identi�er Cn à

E. Par ce procédé, Cn devient une algèbre associative, commutative, unitaire de
dimension n sur C. De plus, à partir de la base naturelle de E, on obtient pour Cn

une base B = fekgn�1k=0 avec la table de multiplication

ekel =

�
ek+l if k + l � n� 1
�ek+l�n if k + l � n

�
L�on observe que tous les éléments de cette base sont inversibles et que dans B,

la multiplication mA par un élément A = a0e0 + ::: + an�1en�1 se représente par
la matrice

(2.1) MA =

0BBBBBBBB@

a0 �an�1 : : : : �a1
a1 a0 : : : : :
: : : : : : :
: : : : : : :
: : : : : : :
an�2 : : : : : �an�1
an�1 an�2 : : : a1 a0

1CCCCCCCCA
On désigne parM(Cn) la sous algèbre deMn(C) constituée des matrices de ce

type. La remarque suivante sera très utile plus loin.

Remarque 2.1. Une matrice A = (Aij)0�i;j�n�1 est dansM(Cn) si et seulement
s�il existe des constantes Ck pour k = �(n� 1); :::; n� 1 telles que

Aij = Ci�j

Ck = �Cn+k pour k < 0.

L�on aura aussi besoin de la

Proposition 2.1. M(Cn) est stable par le produit et l�inversion des matrices.

Preuve:
L�associativité de la multiplication de Cn donne mAmB = mAB . Par ailleurs,

si detMA 6= 0; soit f l�application réciproque de mA. Par commutativité, on a
l�identité mA � mB = mB � mA. Après composition à droite et à gauche par f
on obtient l�identité mB � f = f � mB . Donc par commutativité, on a Bf(Z) �
f(BZ) � f(ZB). En prenant Z = e0, on obtient f(B) � Bf(e0) et ainsi, f =
mf(e0).�
A partir des zéros du polynôme P (z)

�k = e
i�n (1+2k) pour k = 0; :::; n� 1;

on construit les éléments

�k =
1

n

n�1X
j=0

�jkej pour k = 0; :::; n� 1.

On véri�e à l�aide de la formule de Vandermonde que A = (�k)n�1k=0 est une base de
Cn. En outre, on a la
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Proposition 2.2. Les �k sont idempotents et orthogonaux deux à deux, c, à, d que

�k�k = �k et �k�l = 0 pour k 6= l:

Preuve:
D�après les dé�nitions, on a

�k�l =
1

n2

n�1X
�;�=0

��k �
�
l e�e� =

1

n2

24 X
�+��n�1

��k �
�
l e�+� �

X
�+��n

��k �
�
l e�+��n

35
=
1

n2

n�1X

=0

24 X
�+�=


��k �
�
l �

X
�+�=n+


��k �
�
l

35 e
 = 1

n2

n�1X

=0

"

X

�=0

��k �

��
l �

n�1X
�=
+1

��k �
n+
��
l

#

=
1

n2

n�1X

=0

n�1X
�=0

��k �

��
l e
 :

Dans le cas k = l; on a
n�1P
�=0

��k �

��
l = n�
 et pour k 6= l, cette somme vaut

�

n�1P
�=0

exp
�
2i�n�(k � l)

�
et s�annule donc.�

2.2. L�algèbre normée Cn

. Soit A� = (�k)n�1k=0 la base duale de A. De la Proposition 2.2, on déduit que ces
formes �k sont multiplicatives, c�, à, d que

�k(ZZ 0) = �k(Z)�k(Z 0) ; �k(e0) = 1:

Il s�ensuit que

(2.2) Z 2 Cn� () 8k; �k(Z) 6= 0 et �k(Z�1) = (�k(Z))�1:
Ainsi, si l�on pose

jZj = max
k

����k(Z)��� ;
Cn devient une algèbre normée et multiplicative pour les puissances i.e

(2.3)
��Zk�� = jZjk 8Z 2 Cn; k 2 N:

On notera dist la métrique associée à cette norme. De la formule (2.3) on déduit
la caractérisation suivante de la boule unité Dn :

(2.4) Dn =

8<:Z 2 Cn = lim
m!+1

Zm = 0

9=; .
Puisque toutes les suites

�
ekj
	
k�0 sont cycliques, on a

jej j = 1 8j = 0; :::; n� 1
si bien que

Dn \Cej = �ej 8j = 0; :::; n� 1
où � est le disque unité de C.

3. Cn-différéntiabilité, Cn-analyticité

Dans tout ce qui suit, 
 est un ouvert connexe de Cn:
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3.1. La Cn-di¤érentiabilité.

Dé�nition 3.1. On dit qu�une application f : 
! Cn est Cn-di¤érentiable sur 

si pour tout u dans 
, il existe f 0(u) 2 Cn telle que

f(u+ h) = f(u) + f 0(u)h+ o(jhj)
Cet élément f 0(u) est appelé dérivée de f au point u. L�espace des applications
Cn-di¤érentiables sur 
 est noté On(
):

La Cn-di¤érentiabilité s�exprime aussi à l�aide d�équations de Cauchy-Riemann
généralisées.

Proposition 3.1. Soit f une application de 
 dans Cn. Alors f 2 On(
) si
et seulement si f est holomorphe et satisfait aux équations de Cauchy-Riemann
généralisées.

@f i

@zj
=

@f0

@zj�i
8i < j;

@f i

@zj
=
@f i�j

@z0
8i � j;

@fk

@z0
= � @f0

@zn�k
8k = 1; :::; n� 1:

De plus, la dérivée d�une application Cn-di¤érentiable est aussi Cn-di¤érentiable.

Preuve:
Soit f 2 On(
); on donne à l�accroissement h les valeurs particulières �ek où

� 2 C et k = 0; :::; n� 1: On obtient alors que f est holomorphe et que

(3.1) f 0 =
1

ek

@f

@zk
8k = 0; :::; n� 1:

Or les équations de Cauchy-Riemann sont équivalentes au fait que la matrice jaco-
bienne @fi

@zj représente, dans la base B la multiplication par
@f
@z0 . Cette équivalence

assure la première partie de la Proposition.
En�n, si f 2 On(
), sa dérivée f 0 = @f

@z0 est holomorphe sur 
 et véri�e de
manière triviale les conditions de Cauchy-Riemann.�

Corollaire 3.1. ( Un principe du maximum)

Soit f 2 On(
). Si pour un point W de 
, on a l�inégalité

sup
i = 0; :::; n� 1

Z 2 


��f i(Z)�� � sup
i=0;:::;n�1

��f i(W )�� ;
Alors f est constante sur 
.

Preuve:
Supposons que

sup
i=0;:::;n�1

��f i(W )�� = ��f j(W )��
pour un certain indice j. Par le Principe du Maximum pour les fonctions holomor-
phes, la fonction f j est constante. Mais les équations de Caucy-Riemann entraînent
que les autres composantes de f sont aussi constantes.�
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En fait, pour une application f de classe C1, la Cn-di¤érentiabilité équivaut à
la "Cn-linéarité" c, à, d

df(�h) = �df(h) 8� 2 Cn; 8h 2 Cn

Mais cette "Cn-linéarité" équivaut à la condition que la jacobienne @f
@z appartient

àM(Cn). Il s�ensuit que l�ensemble des applications Cn-di¤érentiables est stable
par la somme, le produit, l�inversion, la composition et le passage à la réciproque.
De plus, les règles usuelles du calcul de dérivée y sont valables. En�n, on dé�nit
les dérivées d�ordre supérieur par la formule de récurrence f (n+1) = (f (n))0:
La Cn-di¤érentiabilité peut aussi être formulée en termes de formes di¤éren-

tielles. Pour celà, on associe à toute application f 2 C0(
;Cn) la forme dif-
férentielle f(Z)dZ à valeurs dans Cn et dé�nie par f(Z)dZ(H) = f(Z)H. Les
coordonnées de cette formes dans la base B sont:

!rf =
X
0�i�r

fr�idzi �
X
r<i

fn+r�idzi; r = 0; :::; n� 1:

Comme dans la théorie des fonctions holomorphes d�une variable complexe, la Cn-
di¤érentiabilité pour une application f équivaut à la condition que la forme f(Z)dZ
soit fermée. De manière plus précise, on a la

Proposition 3.2. Une application f 2 C1(
;Cn) est dans On(
) si et seulement
si les formes !rf sont fermées.

Preuve:
Pour f 2 C1(
), le terme de bidegré (2; 0) dans d!rf est

P
0�i<j�n�1

Hr
ijdz

i ^ dzj

où

Hr
ij =

@fr�j

@zi
� @f

r�i

@zj
pour 0 � i < j � r;

Hr
ij = �

@fn+r�j

@zi
� @f

r�i

@zj
pour 0 � i � r < j;

Hr
ij = �(

@fn+r�j

@zi
� @f

n+r�i

@zj
) pour 0 � r < i < j:

Si f 2 On(
), les formes d!rf sont de type (2; 0). L�annulation de leurs coé¢ cients
découle immédiatement de la Remarque 2.1.
Réciproquement, supposons les !rf fermées. Le coé¢ cient de dz

0^dzk dans d!rf
est exactement @fr

@zk
. Ainsi, l�application f est holomorphe et les coé¢ cients Hr

ij

sont nuls. Pour 0 � s � n� 1 et k � 1 tels que s+ k � n� 1, l�annulation de Hs+k
0k

donne
@fs

@z0
=
@fs+k

@zk
pour 0 � s � n� 1 et s+ k � n� 1:

Par ailleurs, l�annulation des Hj
ij donne

@f0

@zi
=
@f j�i

@zj
for 0 � i � j � n� 1:

On voit donc que @fi

@zj ne dépends que de la di¤érence i� j. En�n l�annulation des
H0
0j donne

@f0

@zj
= �@f

n�j

@z0
for 1 � j � n� 1:

Donc, par la Remarque 2.1, la jacobienne @f
@z est dansM(Cn).|
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Voici à présent un résultat du type Théorème de Moréra.

Proposition 3.3. Soit f 2 C0(
;Cn) et supposons, que pour toute courbe fermée
de classe C1 par morceaux, on aitZ




f(Z)dZ = 0 .

Alors, f 2 On(
).
Preuve:
Il s�agit simplement de reprendre la démonstration du Théorème de Moréra.

Choisissons donc un point ! 2 
 et considérons l�application F dé�nie sur 
 par

F (Z) =

Z

Z

f(W )dW

où 
Z est un chemin de classe C
1 par morceaux et reliant ! à Z. On véri�e alors

que F est de classe C1 et que l�on a les identités
@F

@zk
(Z) = f(Z)ek pour k = 0; :::; n� 1.

On en déduit que dF est "Cn-linear" et que F 0 = f .�
On sait que toute fonction harmonique réelle sur C est la partie réelle d�une

fonction holomorphe. Il est alors naturelle de se poser la question suivante: étant
donnée une fonction holomorphe sur 
, existe-t-il une application f 2 On(
) telle
que g = f0: En d�autres termes, on voudrait résoudre l�équation

f0 = g

La Proposition 3.1 donne l�unicité de la solution à une constante additive près. Une
condition nécessaire et su¢ sante pour l�existence est un certain système d�équations
aux dérivées partielles du second ordre pour g.

Proposition 3.4. A toute fonction holomorphe g sur 
, on associe l�application
holomorphe à valeurs dans Cn par

G(z) =
@g

@z0
(z)e0 �

@g

@zn�1
(z)e1 � :::�

@g

@z1
en�1:

Alors, au voisinage de chaque point ! de 
 existe une application f 2 On(
) telle
que g = f0 si et seulement si les formes !rG sont fermées.

Preuve:
Si g = f0 avec f 2 On(
), on doit avoir f 0(z) = G(z) et on applique la Propo-

sition 3.2.
Réciproquement, au voisinage de chaque point, on peut trouver n� 1 fonctions

holomorphes ffrgn�1r=1 telles que df
r = !rG: On aura alors

@fr

@zi
= Gr�i for 0 � i � r and @f

r

@zi
= �Gn+r�i for r < i � n� 1:

On voit alors que l�application holomorphe f = (g; f1; :::; fn�1) véri�e les équations
de Cauchy-Riemann.�
On utilisera plus loin, que dans le cas n = 2; l�hypothèse d!rG = 0 se réduit à

(3.2)
@2g

@z0@z0
+

@2g

@z1@z1
= 0:
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3.2. La Cn-analyticité.

Dé�nition 3.2. On dira qu�une appliacation f : 
! Cn est Cn-analytique sur 

si, pour tout point U 2 
; il existe un voisinage � de U et une suite (Am)m�0 dans
Cn telle que

f(z) =
1X
m=0

Am(Z � U)m sur �

avec convergence normale sur les compacts.

Dans ce qui suit, on va établir que cette notion est équivalente à laCn-di¤érentiabilité.
Pour celà, on a besoin du

Lemme 3.1. Pour f 2 On(
) W 2 
; Z 2 Cnet m 2 N, on a

1

m!
f (m)(W )Zm =

X
�2Nn= j�j=m

1

�!

@mf

@z�
(W )Z�:

Preuve:
On raisonne par récurrence sur l�entier m. On pose

gm(W;Z) =
1

m!
f (m)(W )Zm:

Cette application est Cn-di¤érentiable par rapport à chacune des variables Z;W et
on a la relation

1

m+ 1

@gm
@W

(W;Z)Z = gm+1(W;Z):

D�après la formule (3.1) et l�hypothèse de récurrence, on a

@gm
@W

(W;Z) =
n�1X
k=0

24 X
�2Nn= j�j=m

1

�!

@m+1fk

@zt0(�)
(W )Z�

35 ek
où tj(�) est le multi-indice obtenu à partir de � = (�0; :::; �n�1) par addition de 1
à �j . Après multiplication par Z et tenant compte de la formule de représentation
(2.1), on obtient

gm+1(W;Z) =
1

m+ 1

n�1X
r=0

24 X
�2Nn= j�j=m

Z�

�!
G�;r

35 er
où

G�;r =
rX

k=0

zr�k
@m+1fk

@zt0(�)
(W )�

n�1X
k=r+1

zr+n�k
@m+1fk

@zt0(�)
(W ):

Or les équations de Cauchy-Riemann entraînent

@fk

@z0
=

@fr

@zr�k
pour 0 � k � r

@fk

@z0
= � @fr

@zr+n�k
pour r + 1 � k � n� 1:

Après substitution, on aboutit à

G�;r =
rX

k=0

zr�k
@m+1fr

@ztr�k(�)
(W ) +

n�1X
k=r+1

zr+n�k
@m+1fr

@ztr+n�k(�)
(W ):
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Ensuite, on fait r� k = l dans la première somme et r+ n� k = l dans la seconde
pour obtenir

G�;r =
n�1X
l=0

zl
@j�j+1fr

@ztl(�)
:

Ainsi, nous avons

gm+1(W;Z) =
1

m+ 1

X
�2Nn= j�j=m+1

H�
@m+1f

@z�
(W )Z�

avec

H� =
X

(�;l) = tl(�)=�

1

�!
=

X
i = �i 6=0

�i

�!
=
m+ 1

�!
:

D�où le lemme à l�étape m+ 1.�
Lemme 3.2. Une application Cn- di¤érentiable f sur un polydisque P de centre
W admet le développement

f(Z) =
X
m2N

1

m!
f (m)(W )(Z �W )m

avec convergence normale sur les compacts de P .

Preuve:
Puisque f est holomorphe, elle admet un développement de Taylor

f =
X
�2Nn

1

�!

@j�jf

@z�
(W )(Z �W )�

avec convergence normale sur les compacts. On peut donc sommer par paquets et
le Lemme précédent donne

f(Z) =
X
m2N

1

m!
f (m)(W )(Z �W )m:

Comme toutes les normes sur Cn sont équivalentes, cette série converge normale-
ment sur les compacts de P .�
On peut alors énoncer le

Théorème 3.1. Une application est Cn-di¤érentiable si et seulement si elle est
Cn-analytique.

Preuve:
D�après le Lemme précédent, la Cn-di¤érentiabilité implique la Cn-analyticité.

La réciproque découle du Théorème de Vitalli et des équations de Cauchy-Riemann.�
Dans la section suivante, on aura besoin d�une espèce d�inégalités de Cauchy.

Proposition 3.5. Il existe une constante Mn > 0 telle que���f (k)(0)��� �Mn sup
jZj�r

jf(Z)j k!
rk

8k � 0; 8r > 0; 8f 2 On(rDn) \ L1(rDn):

Preuve:
On a deux constantes cn > 0 et Cn > 0 telles que

cn sup
j=0;:::;n�1

��zj�� � jZj � Cn sup
j=0;:::;n�1

��zj�� 8Z 2 Cn:
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Alors, pour r > 0; et f 2 On(rDn) \ L1(rDn), on aura successivement���f (k)(0)��� � Cn sup
j=0;:::;n�1

���� @kf j(@z0)k
(0)

���� � Cn sup
j=0;:::;n�1

sup
t2r�

��f j(te0)�� k!
rk
;

la dernière inégalité provenant des iégalités usuelles de Cauchy pour les fonctions
t f j(te0): Finalement, on obtient���f (k)(0)��� � Cn

cn

k!

rk
sup
jZj�r

jf j :�

4. Phénomènes de prolongement, domaine de Cn-holomorphie,
Cn-convexité holomorphe

4.1. Prolongement d�applications, domaine de Cn-holomorphie. On intro-
duit le polydisque

Pn =

�
Z 2 Cn = sup

k

��zk�� < 1�
et les éléments

�n =
1

n

n�1X
j=0

(�1)jej ; �n = e0 � �n ,pour n impair,

�n =
1

2
(e0 + iek) ; �n =

1

2
(e0 � iek) pour n = 2k:

Un calcul direct donne

(4.1) �n�n = �n; �n�n = �n; �n�n = 0:

Puis, on pose

Wn = t(�n + i�n); Zn = �
1

t
(�n � i�n)

où t est un réel choisi tel que

1 < t <
np

1 + (n� 1)2
dans le cas n > 1; impair et t 2]1;

p
2[ si n est pair.

Les phénomènes de prolongements que l�on va exhiber se réalisent grâce à la
décomposition

�e0 =WnZn with Wn 2 Pn and Zn 2 Cn� \Dn:

En fait, WnZn = �(�2n + �2n) = �(�n + �n) = �e0: De plus, les relations
(4.1) donnent Zkn = (� 1

t )
k(�n + (�i)k�n). Il s�ensuit que lim

k!+1
Zkn = 0 et donc

Zn 2 Cn� \Dn d�après la caractérisation (2.4) de la boule unité. Par ailleurs, on a

Wn =
t
n

 
(1 + i(n� 1))e0 + (1� i)

n�1P
j=1

(�1)jej

!
pour n > 1 impair,

Wn =
t
2 (1 + i)(e0 + ek) pour n = 2k:

Le choix de t assure que Wn 2 Pn:
On introduit à présent l�ensemble

H = fWZ; W 2 Pn; Z 2 Cn� \Dng :

Proposition 4.1. H est un ouvert étoilé par rapport à 0 et contenant strictement
le polydisque Pn. De plus, toute application f 2 On(Pn) se prolonge en une appli-
cation ef 2 On(H):
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Preuve:
Observons tout d�abord que H =

S
Z2Cn

�\Dn

ZPn et que chaque ouvert ZPn est

étoilé par rapport à l�origine. Puis, tout W 2 Pn s�écrit W = 1
1+" ((1 + ")W ) avec

" > 0 assez petit. En�n, par l�exemple ci-dessus, on voit que �e0 2 H � Pn et
ainsi, on a la première partie de la Proposition.
Soit maintenant f 2 On(Pn); par le Lemme 3.2, cette application admet un

développement f(z) =
P
m2N

AmZ
m sur Pn avec convergence normale sur les com-

pacts. Il su¢ t donc de prouver la convergence normale de cette série au voisinage
de chaque point de H. Pour celà, étant donné WZ dans H avec W 2 Pn et
Z 2 Cn� \ Dn, on choisit un voisinage de la forme HDn où H est un voisinage
compact de W contenu dans Pn. Pour W 0 2 H et Z 0 2 Dn, on a l�inégalité
jAm(W 0Z 0)mj � jAmW 0mj qui assure la convergence normale sur HDn.�
Le résultat suivant est un surprenant phénomène de prolongement.

Théorème 4.1. Soit Fn le demi-espace Fn =
�
Re z0 > 0

	
; alors toute application

f 2 On(Fn) est la restriction d�une certaine application ef 2 On(Cn):
Preuve:
Pour m � 1, on pose Pm = me0 +mPn et Hm = me0 +mH. On remarque que

0 2 Hm, que Hm est étoilé par rapport à me0 et que

W 2 Pm () [(Rew0)2+ (Imw0)2 < 2mRew0 et
��wk�� < m pour k = 1; :::; n� 1]:

On en déduit que Fn = lim
m
" Pm.

D�un autre côté soit B une boule centrée en 0 et contenue dans H1. Puisque
chaque ensembleHm est borné, on construit une suite strictement croissante d�entiers
en posant m1 = 1 et pour j � 1;mj+1 sera le plus petit m tel que m > mj et
Hmj � mB. Par construction, on a Cn = lim " Hmj :
Considérons alors une application f 2 On(Fn). La Proposition 4.1 donne un

prolongement hm2
de f du polydisque Pm2

à l�ouvert Hm2
. Comme Fn \Hm2

est
étoilé par rapport àm2e0 et contient Pm2

, f est la restriction à Fn d�une application
fm2

2 On(Fn [Hm2
).

A cette étape, on suppose que f est la restriction à Fn d�une application fmj 2
On(Fn [ Hmj ) avec j � 2. Comme dans le point précédent, on a un prologement
hmj+1

de f du polydisque Pmj+1
à l�ouvert Hmj+1

: Pour continuer ce processus, on
a besoin seulement de prouver que les (Fn [Hmj

)\Hmj+1
sont connexes. Mais en

fait, un tel ensemble s�écrit aussi (Fn \ Hmj+1
) [ Hmj

et sa connexité résulte des
points suivants:

� Fn \Hmj+1
est étoilé par rapport à mj+1e0;

� Hmj est étoilé par rapport à mje0;
� le segment [mje0;mj+1e0] est contenu dans Pmj+1 et donc dans F

n\Hmj+1 :

En posant ef(Z) = fmj
(Z) lorsque Z 2 Hmj

, on obtient un prolongement Cn-
di¤érentiable de f à Cn.�
Le cas n = 2 est particulièrement intéressant. En fait, notre algèbre C2 peut être

considérée comme l�algèbre de Cli¤ord complexe associée à la forme quadratique
z  �z2 sur C. Pour cette algèbre, on dispose de l�opérateur de Dirac

D =
�

@
@z0

@
@z1

@
@z1 � @

@z0

�
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(D2 = �). Pour toute application holomorphe f = (f0; f1); posons bf = (f0;�f1);
on voit alors que f est Cn-di¤érentiable si et seulement si D bf = 0: On peut donc
énoncer le

Corollaire 4.1. Toute application holomorphe sur le demi-espace F2 et solution
de l�équation de Dirac Df = 0 se prolonge à C2 tout entier.
Corollaire 4.2. Toute fonction holomorphe g sur le demi-espace F2 telle que

@2g

@z0@z0
+

@2g

@z1@z1
= 0:

se prolonge à tout l�espace C2.

Preuve:
Découle de la Proposition 3.4�.
Ces phénomènes de prolongement appellent naturellement à la notion de domaine

de Cn-holomorphie. Comme dans la théorie des fonctions holomorphes de plusieurs
variables complexes, on pose la

Dé�nition 4.1. Un domaine de Cn-holomorphie est un ouvert 
 de Cn tel qu�il
n�existe pas de couple d�ouverts 
1;
2 de Cn satisfaisant aux conditions
i) 
2 est connexe et non contenu dans 
;
ii) 
1 est non vide et contenu dans 
 \ 
2;
iii) 8f 2 On(
);9g 2 On(
2) telle que f = g sur 
1:
D�après la Proposition 4.1 et le Théorème 4.1, les polydisques Pn et les demi-

espaces Fn ne sont pas des domaines de Cn-holomorphie bien qu�ils soit convexes.
Voici une condition su¢ sante pour qu�un ouvert soit un domaine deCn-holomorphie.

Un ouvert 
 est un domaine de Cn-holomorphie si

8� 2 @
; 9f 2 On(
) = lim
z!�

jf(z)j = +1:

Comme application de cette remarque, on peut donner le premier exemple de do-
maine de Cn-holomorphie.

Proposition 4.2. Le demi-espace

F2=
�
Z 2 C2 = Re(z0 + iz1) > 0

	
est un domaine de C2-holomorphie.

Preuve:
Pour � 2 @F2, la fonction holomorphe g sur F2 par

g(Z) = Log((z0 � �0) + i(z1 � �1))
véri�e la condition (3.2). Par la Proposition 3.4, il existe f 2 On(F2) telle que
f0 = g. Par construction, on a lim

Z!�
jf(Z)j = +1:�

Dans la section suivante, on verra que la boule Dn est aussi un domaine de
Cn-holomorphie.

4.2. Cn-convexité holomorphe. Soit 
 un ouvert deCn et un compactK �� 
;
on dé�nit l�enveloppe On(
) de K par:

K
 =

�
Z 2 
 = jf(Z)j � sup

W2K
jf(W )j 8f 2 On(
)

�
Bien que K
 soit fermé dans 
, il n�est en général pas compact.
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Dé�nition 4.2. On dit qu�un ouvert 
 de Cn est Cn-holomorphiquement convexe
lorsque l�enveloppe On(
) de tout compact K �� 
 est compact.

Dans ce qui suit, nous allons établir un "Théorème de Cartan-Thullen" selon
lequel un ouvert est Cn-holomorphiquement convexe si et seulement si c�est un
domaine de Cn-holomorphie. Pour celà, on a besoin des deux lemmes suivants.

Lemme 4.1. Soit 
 un domaine de Cn-holomorphie, @
 sa frontière et un compact
K �� 
: On a alors

dist(K; @
) = dist(K
; @
):

Preuve:
L�inclusion K � K
 entraîne l�inégalité dist(K; @
) � dist(K
; @
): Si cette

inégalité était stricte, il existerait A 2 K
 et un réel � tels que dist(K; @
) > � >
dist(A; @
). Ainsi, 
 contiendrait le compact K� = fZ 2 Cn = dist(K;Z) � �g
mais non la boule A + �Dn: Prenons alors une appliaction f 2 On(
) et posons
M = sup

Z2K�

jf(Z)j : La Proposition 3.5 donne alors

sup
Z2K

���f (k)(Z)��� �MMn
k!

�k
; 8k � 0:

Mais comme A est dans K
, on aura aussi��f (k)(A)��
k!

� MMn

�k
; 8k � 0:

Il s�ensuit que le développement
X
k�0

f(k)(A)
k! (Z�A)k converge sur la boule A+�Dn.

Donc l�application arbitraire f se prolonge à l�ouvert 
[ (A + �Dn) qui contient
strictement 
. Ce qui est en contradiction avec l�hypothèse de Cn-holomorphie sur

.�

Lemme 4.2. Soit K un compact contenu dans un ouvert 
 de Cn: Alors,pour
� =2 K
; M > 0; " > 0, il existe f 2 On(
) telle que

sup
W2K

jf(W )j < " et jf(�)j > M:

Preuve:
Soit � 2 K
. Il existe f 2 On(
) telle que sup

w2K
jf(W )j < jf(�)j. Quitte à

multiplier par une constante convenable, on peut supposer que sup
W2K

jf(W )j < 1 <

jf(�)j :Mais comme la norme j:j est multiplicative pour les puissance (voir la formule
(2.3), il su¢ ra de prendre une puissance adéquate de f .�

Théorème 4.2. Pour un ouvert 
 de Cn les conditions suivantes:
i) 
 est un domaine de Cn-holomorphie,
ii) dist(K; @
) = dist(K
; @
) pour tout compact K �� 
;
iii) 
 est Cn-convexe,
iv) il existe une application f 2 On(
) telle que pour out couple d�ouverts 
1;
2

satisfaisant aux conditions i) et ii) de la Dé�nition 4.1, il n�existe pas d�applicationef 2 On(
2) such that ef = f on 
1;
sont équivalentes.
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Preuve:
Il s�agit de reprendre mutadis mutandis la démonstration du Théorème de Cartan-

Thullen donnée dans [2]. En fait, le Lemme 4.1 permet les implications i)) ii))
iii) et l�implication iii)) iv) s�obtient par le Lemme 4.2.�
Corollaire 4.3. Tout domaine de Cn-holomorphie est un domaine d�holomorphie.

Jusqu�à présent, nous n�avons donné qu�un seul exemple de domaine de Cn-
holomorphie, à savoir le demi-espace F2 de C2. Heureusement, le Théorème précé-
dent permet d�en produire d�autres. En e¤et,en reprenant encore les arguments de
[2], on peut établir les deux résultats suivants.

Proposition 4.3. L�intersection de toute famille de domaines de Cn-holomorphie
est encore un domaine de Cn-holomorphie.

Proposition 4.4. Si 
 est un domaine de Cn-holomorphie et f 2 On(
); l�ouvert
fZ 2 
 = jf(Z)j < 1g

en est un autre.

En particulier, on a le

Corollaire 4.4. La boule Dn est un domaine de Cn-holomorphie.

5. Le Groupe des transformations Cn-différentiables

Etant donné un ouvert 
, on note Aut(
) le groupe des transformations f de 

qui soient Cn-analytiques ainsi que leurs réciproques f�1. C�est un sous-groupe du
groupe H(
) des transformations biholomorphes de 
. Il y est même fermé pour
la topologie compacts-ouverts. On sait par un théorème de H. Cartan que lorsque

 est borné, H(
) est un groupe de Lie de transformations. Malheureusement,
ce n�est plus le cas si 
 n�est pas borné. Par exemple, il est prouvé dans [1], que
pour n > 1, H(Cn) n�est pas un groupe de Lie. Aussi est il naturel de se poser la
question suivante: est ce que Aut(
) est "assez petit" pour être un groupe de Lie.
Quelques arguments laissent croire à une réponse positive.

5.1. Le groupe Aut(Cn). Les transformations Cn-analytiques de Cn ont la même
formes que celles de C.

Proposition 5.1. Toute élément de Aut(Cn) est de la forme

f(Z) = AZ +B

avec A 2 Cn� et B 2 Cn:

Preuve:
Il su¢ t de voir que toute transformation f 2 Aut(Cn) telle que f(0) = 0 est de

la forme f(Z) = AZ avec A 2 Cn� : En fait, par Cn-analyticité, pour un élément
f 2 Aut(Cn) qui laisse �xe l�origine, on a les développements f(Z) =

P
n�1

AnZ
n et

f�1(Z) =
P
n�1

BnZ
n avec convergence sur tout Cn. On va voir que A1 2 Cn� et

An = 0 for n � 2. Pour ce faire, on applique les formes multiplicatives �k à ces
deux développements, il vient que

�k(f(Z)) =
X
n�1

�k(An)(�
k(Z))n et �k(f�1(Z)) =

X
n�1

�k(Bn)(�
k(Z))n:
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On peut alors considérer les deux fonctions holomorphes dé�nies sur C par

�k(u) =
X
n�1

�k(An)u
n ; �k(u) =

X
n�1

�k(Bn)u
n pour k = 0; :::; n� 1:

La Proposition 2.2 donne alors f(u�k) = �k(u)�k and f�1(u�k) = �k(u)�k et il
s�ensuit que ��1k = �k. Donc les �k sont des transformations biholomorphes de
C qui laissent invariant l�origine: Nécessairement, on doit avoir, pour tout k =
0; :::; n � 1; �k(A1) 6= 0 et �k(An) = 0 pour n � 2: Finalement, on a bien An = 0
pour n � 2 et d�après (2.2), A1 2 Cn� :�

5.2. Le groupe Aut(Dn). Ici aussi, on observe une grande similarité avec la théorie
des fonctions holomorphes d�une variable. Pour � = (�0; :::�n�1) 2 Rn, on pose

ei� =
n�1P
j=0

ei�j�j : On introduit une conjugaison sur Cn dé�nie par Z  Z� =

n�1P
j=0

�j(Z)�j : Puis, on associe à chaque W dans Dn l�application

TW (Z) =
W � Z
e0 �W �Z

:

Par les propriétés des formes �k, on obtient que

�k(TW (Z)) =
�k(W )� �k(Z)
1� �k(W )�k(Z)

:

Tenant compte de la forme des transformations biholomorphes du disque unité, on
obtient que les TW sont involutives et appartiennent à Aut(Dn).

Proposition 5.2. Aut(Dn) = fmei� � TW ; � 2 Rn; W 2 Dng :

Preuve:
Il est clair que TW échange W et 0: Par ailleurs, soit f 2 Aut(Dn) telle que

f(0) = 0:. Comme Dn est cerclé par rapport à l�origine, par un résultat classique
(voir [3]) f est C linéaire. Mais, par Cn-di¤érentiabilité, f doit être de la forme

mA avec A dans Cn� : En�n la condition f(Dn) = Dn donne
����k(A)��� = 1 pour

k = 0; :::; n� 1:�
On termine cette section par une dernière raison d�espérer que les transformations

Cn-di¤érentiables constituent un groupe de Lie. Dans le cas n = 2; la jacobienne
d�une application C2-di¤érentiable est de la forme�

A �B
B A

�
dans la base fe0; e1g. On voit alors que les transformations C2-di¤érentiables sont
des transformations conformes relativement à la métrique holomorphe dz0 
 dz0 +
dz1 
 dz1 .
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