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UNE CLASSE D’APPLICATIONS HOLOMORPHES QUI
GENERALISENT LES FONCTIONS D’UNE VARIABLE
COMPLEXE

ATALLAH AFFANE

ABSTRACT. Starting with a natural ring structure on C", we introduce and
study the notion of C™ differentiability. Analogous properties with both of
functions theories in one and several complex variables are observed.

1. INTRODUCTION

En considérant C™ comme un quotient de 'algébre des polynomes Clz], on le
munit d’une structure d’algébre normée avec une norme multiplicative pour les
puissances. Ce sera 'objet la Section 2. FEnsuite, dans la Section 3, on intro-
duit la notion de C™-différentiabilité pour les applications de n variables complexes
a valeurs dans C™. En fait, les applications C"-différentiables sont holomorphes
et 'on observe pour elles beaucoup de propriétés analogues a celles des fonctions
d’une variable: équations de Cauchy-Riemann, Principe du Maximum, analytic-
ité par rapport a la structure d’algébre de C”, Théoréme de Moréra, I’expression
des automorphismes de C" et de la boule unité D,, associée & la norme intro-
duite auparavant. Dans la Section 4, on mettra & profit la C™-analyticité pour
obtenir de surprenants phénomeénes de prolongements. Par exemple, on verra que
toute application C"-différentiable sur le demi-espace {Re 20> 0} se prolonge a
lespace C™ tout entier. Ainsi,les notions de domaine de C"-holomorphie et de
domaine C™-holomorphiquement convexe viennent naturellement. Grace au fait
que la norme utilisée est multiplicative pour les puissances, il est possible de prou-
ver de maniére classique ’équivalence de ces deux notions. C’est en quelque sorte
un théoréme du type Cartan-Thullen. Quelque exemples sont exhibés: le demi-
espace {Re(zo +iz! > O} en dimension 2, la boule unité D, et plus générale-
ment les domaines de la forme {Z € Q / |f(Z)| <1} ou f est une application
C"-différentiable sur un domaine de C"-holomorphie. Par contre, le polydisque

P, = { sup |21’ < 1} et le demi-espace {Re 20> 0} sont des contre exemples.
i=1,...,n

Ainsi, dans cette section apparaissent des phénoménes et des notions propres a la

théorie des fonctions holomorphes de plusieurs variables complexes. Enfin, dans la

Section 5, on aborde la question de savoir si les transformations C™-différentiables

d’un ouvert constituent un groupe de Lie. A ce propos, on donnera quelques argu-

ments qui plaident pour une réponse positive a cette question.

Date: Mai 2008.
1991 Mathematics Subject Classification. 32 A07, 32 A10, 32 M15.
Key words and phrases. holomorphic mappings, Hartogs phenomena.
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2 ATALLAH AFFANE

2. PRELIMINAIRES ALGEBRIQUES

2.1. Une structure d’algébre sur C". Soit I I’déal de C[z] engendré par le
polynome P(z) = 142". L’anneau quotient £ = C[Z]/I posséde alors une structure
naturelle d’algébre de dimension n sur C et ’on notera 7 la projection canonique.
Puis on choisit la base naturelle {7(1),...,7(z""')} de E pour identifier C" &
E. Par ce procédé, C™ devient une algébre associative, commutative, unitaire de
dimension n sur C. De plus, & partir de la base naturelle de F, on obtient pour C"
une base B = {ek}z;é avec la table de multiplication

crer — ek+lifk—|—l§n—1
k&l —epyi-nifk+12>n

L’on observe que tous les éléments de cette base sont inversibles et que dans B,

la multiplication m4 par un élément A = a®ey + ... + a” 'e,,_1 se représente par
la matrice

aO _anfl —(11

a a®
(2.1) My =

a”? . Lo —qn !

anfl an72 (11 a()

On désigne par M(C™) la sous algebre de M,,(C) constituée des matrices de ce
type. La remarque suivante sera trés utile plus loin.

Remarque 2.1. Une matrice A = (Aé‘)ogi,jgn—l est dans M(C"™) si et seulement

sl existe des constantes Cy, pour k = —(n —1),...,n — 1 telles que
A =Cij
Cr = —Chtr pour k < 0.

L’on aura aussi besoin de la
Proposition 2.1. M(C™) est stable par le produit et linversion des matrices.

Preuve:

L’associativité de la multiplication de C™ donne mamp = map. Par ailleurs,
si det M4 # 0, soit f Papplication réciproque de m 4. Par commutativité, on a
Iidentité m4 o mp = mp o m4. Aprés composition a droite et & gauche par f
on obtient 'identité mp o f = f omp. Donc par commutativité, on a Bf(Z) =
f(BZ) = f(ZB). En prenant Z = eq, on obtient f(B) = Bf(eg) et ainsi, f =
M (eo)H

A partir des zéros du polynome P(z)

& = e n 420 pour k=0,...,n — 1,

on construit les éléments

n—1

0 = — Tes k=0,..,n—1.
k n ;gkej pour y ey TV

On vérifie a l'aide de la formule de Vandermonde que A = (0)7Z; est une base de
C™. En outre, on a la
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Proposition 2.2. Les 0}, sont idempotents et orthogonaux deux a deuz, c, a, d que
010, = 0y, et 0,0, = 0 pour k # 1.
Preuve:

D’apres les définitions, on a

1 = 1
Ot = — Y &itleaes = 3 Y. G&lears— Y, &iblearsn

a,5=0 a+B<n—1 at+pB>n
N +
LS| T ad- ¥ adlo-53 Sage- g
v=0 | a+B=y a+p=n+vy v=0 La=0 a=vy+1
n—1ln—1
- Y G
~=0 a=0
n—1
Dans le cas k = [, on a Y &p&) " = n&” et pour k # I, cette somme vaut
a=0

n—1
& Y exp [2iZa(k — )] et sannule donc.[]
a=0

2.2. L’algébre normée C"
. Soit A* = (§¥)7Z} la base duale de A. De la Proposition 2.2, on déduit que ces
formes 6" sont multlphcatlves, ¢, a, d que

05(22") = 0*(2)0%(Z") ,0%(eo) = 1.
Il s’ensuit que
(2.2) Z e Cl = VE0"(Z)#0et 08271 = (8"(2)) .
Ainsi, si 'on pose
|Z] = max )Gk(Z

C™ devient une algébre normée et multiplicative pour les puissances i.e
(2.3) |z¥| = |z|" vZ e C", ke N.

On notera dist la métrique associée a cette norme. De la formule (2.3) on déduit
la caractérisation suivante de la boule unité D,

(2.4) D,={ZeC"/ lim Z"=0

m——+oo

Puisque toutes les suites {e";?} k>0 sont cycliques, on a
lej] =1V¥j=0,...,n—1
si bien que
nNCej=Ae; Vj=0,..,n—1
ou A est le disque unité de C.

3. C™-DIFFERENTIABILITE, C"-ANALYTICITE

Dans tout ce qui suit, 2 est un ouvert connexe de C™.
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3.1. La C"-différentiabilité.

Définition 3.1. On dit qu’une application f : Q) — C™ est C™-différentiable sur )
st pour tout u dans ), il existe f'(u) € C™ telle que

fluth) = f(u) + f'(w)h + o(|h])
Cet élément f'(u) est appelé dérivée de f au point u. L’espace des applications
C"-différentiables sur 2 est noté O™ ().
La C™-différentiabilité s’exprime aussi a ’aide d’équations de Cauchy-Riemann
généralisées.

Proposition 3.1. Soit f une application de Q dans C™. Alors f € O™() si
et seulement si f est holomorphe et satisfait aux équations de Cauchy-Riemann
généralisées.

af  af
91 ozt <7
oft  ofi—i .
p— >
077 029 Yz,
afk o af° B
@ = _aznfk \V/k = 1, ey — 1.

De plus, la dérivée d’une application C™-différentiable est aussi C™-différentiable.

Preuve:
Soit f € O™(2); on donne a l’accroissement h les valeurs particulieres ey ot
7€ Cet k=0,....,n—1. On obtient alors que f est holomorphe et que
1 of
3.1 "= —— Vk=0,...,n—1.

Or les équations de Cauchy-Riemann sont équivalentes au fait que la matrice jaco-
bienne g—ﬁ; représente, dans la base B la multiplication par %. Cette équivalence
assure la premiére partie de la Proposition.

Enfin, si f € O™(Q), sa dérivée f' = % est holomorphe sur € et vérifie de

maniére triviale les conditions de Cauchy-Riemann.[]

Corollaire 3.1. ( Un principe du mazimum,)

Soit f € O™(). Si pour un point W de Q, on a linégalité
s @)= s (7o),

i=0,..,n—1 #=0,0om

Z el
Alors f est constante sur Q.

Preuve:
Supposons que
sup | f'(W)| = [f7(W)]
i=0,...,n—1
pour un certain indice j. Par le Principe du Maximum pour les fonctions holomor-
phes, la fonction f7 est constante. Mais les équations de Caucy-Riemann entrainent
que les autres composantes de f sont aussi constantes.[]
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En fait, pour une application f de classe C!, la C"-différentiabilité équivaut a
la "C"-linéarité" c, a, d

df(AR) = Adf(h) YA € C™, Yh e C"

Mais cette "C™-linéarité" équivaut & la condition que la jacobienne g—i appartient
a M(C™). Il s’ensuit que l’ensemble des applications C"-différentiables est stable
par la somme, le produit, I'inversion, la composition et le passage a la réciproque.
De plus, les régles usuelles du calcul de dérivée y sont valables. Enfin, on définit
les dérivées d’ordre supérieur par la formule de récurrence f(*+1) = (f()),

La C"-différentiabilité peut aussi étre formulée en termes de formes différen-
tielles. Pour cela, on associe & toute application f € C°(Q,C") la forme dif-
férentielle f(Z)dZ a valeurs dans C" et définie par f(Z)dZ(H) = f(Z)H. Les

coordonnées de cette formes dans la base B sont:

wh = Z fridzt — Zf””_idzi, r=0,...,n—1.
0<i<r r<i
Comme dans la théorie des fonctions holomorphes d’une variable complexe, la C"-
différentiabilité pour une application f équivaut a la condition que la forme f(Z)dZ
soit fermée. De maniére plus précise, on a la

Proposition 3.2. Une application f € C1(Q,C™) est dans O™(2) si et seulement
si les formes w' sont fermées.

Preuve:
Pour f € C'(Q), le terme de bidegré (2,0) dans dw’ est > Hjdz' AdZ
0<i<j<n—1
ou 5 5 ,
fri fr
H . = — — -
I 07" 027

8fn+r7j 6fr7i

pour 0<i<j <,

Hz?“j:_ - pour 0 <17 < r < j,
ofntr—i  gfrtr—i .
HZTJ.:*( 8 ) pour 0 <r <i<j.

Si f € O"(R), les formes dw'; sont de type (2,0). L’annulation de leurs coéfficients
découle immédiatement de la Remarque 2.1.
Réciproquement, supposons les w’ fermées. Le coéfficient de dz° A dz* dans dw'y

%,:. Ainsi, I'application f est holomorphe et les coéfficients Hjj

sont nuls. Pour 0 < s <n—1et k >1 tels que s+ k <n—1, annulation de Hg,jk
donne

est exactement

a s a s+k
8f0: gk pour 0<s<n-—-1lets+k<n-—1.
z z
Par ailleurs, ’annulation des H ZJ] donne
of° B ofi—i

9~ o for0<i<j<n-—1.
On voit donc que % ne dépends que de la différence ¢ — j. Enfin annulation des
ng donne
af 0 fri
8z 920
Donc, par la Remarque 2.1, la jacobienne g—ﬁ est dans M(C").&

for1<j<n-—1.
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Voici a présent un résultat du type Théoréme de Moréra.

Proposition 3.3. Soit f € C°(Q, C") et supposons, que pour toute courbe fermée
de classe C' par morceauz, on ait

/f(Z)dZ =0.

Alors, f e O™().

Preuve:
Il s’agit simplement de reprendre la démonstration du Théoréme de Moréra.
Choisissons donc un point w € € et considérons l'application F' définie sur (2 par

F(Z) = / FOV)dw

ol v, est un chemin de classe C* par morceaux et reliant w & Z. On vérifie alors
que F est de classe C! et que I'on a les identités
OF
02k
On en déduit que dF est "C"-linear" et que F’ = f.00
On sait que toute fonction harmonique réelle sur C est la partie réelle d’une
fonction holomorphe. Il est alors naturelle de se poser la question suivante: étant
donnée une fonction holomorphe sur €, existe-t-il une application f € O™(Q) telle
que g = f°. En d’autres termes, on voudrait résoudre I’équation

=g
La Proposition 3.1 donne I'unicité de la solution a une constante additive prés. Une

condition nécessaire et suffisante pour ’existence est un certain systéme d’équations
aux dérivées partielles du second ordre pour g.

(Z)=f(Z)eg pour k=0,....,n— 1.

Proposition 3.4. A toute fonction holomorphe g sur ), on associe l’application
holomorphe & valeurs dans C™ par
99 g 99
G(z)= ==(2)eg — ——(2)e1 — ... — ==e€,_1.
(2) = 5 5(2)e0 = 5o (2)en 5,161
Alors, au voisinage de chaque point w de Q) existe une application f € O™(Q) telle
que g = fO si et seulement si les formes w, sont fermées.

Preuve:
Si g = f% avec f € O™(£2), on doit avoir f’(z) = G(z) et on applique la Propo-
sition 3.2.
Réciproquement, au voisinage de chaque point, on peut trouver n — 1 fonctions
holomorphes { f’“}f:_l1 telles que df” = wg;. On aura alors
afr afr
0z 0z
On voit alors que 'application holomorphe f = (g, f1, ..., f*~!) vérifie les équations
de Cauchy-Riemann.[]
On utilisera plus loin, que dans le cas n = 2, ’hypothése dwy, = 0 se réduit a
2 2
0%g n 0%g —0
020020 021021

=G for 0<i<r and =G for r<i<n-—l1.

(3.2)
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3.2. La C"-analyticité.

Définition 3.2. On dira qu’une appliacation f : Q — C™ est C™-analytique sur )
si, pour tout point U € 1, il existe un voisinage I de U et une suite (Ap)m>0 dans
C" telle que

o0
flz)= Z Ap(Z =U)™ surT
m=0
avec convergence normale sur les compacts.

Dans ce qui suit, on va établir que cette notion est équivalente a la C™-différentiabilité.
Pour cela, on a besoin du

Lemme 3.1. Pour f € O"(Q) W e Q, Ze C'etmeN, on a

1 Lomf
— fmypryzm = — W)z«
m!f (") Z al 0z2 ")
aeN"/ |al=m
Preuve:
On raisonne par récurrence sur l’entier m. On pose

gV, 2) = - fm (1) 2

Cette application est C™-différentiable par rapport a chacune des variables Z, W et

on a la relation

L 9gm _
mw(mﬂ 2)Z = gm1(W, Z).

D’apres la formule (3.1) et 'hypothése de récurrence, on a

g - LomfE
aw A= D g N2 e

k=0 | aeN"/ |a|=m

ot ¢;(a) est le multi-indice obtenu & partir de & = (a?, ..., @™~ ') par addition de 1

a of. Aprés multiplication par Z et tenant compte de la formule de représentation
(2.1), on obtient

1 = A
I (W, Z) = m+ 1 Z JGa,r Er
r=0 | aeN"/ |a|=m
ou
" am—i—l fk n—-1 am—i—l fk
_ r—k _ r+n—=k
Gar = Zz Hzto(a) (W) Z o Hzto(a) (W).
k=0 k=r+1
Or les équations de Cauchy-Riemann entrainent
afk afr
@:827’*’“ pour 0 <k <r
ofk afr
@:_W pourr+1<k<n-—1.
Apres substitution, on aboutit a
T 8m+1fr n—1 aerlfr
o r—k r+n—=k
Gap=D 2 "oy (V) + >z S ()

k=0 k=r+1
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Ensuite, on fait 7 — k = [ dans la premiére somme et r +n — k = [ dans la seconde
pour obtenir

n—1
a|a|+1fr
_ l
Gor = ;Z dzie)
Ainsi, nous avons
1 (:)m-',-lf
mi1(W, Z) = —— Ha— VA
gna(W,2) = ——7 > s (W)

BEN™/ |B|l=m+1

1 gY om+
Hp = Z o Z Bl A
(e,l) / ti(a)=p i/ Bi#0
D’ou le lemme a ’étape m + 1.0J

avec

Lemme 3.2. Une application C™- différentiable f sur un polydisque P de centre
W admet le développement

1
H2)= 32— f )z~ Wy
meN
avec convergence normale sur les compacts de P.

Preuve:
Puisque f est holomorphe, elle admet un développement de Taylor

1 glelf N

=3 S5 MEZ-w)
aeN™

avec convergence normale sur les compacts. On peut donc sommer par paquets et

le Lemme précédent donne

1
12 = 3 Wz - Wy
meN
Comme toutes les normes sur C" sont équivalentes, cette série converge normale-
ment sur les compacts de P.[]
On peut alors énoncer le

Théoréme 3.1. Une application est C™-différentiable si et seulement si elle est
C"-analytique.

Preuve:

D’aprés le Lemme précédent, la C"-différentiabilité implique la C™-analyticité.
La réciproque découle du Théoréme de Vitalli et des équations de Cauchy-Riemann.[]

Dans la section suivante, on aura besoin d’une espéce d’inégalités de Cauchy.

Proposition 3.5. I existe une constante M, > 0 telle que

K
90 < My sup |F(Z)| 7 VE 20, ¥r >0, Vf € O"(rD) 1 LX(rDy).

Preuve:
On a deux constantes ¢, > 0 et C,, > 0 telles que

cn sup || <|Z|<C, sup  |¥| VZeC
j 1 =0 1

7=0,...,n— =0,...,n—
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Alors, pour 7 > 0, et f € O"(rD,) N L>(rD,,), on aura successivement

ok fi
o

(020)*

la derniére inégalité provenant des iégalités usuelles de Cauchy pour les fonctions

t ~ f7(tep). Finalement, on obtient

90 <00 s

. k!
<C, sup sup |fI(teo)| =,
j=0,...,n—1 r

§=0,...,n—1terA

Cp k!
F90) < =22 sup 1710
Cn T\ Z|<r

4. PHENOMENES DE PROLONGEMENT, DOMAINE DE C"-HOLOMORPHIE,
C"-CONVEXITE HOLOMORPHE

4.1. Prolongement d’applications, domaine de C"-holomorphie. On intro-
duit le polydisque
P, = {Z € C”/sup’zk| < 1}
k
et les éléments
1 n—1 )
an = — Z(—l)ﬂej ; B, = eo — ay, ,pour n impair,

Jj=0

1 1
Oy = 5(60 + tex) 5 By = 5(60 — ieg) pour n = 2k.

Un calcul direct donne
(4.1) QnQy, = A,y BBy = By anB, =0.
Puis, on pose

Wy, =t(an +i0,,), Zn = f%(an —18,)
ou t est un réel choisi tel que

1<t< " danslecasn > 1, impair et t €]1,V/2[ si n est pair.
14+ (n—1)2
Les phénomeénes de prolongements que I'on va exhiber se réalisent grace a la
décomposition
—eg = Wn2Z, with W, € P, and Z,, € C} N D,,.
En fait, W, Z, = —(a? + B2) = —(an + ,) = —eo. De plus, les relations
(4.1) donnent ZF = (—1)¥(av, + (—i)*3,,). 1l s’ensuit que klim ZF = 0 et donc
— 00

Z, € C*ND,, d’apres la caractérisation (2.4) de la boule unité. Par ailleurs, on a

|

n—1
Wop = |0+i(n—1))eo+ (1 —1) > (—1)jej> pour n > 1 impair,
j=1

W, = £(1+i)(eo + ex) pour n = 2k.
Le choix de t assure que W,, € P,,.
On introduit & présent ’ensemble
H={WZ, WeP,, Zec C;ND,}.
Proposition 4.1. H est un ouvert étoilé par rapport a 0 et contenant strictement

le polydisque P,,. De plus, toute application f € O™(P,,) se prolonge en une appli-
cation f € O"(H).
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Preuve:
Observons tout d’abord que H = U ZP,, et que chaque ouvert ZP,, est
ZeCnnD,
étoilé par rapport a l'origine. Puis, tout W € P, s’écrit W = 1%_E((l +&)W) avec

€ > 0 assez petit. Enfin, par 'exemple ci-dessus, on voit que —ey € ‘H — P,, et
ainsi, on a la premiére partie de la Proposition.
Soit maintenant f € O™(P,); par le Lemme 3.2, cette application admet un

développement f(z) = > A,,Z™ sur P, avec convergence normale sur les com-
meN
pacts. Il suffit donc de prouver la convergence normale de cette série au voisinage

de chaque point de H. Pour cela, étant donné WZ dans H avec W € P, et
Z € C'N D,, on choisit un voisinage de la forme HD, ou H est un voisinage
compact de W contenu dans P,. Pour W' € H et Z' € D,, on a l'inégalité
| A, (W' Z")™| <|A,,W'™| qui assure la convergence normale sur HD,,.[]

Le résultat suivant est un surprenant phénomeéne de prolongement.

Théoréme 4.1. Soit F™ le demi-espace F™ = {Re 29> 0}; alors toute application
f € O"(F") est la restriction d’une certaine application f € O™(C™).

Preuve:

Pour m > 1, on pose P,,, = meg + mP,, et H,, = meg + mH. On remarque que
0 € Hpn, que H,y, est étoilé par rapport a meg et que
W e P, <= [(Rew®)? + (Imuw)? < 2mRew" et ’wk’ <mpour k=1,...n—1].
On en déduit que F* = linrln TP

D’un autre c6té soit B une boule centrée en 0 et contenue dans H;. Puisque
chaque ensemble H,, est borné, on construit une suite strictement croissante d’entiers
en posant m; = 1 et pour j > 1,m;41 sera le plus petit m tel que m > m; et
Hm,; € mB. Par construction, on a C" = lim | Hy,;.

Considérons alors une application f € O™(F™). La Proposition 4.1 donne un
prolongement h,,, de f du polydisque P,,, a Pouvert H,,,. Comme F" NH,,, est
étoilé par rapport & maeg et contient P,,,, f est la restriction & F™ d’une application
fmg S On(Fn U ng)-

A cette étape, on suppose que f est la restriction a F™ d’une application f,,, €
O™(F" UH,,,) avec j > 2. Comme dans le point précédent, on a un prologement
hm;,,de f du polydisque P,,,,, al'ouvert H,, . Pour continuer ce processus, on
a besoin seulement de prouver que les (F" UH,,;) NHyp,,, sont connexes. Mais en
fait, un tel ensemble s’écrit aussi (F" N H,y,,,,) UH,,, et sa connexité résulte des
points suivants:

o F" N'Hyp,,, est étoilé par rapport & m;y1eo,
e H,,, est ¢toilé par rapport a mjeo,

o le segment [m;ep; m;+1€0] est contenu dans P et donc dans F"N'H

M1 miy1-

En posant f(Z) = fm,;(Z) lorsque Z € H,,,, on obtient un prolongement C"-
différentiable de f a C™.00
Le cas n = 2 est particuliérement intéressant. En fait, notre algébre C? peut étre

considérée comme l'algébre de Clifford complexe associée a la forme quadratique

z ~» —z% sur C. Pour cette algébre, on dispose de I'opérateur de Dirac

_9_ _9_

-0 A1
D—_<d§ Oz, )

oz1 0929
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(D? = A). Pour toute application holomorphe f = (9, 1), posons f = (f°, —f1);
on voit alors que f est C™-différentiable si et seulement si Df = 0. On peut donc
énoncer le

Corollaire 4.1. Toute application holomorphe sur le demi-espace F? et solution
de léquation de Dirac Df =0 se prolonge a C? tout entier.
Corollaire 4.2. Toute fonction holomorphe g sur le demi-espace F? telle que
9%g N g
020020 921021

se prolonge & tout Uespace C2.

0.

Preuve:

Découle de la Proposition 3.40.

Ces phénomeénes de prolongement appellent naturellement a la notion de domaine
de C"™-holomorphie. Comme dans la théorie des fonctions holomorphes de plusieurs
variables complexes, on pose la

Définition 4.1. Un domaine de C™-holomorphie est un ouvert 2 de C™ tel qu’il
n’existe pas de couple d’ouverts Q1,8s de C" satisfaisant aux conditions

i) Qq est conneze et non contenu dans (2,

ii) Q1 est non vide et contenu dans N Qg,

i) Vf € O™(Q),dg € O™(Qa) telle que f =g sur Q.

D’aprés la Proposition 4.1 et le Théoréme 4.1, les polydisques P™ et les demi-
espaces F™ ne sont pas des domaines de C"-holomorphie bien qu’ils soit convexes.

Voici une condition suffisante pour qu’un ouvert soit un domaine de C"-holomorphie.
Un ouvert §2 est un domaine de C"-holomorphie si

VEe o, 3f e O"(Q) / i1_>m£|f(z)| = +o00.
Comme application de cette remarque, on peut donner le premier exemple de do-
maine de C™-holomorphie.
Proposition 4.2. Le demi-espace
Fo={Z € C? / Re(z? +iz') > 0}
est un domaine de C?-holomorphie.

Preuve:
Pour £ € 0F5, la fonction holomorphe g sur Fy par

9(Z) = Log((° — €%) +i(z! =€)

vérifie la condition (3.2). Par la Proposition 3.4, il existe f € O"(F3) telle que
f° = g. Par construction, on a élmé |f(Z)] = 400.0

Dans la section suivante, on verra que la boule D™ est aussi un domaine de
C"-holomorphie.

4.2. C"-convexité holomorphe. Soit 2 un ouvert de C” et un compact K CC §;
on définit ’enveloppe O™(2) de K par:

Ko={z€2/ 11(2) < sup 11OV)| ¥f < 0"(@)}

Bien que K¢ soit fermé dans §2, il n’est en général pas compact.



12 ATALLAH AFFANE

Définition 4.2. On dit qu’un ouvert 0 de C" est C™-holomorphiquement convexe
lorsque 'enveloppe O™(Q)) de tout compact K CC  est compact.

Dans ce qui suit, nous allons établir un "Théoréme de Cartan-Thullen" selon
lequel un ouvert est C”-holomorphiquement convexe si et seulement si c’est un
domaine de C"-holomorphie. Pour cela, on a besoin des deux lemmes suivants.

Lemme 4.1. Soit Q) un domaine de C™-holomorphie, OS2 sa frontiére et un compact
K cc Q. On a alors

dist(K,00) = dist(Kq, 08).

Preuve:

L’inclusion K C Kg entraine l'inégalité dist(K, ) > dist(Kgq,00). Si cette
inégalité était stricte, il existerait A € Kq et un réel n tels que dist(K,90Q) > n >
dist(A,09Q). Ainsi, Q contiendrait le compact K, = {Z € C" / dist(K,Z) <n}
mais non la boule A 4+ nD,,. Prenons alors une appliaction f € O™(2) et posons
M = sup |f(Z)|. La Proposition 3.5 donne alors

ZeK,

k!
sup |14(2)| < MMy~ Vi = 0.
ZeK n
Mais comme A est dans Kq, on aura aussi
(k) A M M.
[P " k>0,

k! - qk -

()
Il s’ensuit que le développement Z fT(A)(Z — A)¥ converge sur la boule A+nD,,.
k>0
Donc Papplication arbitraire f se prolonge a Pouvert QU (A + nD,,) qui contient
strictement 2. Ce qui est en contradiction avec I’hypothése de C"-holomorphie sur
Q.0

Lemme 4.2. Soit K un compact contenu dans un ouvert 0 de C™. Alors,pour
E¢ Ko, M >0,e>0, il existe f € O"(Q) telle que

sup [f(W)] <e et [f(§)]> M.
WeK

Preuve:
Soit £ € Kq. Il existe f € O™(Q) telle que sup |[f(W)]| < [f(§)]. Quitte a
weK

multiplier par une constante convenable, on peut supposer que sup |f(W)| <1<
WeK

|£(€)]. Mais comme la norme |.| est multiplicative pour les puissance (voir la formule
(2.3), il suffira de prendre une puissance adéquate de f.0J

Théoréme 4.2. Pour un ouvert £ de C" les conditions suivantes:

i) Q est un domaine de C™-holomorphie,

i) dist(K,00) = dist(Kq, 0Q) pour tout compact K CC Q,

i11) Q0 est C™-conveze,

iv) il existe une application f € O™(R2) telle que pour out couple d’ouverts Qq, Qs
satisfaisant aux conditions i) et ii) de la Définition 4.1, il n’existe pas d’application
f € O™(Qy) such that f = f on Q,

sont équivalentes.
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Preuve:

Il s’agit de reprendre mutadis mutandis la démonstration du Théoréme de Cartan-
Thullen donnée dans [2]. En fait, le Lemme 4.1 permet les implications i) = i) =
i14) et 'implication iii) = iv) s’obtient par le Lemme 4.2.00

Corollaire 4.3. Tout domaine de C"-holomorphie est un domaine d’holomorphie.

Jusqu’a présent, nous n’avons donné qu'un seul exemple de domaine de C"-
holomorphie, & savoir le demi-espace Fy de C2. Heureusement, le Théoréme précé-
dent permet d’ en produire d’autres. En effet,en reprenant encore les arguments de
[2], on peut établir les deux résultats suivants.

Proposition 4.3. L’intersection de toute famille de domaines de C™-holomorphie
est encore un domaine de C™-holomorphie.

Proposition 4.4. Si ) est un domaine de C™-holomorphie et f € O™(Q), ouvert
{ZzeQ/ [f(2) <1}

en est un autre.
En particulier, on a le

Corollaire 4.4. La boule D,, est un domaine de C"-holomorphie.

5. LE GROUPE DES TRANSFORMATIONS C"-DIFFERENTIABLES

Etant donné un ouvert 2, on note Aut(2) le groupe des transformations f de Q
qui soient C"-analytiques ainsi que leurs réciproques f~'. C’est un sous-groupe du
groupe H(2) des transformations biholomorphes de . Il y est méme fermé pour
la topologie compacts-ouverts. On sait par un théoréme de H. Cartan que lorsque
Q est borné, H(Q2) est un groupe de Lie de transformations. Malheureusement,
ce n’est plus le cas si Q n’est pas borné. Par exemple, il est prouvé dans [1], que
pour n > 1, H(C™) n’est pas un groupe de Lie. Aussi est il naturel de se poser la
question suivante: est ce que Aut({)) est "assez petit" pour étre un groupe de Lie.
Quelques arguments laissent croire a une réponse positive.

5.1. Le groupe Aut(C™). Les transformations C"-analytiques de C" ont la méme
formes que celles de C.

Proposition 5.1. Toute élément de Aut(C™) est de la forme
f(Z2)=AZ+ B
avec A € C} et B € C".

Preuve:
11 suffit de voir que toute transformation f € Aut(C"™) telle que f(0) = 0 est de
la forme f(Z) = AZ avec A € C?. En fait, par C™-analyticité, pour un élément

f € Aut(C™) qui laisse fixe l'origine, on a les développements f(Z) = > A,Z" et
n>1

f~Y(2) = Y B,Z" avec convergence sur tout C". On va voir que A; € C? et
n>1

A, = 0 for n > 2. Pour ce faire, on applique les formes multiplicatives 0% a ces
deux développements, il vient que

0" (f(Z)) = 0"(An)(0"(2))" et 6" (f1(2)) = Y _ 6" (Bn)(0"(2))".

n>1 n>1
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On peut alors considérer les deux fonctions holomorphes définies sur C par

Ak (u) = Zﬂk(An)u" 5 () = ZQk(Bn)u” pour k=0,...,n— 1.

n>1 n>1

La Proposition 2.2 donne alors f(ufy) = \i(u)0y and f~1(ufy) = py(u)fy et il
s’ensuit que /\,;1 = pi. Donc les \; sont des transformations biholomorphes de
C qui laissent invariant ’origine. Nécessairement, on doit avoir, pour tout k =
0,....,n—1, Hk(Al) #0et Qk(An) = 0 pour n > 2. Finalement, on a bien A, =0
pour n > 2 et d’apres (2.2), A; € C7.0O

5.2. Le groupe Aut(D,,). Ici aussi, on observe une grande similarité avec la théorie

des fonctions holomorphes d’une variable. Pour 7 = (7¢,...7,—1) € R™, on pose
n—1

e = e'7i0;. On introduit une conjugaison sur C" définie par Z ~» Z* =
Jj=0

n—1

0’ (z )0;. Puis, on associe & chaque W dans D,, application
0

J
W —-Z

Tw(Z) = ——2 .
w(Z) co — W+Z

Par les propriétés des formes 6%, on obtient que
oF (W) — 0%z
0 (Tyw (2)) = %
1-6°(W)0"(2)
Tenant compte de la forme des transformations biholomorphes du disque unité, on
obtient que les Ty sont involutives et appartiennent a Aut(D,,).

Proposition 5.2. Aut(D,) = {m.i- oTw; T € R", W € D,}.

Preuve:

Il est clair que Ty échange W et 0. Par ailleurs, soit f € Aut(D,,) telle que
f(0) = 0.. Comme D,, est cerclé par rapport a lorigine, par un résultat classique
(voir [3]) f est C linéaire. Mais, par C"-différentiabilité, f doit étre de la forme

my avec A dans C?. Enfin la condition f(D,) = D, donne ‘Gk(A)‘ = 1 pour
k=0,..,n—10
On termine cette section par une derniére raison d’espérer que les transformations

C™-différentiables constituent un groupe de Lie. Dans le cas n = 2, la jacobienne
d’une application C2-différentiable est de la forme

(5 %)

dans la base {eg, e1}. On voit alors que les transformations C2-différentiables sont
des transformations conformes relativement & la métrique holomorphe dz° ® dz° +
dzt @ dzt .
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