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Résumé — Dans cet article, nous analysons la fiabilité et la performance des systémes en tenant compte de l'incertitude et de
I'imprécision sur les parametres élémentaires des composants. L’analyse repose sur une approche par les réseaux de fonctions de
croyance et les fonctions d’utilité. Une étude de cas est réalisée sur un systéme 2 parmi 3 afin d’évaluer la fiabilité précise et
imprécise puis la performance.

Abstract — This article deals with an analysis of probist reliability and performance of systems taking into account aleatory
and epistemic uncertainties on basic component parameters. The analysis is based on evidential networks and utility functions.

A study case is done on a 2 out of 3 system.

1 Introduction

Dans les études de fiabilité des systémes, les probabilités
que nous manipulons sont souvent précises parfaitement
déterminables or les problemes réels sont difficilement ap-
préhendés par une connaissance précise des probabilités en
jeu [30]. Lorsque nous disposons de suffisamment de don-
nées, il nous est possible de construire une distribution
ou encore d’estimer une loi de probabilité. Cette distri-
bution est une premiere forme de probabilités imprécises
et peut étre utilisée dans la prise en compte de I'impréci-
sion. Parfois, nous ne disposons pas des données d’expé-
rience et ce sont des informations statistiques descriptives
qui nous sont fournies (moyenne, max-min, intervalle de
confiance). Dans ce cas, I'imprécision sur la probabilité est
prise en compte par une distribution ou par un intervalle
et la distribution sous jacente est inconnue. De fait, faire
I’hypothese d’une loi de probabilité est un apport signifi-
catif d’information dont I'impact sur 1’étude menée n’est
pas négligeable (e.g. uniforme). C’est aussi une approche
qui peut s’avérer coliteuse en temps de calcul car ’étude
fait généralement appel a des simulations de Monte-Carlo.
La modélisation par un intervalle de probabilités est une
alternative séduisante menant vers les travaux de Walley
[32] sur les probabilités supérieure et inférieure ou vers
la théorie des probabilités imprécises largement dévelop-
pée par Utkin [30] et d’autres auteurs. Dans les études
de fiabilité, il est également supposé que 'on dispose de
toute I'information sur le comportement de la fiabilité du
systeme et de ses composants. Cette complétude suppose
deux conditions essentielles [30] :

— Toutes les probabilités ou les distributions de proba-

bilités sont connues et parfaitement déterminables,

— Les composants du systeme sont indépendants, c’est-

a~dire que toutes les variables aléatoires décrivant la
fiabilité des composants sont indépendantes ou, & dé-

faut, leur dépendance est connue précisément.

Utkin [30] précise que la premiére condition est rare-
ment remplie et préconise de traiter ce probléeme par les
intervalles de probabilités [17]. D’autres auteurs ont consi-
déré le probleme de précision a I'aide de densités de proba-
bilités [5], d’enveloppes de probabilités [2], de probabilités
imprécises [6], de nombres flous [22], de densité de possi-
bilités [3] ou de fonctions de croyance [9].

L’incertitude sur des parametres peut avoir deux ori-
gines. La premiere source d’incertitude provient du carac-
tere aléatoire de l'information qui est di a une variabi-
lité naturelle résultant de phénomenes stochastiques. On
parle alors d’incertitudes de variabilité ou d’incertitudes
stochastiques. La seconde source d’incertitude est liée au
caractere imprécis et incomplet de I'information en raison
d’un manque de connaissance. On parle alors d’incerti-
tudes épistémiques. Le principe de Laplace dit de 'raison
insuffisante’ (toute ce qui est équiplausible est équipro-
bable) ou le maximum d’entropie [11] préconise de modé-
liser la connaissance sur un intervalle par une loi uniforme.
Ce choix est contestable dans le sens o on apporte une
information supplémentaire par 1’équiprobabilité. Il y a
confusion entre Iignorance (imprécision) et le hasard (va-
riabilité) [1]. Il existe une infinité de distribution de pro-
babilités bornées par un intervalle et la loi uniforme n’en
ait qu'une d’entres elles.

La théorie de I'évidence, encore appelée la théorie des
fonctions de croyance, est assez proche de la théorie des
probabilités mais offre la possibilité de formaliser 'incer-
titude épistémique. Comme la précisé Halpern [12], une
fonction de croyance peut formellement étre définie comme
une fonction satisfaisant des axiomes qui peuvent étre vus
comme des axiomes faibles de Kolmogorov qui caracté-
risent la théorie des probabilités. Ainsi, il semble raison-
nable de considérer une fonction de croyance comme une
fonction de probabilité généralisée. La théorie des fonc-



tions de croyance permet ainsi de prendre en compte I'in-
certitude par 'affectation de probabilités & des ensembles
plutot qu’a des singletons.

L’objet de cet article est de proposer un formalisme gra-
phique permettant la modélisation de la fiabilité impré-
cise. A cette fin, nous utilisons les réseaux de fonctions de
croyance basés sur la structure de Dempster-Shafer [27],
les arbres de jonctions [14] et l'inférence bayésienne gé-
néralisée permettant ainsi de modéliser dans une méme
représentation fiabilité et imprécision. La section 2 de cet
article fournit le formalisme élémentaire de la théorie des
fonctions de croyance. La section 3 développe le forma-
lisme des réseaux de fonctions de croyance pour manipuler
les probabilités imprécises et introduit la notion de fonc-
tion d’utilité dans le contexte d’évaluation de la fiabilité
imprécise de systemes multi-états ou non. La section 5 est
consacrée a un exemple numérique.

2 Formalisme élémentaire de la
théorie de I’évidence

La théorie des fonctions de croyance a été initiée par
Dempster [7] avec ses travaux sur les bornes supérieures
et inférieures d’une famille de distributions de probabilités
puis renforcée par Shafer [24].

Sur un espace fini discret, le modele proposé par Demps-
ter et Shafer peut-étre interprété comme une générali-
sation de la théorie des probabilités ou les probabilités
sont assignées aux ensembles par opposition aux single-
tons mutuellement exclusifs [23]. Dans la théorie des pro-
babilités, la mesure est affectée a un seul événement pos-
sible. En revanche dans la théorie de Dempster-Shafer,
la mesure peut étre affectée & un ensemble d’événements.
Toutefois, lorsque les informations disponibles permettent
laffectation des mesures a des événements uniques (i.e.
connaissance spécifique), le modele de Dempster-Shafer se
confond avec la formulation traditionnelle des probabilités
et il s’agit d’évidences dites bayésiennes [19]. La relation
étroite entre ces deux modeles renforce I'intérét de la théo-
rie de Dempster-Shafer pour des applications initialement
traitées par la théorie des probabilités.

2.1 Allocation de masses de croyance

L’idée centrale du processus d’allocation de masse de
croyance est d’allouer une mesure entre 0 et 1 afin d’indi-
quer le degré de croyance sur un ensemble d’événements
ou d’hypotheses [24]. Si nous considérons un ensemble de
q éléments mutuellement exclusifs et exhaustifs €2 :

QO ={Hy,Hy,...,.H;} (1)

) défini I'espace de raisonnement ou chaque proposition
H,; peut supporter 'information provenant de différentes
sources. Les sources d’information peuvent distribuer des
masses sur les sous-ensembles du cadre de discernement,
A; € 2% {0, Hy,...,H, {H1,Hs},...,{H1,...,H,}}.
Une source d’information assigne une masse de croyance
uniquement sur les hypotheéses A; pour lesquelles elle dis-
pose d’une information directe, i.e. qu’elle n’attribue de

masse de croyance a aucun sous-ensemble des A; [15]. Ce
processus appelé allocation de masses est représenté par
une fonction m définie par :

m: 2% —[0,1] (2)
tel que :

et

A,L'€2Q

Chaque A; supportant 0 < m (A;) < 1 est appelé un élé-
ment focal.

2.2 Intervalles de probabilités et distribu-
tion de masses de croyance

Si I'imprécision sur une probabilité est décrite par une
p-box. La relation avec les mesures de croyance et de plau-
sibilité est immédiate par une simple identification :

[BHT; FHJ = [Bel({H;}) Pls({H;})] (5)

olt Py est la probabilité inférieure de I'hypothese H; et
Py, en est la probabilité supérieure et i allant de 1 &
q le nombre total d’hypotheses. La transformation d’un
ensemble d’intervalles de probabilités Py vers une distri-
bution de masses de croyance est alors aisée par 'intermé-
diaire des équations 8, 9 et 14. Si :

Py = ([Py, P, [qu PHJ) (6)
alors
My = [m({H.}),...,m({H}),...,m({H,..., H})
= [Py >, ()R,
Hj|H;CH;
oy (=P (7)

Hj|ngHq

Comme le précise Smets [29], la connaissance des me-
sures Bel(H;) et Pls(H;) est équivalente & la connaissance
de la distribution des masses de croyance du cadre de dis-
cernement.

2.3 Mesures de croyance et de plausibilité

A partir de la distribution des masses de croyance, les
bornes supérieure et inférieure d’un intervalle de probabi-
lités peuvent étre définies. Cet intervalle contient la pro-
babilité d’'un ensemble d’hypothéses ou éléments focaux
et, est borné par deux mesures non-additives appelées
croyance (Bel) et plausibilité (Pls) [16].

La mesure de croyance Bel (A;) est la borne inférieure
pour un ensemble focal A;. Elle est définie comme la somme
de toutes masses de croyances des sous-ensembles B contri-
buant a la réalisation de A; tel que B C A;. La borne
supérieure Pls (A;) est la somme de toutes les masses de
croyance des sous-ensembles B tel que BNA; # 0. Pls (A;)
et Bel (A;) sont définies par les équations suivantes :

Pls(A) = Y

B|A;NB#D

m (B) (8)



Bel(A4;) = > m(B) 9)

B|BCA;

Il en résulte la propriété d’encadrement définie par I’équa-
tion suivante :

Bel (A;) < P(A;) < Pls (A;) (10)

Ou P(A;) exprime la probabilité que A; se réalise mais qui
reste inconnue et peut prendre toute valeur dans l'inter-
valle [Bel(A;) Pls(A;)]. La propriété d’encadrement 10 est
bien connue et a été précisée dans les travaux de Shafer des
1976 [24]. De nombreux auteurs 1'ont utilisée pour mettre
en relation Uintervalle formé par [Bel (A;) Pls(A;)] et la
distribution de masses de croyance [10].

Les mesures de plausibilité et de croyance ne sont pas
duales car elles ne sont pas additives au sens de la théorie
des probabilités (Bel (A) # Pls(A€)) ou A€ est le com-
plément de A par rapport a . Toutefois, les relations
ci-dessous peuvent étre établies entre A et A° :

Bel (AS) = 1 — Pls (A;) (11)
° Pls (A%) = 1 — Bel (4;) (12)
avec

Bel (AS) < Pls (A9) (13)

La différence (Pls (A4;)—Bel (A;)) décrit I'incertitude concer-

nant 'hypothése A; représentée par [Bel (A;) Pls (4;)].

A partir des mesures de plausibilité et de croyance, il est
possible d’obtenir la distribution de masses de croyance
par la transformée de mobius [28] :

m(A) =Y. ()P (B)

B|BCA;

(14)
ou |A;| est le cardinal de I'ensemble A;.

3 Réseaux de fonctions de croyance

Dans la modélisation des systemes complexes pour I’ana-
lyse de la fiabilité ou des performances, les variables qui re-
présentent le systéme, ses composants, ses fonctions ou des
événements du systeme sont liés les unes aux autres. Ces
relations peuvent étre représentées sous la forme de dépen-
dances conditionnelles. Nous proposons dans cette section
de définir un réseau de fonctions de croyance qui permet
de représenter les dépendances conditionnelles dans un es-
pace de description intégrant l'incertitude sous la forme
de masses de croyance au sens de la théorie de Dempster-
Shafer.

Les réseaux de fonctions de croyance proposés sont des
graphes orientés sans circuit qui représentent une connais-
sance incertaine vue sous une forme aléatoire et épisté-
mique [26]. Un réseau de fonctions de croyance est défini
comme un couple : G = ((N,A),M), ou (N,A) repré-
sente le graphe avec N l’ensemble des nceuds et A l’en-
semble des arcs et, M représente I’ensemble des masses de
croyance associé a chaque noeud. Lorsqu'un nceud n’est
pas un nceud racine, i.e. lorsqu’il a des nocuds parents,
sa distribution de masses de croyance est définie par une

table de masses de croyance conditionnelles quantifiant la
relation entre ce noeud et ses parents. Lorsqu’un noeud est
racine, une distribution de masses de croyance a priori est
définie.

Une variable aléatoire discrete X est représentée par un
neeud X € N avec son cadre de discernement €2 constitué
de ¢ hypotheses mutuellement exclusives et exhaustives
(eq.1). Le vecteur M (X), également noté Mx, est la dis-
tribution de masses de croyance sur les 29 — 1 ensembles
focaux AX, considérant qu’aucune masse n’est attribuée

7

a (. M (X) est défini par 'équation ci-dessous :
M(X)=[mX CAY) ...m(X CAY) ... m(X C AY)]

(15)
m(0) =0
m(X C AX) >0
Y o m(xcaA)=1 (16)

X X
AX|AX e2v

ot m(X C AX) est la croyance que la variable X vérifie
les hypotheses de I’élément focal AX et m() est car la
masse est considérée a 0.

Lorsqu’un noeud est un noeud enfant, M est représenté
par une table de masses de croyance conditionnelles qui
lui est propre. Chaque table de masses de croyance condi-
tionnelles établie la relation des masses de croyance entre
le cadre de discernement des variables de chaque nceud
parent et celui du noeud enfant. La figure 1 montre deux
neeuds X et Y définis sur les cadres de discernement 2% :
{A{(,...Aﬁ}, 28y . {A{,...A%} et relier & un nceud
Z disposant de son propre cadre de discernement 2?7 :
{Alz o AZ } La table de masses de croyance condition-
nelles de Z est définie par les masses de croyance condi-
tionnelles M (Z | X,Y) pour chaque hypotheése AZ sachant
les éléments focaux de ses parents X et Y. Pour un nceud
racine, ¢.e. sans parent, la table de masses de croyance
est un vecteur représentant la distribution des masses de
croyance a priori décrivant la croyance que la variable vé-
rifie les hypotheses du cadre de discernement.

Fi1G. 1 — Réseau élémentaire : 2 parents, 1 enfant

Pour calculer les distributions de masses de croyance
marginales de chaque nceud, nous utilisons des algorithmes
d’inférence. L’inférence exacte peut-étre réalisée par 1’al-
gorithme proposé par Jensen qui repose sur la construction
d’un arbre de jonctions [14, pp. 76]. Cet algorithme per-
met de réactualiser les distributions de masses de croyance
marginales sur chaque noeud en fonction des évidences re-
présentant les connaissances introduites dans le réseau de
fonctions de croyance. Le mécanisme de calcul est basé
sur le théoreme de Bayes qui dans notre cas est étendu a



la représentation de 'information incertaine selon le cadre
de Dempster-Shafer.

3.1 Mesures de croyance et plausibilité

Pour calculer les mesures de croyance et de plausibi-
lité dans un réseau de fonctions de croyance, il faut appli-
quer les équations 8 et 9. Lorsqu’un réseau de fonctions de
croyance est implémenté dans un outil vérifiant I’axiome
d’additivité, 'algorithme d’inférence exacte permet le cal-
cul des mesures Bel et Pls sous certaines conditions. En
effet, ces mesures ne peuvent pas étre calculées dans le
méme nceud car elles sont non additives. Simon et Weber
[25] ont donc proposé le calcul de chacune de ces mesures
sur un élément focal d’une variable a partir de deux nceuds
adaptés (cf. figure 2).

Bel (AjY )

Pls (A’}’ )

F1G. 2 — Neeud de calcul de Bel et Pls

Le nceud destiné au calcul de Bel(Af) est décrit par
les deux hypotheses Believe et Doubt selon la table de
masses de croyance conditionnelles proposée a la table 1.

AX
J
A¥ € 29x Bel | Doubt
X 1 si AX CAY, 0 siAf CAY;
¢ 0 sinon. 1 sinon.

TaB. 1 — Table de masses de croyance conditionnelles du
nceud Bel (AJX )

Le nceud destiné au calcul de Pls(AJX ) est décrit par les
hypotheses Plausibility et Disbelief selon la table 2.

aX

aX e 292X Pls f Disbelief

0 sinon 1 sinon

coaX X o AX X
AIX {1 SlAj ﬁAi #0 {0 “Aj ﬂAi #0

TAB. 2 — Table de masses de croyance conditionnelles du
nceud Pls(Af )

La structure de ces noeuds est générique. Elle est donc
exploitable pour le calcul des mesures de croyance et de
plausibilité de chaque nceud du réseau et pour chaque hy-
pothese. En outre, compte tenu de la propriété d’encadre-
ment (eq.10), ces nceuds permettent la définition d’un in-
tervalle de probabilité sur toute hypothese d’une variable
étudiée.

3.2 Intégration des fonctions d’utilité dans
les réseaux de fonctions de croyance

Dans certains problémes, une mesure de satisfaction
d’un besoin ou d’obtention d’un service est recherchée. La
notion d’utilité permet cette mesure. Ainsi, pour ’évalua-
tion de performances a l’aide des réseaux de fonctions de
croyance, il est nécessaire d’introduire la notion d’utilité.

La fonction d’utilité traduit I'attitude d’un décideur
face au risque. C’est une fonction que le décideur doit
définir pour chaque décision. Elle est ordinale si le dé-
cideur exprime une relation de préférence entre les dé-
cisions ou cardinale si une fonction mathématique (par
exemple linéaire) est utilisée pour formaliser quantitative-
ment la préférence. Il s’agit donc de construire une fonc-
tion U allant de lespace des décisions dans IR telle que
U(A) > U(B) implique que la décision A est préférée a
la décision B. Plus généralement, la décision peut tenir
compte de plusieurs parameétres, il s’agit donc d’une fonc-
tion de IR™ dans IR. Ainsi, plus la valeur de la fonction
U pour une décision est élevée, plus cette décision est ap-
préciée. La fonction U : IR" — IR représente la préfé-
rence = du décideur si et seulement si quels que soient
Z = (21,29,...,2n) €t Z' = (21,25, ...,2]) nous avons :

U(z1,22,..,2n) 2 U1, 25, .,20) & Z =2 (17)

Si nous associons des conséquences X : {1, ... STy, TR}
5 ch décision S, : {sd d d d
a chaque décision Sy : {s§,...,s%, ..., s%} pouvant prendre
K états et des probabilités Py : {p},....pp.....pr} &
chaque conséquence, le décideur choisit 1’état de la dé-

.. d . — 5 i T d

cision s§, qui maximise 'espérance de 'utilité EU (sf;) cal-
culée par la relation suivante [31] :

EU (sz) = En:piu (xi) (18)
j=1

avec pi P(X = xi|5d = Sd) et u(xff) est 'utilité de xfc

Les fonctions d’utilité peuvent étre utilisées dans les ré-
seaux de décision [21] et se combinent parfaitement avec
les réseaux bayésiens [14, p. 134](cf. figure 3). Pour coder
la relation 18, il suffit de définir les poids wj, dans le nceud
d’utilité associé a un nceud du réseau, i.e. & une variable
aléatoire.

F1G. 3 — Noeud d’utilité de X

L’utilisation de la fonction d’utilité dans les réseaux de
fonctions de croyance releve du méme principe. Toutefois,
les probabilités P sont remplacées par des mesures de
croyance et de plausibilité dont nous déduisons les masses
de croyance My, : {m},...,mj,...,m2"} associées. En ef-
fet, le nceud du réseau de fonctions de croyance sur le-
quel est calculée 'utilité ne contient que des masses de
croyance. Or, l'utilité a été définie sur des hypotheses spé-
cifiques dans le cas des probabilités. Dans le cas des masses
de croyance, il faut définir une utilité aux ensembles focaux
du cadre de discernement 1lié au noeud représentant la va-
riable étudiée, tout en respectant la logique d’attribution



des utilités du cas probabiliste [13]. Ainsi, la relation 18 se
divise en deux équations liées a la mesure de croyance ou
probabilité inférieure et la mesure de plausibilité ou pro-
babilité supérieure pour définir les espérances de 1'utilité
inférieure (eq.19) et supérieure (eq.20).

Ewﬁ—iww@) (19)
et
EU (sf) = i mi.ﬂ (mi) (20)

Si nous considérons une hypothese non spécifique {z%, xé},
signifiant qu’on ne sait pas si 'hypothese z, ou :z:éC est vé-
rifiée sachant que x}c et xﬁc sont mutuellement exclusives,
l'utilité correspondante u({z%,z}}) doit étre déterminée
A partir des utilités u(z?) et u(zl). Ainsi, dans le calcul
de Despérance de I'utilité inférieure, qui est le cas pessi-
miste, nous utilisons 1'utilité inférieure u comme la moins
préférable parmi les utilités de u(z}) et u(zl) en véri-
fiant les propriétés de dominance entre les hypotheses [13,
p-110]. Pour l'espérance de 'utilité supérieure, c’est 1'uti-
lité la plus préférable qui est choisie. Les équations 19 et
20 deviennent :

-
EU (sf) = Y mju () (21)
j=1
u({z, z}}) = min(u(z}), u(z},)
et
BT (sf) = Smi (a}) (22)
=1
u({z}, 7}}) = maz(u(z}), u(z},)
4 Les systemes multi-états

Dans de nombreux cas, le systéme comme ses compo-
sants peuvent fonctionner dans différents états ou modes
caractérisés par différents niveaux de performance. De tels
systemes font référence & des systémes multi-états [18].
Appliquée aux systemes multi-états, une analyse de la fia-
bilité permet de calculer une mesure de la capacité du sys-
téme a fournir un niveau de performance requis en fonction
de son niveau de dégradation.

En outre, I’hypothese d’état binaire des composants peut
étre levée car elle ne permet pas de traduire convenable-
ment la dégradation du fonctionnement des composants
d’un systéme [4]. Nous proposons alors une description de
I’état de fonctionnement des composants et du systeme
par plusieurs états [20]. La précision de la description ap-
proche plus ou moins finement I’état réel des modes de
fonctionnement et de dégradation des composants ou du
systeme.

4.1 Modélisation de la fiabilité

Pour analyser la fiabilité ou la performance des systemes
multi-états, il est nécessaire de connaitre I’ensemble des
modes de fonctionnement du systeme et de chacun de ses
composants. Nous supposons que le mode de fonctionne-
ment de chaque composant est indépendant de celui des
autres et que le systéeme est cohérent.

Considérons un systeme avec K + 1 modes de fonc-
tionnement S = {sg,..., Sk} et niveaux de performance
U = {ug,...,ur} exprimés comme une utilité. Chaque
niveau de performance u; correspond a un mode de fonc-
tionnement s; du systéeme. Le mode de fonctionnement
sk correspond au fonctionnement normal et est associé
au niveau de performance maximum uy. Le mode sy cor-
respond a une défaillance totale du systéme, ce qui induit
un niveau de performance minimum uyg.

Le systeme est composé de n composants C; ayant cha-
cun K¢, +1 modes de fonctionnement S, = {s¢;o0, - -
Le mode de fonctionnement sc; k., est le mode de fonc-
tionnement normal du composant et le mode s¢,o corres-
pond a l'état de défaillance totale du composant. L’état
de fonctionnement du systéeme dépend de celui de ses com-
posants. Ainsi, la fiabilité du systéeme s’exprime comme la
fonction de structure ¢ suivante :

S:Qﬁ(SCla"'aSCn):Sg’i;}S (23)

avec

587 = {8010,...,501](6,1} X ... X {50n07"'7$Cann}

ol S¢, est I'espace possible des combinaisons des modes de
fonctionnement des composants et S I'espace des modes
de fonctionnement du systeme.

A chaque instant, le mode de fonctionnement du sys-
teme multi-états peut s’écrire comme une variable aléa-
toire Y = {yo,...,¥i,...,Yx }- Le mode de fonctionne-
ment de chaque composant peut également s’écrire comme
une variable aléatoire X, = {cyy,---:%Cix,, }- Nous
pouvons alors écrire Y comme une combinaison des va-
riables aléatoires X¢, selon la fonction ¢.

Le niveau de performance du systéeme a chaque instant
est calculé par 'espérance de 1'utilité selon 1’équation sui-

vante : ”
U= Z Yk Uk
k=0

A Dinstar des réseaux bayésiens [33], la prise en compte
des modes de fonctionnement multiples d’un systéme et de
ses composants dans ’analyse de fiabilité par les réseaux
de fonctions de croyance est naturelle. Elle consiste a dé-
finir les tables de masses de croyance a priori et les tables
de masses de croyance conditionnelles. L’aspect qualitatif
du réseau, i.e. le graphe, modélise le mécanisme de pro-
pagation de 'impact des modes de fonctionnement, i.e. la
modélisation de la fonction structure ¢. L’intérét d’utiliser
les réseaux de fonctions de croyance est de représenter la
fonction ¢ de fagons synthétique sous une forme factorisée
tout en tenant compte des imprécisions et incertitudes.

(24)

(25)

.y SCiKc,, }



Nous pouvons également préciser que ’élaboration des
tables de masses de croyances conditionnelles pour les sys-
téemes multi-états est plus fastidieuse en raison de la crois-
sance exponentielle des combinaisons. Toutefois, il est pos-
sible d’alléger cette étape, soit en réalisant un apprentis-
sage soit en utilisant les lois de De Morgan. Les lois de
De Morgan permettent de simplifier la définition de toutes
les modalités non spécifiques a partir des relations établies
entre modalités spécifiques.

4.2 Probabilités imprécises

Dans les systemes multi-états, la probabilité pour chaque
composant d’étre dans un de ses modes de fonctionnement
est donnée avec précision. Si les probabilités fournies sont
entachées d’imprécision, ces probabilités peuvent étre dé-

finies par des intervalles [ﬁ ?} ou X est la variable

aléatoire caractérisant le mode de fonctionnement d’un
élément. Le passage des intervalles de probabilités aux dis-
tributions de masses de croyance se fait comme a la section
précédente a ’aide de I’équation 7 ou du jeu d’équations
8,9 et 14.

Considérons par exemple un systéme constitué de com-
posants présentant chacun 3 modes de fonctionnement
S = {s2,81,580} et 3 niveaux de performance associés
U = {u2,u1,up} ol ug est le niveau le plus performant
et ug le moins performant. Le cadre de discernement est
donc :2% = {sy, 51, 50, {52, 51}, {52, 50}, {52, 51, 50} }. Si nous
disposons des intervalles de probabilités a un instant de
mission T; pour chaque mode définis par :

X =X x 5X X 55X
[P] = |:|:£82 P82:| ? |:£Sl P51:| ’ |:BS() PS():|:| (26)
Alors, les tables de masses de croyance a priori sont défi-
nies par :
M = [m (s2) m(s1) m(so) m (s2,s1)
m (s2,580) m (s1,S0) m (s2, 81, S0)] (27)
Selon I’équation 14, les relations suivantes sont obtenues :

m({s2}) = Bel ({s2}) = P ({s2})
m({s1}) = Bel ({s1}) = P({s1})
m ({s0}) = Bel ({s0}) = P ({s0})

De plus :
m ({s2,81}) = —Bel ({s2}) — Bel ({s1}) + Bel ({s2,51})

et d’apres 8 et 9 :
Bel ({s2,81}) =1— P ({s0})

La méme démarche peut étre réalisée pour le calcul de
chaque élément focal de la table de masse de croyance a
priori comme le précise I'équation 7.

5 Etude de cas

Cette section est dédiée a I'analyse de la méthode pro-
posée pour le calcul de la fiabilité des systemes. Nous étu-
dions deux systemes de complexité différente avec d’une
part deux états de fonctionnement et d’autre part un point

de vue multi-états. Deux cas seront distingués selon que
les probabilités sont précises ou non. L’inférence dans le
cas des réseaux de fonctions de croyance est faite par ’al-
gorithme d’inférence exacte programmée dans Bayesialab
(©. Les réseaux de fonctions de croyance sont donc direc-
tement modélisés par cet outil en utilisant son interface
graphique.

5.1 Fiabilité probist d’un Systéme 2/3

Pour cet exemple, nous proposons de simuler un sys-
teme 2 parmi 3. L’objectif est de montrer la capacité des
réseaux de fonctions de croyance a calculer la fiabilité des
systemes. Le réseau de fonction de croyance d’un systeme
2 parmi 3 est transcrit dans Bayesialab(c) avec la structure
présentée a la figure 4 et la table de masses de croyances
conditionnelles (Tableau 3).

Pls(KH={Up})

FiG. 4 — Réseau de fonctions de croyance pour un systeme
2 parmi 3

[ e | o | &

H {Up} | {Dowf}Z] {Up,Down}

{Up} {Up} {Up} 1 0 0
{Down} {Up} {Up} 1 0 0
{Up,Down} {Up} {Up} 1 0 0
{Up} {Down} {Up} 1 0 0
{Down} {Down} {Up} 0 1 0
{Up,Down} {Down} {Up} 0 0 1
{Up} {Up,Down} {Up} 1 0 0
{Down} {Up,Down} {Up} 0 0 1
{Up,Down} {Up,Down} {up} 0 0 1
{Up} {Up} {Down} 1 0 0
{Down} {Up} {Down} 0 1 0
{Up,Down} {Up} {Down} 0 0 1
{Up} {Down} {Down} 0 1 0
{Down} {Down} {Down} 0 1 0
{Up,Down} {Down} {Down} 0 1 0
{Up} {Up,Down} {Down} 1 0 0
{Down} {Up,Down} {Down} 0 0 1
{Up,Down} {Up,Down} {Down} 0 0 1
{Up} {Up} {Up,Down} 1 0 0
{Down} {Up} {Up,Down} 0 0 1
{Up,Down} {Up} {Up,Down} 0 0 1
{Up} {Down} {Up,Down} 0 0 1
{Down} {Down} {Up,Down} 0 1 0
{Up,Down} {Down} {Up,Down} 0 0 1
{Up} {Up,Down} {Up,Down} 1 0 0
{Down} {Up,Down} {Up,Down} 0 0 1
{Up,Down} | {Up,Down} | {Up,Down} 0 0 1

TAB. 3 — Table de masses de croyance conditionnelles
d’une porte '2/3’

5.1.1 Probabilités précises

Dans un objectif de simplification et sans perte de gé-
néralité, considérons que chaque composant dispose du
méme taux de défaillance A. Les évenements élémentaires
qui conduisent les composants de I’état {Up} al'état { Down}
sont indépendants. Le systéme est homogene et aucune
réparation n’est considérée. La fiabilité du systeme R (T;)



est donnée par ’équation suivante :

R(T) = 3 chr (T (1 r (1)

i n!
avec Cp, = 77y

(28)

ou r (T;) est la probabilité pour chaque composant d’étre
dans Pétat {Up} et T; est la durée de mission.

Considérons A = 1073h~1 et T; = 200h. La probabilité
pour que chaque composant C; soit dans I'état {Up} est
donnée par : Pg, ({Up}) = 0.81873. La distribution de
masses de croyance a priori du nceud C; est :

Mg, = [m{Up}) m({Down}) m ({Up, Down}{R9)
= [0.81870.18127 0] (30)
(31)
N’ayant pas d’imprécision sur la valeur de A, la masse
de croyance m ({Up, Down}) = 0 traduit que les évi-
dences sont bayésienne et que Bel(C; = {Up}) = P(C; =
{Up}) = PIs(C; = {Up}). Le probleme est donc com-
plétement bayésien et d’apres I’équation 28, une fiabilité
R (T;) = 0.9133 doit étre obtenue. La figure 5 montre que
le réseau de fonctions de croyances donne la valeur exacte
de la fiabilité du systeme.

Cet exemple rudimentaire montre que le codage des
masses de croyance a priori avec des évidences bayésienne
dans le réseau de fonctions de croyance donne le résultat
exact de la fiabilité du systéme. Ainsi, comme l’ont précisé
Simon et Weber dans [25], il y a une équivalence compléte
entre les réseaux de fonctions de croyance et les méthodes
probabilistes telles que les réseaux bayésiens pour le calcul
de la fiabilité des systemes.

5.1.2 Probabilités imprécises

Considérons maintenant que le taux de défaillance des
composants ne soit pas connu avec précision mais sous
forme d’un intervalle : [Aﬂ = [0.96_3 1.16_3}. La distri-
bution de masses de croyance a priori explicitant 1’état
de chaque composant au temps de mission T; = 200k est
obtenu par les équations 8, 9, et 14 :

Me = [m({Up}) m({Down}) m ({Up, Down}B2)
[0.80252 0.16473 0.03275] (33)
(34)

L’imprécision sur la valeur de A induit une masse sur
I'hypothese non spécifique m ({Up, Down}) > 0 expri-
mant le doute sur la connaissance de la valeur exacte de
A. Cela traduit un cadre non bayésien strict et Bel(C; =
{Up}) < P(C; = {Up}) < Pls(C; = {Up}). La figure 6
montre le résultat obtenu par le réseau de fonctions de
croyance.

La fiabilité du systeme est obtenu par la probabilité que
le systéme soit dans un état de fonctionnement ({Up})
& Dinstant T;. Elle est comprise entre [R(T;), R (T;)] =
[0.8984,0.9275]. En comparant au résultat de la section
précédente, nous constatons que la propriété d’encadre-
ment 10 est vérifiée :

Bel({Up}) < P({Up}) < Pls({Up})
1..0.8984 < 0.9133 < 50.9275 (35)

A

Bel(KN={Up)

PIS(KN={UD}

e c c3

F1G. 6 — Fiabilité imprécise d’un systéme 2/3

avec

Bel({Up}) = P({Up}) et Pls({Up}) = P({Up})

5.2 Systeme 2 parmi 3 multi-états

Afin de montrer le fonctionnement des réseaux de fonc-
tions de croyance pour ’étude des performances des sys-
téemes multi-états, nous avons repris I’exemple d’un sys-
teéme de redondance 2 parmi 3 fourni par Gopal [8]. Le
systeme est composé de 3 composants disposant chacun
de 3 modes de fonctionnement Sc,_, ,, = {50, Si1,Si2}-
Le systeme dispose également de 3 modes de fonctionne-
ment S = {sg, $1, 82} associés a 3 niveaux de performance
U = {ug, u1, uz}. La fonction de structure ¢ donnant la re-
lation entre les modes de fonctionnement des composants
et les modes de fonctionnement du systeéme est donnée par
la table suivante :

[ Scy | S, | Scq || 9(S) || Sey | Sca | Sca [ 405 |

0 0 0 S0 1 1 2 S1
0 0 1 S0 1 2 0 S1
0 0 2 S0 1 2 1 S1
0 1 0 S0 1 2 2 S92
0 1 1 S1 2 0 0 So
0 1 2 s1 2 0 1 1
0 2 0 S0 2 0 2 S
0 2 1 51 2 1 0 $1
0 2 2 S 2 1 1 S1
1 0 0 S0 2 1 2 S92
1 0 1 S1 2 2 0 S92
1 0 2 S1 2 2 1 S2
1 1 0 S1 2 2 2 So
1 1 1 s1

TAB. 4 — Fonction de structure du systeme 2 parmi 3
multi-états [8]

La fonction définissant la relation entre la performance
du systeme Ug et les modes de fonctionnement des com-
posants s’exprime comme 'espérance de l'utilité (eq. 18)
que 'on définit par la relation suivante :

Us =Y (wyi) = Y usd(zc,) (36)

i

ou y; est la probabilité que le systéme soit dans le mode de
fonctionnement ¢, x¢, est la probabilité que le composant
C; soit dans le mode de fonctionnement i et ¢ la fonction
de structure donnée par la table 4.

Pour calculer la performance du systeme en redondance
2 parmi 3 par un réseau de fonctions de croyance, nous
transcrivons la fonction de structure proposée par Gopal



A v :

Bel(KN={Up} Pls(KH={Up})

& A% Up 91 33% Up
1813% Do 367% Do

0,00% U Diown 0,00% Up Down

KN

c2

81 87% Up 91,33% Eclieve
18,13% Down BB7% Doubt

0,00% Up,Dowen

BeliKN={Up}

C3

18,13%

91,33% Plausibilty
a1 ,87% F Up 867% Disheliet

000% _ Upbown

Pls(kh={ln})

Davwrn

Fia. 5 — Fiabilité d’un systeme 2 parmi 3 avec des probabilités précises

Probabilité jointe : 100,00%

<> | =
& 1l
0,00%

0,00%,
0,00%

10,00%
30,00%
60,00%

0,00% SC12EC11 5.

3

SC12 40,00% Sc22
SC 20,00% Sc2
SC10 40,00% sc20
SC125C1 l],lll]%I SC225CM
SC125C10 0,00% SC22 5020
SC11,5C10 l],lll]%I SC21 5020
0,00% SC22ECH 3.

c2

30,00%
50,00%
20,00%

0,00%

0,00%
0,00%

c c2 C3

l],l]l]%I SC22ECHM 5.

KR

SC22 16,60% 52
sc21 49,00% =1
SC20 34,40% =)

SC225C21
SC225C20
SC21,5C20

0,00%
0,00%,
0,00%

0,00% | 525180

-

Us

0,000 g 522 2,000
0,000 k0,622 2,000

F1a. 7 — Réseau de fonctions de croyance solution de [8]

(cf. table 4) par une table de masses de croyance condi-
tionnelles équivalente dans le nceud KN de la figure 7.

L’adjonction d’un nceud d’utilité Us permet le calcul de
la performance du systeme selon 1’équation 36. La table
des utilités correspondante (cf. table 5) permet le calcul
de cette performance.

’ Ensemble focal \ utilité ‘

S92 2
S1 1
So 0

TAB. 5 — Table des utilités

5.2.1 Probabilités précises

Selon Gopal [8], si la répartition des modes de fonction-
nement des composants est : Py, = (0.6,0.3,0.1), Ps, , =
(0.2,0.5,0.3), P, = (0.4,0.2,0.4) alors la performance
du systeme est de 0.822 unités. Nous constatons que le ré-
seau de fonctions de croyance présenté a la figure 7 donne
cette méme valeur de ’espérance d’utilité avec des masses
de croyance a priori conformes aux distributions de pro-
babilités a priori fournies ci-dessus.

5.2.2 Probabilités imprécises

Considérons maintenant le probléme de probabilités im-
précises sur les états des composants. Pour exemple et
sans perte de généralité, nous allons considérer que les
probabilités du probleme précédent sont entachées d’une
incertitude de £0.05 sur chaque terme. Nous devons donc

calculer la performance telle que définie par Gopal [8] :

Us= Y uid(zc,) (37)
$i=1,2,3
avec ¢(z¢,) = ¢(([0.55 0.65],[0.25 0.35] , [0.05 0.15]),
([0.15 0.25] , [0.45 0.55] , [0.25 0.35]), ([0.35 0.45]
[0.15 0.25],[0.35 0.45])))

Le réseau de fonctions de croyance de la figure 8 mo-
délise le probleme de probabilités imprécises et permet le
calcul de la performance du systéme avec son imprécision.

Les noeuds de calcul des fonctions Bel et Pls sur les
modes de fonctionnement s; et so du systeme ont été ajou-
tés pour montrer que la propriété d’encadrement sur les
valeurs de probabilités dans le cas précis (section précé-
dente) reste valide. La fonction d’utilité intégrée dans le
réseau de fonction de croyance a la figure 7 est maintenant
divisée en deux fonctions d’utilité calculant une borne su-
périeure Ug selon la table 7 et une borne inférieure U g
selon la table 6 a l'utilité du systeme conformément a
I’analyse de la section 3.2.

| Ensembles focaux [ utilité |

S92 2
S1
S0
52, 81
52,50
51,50
52, 51,50

OO O = O

TaB. 6 — Utilités Ug



KN Pls(khi={s1))

59,24% Flaushiity
0.75% Disbeliet

Us
0,000 jed 0,658 2000

5C225C20 Pls(Kh={s2})

§C325C31,8

(T
0,000 Snmes! 2000

A Flaushiity
: Disbelit

F1G. 8 - RFC d’évaluation de la performance du systéme multi-états [8] avec son imprécision

Ensembles focaux \ utilité ‘

S9 2
S1
S0
52, 51
52, 50
51, 80
52, 51,50

N =N NN O

TaB. 7 — Utilités Ug

Comme nous pouvons le voir sur la figure 8, I'impréci-
sion sur la probabilité des composants d’étre dans chacun
de leurs modes de fonctionnement se propage au travers
du réseau et induit une distribution de masses de croyance
mettant en évidence l'imprécision sur la probabilité du
systeme d’étre dans ses divers modes de fonctionnement.
Compte tenu des performances associées, les nceuds d’uti-
lité introduits donnent un encadrement de l'utilité réelle.
Ainsi, 'utilité précise Uy = 0.822, observable a la figure
7 lorsque les masses de croyance a priori ne sont affectées
qu’aux ensembles focaux spécifiques, est encadrée par les
utilités inférieure et supérieure [U,,U,] = [0.688,0.961]
comme nous pouvons l'observer a la figure 8. Cet encadre-
ment est vérifié car nous avons pris soin d’encadrer chaque
masse de croyance a priori du probleme sans imprécision
pour traiter le probléeme avec imprécision ol nous avons
pris une variation de +0.05. Nous pouvons remarquer que
I’encadrement symétrique des masses de croyance a priori
ne donne pas forcément un encadrement symétrique de
lutilité.

6 Conclusion

Les réseaux de fonctions de croyance présentent plu-
sieurs intéréts. D’une part, ils permettent d’appréhender
facilement la logique causale d'un systeme, i.e. la fonc-
tion de structure exprimant la logique de propagation des
défaillances au sein d’un systeme ou la relation entre la
performance de composants et celle du systeme. D’autre
part, la méme modélisation permet 1’étude de la propaga-
tion de 'imprécision (incertitude épistémique) et I'incer-
titude (aléatoire). En outre, I'inférence bayésienne géné-
ralisée permet d’étudier les relations entre variables a tra-
vers le réseau de fonctions de croyance. L’intégration des
fonctions d’utilité imprécises permet ’étude de la fiabi-
lité comme celle de la performance de systemes complexes

et/ou de grande taille. Cette caractéristique des réseaux
de fonctions de croyance ouvre des possibilités significa-
tives dans les problemes de modélisation de parametres
de sireté de fonctionnement et plus généralement de la
modélisation de connaissance.
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