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Résumé
Dans cette note, nous établissons une inégalité de type Poincaré pour
I’équation de transport. Cette inégalité est ensuite appliquée & I’équation
de la neutronique pour laquelle on obtient un théoréme d’existence.

Abstract

A kinetic Poincaré inequality. Application to neutronics.

In this note we prove an inequality of Poincaré type for the transport
equation. This inequality is then applied to the equation of neutronics to
prove an existence theorem.

Abridged English version

The aim of this note is to establish the following kinetic Poincaré inequality

Property 0.1 Let T > 0 and v € R3 a constant vector. Let R be a bounded
smooth open set of R3x]0,T[. Denote by R > 0 a nonnegative real number
such that R C B(0,R)x]0,T]. Let f := f(t,z) € Ho(a,R,0R~). We have the

following Poincaré inequality

0
Ifllzz, <2(T + R) Ha—{ +0-Vofllzz .- (1)

This inequality is then applied to the following kinetic equation of the neutronic

ot
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(2 +v- VI> u(t,z,v) = C(u)(t,z,v), (t,z,v) € Ry x Q x R3. (2)




where  is an open set of R® and u = u(t,z,v) is the distribution of particles
at time ¢, position x and velocity v. C defined by

C(u) :/ k(z,v, v )u(t, z,v")dv" — v(z,v)u(t,z,v). (3)
R3
The boundary conditions for f is the following given inflow profile
u(t,o,v) = up(t, o,v) on I, (4)
where I'™ = {x € 9Q, v.n < 0}. The initial conditions for f are
u(t = 0,z,v) = uo(z,v), (v,v)€ QxR (5)

The equation (E) describes the transport of neutrons in the core of a nuclear
reactor 2. The scattering kernel k£ describes the collisions between the particles
and the medium and v represents the collision frequency.

As a consequence of this inequality, we prove an existence theorem for the
problem (E, E, E) by using a variational approach when v is small. A second
result of this note is the following

Theorem 0.2 Suppose that k € L2 (R3;L§° (Q;L2 (R3))) and v € L, (9 x

R%). For any T > 0 problem @, [, [}, @) has a solution in L, ,([0,T] x Q x R?)
for v small enough.

The proof of this Theorem is given in the french version, by assuming that v is
small. Let us denote that the usual assumption that

v(z,v) f/ k(z,v,0")dv" > «
1%

upon which relies the classical proof is not physically relevant. Ours is performed
by proving a kinetic Poincaré inequality and applying Banach fixed point theo-
rem. Remark that our approach is different from the classical proofs which use
semi-group theory and Duhamel formula.

1 Introduction

Le but de cette note est d’établir une inégalité de Poincaré de type cinétique.
Pour cela, nous utiliserons une méthode variationnelle en établissant une inégalité
de type Poincaré courbe. Cette démarche est inspirée de la méthode STILS

Space-Time Integrated Least Squares) pour I'équation de transport (], [,
M]), ou les auteurs étudient ’équation de transport par une approche variation-
nelle et démontrent une inégalité de type Poincaré courbe. Cette méthode est
ensuite appliquée & I'équation cinétique suivante issue de la neutronique ([f])
prise sur €2, ouvert régulier de R?

<% +v- v$> u(t, ,v) = C(u)(t, z,v) (6)



C(u) = /]R3 k(z,v, v )u(t,z,v")dv' — v(z,v)u(t,z,v). (7)

Physiquement, I’équation @) décrit le transport de neutrons dans le coeur d’un
réacteur nucléaire Q. u(t, z, v) représente la distribution de particules possédant
au temps t la position x et la vitesse v. Le noyau k décrit les collisions entre
les particules et le milieu et la fonction v représente leur fréquence de collision.
Le domaine 2 est supposé étre de classe C' de bord I'. Les conditions de bord
pour u sont de type données aux bords rentrantes

u(t,o,v) = up(t, o,v) sur I~ (8)

ou I'™ = {z € 99, v.n < 0} et n désigne la normale & 9N. Les conditions
initiales pour u sont

u(t =0,2,v) = ug(z,v), (r,v)€ QxR 9)

Théoréme 1.1 Supposons que k € L2(R3; L (Q;Lﬁ,(R?’))) et ve LY, (Qx

R3). Alors pour tout T > 0 le probléme ({, ﬁ, E, E) posséde pour v suffisamment
petit une solution dans L? , ([0, T] x Q x R3).

t,x,v

2 Inégalité de Poincaré cinétique.

On établit dans ce paragraphe une inégalité de Poincaré de type cinétique.
Pour cela, on définit dans un premier temps le cadre fonctionnel relatif & cette
inégalité. Soit espace de Sobolev anisotrope : H(a,R) = {f € L*(R);a-Vi.f €
L*(R)}, muni de la norme || f|| gr(a,r) = 1fllzz )y tllaVeafllLz  (r)- Le vecteur
a = (1,v) étant constant, on montre aisément que H(a,R) est un espace de
Hilbert et que les fonctions C* sont denses dans H(a,R). Comme a = (1,v)
est & divergence nulle, f € H(a,R) implique que f-a € H(div,R) = {p €
L*(R); Vi € L2(R)}. On dispose ainsi d’un opérateur trace normal 7, : f €
H(a,R)+— f(a-n) € H-Y2(OR) ot n = (ns,n,) € Ry x RS désigne la normale
unitaire sortant de OR. Cela permet alors de définir I’espace

Hy(a,R,0R™)={f € H(a,R); f(a-n)=0sur R }.

Tout repose ensuite sur I'inégalité de Poincaré oblique suivante, ol la constante
est indépendante de v.

Propriété 2.1 (Poincaré cinétique) Soit T > 0 et v € R? un vecteur constant.
Soit R un ouvert borné régulier de R? x (0,T). On désigne par R > 0 un réel
tel que R C B(0,R) x (0,T). Soit f := f(t,z) € Ho(a,R,O0R™). On a alors
l'inégalité de Poincaré oblique :

0]
17z, <27+ R) IS +0-Varlzz (10)



Preuve (Propriété R.1)). Soit w(t,x) := (t — T) + x - v — R|v|. Ainsi pour tout
(z,t) € R, w(t,z) <0 et

0
8—1:—1—1) Vew =1+ |v|%

D’apres la formule de Stokes, on obtient alors

//R(%”'Vw) <w-f2>=/émwf2<nt+v-nm)_

Or, par hypothese f est nul sur (OR)~. Donc, comme w < 0 et que f2 > 0, il

vient :
9 2 _ 2 )
//R<§+’U~VI> (w~f)/(6R)+wf (ng +v-ny) <0.

D’autre part,

<§t+v \Y% )( A = (aa—’f‘l”l) \Y% w)f2+2wf(—f+v Vaif)
of

= (TP + 20850 40 Vo).
Ainsi on obtient :

// (14 Jof? f2<2|\w||Loo//f T,

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

2|w|Loo
1z, H +U'sz|\L2 :
=TT )
Enfin on majore |w|pe < T + 2R|v|. Or, Tltﬁf“;l <T+R. O

Remark 1 Insistons sur le fait que la constante est indépendante de v.

3 Preuve du théoreme [1.

On considere le probleme suivant pour tout v € R3. Etant donné G(-,-,v) €
L?((0,T) x Q)

(% +v-Vy)u = Gtzx,v), €, te]0,T], (11)
u(t=0,z,v) = wug(r,v), sur R (12)
u(t,o,v) = wup(t,o,v), sur T~ (13)



Soit R =)0, T[x2. Le probleme , @, ) est remplacé par le probleme

a-Vizu = G(,-,v) dans R,
u(t,o) = g(o) sur (OR)” = ({0} x Q) U (J0,T[xI7),

avec a = (L,v), Vio = (£,V,) et (0R)™ = {(t,z) € R; a-n < 0} o n =
(nt,nz) € Ry x R3 désigne la normale unitaire sortant de 9R. Afin d’effectuer
un changement d’inconnue pour se ramener a des conditions de bord de type
Dirichlet homogene, on démontre le lemme suivant :

Lemma 3.1 Le vecteurv € R? étant fizé, il existe g(t, z,v) solution du probléme

a-Vizg = 0, z€Q, t€]0,T]
g(0,z,v) = wp(z,v), x€Q,
g(t,o,v) = wup(t,o,v), o€l ™, te€l0,T].

De plus, si ug(-,v) € L*(Q) et si up(-,-,v) se prolonge sur [0,T] x OQ en une
fonction € L*([0,T] x 9Q) alors g(-,-,v) € L2([0,T] x Q).

Preuve (Lemme B.1.) Soit (t,z) € ]0,T[xQ = R et (¢, x) V'intersection entre
la droite caractéristique passant par (t,z) et 9R~. Soit g(t,xz,v) définie par

g(t,x,v) = up(y(t,x),v) si y(t,x) € {0} x Q et g(t,z,v) = up(y(t,x),v) si
~(t,z) €]0, T[xT'~. Par construction de g on a

lg(t, z,v)| < |luo(:,v)| L) + lus(-, - )| Los (0,77 x 002) -

Comme [0, 7] x § est borné on obtient le résultat. O

Afin d’obtenir des conditions de bord de type Dirichlet homogene, on effectue
le changement d’inconnu f = u — g ou g est un relevement défini au lemme @
f devient alors solution du probleme suivant

a-Vigf(t,z,v) = Gt z,v) (14)
f(t,o,v) = 0, (15)

On a alors proposition suivante
Proposition 3.1 Le probleme , IE) posséde une solution f vérifiant

1z, <CUG 2. (16)

ou C' est une constante strictement positive, indépendante de la variable v et
magorée par 2(T + R).

Remarque 1 Cette inégalité est obtenue dans ’esprit de la méthode STILS de-
veloppée dans (/E/, /E], /E]) Mais la preuve ci-dessous est simplifiée et adaptée
au cadre cinétique. De plus, elle donne une constante C indépendante de la
variable v, contrairement o ([3]).



Preuve (Proposition @) Pour chaque v fixé, on considére alors la forme bilinéaire
suivante :

B(f,g)z//R(a-vt,zf) (a-Vigg)dtds

et la forme linéaire L(g) = [ [, G (a- V4 g). La formulation STILS ([B, P) du
probleme s’écrit alors : Etant donné G € L?(R), trouver f € Hgy(a,R,0R™)

telle que
B(f,9)=L(g), Vg€ Ho(a,R,0R"). (17)

Grace a I'inégalité de Poincaré @, la forme bilinéaire B est coercive. En utilisant
le théoréme de Lax-Milgam, on obtient ainsi que le probleme (ﬂ) possede une
unique solution. Il reste & prouver que f vérifie (@, ) Pour cela, il suffit de
montrer que {%—f +v-Vep € L7 ,; ¢ € Ho(a, R,OR™)} est dense dans L7 .
Nous reproduisons alors la preuve donnée dans [ﬂ} (théoreme 16, pp. 83-84).
Soit ¢ € L7, telle que

)
//w(—“"ﬂ;.vz@):o, Vo € Hola, R, OR™).
AT

On commence par prendre ¢ € D(R) et on obtient immédiatement que %—’f +
v+ Vg1 = 0 dans D'(R). Puis on prend ¢ arbitraire dans D(R), nul sur OR~
et on obtient que ¥ (a -n) = 0 sur R donc que ¥ € Hy(a, R,OR™). Enfin, on
applique I'inégalité de Poincaré oblique de la propriété @ a I’écoulement dual
, i.e. v remplacé par —v, t remplacé par T — t de sorte que OR* soit remplacé

par OR~. On obtient ainsi
oY
¥llz, <2AT+R) 155 +v- Vatllzz, =0.

Ainsi, ¢ = 0 dans Lim. U

Fin de la preuve du théoreme m Nous allons effectuer un adimensionnement

en temps, en espace et en vitesse puis appliquer un théoreme de point fixe.
— ot o = M\ = 25 o0 _ L0 92 — 2 Ainsi
On pose t = 7t, x = A%, v = 20. On a alors 5 = Tor ¢t 23 = A, Ainsi

f(#,&,0) = f vérifie Péquation
2
ot

+0-Vz)f(t2,0) = T(% +v-Vu)f(t,z,v) =7G(, z,v)

et 'opérateur de collision correspondant est alors

C(§) = 7Clg) = (AS) (/ k(@,@,@’)g(f,@,@’)d@’) — (&, 9)§(E, &, ).

T2

On prouve aisément que

. . N . . . .
1€ ) a2, < SIEC 0, e 13 0ez 717 e, 15C,9) 2



Dans cette partie, on notera || || la norme L? _ = prise sur (0,7/7) x /A x R,

On consideére ensuite application S : § — C(g) et A : G f , ou f est solution
du probléme (| @ @ et on définit ® par ® = AoS. Nous allons prouver que
O applique B(0,7) dans elle méme et est une contraction. Soit § € B(0,7).
Appliquons la propriété @ en prenant G = C (g). Nous obtenons

T R A3 N N
1702 (T +3) (Z0 bl (ipray + 7170z, ) 131

Or la condition 2 (L + £) (;\—z||l;:|Lg(L9OL%) +T|19|L;?ﬁ) < 1 revient apres

avoir posé X = 2, K = |\I§:||L2<L?¢L%) et n = ||7|lLe, & trouver X > 0 tel que
2TK 2Tn—1
T X 2K X (”7}B)X+ 2 < 0.

Or, la suite de polynomes P, définie par

2TK

9Ty — 1
Py(X) = == X* 4 2K X% 4 @Crn=1)

R

converge uniformément sur tout compact de R lorsque 7 tend vers 0 vers la
fonction polynéme P définie par

2T K
P(X) = TX‘1 +2K X3~ EX

X + 2n,

2TK 1
= X(Z=—=—X34+2KX?>- =

Or il existe Xo > 0 tel que P(Xo) < 0. Donc F,(Xo) < 0 pour n = ||7| 2,

suffisamment petit. D’ou f € B(0,7). Par un raisonnement analogue, on obtient
que O est une contraction. Il suffit ensuite de revenir aux variables initiales

t,x,v pour obtenir la solution f(¢,z,v) = f(i, 5, %v) cherchée. O

Remarque 2 Cette technique de preuve ne peut pas s’appliquer o ’équation de
Boltzmann a cause de la non linéarité du terme de collision.
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