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Estimation du parametre de dérive d’une diffusion sous des
conditions d’irrégularité de la dérive.

Sandie SOUCHET
SAMOS, Université Paris 1*

Résumé
Soit le modeéle de diffusion unidimensionnel & seuil :

dXt = b(Xt—’f‘())dt—FdBt

Dans le cas considéré, b est lipschitzienne sur R et 0 est un seuil pour sa dérivée; b’ est con-
tinue sur R— {0} et admet des limites & gauche et a droite en 0, finies mais différentes. Notre
but est d’estimer 7 & partir d’une observation discrétisée du processus, (Xgp,) k=0,n> SOUS des
conditions de stationnarité et d’ergodicité, lorsque nh, — oo et h, — 0.
Nous introduisons pour cela I’estimateur des moindres carrés basé sur le schéma d’approximation
d’Euler. Si nh, — oo et h, — 0, cet estimateur est consistant. Si de plus, nh3 — 0, nous
montrons qu’il est asymptotiquement normal & la vitesse \/nh,,.

Abstract
Let be the following one-dimensional threshold diffusion model :

dXt =b (Xt — 7‘0) dt + dBt

We consider the case when b is Lipschitz continuous on R and 0 is a threshold for its first
derivative; b’ is continuous on R— {0} and the right and left limits in 0 are finite, but different.
We want to estime ry from discrete observations of the stationary ergodic solution process,
(thn)kzo,n, as nh, — oo and h,, — 0.
For that purpose, we introduce the least squares estimator based on the approximate discrete-
time Euler’s scheme. If nh, — oo and h, — 0, this estimator is consistent. Moreover if
nh3 — 0, we prove that it is asymptotically normal with a rate of order v/nh,,.

Mots clefs
Schéma d’approximation d’Euler; estimateur des moindres carrés; modele & seuil; diffusion
stationnaire et ergodique; temps local.

A.M.S. 62 M O05-62F 12.

1 Introduction

Soit (2, F,P) un espace de probabilité, B = (By),~, un mouvement brownien standard issu
de 0 et £ une variable indépendante de B, définis sur 'espace précédent. On munit cet espace
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de la filtration {F;},~q, ot Fr = 0 (G: UN) est la tribu G; = o0 (€, Bs;0 < s < t) complétée
par N ={N C %3G €Go,NCGP(G) =0}
On considére I’équation différentielle stochastique (e.d.s.) définie par :

dXt = b(Xt—To)dt-FdBt,OStST (1)
Xo = ¢

ou b est une fonction connue et ry est un parametre inconnu que l'on désire estimer.
On définit, pour tout réel a, Cfa}, I’ensemble des fonctions f continues sur R, de classe C?

sur R— {a} telles que, si I'on note f’ sa dérivée premiere, lim__, + f'(z) = f' (aT) existent et
sont finies avec f’ (a') # f' (a~). Dans la suite, nous considérons une fonction b appartenant
a 0{20} et nous nommerons diffusion a seuil un tel modele; un prototype est :

dXy = by (Xt —70) L(x,5r0) + b2 (Xt —70) I(x,<ro)dt + dBy (2)

oil by et by sont de classe C? sur R, telles que by (0) = by (0) et b} (0) # b, (0).

Sous I'hypothese b € C{QO}, le modele étudié appartient & la classe plus générale des
modeles réguliers : x — b(z,r) continue et différentiable en moyenne quadratique par rap-
port & r. Dans [12], Kutoyants montre que, pour un modele régulier, I'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance (E.M.V.) associé & une observation continue du processus stationnaire
ergodique sur [0,7] est consistant, asymptotiquement normal & la vitesse standard VT et
asymptotiquement efficace au sens des estimateurs asymptotiquement minimax selon Hajek
[6] (T' — +00). Notre but est de fournir, dans le cas d’une diffusion & seuil, une estimation
de rg, consistante et asymptotiquement normale avec une vitesse et une variance asympto-
tique identiques a celles de I'estimateur du maximum de vraisemblance, mais basée sur une
observation discrétisée a pas fin h, (h, — 0) du processus : (X, )r—q, avec nhy, = T.
Nous nous basons pour cela sur 'estimateur des Moindres Carrés (M.C.) associés au schéma
d’approximation d’Euler.

Lorsque (X;),», est ergodique et la fonction de dérive est de classe C? sur R (modele
C?), les résultats ‘de Florens-Zmirou [5] impliquent la consistance de cet estimateur sous la
condition nh, — oo et h, — 0. Si de plus nh3 — 0, il est asymptotiquement normal avec
la vitesse y/nh, et une variance limite égale & I'inverse de I'information de Fisher. Nous
allons montrer que cet estimateur conserve ses propriétés asymptotiques sous des conditions
analogues lorsque b € 0{20}, si 'on impose que b soit lipschitzienne .

Nous établirons en outre que cet estimateur est asymptotiquement équivalent a 'E.M.V. basé
sur une observation continue de la trajectoire sur [0, 7).

Dans une deuxieme partie, nous présentons le schéma d’approximation d’Euler pour les
diffusions a seuil. Le § 3 regroupe les hypotheses et résultats techniques permettant I’étude du
comportement asymptotique de ’estimateur dérivé des moindres carrés et du schéma d’Euler.
Dans la section 4, nous prouvons la consistance de cet estimateur lorsque nh,, — oo et h,, — 0.
Le § 5 est consacré a I'étude de la loi asymptotique. Le fait que le contraste ne soit pas de classe
C? sur tout R, nous oblige & recourir & un schéma de démonstration différent des techniques
habituellement utilisées (dérivation du contraste au point d’estimation). Nous commengons
par établir la vitesse de convergence de ’estimateur en imposant un premier renforcement de
I'’hypothese de décroissance de la suite (hy,),, vers 0 : si (nhz)n est bornée, nous obtenons une
vitesse de convergence de I’estimateur en v/nh,. Nous montrons ensuite que I'estimateur est



asymptotiquement normal, sous la condition supplémentaire nh3 — 0. Dans la sixiéme partie,
nous expérimentons les résultats précédents pour un modele de diffusion particulier du type
de (2) : un CTAR(1) (modele AR & seuil et & temps continu) & raccordement continu. Notons
que ces diffusions & seuil, sans hypotheése de continuité sur la dérive, sont étudiées dans [1],
[2] et [8]. Dans le dernier paragraphe, nous comparons I'E.M.V. en temps continu et notre
estimateur. Plus particulierement, nous montrons qu’ils sont asymptotiquement équivalents.

2 Résultat d’approximation d’Euler pour les modeles a seuil

Considérons I’ e.d.s. définie par :

dX, = b(X))di+0o(X,)dB;, 0<t<T (3)
Xo = ¢

Soit X = (X¢)e[o.7) une solution de cette équation sur (2, 7, P) et notons E I'espérance sous

P. Pour un modele C?, le schéma d’approximation d’Euler & pas § permet d’approcher le
modele discret exact avec une erreur de I'ordre Op (62) [13]. Pour les diffusions & seuil, le
résultat est le suivant :

Lemme 1 (Schéma d’Euler pour les modéles a seuil)
Supposons que :

1. be C{Qa} et o est continue sur R.

2. Pour toutt >0, E (fot % (Xy) du) <ooetE (fg [v'o]? (X,) du) < oc.
Alors :
Vit> 0, Xt+5 =X; +(5b(Xt) +n + &t

avec :

46 t+4d
mz/t (t+6—3)h(Xs)d3+%[bl(a+)—b/(a_)]/t [Ls (a) = Lt (a)] ds

ot h(z) =b(z)V (z) + 102 (2) V" (z) et (Li(a)),sq est le temps local de (X;);q en a ([10],
p.218). De plus, (g¢);>, est une suite de variables de carré intégrable, telles que E[ey | Fy] = 0
et définies par : -

t+9
£ = /t o (Xs) [1+ (t+6—s) b (X,)] dBy

Commentaire :

La différence entre le cas C? et le cas & seuil réside dans I'ordre de grandeur de la variable
d’erreur 7;. Dans le premier cas, elle est en Op (52). Ceci n’est plus vrai pour les diffusions &
seuil du fait de I'apparition du temps local. Cependant, si b est lipschitzienne, on va montrer
que dans les deux cas, E (|n:|) < C62. Ainsi, lorsque la dérive dépend d’un parameétre de
translation ry, qu’il s’agisse d'une diffusion & seuil ou d’un modele C? [5], si nh,, — oo et
nh3 — 0, les M.C. associés au schéma d’Euler fournissent un estimateur consistant et asymp-
totiquement normal de ry.



Démonstration du lemme 1 :
La démonstration de ce résultat repose sur le lemme suivant dont la démonstration est donnée
en annexe A.

Lemme 2 Soit (X;),., une semi-martingale continue, X; = Xo + M; + Vi, et f un élément
de C’{2 }- Alors, pour tout t >0 :

£(X)) = f (Xo) /f DdxX, + 2 /f” Jd <M >+ [f' (a*) - f' (a)] Le(a)  (4)
Pour tout t > 0, on a :
t+6 t+4
&M=&+%uaﬁl W&wwwmw+[ o (X,) dB,

Par application du lemme 2, on a pour tout s € [t,t + 4] :

b(Xs)—b(Xy) = /ts (b'a) (Xy) dBy -|-/t (bb’ 3 26") (Xy) du (5)
+ [b’ (a+) - (a_)] [Ls (a) — L¢ (a)]

Donc :
db (Xt) =h (Xt) dt + (bIO') (Xt) dBt + [bl (a"’) — b’ (a_)] st (a) (6)
avec h(z) = (V' + 20%") ().

D’apres (6) et la formule de Ito appliquée au processus (sb (X)), on a

(t+6)b(Xpps) —th (X)) = /t+5b(X )ds+/tt+5 sdb (X,)

t+5 t+0
= s)ds +/ s h(Xs)ds
t t

t+6 t+6
4 /t (ob) (X,)dBs + [t/ (a*) — ¥/ (a”)] /t s dL, (a)
De plus, si 'on multiplie (5) par (¢ + d), on obtient :
t+0 t+0
(t+0)b(Xers) — (t+0)b(Xy) = /t (t+0) (b'o) (Xs)dBs +/t (t+0)h(Xs)ds
+ [b'(a™) = (a7)] [(t +6) Lits (a) — (t + 0) Ly (a)]

En soustrayant membre & membre les deux égalités précédentes, on obtient :

t+0 t+9 t+6
/ (b(X,) —b(X,))ds = / (t+6—2s) (Vo) (Xs)st+/ (t+6 —s)h(X,)ds
t t t

t+5
= [t (a¥) =V (a7)] [(t +0) Lyys (a) — (t+ 9) Ly (a) —/t s dLg (a)]

Or, appliquant la formule de Ito au processus (sLs (a)) g, on a :

t+0 t+0
@+®MMMF%HWMM®—1+sﬂﬂ@=l+Lﬂwﬁ—MM@

On obtient ainsi le résultat annoncé. .



3 Hypotheses et résultats préliminaires

On définit LZ (u) = {f R =R, p(f) =0, p(f?) < oo} et pour tout p € N, 1l =
e (1F17))7.
Pour k € N, Agp, B = Bgp, — B—1)n, représente l'accroissement brownien entre khy, et

(k+1) hy.

On note pour s € [0,77], bs(r) =b(X; — 1), et pour (a,b) € R?, M, = max{|al,|b|}.
On suppose que 7 € |a,b[, ou a et b sont deux réels tels que a < b.

Posons les conditions suivantes (A) :

(A 1) b appartient a C{QO} et il existe K > 0 telle que :
V(z,y) € B, [b(z) —b(y)| < K |z —y
On suppose de plus que b” est & croissance polynomiale.

(A 2) Notons s, (z) = exp ( 2 f b(y —ro) dy) la dérivée de la fonction d’échelle associée a

(1) et supposons que :
oo 0 oo
/ Spo () dz = / Sro (T)dz =00 et / [ ()]t dz = C (r9) < 00
0 —o0 —o0

Notons /iy, la loi de densité g, () = [C (r0) sy, ()] par rapport & la mesure de
Lebesgue.

(A 3) La loi de & est pup,.

(A 4) Notons 7f, le semi-groupe associé & (1).
Hro admet des moments de tous ordres et il existe d > 0 tel que pour tout ¢ > 0, on a :

Vf € L2 (1ir) HﬂrofH?u < exp (=6t) [|flly,4,,

On peut faire les observations suivantes sur (A) :

1. Hansen et Scheinkman donnent dans [7] (proposition 9, p.801) des conditions suffisantes
pour vérifier (A 4). Sous (A 1), (A 2) et (A 3), il suffit de montrer que :

(a) liminfy o0 ¢ry () =0 et limy_ 4 o ﬁ existe et est finie.

(b) liminf, o gr, () =0 et limyy_ o 55 existe et est finie.

5677“)
Cette hypothese est par exemple vérifiée pour un CTAR(1) (cf. § 6).
2. Sous (A 1), V' est bornée sur R par K.
3. Soit (E;) l'e.d.s. définie par :
dX, = b(X;—r)dt+dB, 0<t<T
X, =



Si (A 1) est satisfaite alors, pour tout » € R, (E,) admet une unique soluton forte
X" = (X{)ejo,r1- Nous noterons PT 1a loi de ce processus (Proposition 0.2.3, [4]).

De plus, le modele considéré étant un modele de translation, si (A 2) et (A 4) sont
satisfaites relativement & (1) alors elles restent vraies relativement & (E;) (Vr € R).
Ainsi, sous les hypotheses précédentes, X" = (X[ )te[O,T] est récurrente positive et p-
mélangeante et ceci quelque soit » € R. La condition (A 3) implique que X" =

(X{°)sco,7) est de plus strictement stationnaire.

4. Sous (A 1) et (A 2), u — b(- — u) est dérivable en tout point r € R dans L? (), de
dérivée —b (- —r) avec :

b(y) = [ (v7) Iys0) + ¥ () Ty<o)] (7)

Cette dérivée u — —b (- —u) est de plus continue en tout point r dans L? (1,). On
montre en effet que :

/R[b(x—r—h) —b(x—r)-i—hl')(:c_r)rqr (£E)da:=0(|h|2)
o —r =)~ b(e )] 4 @) dr=o0(1)
Ll ]

Ce résultat repose sur le lemme 11 (§ 5, p.12).

5. Sous les hypotheses précédentes, 'information de Fisher asymptotique au point r, I (),

associée & la famille de lois de probabilité (P )r clap &St ainsi donnée par :

1(r) = /R (b~ ) du ®)

On vérifie également que : Vr, I (r) =1(0) > 0.

Le modele étant un modeéle de translation, on peut raisonner sans perte de généralité en
prenant 7o = 0. Dans la suite, nous noterons : V ¢ € [0,T], X7 = X;.

Nous terminerons ce paragraphe en énongant deux propriétés et un lemme qui nous servi-
rons par la suite.

Propriété 1 Sous (A) et si (hy),~, est bornée, il existe une constante! C telle que, pour
tout k € N* et tout n, on a : B

E [(thn —E [Xin, | 7(k-1)hn])4] < Ch;,
Propriété 2 Sous (A), il existe C telle que, pour tout k € N* et tout n, on a :
E [|E [Xih, | Fre—1)hn] = Xe—1)hn — hnb—1yn, (0)|] < Ch,

Les démonstrations de ces propriétés sont données respectivement en annexes B et C.

!Dans la suite, ’ensemble des constantes introduites sont finies et strictement positives.



Lemme 3 Sous (A), pour toute f dans L3 (i), on a, si nhy, — oo et hy, — 0 :

2(P)
—Zf (k=1)h) 0

Démonstration :
Si f € L3 (), on a, du fait de la stationnarité, E [ Sohei f ( (k=1 hn)] = 0. En outre, pour
k < j, en utilisant I'inégalité de Schwarz et I'hypothese (A 4) , on a :

|E [f (Xkn,) £ (Xjn,)]l |E[f (chhn) [f (Xjn,) | Frny ]l

j—k)h
||f||2,p,0 To nf 2,410

1£113 ., €xP (=0(j — k)hn)

IN

IN

D’ou :

1 ‘
Sl (n+2 D exp (=0 = k)hn)
0<k<j<n

1 ) exp (—d0hy,)
n ||f||2,uo (1 + 21 — exp (—5hn)

Or, si nh, — oo et hy, — 0, n (1 —exp (—dhy,)) — 0o. On a donc la convergence annoncée. [
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4 Etude de la consistance

La fonction d’estimation obtenue en couplant la méthode des M.C. au schéma d’approximation
d’Euler est donnée par :

Un (r) = nh2 Z Xihy — X(k—1)h, — bnb (X(—1)n, —r))?
" k=1

Nous allons commencer par vérifier que U,, est bien un contraste au sens de la définition 3.2.7
de [4]. U, s’exprime en autre en fonction de la martingale centrée M, et du reste R,, définis
par :

Z bik—1)hn (1) (Xkn, — B [Xin, | Fr—1ynn )

n

Ry (r) = Z (bk—1)hn (0) = be—1y, (1) [B [Xih, | Flom)n ) — Xk—1)h — hnb(—1)n,, (0)]
=1

Ces deux variables statisfont les lemmes suivants qui sont des conséquences directes respec-
tivement des propriétés 1 et 2.

Lemme 4 Sous (A) et si (hy),~, est bornée, il existe C telle que pour tout couple (r,s) €
[a,b]* et tout n € N* :

E (M, ()] < Cnhy et B[(Ma(r) — My(s))*] < O (r — 5)?



et

Lemme 5 Sous (A), il existe C telle que pour tout n € N* :

YV (v,u) € [a,b]Q, E[|R, (v) — Ry (u)|]] < Clv — u nhi 9)
Vn, n €[0,b—a], E sup |Ry, (v) — Ry (u)|| <Cn nhi (10)
|U—“|S7lv(vvu)€[avb]2

sup
0<|r|< Mg p,7€a,b]

Vo, 6 €]0,My[, E

r

B (r) ” < Cnh2 (11)

Utilisant ces deux lemmes, on montre que :
Lemme 6 Sous (A), lorsque nh, — oo et h, — 0, on a :

Vr €la,b], Uy (r)— Uy (0) Lﬁ;) U (r,0) :/(b(x—r) —b(:l:))2,u0 (dz)

otur — U (r,0) est une fonction continue et positive, qui admet un unique minimum en r = 0.

Démonstration :
Pour tout r € [a,b], on a :

Unlr) = Un(0) = =2 (M, (0) = My(r) + %k: (-0 0) = b, (1) + R (1)
Dot d’aprés les lemmes 5 et 4 : _
B{Un() ~ U0) = U (10)] < ~2B[[My(0) ~ M)} + —2-B1Ro ()]
+ kz b1y (0) = bie_ 1y, ()% = U (r,0) ]
< 0=+ ) Ma
+ OB %k (be—1yn, (0) — by, ()% = U (,0) ]

De plus, le lemme 3 implique que si nh, — oo et h,, — 0, on a :

%Z (bte—1)n, (0) = bi—1)n, (r)* = U (r,0)
k=1

E —0

Pour tout  dans [a, b], on obtient la convergence dans L' (P) de U, (r) — Uy, (0) vers U (r,0).
Montrons que r — U (r,0) est une fonction continue qui admet un unique minimum en r = 0.
Par hypothese, b est lipschitzienne et gy admet des moments de tous ordres. Par application
du théoréeme de Lebesgue, on obtient la continuité de U sur R.



Si l'on suppose qu’il existe 7 tel que 7 # 0 et U (7,0) = 0, alors pour tout z € R, b(z —7) =
b(z). On a ainsi : b (77) = lim,_,g+ w = limy,_, o+ w =0 (07) et de méme
V() =0 (0). Or, ¥ () = b (7). On obtient donc &' (017) = ¥ (07) ce qui contredit
I’hypothese b € 0{20}' d

Notons 7, 'estimateur du minimum de contraste associé a U, (définition 3.2.7, [4]) :

= inf U, (r)
r€la,b]
Avant de démontrer la consistance de 7,, il nous faut énoncer une version simplifiée du
théoréme 19 de Ibragimov et Has’minskii ([9], annexe I, p.372) :

Lemme 7 Soient a et b deuz réels tels que a < b. On considére (Y;")re[a,b] un Processus
continu & valeurs dans R. On suppose qu’il existe trois constantes o > v+ 1> 1 et >0
telles que, pour tout couple (r,u) € [a,b]2 vérifiant r + u € [a,b], on a :

E[IY,|*1 < B, E[[Yrpu —Y;*] < Blu"™

Alors, si on note V (Y, L,0) = sup{|Y, —Yul;a <u<r <b|ul < L,r| < Lyr—u<d}, on
a:
E[V (Y,L,5)] < Cop B Lia

ot Cq est une constante qui ne dépend que de « et 7.

Théoréme 1 Sous (A), si nhy, — oo et hy, — 0, 7, L0

Démonstration :

La démonstration de ce résultat repose sur la vérification des hypotheéses du théoreme 3.2.8.
de [4]. La compacité de l'espace du parametre et les continuités de r — U, (r) et » — U(r,0)
sont bien vérifiées. Pour montrer la consistance de 7, il suffit alors d’exhiber une variable
Vi (n) telle que, pour la fonction V' définie au lemme 7 :

P
V77 S 7o, V'Il (77) Z V (UnaMa,ban) p-s. et VTL (77) — ¢ (77)

olt ¢ est une fonction de R™ dans RT qui vérifie lim,_,o ¢ (n) = 0.
Pour tout (r,u), on a :

2 Mn(u)—Mn(r))ﬂan

+ %Z [bk—1)h, (W) = bge—1yn,, ()] [bk—1)hr (0) = bg—1)p,, ()]
k=1

+ 2 > b1y (@) = bg—1yn, (1] [Be—1)n, (0) = be—1),, (w)]
=1

(Bn (1) — R (u))

n

Pour tout 0 < <b—a, on a donc :

2 2
V (Un, My p,m) < WV (My,, My p,b— a) + TV (Rp, Myp,b—a) + 2K (b —a) 7
n

2n



D’aprés le lemme 4, il existe une constante C' indépendante de n telle que, pour tout couple
(r,u) € [a,b]? vérifiant 7 + u € [a,b], on a :

E [Mg (r)] <Cnh, et E [(Mn (r+u)— M, (7'))2] < Cnhyu?

Par application du lemme 7, on obtient : %E [V (M, My p,b—a)] < C' D —a a\ly%’
1
ou C’ est indépendante de n. D’ou : %V (Mp, My p,b—a) Lﬁ;) 0.
L'(®)

De plus, le lemme 5 implique que : %V (Rpy Mg p,b—a) — 0.
Posons alors : V, (n) = %V (My, My p,b—a) + %V (Rpy Map,b—a) +2K2 (b —a)n.

1
Compte tenu de ce qui précede, pour tout n < b—a, ona: V, (n) L® ¢ (n) =2K*p(b—a). O

5 Vitesse de convergence et normalité asymptotique

Enoncons le résultat de normalité asymptotique de 7, :

Théoréme 2 Sous (A), si (hy)
(8), on a :

est telle que nh, — oo et nh3 — 0, et pour I(0) définie en

n

1
nhy,m, E(—P;) N (0, 0 (0))

Du fait de la non régularité du contraste, ce résultat ne peut étre obtenu par la méthode
classique (résultat § 3.3.4. de [4]), basée sur la dérivabilité & I'ordre 2 du contraste et qui
consisterait & développer U}, (7,,) — U}, (0). Ainsi, aprés avoir identifié la vitesse de conver-
gence de 7, vers 0, nous développons le contraste autour de 0 en mettant en évidence une
décomposition qui satisfait une propriété LAN (Local Asymptotique Normality, cf. [9]).

Comme le montre le théoréme qui suit, 'identification de la vitesse de convergence de 7,
vers 0 nécessite un premier renforcement de I’hypothese de décroissance de la suite (hy,),, vers
0: si (nhf’l)n est bornée, la suite (\/nh,fn)n>0 est alors tendue.

Théoreme 3 Sous (A), si (hy), est telle que nh, — oo et (nh%)n est bornée, alors pour
tout € > 0, il existe Hy > 0 et ny, € N* tels que pour n > ng, :

. Hy
P < >1-
(7= ) 21

La démonstration de ce résultat repose sur la transposition d’arguments développés par Chan
[3] dans le cadre de modeles autorégressifs a seuil & temps discret.

Démonstration :

Pour tout A €10,b[, on a :

A>|r|> A vnhy,

Vnhn

P < inf  (Un(r) — Up(0)) > 0) <P(fu]>A)+P <|?n| < i)

10



Du fait de la consistance de 7,,, pour tout A € ]0, b[ et tout & > 0, on sait qu’il existe nan € N*
tel que Vn > na, P (|| > A) < 5. 1l nous suffit donc de trouver Ag > 0 tel que, pour tout
e >0, il existe Hyp > 0 et ny, € N* qui satisfont pour n > ng, :

P inf  (Un(r) —Un(0)) >0 ] >1— 2
o> |rl> A0 2
On aura alors le résultat attendu en prenant n'y = max{na,,nm,}
Dans le cas o r > 0, on a :
1 & 5 2 2
Un(r) =Un(0) = — Z (bk—1)hn (0) = bp_1yp,, (r))” + . (M (0) — My(r)) + TR” (r)
n i~ nhy, nhy,
" bee—1yn, (0) — b 2
> 42 inf L 3 ( (k=1)hn (0) = bige—1)h, (7“))
Axr> =TT r
1 | M, - M, 1
o sw O M) e L [Fal)
AZTZL}L nhn r A>r> Hh nhn r

Or:

Lemme 8 Sous (A), si (hy),, est telle que nh, — oo et hy, — 0, VA €]0,0], Ve >0, VH >0
et Vn > 0, il existe ng tel que, Yn > ng :

n 2
p ( inf lz (b(k—l)hn(o) = bk—1)h, (7”)> S $(A) - (24 A)’fl) Sl

_H n r
A2r> Vnhnp k=1

avec ¢ (A) = ||b'||§’u0 —4K2%q(A) — AG (A), ou q et G sont des fonctions continues, crois-
santes, telles que q(0) =0 et G (0) < oo.

La démonstration de ce résultat est donnée en annexe D.
De plus, on a les deux résultats suivants, démontrés en annexes E et F :

Lemme 9 Sous (A), si (hy),, est telle que nhy, — oo et hy, — 0, pour tout A € ]0,b[, € >0
et tout n > 0, il existe Hy > 0 telle que pour H > Hy, 3 nk € N* tel que, Vn > nl, :

1 | M,(0) — M,
P sup w(0) 5 n(r) >n| <e (12)
AZTZ% nhn T

Lemme 10 Sous (A), si (hy),, est telle que (nh;o;)n est bornée, pour A €]0,b[, € > 0 et tout
n > 0, il existe Hy > 0 telle que, VH > Hy, 3 n%[ € N* tel que, Vn > n%[ :

>n| <e (13)

11



On obtient donc que, pour tout A € 0, b[, tout € > 0 et tout n > 0, il existe
Hy = max {H;, Hs} >0 et ny, = max {no,n}lo,n%,o} tels que, Vn > np, :

P<Vre [\/%,A] ,Un (r) — U, (0) 2r2[¢(A)—(6+A)n]) >1—3¢

La fonction A — ¢ (A) est continue et décroissante avec ¢ (0) = ||b/ ||§,M0 > 0. Il existe donc
Ag > 0 tel que ¢ (Ag) > 0. On choisit alors n = Qﬁi(fg)o)'

Lecasour € [—A, — [ se traite de maniére analogue. [J

H
vVnhy
Notons que la condition imposée sur la vitesse de décroissance de (hy,), vers 0 (lemme 10)
résulte de la majoration E [|77(k—1)hn|] < Ch2 (cf. annexe C, (29), p.27) ol (”(k—l)hn)kzl .
sont les erreurs définies au lemme 1.

Comme nous l’avons précisé, pour établir la normalité asymptotique de 7,, nous adoptons
le type de critére développé par Ibragimov et Has'minskii dans [9]. Le théoreme 1.2 de [9]
établit la normalité asymptotique de ’estimateur du maximum de vraisemblance lorsque la
vraisemblance du modele considéré satisfait une condition LAN (définition 2.1 [9]). Nous
allons adapter ce résultat & notre cadre d’étude (théoréeme 4).

La suite (v/nh,7y) étant bornée en probabilité, on définit :

Zn (1) = nhy, (Un ( \/;‘T) —U, (0)) (14)

Théoreme 4 Supposons que, pour tout u, on puisse écrire :

Zn (u) = 21 (0) ul, + I (0) u? + ¥, (u) (15)

ou I(0) est une constante strictement positive. Si de plus :

1. A, converge vers la loi normale centrée et de variance ﬁ.

2. u — Wy, (u) est continue p.s. et telle que, pour tout B > 0, supj,<p |¥n (u)| tend en
probabilité vers 0 lorsque n — —+00.
L(P)

Alors : \/ilunn + Ay 50, nhatn =" N (O’ ﬁ)

La démonstration du théoreme 4 est donnée en annexe G.

Pour montrer le théoreme 2, il nous suffit donc d’exhiber une décomposition de Z, de
la forme (15) telle que les trois termes de ce développement, I (0), A, et ¥, satisfont les
hypotheses du théoréme 4.

Commencons par identifier chacun des trois termes qui constituent ce développement.
Nous utilisons pour cela une généralisation de la formule de Taylor dans le cas d’une fonction
de C{QO}.

Lemme 11 Si b est un élément de C{QO}, on a pour tout x et tout r :

b(a)=blz—r) = [V (27) Igso) + V' (27) Laco)] 7
[b’ (O+) -V (O_)] [(r — )" Iizs0) + (7 — r)t I(zgo)]

T v
- / / V' (z — u) dudv
0o Jo
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Ce résultat repose sur le méme type d’arguments que ceux développés dans la démonstration
du lemme 2 (annexe A-1).

Le premier terme de droite de cette égalité est la fonction b définie en (7) et nous noterons
par la suite :

Afryz) = [0 (07) =t (07)] [(r —2)" Iipsoy + (2 — 1) T1ucp)] (16)

/ / b’ ! u) dudv

Par application du lemme 11, I (0) étant I'information de Fisher asymptotique ( (8), § 3), on
a:

1
Zn(u) = 2u b (X(k—1)hn) (Xhn — B [Xiny | Fie-1ynn])
nhy, P
n
_ 9 A( = X ) (Xkho — B [Xen, | Fr-1n,])
prt nhy,
1 & 2
+ o ﬁ;@) (X(k_l)hn)—I(O))-i-u?I(O)
u n u
— 2h, nhn;b(X(k_nhn)A(\/Tn Xk l)h)
n
2 (i X ) 2 (=)
+ hnk_l o (k—)h, | T 2Ry .
Posons
Dy (n) 13
A, = D = X X —E|X =1
"= T nhnkZ:lb( (b=1)hn) (Xkh, [Xkhn | Flom1ynn]) > n)
DM = 0

Uy, (u) = —ZZA <\/%7X(k—l)hn) (Xkh, — B [Xpn, | Fre—1)n,]) + 2Rn (VZT)

< Zb (k— 1)) >+h Z ( X(k—l)hn)
- 2U\/72b (Xk=1h) <\/T Xk 1)hn)

Il nous reste & montrer que, sous (A), les termes de cette décomposition (15) satisfont les
deux conditions du théoreme 4.

La loi asymptotique de A,, résulte directement du théoréme suivant :

Théoréme 5 Sous (A), lorsque nh, — oo et hy, — 0, on a :

DM "5 N (0,1 (0))
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Démonstration :

Sous (A), D) = (D,(Cn))0<k< est une (]-"(k_l)hn)k>1-martingale de carré intégrable. La
— _n -

démonstration du théoréme repose alors sur la vérification des deux hypothéses du théoreme
2.8.43 de [4] (p.82).
L'(P)

2
e On montre que < D > = Yi E [(D,(Cn) - D,g"_%) | F(k—l)hn] — " 1(0). En effet :

n

1 N2
<D>P = o (b) (X(k-1)h,) E [(thn —E [Xp, | f(k—1)hn])2 | f(k—l)hn]
n k=1
1 — 2
= = (b) (X(k=1)n) + Cn
=1
avec .
1 a2 khn, 2
On = i (5) (Xemim,) B /( o, O =B [ [ ] ds | | Fioo,

-\ 2 1
Or, le lemme 3 implique que : %22:1 (b) (X(k_l)hn) L—(>P) 1(0).

De plus, par une application de I'inégalité de Schwarz, on montre que : E [C,,] < 2K?||b| |§’ 1o P

1 1
On a donc : C, L—(})) 0. Dou: <D >$ln)L—(f) I1(0). La premiere hypotheése du théoreme

2.8.43 est donc vérifiée avec v (n) = n.

e Il nous faut maintenant montrer que la condition de Lindeberg est satisfaite. Pour tout
e > 0, on obtient par application de I'inégalité de Schwarz :

n 2
ZE [E UD](JL) — D,(fi)l‘ I(’Dim_plgn_)l‘zg) | f(k—l)hn”
k=1

1
2

1 < N\ 4
< — %8 (b) X ) I n
< 22| 6)" o) o)
Or, d’apres la propriété 1, il existe C telle que :

1
RE
E [ (Xen, — B [Xin, | Fana])']” < Cha
De plus, I'inégalité de Markov & lordre 1 et la propriété 1 impliquent que :

1 CK\ 2
>e)’ < K2 2=
—6) s K (a/ﬁ)

1
2

E [(thn -E [thn | f(k—l)hn])4]

1
A 4 2
E [(b) (X(’“‘”h")I(!Di")—Di’?l\Ze)] <x*p (| - b,

On en deduit donc qu’il existe une constante C’ telle que pour tout n :

S5 [B |0l - o,
k=1

!

N

oo oy 1P| <

D’ou :
I(’ch")—Dz(i)l‘Ze) | }—(k—l)hn] =0

n
> ||pf” - o,

k=1
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Puisque la condition de Lindeberg est vérifiée, on obtient bien la convergence en loi an-
noncée.l]
L’hypothése 1 du théoréme 4 est donc satisfaite car par définition A, = I (0)™" DSZ”).

La vérification de I’hypothese 2 du théoréme 4 repose entre autre sur ’obtention du résultat

suivant : pour tout B > 0, sup,<p ‘Rn (#)‘ £, 0. Comme dans le théoréme 3, clest
lordre de la majoration, E [|77(k_1)hn H < Ch2, qui va imposer une vitesse de décroissance de
(hp) vers 0. On a ainsi un nouveau renforcement de I’hypotheése (nhf’l) bornée.

Théoréme 6 Sous (A), si nh, — oo et nhd — 0, on a pour tout B >0 :

1
sup |, (u)] "5 0
|lu|<B

Notons que la propriété satisfaite par la fonction ¥,, est plus forte que celle requise pour
obtenir le caractere LAN du contraste en 0.

Démonstration :
On a:

sup [¥y (u)| < 2 sup

> A (—\/:”Zh_’X(k—l)hn) (X, =B [Xin, | Fo-vna])| (A7)
k=1 "

lul<B lul<B
+ 2 sup |R, (LN (18)
lul<B Vnhy
Loy (b>2(X(k_1)h ) —1(0) (19)
nk:l "
' hn;;ig%A (\/nhn’X(’“‘”h"> (20)

sup
[ul<B

hy, "0, U
+ 23\/7;‘5()%—1)%) A(maX(k—l)hn>| (21)

Montrons que chacun de ces cing termes, (17) & (21), tend vers 0 au sens L' sous P. Pour
cela, nous utiliserons la propriété suivante :

Propriété 3 Sous (A), pour tout B > 0, il existe Cg > 0 (qui ne dépend que de B) telle
que, pour |u| < B, |v| < B, et pour n tel que nh, > 1, on a :

E

E

(o con b (0B L
o 4 (o ) | < o (2 (G )+ .

ot Q est une application continue telle que @ (0) = 0.
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Ce résultat repose sur la majoration suivante; pour tout z, si |u| < B, |v| < B et nhy > 1,
ona:

u v V—Uu V—Uu
_ - _ _ < (07 — b (0 -
‘A<\/W$> A(mM < PO =Y OO Zom Lot ) + 52 @,
avec Gp(z) = C(1+|z|+ B)*

Terme (17) : Posons : A, (u) = > A (\/#—n’X(k—l)hJ (Xkn, — B [Xin, | Floeynn))-
Soit n tel que nh, > 1. Appliquant I'inégalité de Schwarz et utilisant les propriétés 1 et
3-(22), on montre que, pour tout B > 0, il existe Cp telle que si |u| < B et |v| < B :

B (4 ()~ 8, 0] < G (@ 2] + (nfjn)2>% (v -’

et :

215101 - 07 < 30 (0 )+ )

De plus, A, est un processus continu car, pour tout z, u — A (u,z) est continue. On peut
donc appliquer le lemme 7. Sinh, > 1 et (hy),, est bornée, on obtient :

E |1st|u§11q|An (u)|| <E[V (A, B,2B)] < Kp (Q (\/an) N (n;n)Q)%

avec @) (\/an) + (nhln)2 qui tend vers 0, lorsque nh, — co. On a donc, pour tout B > 0,

Li(P
Supjy|<p |An (u)] ity 0, lorsque nhy, — oo et (hy,),, est bornée.

Terme (18) : Utilisant la propriété de Lipschitz de b et la propriété 2, il existe une constante
finie C'g telle que pour tout n, nh, > 1 :

(i) < oo

Si nh, — oo et nh3 — 0, on obtient donc :

E | sup

lul<B

1
L'(P)

u
sup |R (—> 0
wi<nl  \Vnhy
: : 1 n i\ 2 L*(P)
Terme (19) : Par application du lemme 3 : | -3/, (b) (X(k_l)hn) —I(0)] —="0.

Terme (20) : Pour montrer la convergence L' vers 0 de la variable considérée, il suffit
d’utiliser la propriété 3-(23).

Terme (21) : Enfin, par application de I'inégalité de Schwarz et de la propriété 3-(23), il
existe Cp telle que :

B o |;
VoS b (X,
k=1

1

E < (CpK <Q <——’fh ) +%)5

sup
|ul<B

U
(G Koo )
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On a donc :

1
E®

sup
[ul<B

\ = X A X
n kz:; ‘b ( (k—l)hn) M? (k—1)hn

Chacun des cinq termes, (17) & (21), converge vers 0 au sens L' sous P; le théoréme 6 est
donc démontré. [J

Nous avons donc trouvé une décomposition de Z, du type (15) telle que, sous (A), les con-
ditions du théoréme 4 sont satisfaites sous la condition nh, — oo et nh} — 0. Le théoréme
2 est ainsi démontré.

Notons que, dans [14], le probléeme d’estimation du parametre de seuil est également traité
pour un modele autorégressif discret du type :

Xp =b(Xp—1 —10) +ex

ou la fonction d’autorégression b est dans C{QO}. Les techniques utilisées dans le cas des

diffusions & seuil sont alors adaptées pour étudier les propriétés asymptotiques de 'estimateur
des Moindres Carrés Conditionnels de rg.

6 Applications : Modele CTAR(1)

Dans ce paragraphe, nous allons spécifier les résultats précédents pour un modele CTAR(1)
([1], 2], [8]) & raccordement continu défini par :

dX; = (—alXtI(Xt>0) - athI(XtSO)) dt + dBy (24)

Dans ce cas, le parametre de seuil est 79 = 0. Commencons par examiner les conditions (A).
(A 1) est aisément vérifiée.
La dérivée de la fonction d’échelle associée & (24) est donnée par :

80 (r) = exp (a1w2) I(3>0) + exp (a2w2) Iiz<o)

(A 2) est ainsi satisfaite si et seulement si a; > 0 et ag > 0. La densité de la loi invariante
Mo est :

@ (@) = (ﬁ) 2\/“;1 exp (~a12%) Loy + (%) 2\/“;2 exp (—asa?) I<oy

On vérifie facilement que I (0) = (%) et que I (0) > 0 pour a; > 0 et ag > 0.

D’apres la remarque 1 faite au § 3, (A4) est satisfaite si a; > 0 et ag > 0. On a en effet :

=0

lim z)=0 im
|a:|—>+ooq0( ) =0, |z|—+o00 2b ()
Etude expérimentale par simulation :
Nous prendrons comme domaine de recherche de ry, I'intervalle [a,b] avec a = —4 et b = 5.
Pour simuler le point initial X (w) selon la loi g (A 3), on se base sur la propriété suivante :
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Propriété 4 Soient U une v.a. uniforme sur [0,1] et X une v.a. gaussienne centrée réduite.
On suppose que U et X sont indépendantes. Posons :

y- L Ly
T Va2ar (USm) V2 (R <Ue)

\/201
Alors, la v.a. Z définie par Z =Y |X| suit la loi pg.

Pour a1 =1, as = 2 et vy = 0, nous simulons n observations & partir d’'un schéma d’Euler

a pas 1%%. Comme le résultat de normalité asymptotique de 7, est obtenu pour une suite

1
(hy) telle que nh? — 0, nous avons choisi h, = (nln(In(n)))”3. On a alors pour n = 5000,
hy, ~ 0.04536 et T' = nh,, ~ 226.83.
Cette étude numérique est menée en supposant dans un premier temps les parameétres a; et
as connus. Nous calculons N = 100 estimations indépendantes du parametre de seuil. Nous
: _ 1NN s _ 1 N (=i 2 14 variance
notons ry = 3 » ., 7y, la moyenne empirique et Sy = = > ;o (rn — rN) la variance

empirique des estimations. ry est & comparer & rg =0 et T'Sy a ﬁ = % ~ (.4459.

Nous complétons cette étude numérique en testant la normalité N (0, ﬁ) de la loi limite
des (\/Tﬁl) '
=1,

avec by = —oo et byg = +oo, sur lesquelles la loi N (0, ﬁ) a une probabilité p; ~ 0, 05.

par un test du Khi-Deux. Pour ce faire, on choisit 20 classes C; = ]b;—1, b;],

Pour tout 2 = 1,20, on note N; = Z;V:1 I(\/m?j Elbizrbi]) I'effectif observé pour la classe C;,
N2
Peffectif théorique étant Np;. On définit alors Ky = YN (Nechpd

loi N (0, ﬁ), la loi de Ky est un Khi-Deux & 19 degrés de liberté. La zone de rejet choisie
pour un risque de premiére espece de 5% est { Ky > 30.1}.

. Sila loi limite est la

Dans un deuxiéme temps, nous nous placerons dans le cas ou a; et as sont également des
parametres a estimer. Pour r fixé tel que ming—1, X(x_1)p, < r < maxg—1, Xx_1)n,, les
estimateurs du minimum de contraste de a; et ay associés & U,, sont :

~ 1 2oher (F = Xe—1yn,) (Xh, = X(k-1),,) I(X<k—1>hn>")
aln (T) = h_
n

2
ZZ:I (T - X(k—l)hn) I(X(k—l)hn >7")
ZZ:l (7’ - X(k_l)hn) (thn - X(k—l)hn) I(X(k—l)hngr)

R 1
azp, (T) = 2
hn Yy (T - X(k—l)hn) I(X(k_l)hn <r)

On remplace alors dans le contraste aq et as par leur r-estimation et on minimise en r la fonc-
tion ainsi construite. L’estimation 7, étant obtenue, on estime a; et as par a1, (7) et a2, (7).
Nous indicerons par * les résultats obtenus relativement & cette procédure d’estimation.
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Figure 1: Histogramme des estimateurs (nhy)2 (7 —rg) lorsque a; = 1 et as = 2 sont

Supposés connus.

N

Figure 2: Histogramme des estimateurs (nh,)2 (7, — o) lorsque a; = 1 et ag = 2 sont estimés.

N

Figure 3: Histogramme des estimateurs (nh,)? (a; , — ay) lorsque a; =1 et ag = 2.
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o N I(O)_l TSN
0 | —0.001974 | 0.4459 | 0.397615

Table 1: Moyenne et variance empiriques du parametre de seuil pour N = 100 lorsque a; =1
et as = 2 sont connus.

a}v a?v TN TSy
1.016415 | 1.969189 | 0.004132 | 1.689259

Table 2: Moyennes empiriques des estimateurs de a1, as et 7o pour N =100 et a; =1, ag = 2
et ro = 0.

Conclusion :
Que a; et ao soient estimés ou non, les moyennes empiriques pour le parameétre de seuil ap-
prochent 7y avec une précision de I'ordre de 1072, Alors que la variance empirique est proche
de la variance théorique si a; et as sont connus, elle s’en éloigne naturellement lorsque a; et
as doivent étre estimés, et cela bien que ces estimations soient en moyenne proches & 1072
prés des vraies valeurs des parameétres aq et as. Lorsque a; = 1 et as = 2 sont connus, le
test du Khi-Deux nous permet de confirmer, au niveau 5%, que la loi limite commune des

(\/W?fz)i:l,]v est la loi N (O, ﬁ) On trouve en effet Ky ~ 22.59.
Pour ce modele & seuil particulier, lorsque a; et as ne sont pas estimés, les résultats numériques
sont conformes aux résultats théoriques énoncés aux § 4 et § 5.

Sion se réfere a [3], on peut conjecturer que 'estimateur du minimum de contraste (a1, G2, )
associé a (a1, a9, rg) est tel que (a1, az,) est asymptotiquement normal avec une vitesse stan-
dard et indépendant de 7,,, la loi asymptotique de 7,, n’étant pas affectée par I'estimation de

(a1, as).

201

N

Figure 4: Histogramme des estimateurs (nh,)? (as , — as) lorsque a; =1 et ag = 2.
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7 Comparaison de ’estimateur du maximum de vraisemblance
et de ’estimateur du minimum de contraste

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que l'estimateur du minimum de contraste est
asymptotiquement équivalent & lI'estimateur du maximum de vraisemblance basé sur une
observation continue (Xt)te[o,T] du processus solution.

La log-vraisemblance continue est donnée par :

T T
pr =i (5 ) 00 = [ 00— —boxajax, - 3 [ () -7 0]

Un estimateur du maximum de vraisemblance est défini comme une solution 77 de I'équation :

—Ly (rr) = Tél[%fb] (=L (r))

Dans le cadre général d’'une diffusion ergodique, de dérive dérivable par rapport au parameétre

en tout point 7 € Ja, b[ dans L? (i), Kutoyants prouve que (P,T )r Clab| est LAN en 7 sur tout

Ja,b[ avec la fonction de normalisation @7 (r) = \/TlI(r) (définition 1.2.1 et théoreme 3.3.8,
[12]). Sous des conditions supplémentaires, l'estimateur du maximum de vraisemblance est
consistant, asymptotiquement normal & la vitesse vT et asymptotiquement efficace au sens

des estimateurs asymptotiquement minimax selon Hajek (théoreme 3.4.4, [12]).

L’hypothese de translation faite sur le modele et (A) permettent de vérifier 'ensemble des
conditions d’application de ces deux résultats. Pour r = 0, on a en particulier :

Vu, Zp(u) = — (LT (%) — Ly (0)) = 27 (0) ulp + I (0) w2 + Uy (u)
avec, lorsque T' — 400 :
B 1 T. B £(P) 1
Ar = s o /0 b (X,) [dX; — b(X;) df] 25 N (0, I(O))

Yu, Up(u) 250

On a de plus :

e 20, Ve CB (0,1
1(0)
1

10 (25)

lim Lm su E[T? —7«2]:
n—0T—+o0 |r|<I:7 ( T )

La relation (25) prouve lefficacité asymptotique de 7r au sens de Hajek. Cette égalité im-
plique en particulier que 7' — 400 [6] :

VT 7p + Ap 250 (26)

Ce résultat va nous permettre de montrer que 7r et 7, sont asymptotiquement équivalents :
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Théoréme 7 Sous (A), lorsque T = nhy, — +oo et nh3 — 0, on a :
VT (Fr — ) — 0
En effet :
VT (7 = 7) = (VT Pr 4+ Ar) + (A = A7) = (Vihaa + A,)
avec (26) et le résultat du théoreme 4 :
si nhy, — 400 et nhd — 0, M?n+Ani>0

Pour compléter la démonstation du théoreme 7, il suffit donc d’établir que :

Lemme 12 Sous (A), lorsque T = nh,, — +o00 et h, — 0, on a :
A, —Ar 250

Démonstration :

Ar— A, b(X) — b (Xe1yn,) | dBy

khy
kz _ /(k_l)hn [b(X) B [b(X) | Fory, ] d

1. Nous commencerons par montrer que :

1 mL ke . . L*(P)
S / b(Xt) —b(Xp— dBy — 0
"= VTT0) o, [ (X)) = b (X 1)hn)] ¢

On a :

. . max(y,x)
) —b) = [ = [ (07) = (00)] (e ) )+ B ) ()
min(z,y

Sous (A 1), on obtient la majoration suivante :

b ) = b @) < €+ fal + ) + ¥ (07) =0 (07)] (Ta- () Tir () + T () Ty ()

On en déduit donc que :

hn
E[S$2] < LCQ/ E (14X, +Xo))2® X, — X,|?| dt
I (14 1]+ [ Xo])** X, — Xo]
10N B (0= 12
26(07) 12)(0 )|P sup | Xy — Xo| >0
1(0) It|<hn

Par I'inégalité de Schwarz, on a :
i i
E [(1+]X] + [Xo)™ | X, — Xol*| SE[(1+]X] +]X])*]* B [1X, - Xo*]”
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Utilisant le résultat du probleme 3.15 de [10] (p.306), sous (A 1) et po admettant des
moments de tous ordres, il existe une constant M finie telle que :

vie (0,1, B [(1+ X+ X" < M, B[1X, - Xo|'| < Mt
D'ou :

B[s2] < 20°MVAn 2 (01) — V(O
T 31(0)3 1(0)?

sup | Xy — Xo| >0
[t|<hn

Par continuité de ¢ — X; (w), on montre que : lim, . P (SUP|t|§hn | X — Xo| > 0) =
0. On a donc le résultat annoncé.

2. Nous allons montrer que :

K LiP)
T, = Zb X(k—1)hn /( h [b(Xe) —E [b(X4) | Fk—1pn,]] dt =0

Utilisant la remarque 2 (§3), on a :

E (T[]

khn,
WI Z/ E [|b(X;) —E [b(Xy) | Friyn, ][] dt

2K/,
< = 1111,
1(0)

On obtient la convergence annoncée.

Ar — A, converge en probabilité vers 0 puisqu’elle se décompose comme la différence de deux
variables qui convergent en probabilité vers 0. [
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A Démonstration du lemme 2
Dans la suite, on note : Sy, (a) = h(a™) —h(a")

1. Montrons que si f € C’{2 b f estla différence de deux fonctions convexes.

Soit z < a. Pour tout y € R, on définit G (y) = [? " (u
Intégrant par parties, on obtient :

V>0, Gla+t)=f(a+t)—f (z)— Sy (a)

De plus :
Gla—t)=f'(a—t)—f' ()
On a donc :
VyeR, Gy)=f"(y7) — ' (&) = Sy (a) L{acy) (27)
D’ou :

VzeR, /zG(y)dyZf(z)—f(év)—f'(év)(z—év)—Sf'(a)(z—a)+

A2 = f@)+ @) =)+ [Sp @] (—a) / / 7))+ dudy
foz) = [Sp(a)] (2—a) // [f"(w)]” dudy

f1 et fy étant des fonctions convexes, on a le résultat annoncé.

2. Pour achever la démonstration du lemme 2, on applique le changement de variable
généralisé & f1 et fo ( théoreme 7.1 [10], p.218 ). On obtient :

[ (Xy) = f(Xo) / I (Xs)dXs +/Lt(x)u(dx)

ou v est la mesure définie par v ([u,v[) = f' (v=) — f' (u™). Or, d’apreés ’équation (27),
onapouru<uv:

P = £ ) = 5p @ (o + [ 7
On obtient ainsi :
(X)) = £ (Xo) /f ) dX, +/L( )" () di + Sy (a) L (a)

avec : [ Li(z) f" (z) dz = 3 fo f"(X,)d < M > ([10], p.218).

On a donc le développement annoncé. [
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B Démonstration de la propriété 1

Soient k et n quelconques. On a :
khy,

X — B [Xih, | Fh-1)hn] = Din, B+ /(k o (bs (0) — E [bs (0) | Fix—1)n,]) ds

Or, pour tous réels = et y, (z + y)4 <38 (:v4 + y4). Donc :

khyn

k—1)hn

4
(Xkh, — E [Xin, | f(k—1)hn])4 <8 I:(AkhnB)4 + (/( (bs (0) = B [bs (0) | Fr—1yn, ]) db’) ]

Par une double application de I'inégalité de Schwarz, on obtient :

kh, 4 kh, )
( / (b5 (0) — E [bs (0) | Fre—1y,]) ds) < hd / (bs (0) — E [bs (0) | Fg—1yp,])" ds
(k=1)hn (k—1)hy

IN

khy
8h3 /(k o (b3 (0) + E [b1 (0) | F—1)h, ) ds

En passant & I'espérance sous la loi invariante pg, on a :

khn 4
E (/( (bs(O)—E[bsm)|f<k_1>hn]>ds) < 165, |[bl[; ,, (28)

k—1)hy,
De plus :
E (A, B)'| = 3h2
Si (hyp),, est bornée, il existe une constante C' finie telle que :
E | (Xin, — B [Xin, | Fpin,))'] < OB2

On a le résultat annoncé. O

C Démonstration de la propriété 2

D’apres le lemme 1, on a :

khn
k-1, | < /(k o (khn — ) |h (Xs)|ds + hy b (07) =8 (07) | (Lin, (0) = Lig—1yn, (0))
car s — L4 (0) est un processus croissant. D’ou :

kh,,
B [[ngen.|] < / (khy — ) B[h (X,)]) ds
(k—1)hn

+ ¥ (07) =8 (07) | B [(Lin, (0) = Lig—1ym, (0)]
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Compte tenu du fait que pg est la loi invariante, qu’elle admet des moments de tous ordres
et que h est a croissance polynomiale, on a :

khn 1011 g , o
/( (ko — 8) B [Jh (X[ ds < - Lo 2

k—1)hn 2

De plus, d’apres la formule de Tanaka-Meyer ([10], p.220), on a :

t+s t+s
| Xets| = | X3 +/ sign (X,) dB, +/ sign (Xy) b (Xy) du + Lits (0) — L (0)
t t

On obtient donc en passant & I’espérance sous la loi invariante :

khn,
B [(Lin, (0) = Lg1yn, (0))] = /( B [sign (X.) b(X,,)] du

k—1)hn
< bl g hn
De ce qui précede, on déduit que :
E [|n(—1yn,|] < Chi, (29)

ou C' est une constante finie indépendante de n. Pour conclure, il suffit de constater que
d’apres le lemme 1, on a pour tout & :

E [Xih, | Fre—1)hn] = Xk=1)hn — hnbg—1)n, (0) = E [ng_1yn, | Frm1)n, ]

Or:
E [[E [0 1)n, | Fo-vnal|] < E [[1g-1)n,]
Donc :
E [|E [Xin, | Flo-1)hn] = Xk—1)hn — hnbi—1yn, (0)|] < Ch,
]

D Démonstration du lemme 8

D’apres le lemme 11, on a pour A > r > 0 et tout z :

b(z)—b(z—r)=rb (z7) = (¥ (07) =0 (07)) (r—= ) Lo<a<r) — / / b (x — rs)dsdt
On a donc :
(b(z) —b(x— 7“))2 > 72 (b’ (x_))2 — 2 ‘b’ + — ’ - ‘ ‘b’ - ‘IO<z<A)

— 2% |6 ()| + o' (0T) — ' (0 //\b”x—rsmsdt
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Par hypothese, b est & croissance polynomiale, il existe donc a > 0 et C finie telles que, pour
tout x € R :

1t
Vr e [0,A], / / " (z —rs)|dsdt < C (1 + |z] + |A])®
o Jo

De plus, pour tout z € R, [V’ (z)| < K. D’olt, pour H > 0 et n > n4 = inf{n € N+, \/an < A}:

2
L, (PR 2 ) ok @) - a0
== Vnakn
avec :
91A (z) = 4K2[(0§x§A)
et

g5 (z) = 4KC (1 + || + |A])°

Onadonc,siH>0etn2an:

. 1 b—1)hn (0) = bg—1yn, (1) 7 _ 1 o 2 5
mf, 3 ( - ) = (b (X(k_l)hn>> ~GL(A) = AG2 (A)
= =vnhp k=1
ol : Gh (A) = £ 370 97 (X(k—1yn,) (i=1,2).
Sous (A), (b')?, g2 et g5 sont dans L? (10). On peut alors définir G; (A) = pg (92) (i=1,2)
et appliquer le lemme 3 & chacune de ces variables. Par conséquent, pour tout € > 0 et tout
n > 0, il existe ng tel que Vn > nyg :
€
< >1— -
)i

e (|15 ()

k=1
i=12 PG, (A)-Gi(A)|<n) >1-

Wl ™

On a donc :

n

S 2 (0 () = P,

Sn)Zl—e

||of —G1(A) - AG2(A)

._.
B
-
| —
N
<
T
=
=

3
—~
jan)
S~—

|
=
T
—
=

3
—~
=
S~—
~

AV

2,0

LS (0 (X)) = 9]

2
2,10

G (A) — G1 (A)] — A G2 (A) — Ga (A)
|6’ —4K%q(A) — AGy (D)

AV

2
HQ,uo
n

%; (¥ (X)) 1)

2
2)/J'O

|G (8) = GL(A)] = A[GF (A) = G2 (A)]

28



avec : q(A) = fOA o (dz). Donc pour € > 0,7 > 0 et H > 0, il existe n; = max {no,n%} tel
que Vn > nq :

n 2
P( | Z(%_nhnw)—bw_l)hn (r)) A (24 A)n) .

H _n T
AETZ Vnhn k=1

avec ¢ (A) = [|V'[|3,, — 4K%q(A) — AG (A), G = Gy. O

E Démonstration du lemme 9

La démonstration de (12) s’inspire de la démarche développée par Chan [3].
Pour tout d > 1, H > 0 et n € N*, on définit I (d, H,n) = {7, eN, T H < b} et, pour

i
A €10,b], N (A, d, H) :inf{neN*,\/‘;—HTn <A, nhp>1et hy < 1}.

Montrons que, pour € > 0, n > 0 et d > 1, il existe Hy > 0 telle que VH > Hj et Vn >
N (b,d,H), on a :

M, (0) — M, (4L
P sup :}ll O - ! (;/W) >n| <e (30)
i€l(d,H,n) ™Min (%)
On a:
M(O)—M(le) M(O)—M(diH)
Pl sup —|— ERSUITVAR > = |— C\viohn
ieI(d,H,n) Mhn (%)2 it nhy, (;%)

Or, le lemme 4 implique qu’il existe C, une constante finie qui ne dépend que de a et b, telle
que :

M, (0) — M, (L
1 n\y C
Vn> N (b,d,H), Vi€ I(d,H,n), E . <2 ”hn) < —
Nl ( i ) (d2)" H2
vVnhy
D’ou :
M, (0) — M, ( A )
1 n "\ Vnhn C
Yn>N(bd H), P sup > <
( ) iel(d,H,n) | "hn ( diH )2 7 (1 —d=2)n*H?
vnhy

Pour obtenir le résultat souhaité (30), il suffit de prendre H > Hy = , /W.

Nous allons montrer que, pour € > 0, 7 > 0 et d > 1, il existe Hy > 0 telle que, VH > Hj et
VYn > N (b,d,H), on a :

1 1 d'H
P sup sup —— | M, (r) — ( )‘ >n| <e (31)
iEI(d,H,n)Te[ di;I ,di+}1lH[ ( di[f.{ )2 nhy | " vnhy
vnhn = vnhn Vnhn
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Pour tout ¢ € I (d, H,n) et tout r € [ aH dTH [, on a :

L —Mn(r)—M"Q;fizn)‘ B (d?)l’ﬂ2 M"(T)_Mn@;’i‘n)‘

<

1 M dT'H d(d—-1)H
(d2)" H? " nhy, /nhg

Or, par application des lemmes 4 et 7, on sait qu’il existe une constante C' finie, indépendante
de n, 7, H et d, telle que :

i1 7 _ 141 i —
E{V<M A+ H di(d 1)H>] < oyt Jdd-)H

" Vnhy, o /nh, vnhy, nhy,
s 1
< o(dm)t )’
nhy,
Dot
diH C(diH)? dyd—1
11 -
Bl s Y2k | M) ”(\/T)‘ )}
re[ e | () ™ hn (@HY (nh,)
. _Cai—1
T VdH (nhy)7
Or,n > N (b,d,H) :
11

E sup —
diH  ditlg dH nhy

re[ b 2 | Vnhn
ou C < oo est indépendante de n, i, d et H. En appliquant I'inégalité de Markov & l'ordre 1,

on montre que, pour n > 0 et n > N (b,d, H) :

1 1 d'H Cdvd—1
P sup sup —2m Mn ('f‘) — Mn (\/—T) ‘ > < 1 (32)
] i i+1 d*H n — d 3
el e[ ] ((HL) " Vi (1))
2
11 suffit alors de prendre H > (Cd— Vd_}) pour obtenir (31).
En(l—d_f)
Enfin, on remarque que, pour tout A € [0,0[, H > 0 et d > 1, Yn > N(A,d,H), on
a:
1 | M, (0) — M, 1 1 d'H
sup n(0) 5 (7) < sup sup 5 M, () — n( )‘
H nhy, r i€I(d,H,n) diH_ ditlH d'H nhy, vnhy
re[ A=A re[ = 2 [ (T
| |-, (58]
+ sup : 5
iel(d,H,n) ™hn ( diH )
vVnhy

(30) et (31) impliquent donc (12). O
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F Démonstration du lemme 10

Soient A € ]0,b[ et H > 0 quelconques. Pour tout n € N* tel que \/an <A,ona:

1 1 ‘Rn—(r)

1 |R,(r)

2

sup

h =
H N
Azrz ="

sup

E vV nhn AZTZ H

nh

T r

:

Or, d’apres le lemme 5-(11), on sait qu’il existe C finie qui ne dépend que de a et b telle que :

E sup < —— < Cnh?
A>T2\/5Tn nhn r
On en déduit que :
E sup B 2(7’) < ¢ nh}
AZTZ\/,?Tn r H

Par hypothese, la suite (nhi)n est bornée. Sion note M > 0 cette borne, on a par application
de l'inégalité de Markov a l'ordre 1 :

1 |R
P sup #

g nhy,
Azrz e

C
< —
> _H\/M

r

Pour obtenir (13), il suffit de prendre H > Hy = % 0

G Démonstration du théoreme 4

Si on montre que, pour tout & > 0, lim, .o P (‘\/nhn?n —i—An‘ > 6) = 0, alors v/nh,m,
converge en loi vers la loi limite de —A,, et on aura le résultat annoncé.
Pour tout A > 0, on a :

P (‘\/nhn?n +A,

>5) < P(‘\/%?n >A)+P(|An|>A)
+ P(‘\/%?n-l—An >5,‘\/n_mfn

La condition 1 du théoreme 4 implique que :

Ve >0, 3A; = A; (e) et Ing = ny () tels que, Yn > ny, P (|A,| > 4;) <e.

La tension de la suite (v/nh,7,,) implique que :

Ve >0, 3As = Ay (€) et Ing = ng (€, Az) tels que, Vn > ng, P (|\/7Wn?n| > A) <e.
Montrons que :

<4, |A] < A)

. . 52
P (‘\/nhnrn + A, >0, ’\/nhnrn <A AL < A) <P (sup |, (u)| > I(0) 5)
lul<A
On a:
. () Zy (u) u?
<A f == o < ul, + — U
vu, ful < A inf ST S 3o St T Yoo @@' n (u) (33)
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Or, sous {|\/nhn?n| < A}, ona:

op Zl0) _ 7 (Vi)

luj<a 21 (0) 21 (0)

Sous {‘ nhn?n‘ < A,| nhn?n—i-An‘ > 6},

Zn (VnhyTn) _ 0% A2 1
' " > _n_ g
2I(0) =2 2 2I(0) |§|u§pA| n ()]

Compte tenu de (33), on obtient, sous {|An| <A, ‘\/nhn?n‘ <A, ‘ nhy, 7y + An‘ > 5} :

ﬁ_A_,%_ ! sup |U (u)|<—A2+A—72‘+ sup ¥y, (u)]
272 20(0) s ST T Tar)
Donc :
. 82
{|An| < A, |\ nh,T,| < A, [\ nh,Ty, + Ap| > 5} - { sup |U,, (u)] > I(0) E}
lu]<A

On a l'inégalité annoncée.

La condition 2 implique alors que ¥Yé > 0, Ve > 0, VA > 0, Ing = n3 (¢, 0, A) tel que, Vn > ng
P (‘ nhp, + An‘ > 0, ‘W?J <A A < A) <e.

Pour § > 0 et ¢ > 0 fixés, on pose Ay = max {A1, A2} et ng = max {ny,n9,n3 (Ag)}.

Pour tout n > ng, on a :

P (‘M?nJrAn > 6)
P (‘\/n—;mn > Ao) +P(|Ay] > Ag) + P (‘\/%?RJFAH

P (‘\/@?n > Ag) FP(|An]| > A) +P (‘\/%?n A,
3¢

IN

< Ao, < 4o)

> 0, ‘\/nhn?’\n
> 4, ‘\/nhn?n

< Ao,1An] < 4o)

INIA

Donc, pour tout § > 0 et tout ¢ > 0, il existe ng tel que, Vn > ng,

P (‘\/nhn?n +A,

>5>§5
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