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Résumé. Nous proposons une méthode d’estimation pour le parametre de dérive d’une diffusion ergodique ob-
servée & pas constant § > 0. En adaptant la méthode d’estimation des Moments Généralisés (Hansen) au schéma
d’approximation anticipatif du trapéze (respectivement de Simpson), nous obtenons un estimateur asymptotiquement
normal et efficace & un biais explicite en 62 (resp. §?) prés.

Abstract. We propose an estimation method for the drift parameter of an ergodic diffusion observed at constant
step 6 > 0. Adapting the Generalized Method of Moments (Hansen) to the anticipative and approximate trapezoidal
scheme (respectively Simpson’s), we obtain an asymptotically normal and efficient estimator with a bias of order §>
(resp. 6%).

1 Introduction

Dans [2], Florens-Zmirou associe la méthode d’estimation des moindres carrés au schéma d’approximation
d’Euler & pas § > 0 et obtient une estimation du parametre de dérive, 6y, avec un biais de 'ordre de §. Il
existe néanmoins des méthodes plus fines pour approcher 'intégrale d’une fonction numérique. On peut citer la
méthode du trapeze ou la méthode Simpson (§ 2). Cependant, le caractére anticipatif de ces schémas entraine
un biais systématique dans I’estimation par moindres carrés. Aussi, on doit coupler ces schémas & la méthode
d’estimation des Moments Généralisés (G.M.M.) (cf. Hansen [4],[5]; Gourieroux et Monfort [3]). Comme nous
le montrons au § 3, cette procédure d’estimation permet d’affiner le contréle du biais qui est alors en §2 pour le
schéma du trapeéze et en 6* pour le schéma de Simpson, cela sans perte d’efficacité. Ces résultats sont illustrés
& partir de simulations au § 4 dans le cas du modele de Ornstein-Uhlenbeck (O.U.) pour les schémas d’Euler,
du trapeze et de Simpson.

2 Présentation des schémas d’approximation anticipatifs

Soit I’équation différentielle stochastique (e.d.s.) : dY; = f (Y;) dt+o0 (Y:) dW;. Notons A le générateur associé,
défini par : Vh € C*(R), Ah = fh' + $0%h"; A représente alors le 1™ itéré de A. Soit F = (Fy),s la
filtration naturelle du brownien (Wy);. -

Propriété 1 Supposons que f € C*(R) et o € C?(R). Si Y est une solution de l’e.d.s. et si, pourl =0,1,
2
E(fo [(Af) U] (Y, )dv>< ooetE(fO )< 00, alors :

Vi >0, Vies =Y + % (f (V) + f (Yies)) +ne + We, Wt) étant une suite de variables de carré intégrable

telles que E (Wt | .7-}) P20 et = %LHJ (t+6—v)(t— v) A2 f (V) dv



On constate que erreur 7; est en O (63), la ou I'approximation d’Euler, approchant l'intégrale par ¢ f (Y%),
donne une erreur en O (62). De méme, la transposition de la méthode de Simpson donne un résultat conforme
A celui attendu : la variable d’erreur, 1, est un O (6°).

Propriété 2 Supposons que f € C¥(R) et 0 € C®(R). SiY est une solution de l’e.d.s. et si, pour | =
;o2

0,---,3, E (f(f [(Alf) a] (Yv)dv> < 4+o0etFE (fotaz (V) dv) < o0, alors :

Vt >0, Vigos =Y+ % (f (V2) +4f Yigs) + f Yigas)) +me + WE+ W2, (th)»o et (Wt2)t>0 étant des suites

de variables de carré intégrable qui vérifient E (th | .7-}) P20etE (Wf | .7-'t+5> P2 et

t+26 25

1 3 40\ 4 1 3 4
n = — (w=t)’{v—t—— ) A f (V) dv+ — t+20—v)° (t+—-—v])Af(Y,)dv
al )/, 3 Al S 3

3 Schémas anticipatifs et Estimation des Moments Généralisés

o
Soit ® un sous ensemble compact de RP, 63 € © et U un ouvert de RP contenant ©. On considere ’e.d.s.
suivante :

dY; = fo, Vi) dt + 0 (Y), Yo == (1)
On note, pour tout i = 1, ,p, 527 fo () est la i®™¢ dérivée partielle.
Hypothéses H 1 : Schéma du trapéze et G.M.M.

H 1.1 fy, et o sont respectivement de classe C* et C* sur R avec : ¥V x € R, 0% (z) > 0. De plus, il existe
K > 0 telle que : Yz € R, |fg,(z)| + |o (z)| < K (1+ |=]).
Pour toute condition initiale z € R, (1) admet alors une unique solution forte ¥ = (3),5-

H 1.2 La dérivée de la fonction d’échelle associée a (1), s (-,60), vérifie :
Iy s(x,00)dx = ffoo s(z,00)dx = oo et [7_[s(x,00) 0% ()] “ldz = C (8p) < o0.
La loi invariante est alors donnée par pg, (dy) = [C (6o) s (y,00)cr2(y)]_1 dy. On note @y, la loi du
processus stationnaire et Ey, ’espérance sous @y, .

(¢) @ .
+ 3 et on suppose que :

2 ’ '
H 1.3 On note uy, (z) = (’;‘9;2)(;)’”) + f902(z) _( 5?(;3(90)

min {lim 4o ug, (), limg— oo ug, ()} > 0.
H 1.4 La loi invariante pg, admet des moments de tous ordres et vérifie, pour tout entierr, [ Ulgz—(l;)dueo (z) < 0.

H 1.5 1. Pour tout x € R, § — fy(x) est de classe C* sur U. Cette fonction et ses dérivées partielles
successives jusqu’a l'ordre 4 sont 4 croissance polynomiale en x, uniformément en 0 sur U.

De plus, fg(x), %;fe (z) et ﬁ?;—g,—fe (z) sont continues sur U X R.
2. Pour 8 € U, x — fo(x) est deux fois dérivable sur R. La fonction (0,z) — Ay, fo (x) est continue
sur U X R et est a croissance polynomiale en x, uniformément en 6 sur U.
De plus, pour tout z € R, § — Ay, fo (z) est de classe C* sur U.
3. Pour touti=1,--- ,pettoutd eU, v — B%,-fgo (x) est de classe C? sur R.
De plus, x — [Ag0 (a%l-fgo)] (z) est a croissance polynomiale en x.



4. Les fonctions f , (Agy foo)'s A fo, et Ag, (O‘Qféo) sont a croissance polynomiale en x, ainsi que o’
et o,

H 1.6 Hy, = <E90 laez foo (Yo) 527 feo(Yo)]) est inversible.
1<4,j<p

o2(Yo)

H 1.7 Si pour touti=1,---,p, Ey, [%{f@ (Yo) (W)] =0 alors 6 = 6.

Pour tout ¢ = 1, p, on note :

= (fala

1 ¢ ,
(6) = — > Vi(Vis, Yik-1)5,0) et Vi (6,6) = Eo [V5 (Y5, Y0,0)]
k=1

L’estimateur des G.M.M. associé a Vs = ¢ (V(}, S VR ) et a la matrice de poids l’identité de dimension p est
donné par 6,, = infy Uy, (8), ot U, (6) = S, (Vi (8))°.

. A2 foo ) (Ye As o2 )Y
Soient, Neo = <E90 l%feo (Yb) ( 002??/2)( 0):|> et Pgo = <E90 |\£{f00 (YE)) %feo (YE)) %]) .
i i,

)

Théoréme 1 Sous (H 1), il existe 69 > 0 tel que pour tout 6, 0 < § < do, il existe un unique 05 € (2) qui
~ P
vérifie, pour tout i = 1,p, Vi (85,6) = 0. On a alors : 0, —> 05 avec 05 — 0y = —%He_olNgo +0(8%) et

Vnd (§n - 05) P () Ny (0,V5 (B0)), ot Vi (80) = Hy' (I, + SPs Hy' +0(5)).

Hy, étant l'information de Fisher asymptotique, §n est un estimateur asymptotiquement efficace de 65 & un
facteur (I, + O (9)) pres. Lorsque fg, est linéaire en 6y, fp, (z) = 6 - f (z), la méthode des G.M.M. n’est autre
que la méthode d’estimation par wvariable instrumentale : §n et 05 sont alors explicites. On généralise ainsi
les résultats obtenus par Bergstrom [1] et Sargan [6] dans le cas d’une diffusion vectorielle gaussienne & dérive
linéaire en 6.

La méthode d’estimation des G.M.M. peut également étre adaptée au schéma d’approximation de Simpson.
On définit pour tout i =1,p :

3 z—a = § (folx) +4fo(y) + fo(2))
Vi (z9.2,0) = o0t fo (@) ( ; 2002 (x)
T 2 & i % i
Vi0) = =37 Vi (Yars, Yokt Yageo1ys,0) et Vi (6,0) = Ea, [V3 (Vas, Y3, Yo, )|
k=1
~ - 2 ~ ~
On note alors U, (8) = >°F_, (V,: (9)) le contraste et 8,, = infypco U, (6), 'estimateur des moments généralisés.

Moyennant quelques adaptations dans les hypotheses, on montre que cet estimateur converge vers g, a un
biais en O (&%) pres, et est asymptotiquement normal et efficace & un facteur (I, + O (8)) pres.

Hypothéses H 2 : Schéma de Simpson et G.M.M.
On reprend l’ensemble des hypothéses de (H 1) a l'exception de :



e (H 1.1) que l’on modifie en supposant que fo, et o sont respectivement de classe C® et C°® sur R.
o (H 1.5.4) est remplacée par (H 2.5.4) : Pour tout | = 0,---,3, (A% fs,)', A fo, et Ag, (02 f},) sont d
croissance polynomiale en x, ainsi que celles de o jusqu’a 'ordre 6.

i .
On note Mo, = (Ea, | e fo (v0) i)
i

Théoréme 2 Sous (H 2), il existe 6o > 0 tel que pour tout 6, 0 < § < &, il existe un unique 55 € é qui
~ [~ ~ Py o~ ~ ~
vérifie, pour tout i = 1,p, V; (05,6) =0. On a alors : 6, LN 0s avec 05 — 0y = —%He_olNgo +o0 (54) et

Vnd (ﬁn - 55) Pk N, (0, Vs (00)), ot Vs (o) = Hy' (I, + 6Py, Hy ' + 0 ().

4 Etude expérimentale

L’étude porte sur les modeles de Ornstein-Uhlenbeck (0.U.), de Cox-Ingersoll-Ross et sur le modele défini par
: dY; = (—00 In (V) + %Yt) dt + dWy. Les diffusions sont simulées sur [0, 7] grace a un schéma d’Euler sur une
grille fine de pas 0.005. On estime alors le parameétre par la méthode des G.M.M. pour les schémas du trapeze

(t) et de Simpson (s) et par les moindres carrés pour le schéma d’Euler (e), ceci pour un choix (d,n), nd =T

On répete 100 fois cette expérience afin de calculer la moyenne empirique m (@L) = %Zg{i 5; L’influence
de 0 et du type de schéma de discrétisation sur les résultats apparait clairement des que 1" est suffisammant
grand. Nous figurons ici quelques résultats pour le modele O.U. Le schéma du trapeze semble un bon choix

en situation de discrétisation assez générale.

) n | m (52) 6 | m (5%) 6 |m (gfl) 63
T =140 0.1 | 400 0.846 | 0.951 | 0.884 | 0.999 | 0.928 | 0.999
0.01 | 4000 | 1.012 | 0995 | 1.017 | 0.999 | 1.019 1

T = 400 1 400 0.638 | 0.632 | 0.940 | 0.924 | 1.007 | 0.995
0.1 | 4000 | 0956 | 0951 | 1.004 | 0.999 | 1.004 | 0.999

[T=4000] T 4000 0.634 ]0.632] 0.930 | 0.924 ] 1.004 ] 0.995 |

Modele de O.U.- Moyennes empiriques pour 100 réalisations et valeurs théoriques Os pour les trois schémas.
Ornstein-Uhlenbeck’s model - Empirical means for 100 realizations and theoretical values 05 for the three schemes.
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