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/<�"!#��?F$4(5����/<�n��&U!#�1��+.-3&�BD�x���1$`EF$'&�����/=!#6H/:-�-3&<AL�>�"!#�<$v-#+*$=!3/<���m-3�>�G�P�>�z���1$;&<$=!#6bA�-3BC!#�>���>�G�<-y!CE3!#6>01$
/:-3�G�U!#�>�1$:A��>�p!B��YL$:Az�>�G�<$'&�E[!#6 gy+.-3&x�>�1���U!#�1/:$

[0, 1]
gZA�$'�%$'�1AL�>��?Z-3�z���1$4���>BD${!#�1Az-3�z���1$4�%-[�<�>����-3�

-#+X�������{�m-3�>�G�C�>�	���1$��K(*-#IKAL�>BD$'�1�<��-3�"!#6xA�-3BC!#�>�2R	����+}!3/'�=],�������D/:-3BD$:�{�<-���&U!#�1�M+}-3&�B ���1$��>&�&<$'?[0�67!#&
���G9L����/=!#6)A�-3BC!#�>�Z�>�W�<-|!C��Y�$:Ay&<$'?[0�67!#&Q&<$J+}$'&<$'�1/:$�/:-3�@�1?[0�&U!#����-3�2R

D8$J+.-3&<$�?F-3�>��?�+.0�&����1$'&=]w6�$'�v01�vA�$:�</'&��>^m$|BD-3&<$y$JYL��6>��/'�>��6>9����1$y/:-3�1�<��A�$'&<$:A	/:-3�@�1?[0�&U!#����-3�2Ro_2$'�
ω^%$X���1$x�>�GE[!#&��7!#�G�5��(*-#IKAL�>BD$'�1����-3�"!#6fA�-3BC!#�>�2]W(5�1$'&<$=!3�

Ωt
A�$'�1-3�<$:�8���1$x����&<$:$JIKAL�>BD$'�1����-3�"!#62A�-3BC!#�>�d!#�

$=!3/<�v���>BD$
t ∈ I

Rf�8�1$*+t0��1/'����-3�1�HA�$:�</'&��>^��>��?P���1$,+t&<$:$T��0�&M+N!3/:$T!#�1A4���1$*^%-3���<-3B�-#+
Ωt

!#&<$[]3&<$:���m$:/'���>EF$'6>9F]
η(x, y, t)

!#�1A
b(x, y, t)

]2(5���>6����
h (x, y, t) = η (x, y, t) − b (x, y, t)

A�$'�1-3�<$:�l���1$v(T!#�<$'&`A�$'�����2R{�8�1$
/'0�&�&<$'�G�xA�-3BC!#�>�Z���5���1$'�dA�$A�1�1$:Ay^W9

Ωt = { x = (x, y, z) / (x, y) ∈ ω
!#�1A

b (x, y) ≤ z ≤ η (x, y, t) }.
cMi�e



����� î½ï[ð�ñ òóê�ñ7ô�ìXõ'é[êWð�ñ¶òóîóé[ô ñ[ô�ë�÷�ø¿ù õ'é[êWð�ú®ÿnñ7òóîlé[ô�õ'é[ê
3
� õWêTæ�æ�ìWú®êEõ'ñ¶û�æbü4é[è2ì

�8�1$`���>?[BC!{��&U!#�1�M+.-3&�BC!#����-3�p!#����&<-F!3/U�z/:-3�1�����<�<�Q�>�d��&U!#�1��+.-3&�B{�>��?����1$��8!#&��<$:���7!#��/:-�-3&<AL�>�"!#�<$;��9L�MI
�<$'B

(x, y, z, t)
�>�W�<-o!p�<-3�%-3?[&U!#���W9GI}+}-36>6�-=(5�>��?	/:-�-3&<AL�>�"!#�<$���9L���<$'B

(x̂, ŷ, ẑ, t̂)
]8/=!#6>6�$:A

σ
IK/:-W-3&<AL�>�"!#�<$

�<9����<$'B !#�1AdA�$A�1�1$:Ay^G9

t̂ = t, x̂ = x, ŷ = y
!#�1A

ẑ = σ (x, y, z, t) ,
c}�Fe

(5�1$'&<$
σ (x, y, ẑ, t)

���@!#�d!#&�^��>��&U!#&�9y/:-3�G���>�W01-301�P!#�1AZBD-3�1-3�<-3����/|c
∂σ/∂z ≥ 0

e,+.0��1/'����-3�d�U!#�����M+.9��>��?

{

σ(x, y, η(x, y, t), t) = 1
σ(x, y, b(x, y, t), t) = 0 ∀ (x, y, t) ∈ ω × I.

c}jFe

�8�1$�&<$J+.$'&<$'�1/:$�/:-3�@�1?[0�&U!#����-3�z���5���1$'&<$J+}-3&<$��

Ω̂ = { x̂ = (x̂, ŷ, ẑ) / (x̂, ŷ) ∈ ω
!#�1A

0 ≤ ẑ ≤ 1 }.
c��We

\X�Z$JY1!#B{��6�$�-#+H�<01/<��!v��&U!#�1��+.-3&�BC!#����-3�Z���@���1-=(5�Z�>�
	 �>?[0�&<$Ci[R

   Ω

y
x

z

y
x

ẑ

   Ω

tσ

t

	 �>?[0�&<$Ci��baHY�!#B{��6�$`-#+b!v�<�>?[BC!4��&U!#�1�M+.-3&�BC!#����-3�

�8�W01�;!C�"!#&�����/'0�67!#&l��&U!#�1�M+.-3&�BC!#����-3��+.0��1/'����-3�
σ (x, y, ẑ, t)

���l/<�1-[�<$'�2R��8�1$'�2]2!|��&��7!#��?[0�67!#����-3��-#+*���1$
�>�WE3!#&��7!#�W�8�K(*-#IKAL�>BD$'�1�<��-3�"!#62A�-3BC!#�>�

ω
���*A�$A�1�1$:A�!#�1A

σ (x, y, ẑ, t)
���*AL���</'&<$'���>�=$:AsRw���C�<-3BD$X/=!3�<$:�,���1$

��&U!#�1��+.-3&�BC!#����-3�o+t0��1/'����-3�o���;AL�>&<$:/'��6>9nA�$A�1�1$:A�!#�����1$DAL���</'&<$'�<$C6�$'EF$'6NR��8�1$C����&<$:$JIKAL�>BD$'�1����-3�"!#6TBD$:���
T̂h

����A�$A�1�1$:A�-3�n���1$v&<$J+.$'&<$'�1/:$D/:-3�@�1?[0�&U!#����-3�
Ω̂
^G9p!#&�^��>��&U!#&��>6>9nAL������&��>^�0����>��?Z���1$v�K(T-#IKAL�>BD$'�1����-3�"!#6

BD$:�<�|!3�b�1-3&��>�=-3�G�U!#6�6�$'EF$'6��,!#6�-3��?����1$5EF$'&�����/=!#6NRb�8�1$@/:-3&�&<$:���%-3�1AL�>��?;BD$:���C-3�{���1$5&<$=!#6"A�-3BC!#�>�C���b���1$'�
A�$A�1�1$:AZ!#�5$=!3/U�y���>BD$x�<�<$'������&<-30�?[�y���1$PAL���</'&<$'�<$P��&U!#�1��+.-3&�BC!#����-3��+.0��1/'����-3�

σh (x, y, ẑ, t)
Rb�8�W01�=]L���1$

&<$=!#6TBD$:����-3��6>9nBD-=EF$:�4�>�����1$CEF$'&�����/=!#68AL�>&<$:/'����-3�2R
	"-3&`���1$��U!#�F$C-#+@/'67!#&��>��9F]b(*$|�>�1AL��/=!#�<$|���"!#�=]H�r+
iA�$'�1-3�<$:�5!��"!#&�����/'0�67!#&T�1-�A�$X!#�1A

tn
A�$'�1-3�<$:�5!l�"!#&�����/'0�67!#&8���>BD$[]W���1$'�|���1$X/:-W-3&<AL�>�"!#�<$:�8-#+

i
�>�C���1$X&<$=!#6

A�-3BC!#�>��!#�
t = tn

!#&<$

xn
i = x̂i, yn

i = ŷi
!#�1A

zn
i = σh(x̂i, ŷi, ẑi, t

n),
c��Fe

(5�1$'&<$
(x̂i, ŷi, ẑi)

!#&<$X���1$x/:-3�1���U!#�G�5/:-�-3&<AL�>�"!#�<$:�5-#+
i
�>�|���1$@&<$J+}$'&<$'�1/:$P/:-3�@�1?[0�&U!#����-3�2R,�8�1$x$:VG0"!#����-3�1�

A�$:�U/'&��>^��>��?C���1$xO"-=(�!#&<$P���1$'�d/:-3B{��6�$'�<$'6>9y(5&��>���<$'�Z�>�y���1$l&<$J+}$'&<$'�1/:$�A�-3BC!#�>��
"BD-3&<$l��&<$:/'���<$'6>9y!#6>62���1$
�"!#&����7!#6fA�$'&��>E3!#���>EF$:�x!#&<$P��&U!#�1�M+}-3&�BD$:Ay�>�G�<-|A�$'&��>E3!#���>EF$:�@(5�>���Z&<$:���m$:/'�5�<-{���1$

σ
IK/:-W-3&<AL�>�"!#�<$:�

(x, y, ẑ)
R

�8�1$�!3A�-3������-3��-#+;!
σ
IK/:-�-3&<AL�>�"!#�<$d��9L���<$'B !#6>6�-�(Q��!#��!3/:/'0�&U!#�<$�!#�1A~�<BD-W-3���~A�$A�1���>����-3��-#+l���1$

^m$:Ap!#�1An��0�&M+N!3/:$4^%-30��1A1!#&���$:�;!#��$=!3/U�p���>BD$[Rv�K�1A�$:$:As]2���1$vE3!#6>01$:�l-#+
ẑ
!#�x���1$v^m-3���<-3Bu!#�1A����1$4+.&<$:$

�<0�&M+}!3/:$5!#&<$5/:-3�1���U!#�W�b�>�4���>BD$Q!#�1Av���"!3/:$�
G���"!#�b���=]3&<$:���m$:/'���>EF$'6>9F]
ẑ = 0

!#�1A
ẑ = 1

Rf�8�����b���>B{��6>���"$:�b���1$
���>�1$'BC!#����/w^m-30��1A1!#&�9�/:-3�1AL�>����-3�v/:-3�1����A�$'&U!#^�6>9l^%-3���4!#�2���1$w^m-3���<-3B�!#�1A����1$w+t&<$:$,��0�&M+}!3/:$[R �K�4!3A�AL�>����-3�2]
-3�1$C/=!#��$=!3���>6>9��>�1/:-3&��%-3&U!#�<$C^%-3���<-3B !#�1Ap��0�&M+N!3/:${^%-30��1A1!#&�9�67!=9F$'&<�=]f!#�1A��>�1/'&<$=!3�<${���1$'�>&�&<$:�U-36>0�����-3�
(5�>���1-30��P�"!=EW�>��?��<-��>�1/'&<$=!3�<$`���1$`?[6�-3^"!#6f�G0�B`^%$'&�-#+*67!:9F$'&<�=RP�8�����x���x�1-3�X�m-[�<���>^�6�$`�>�����1$4/:-3B{BD-3��6>9
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01�<$:A
z
IK/:-�-3&<AL�>�"!#�<$;��9L���<$'B�h�j�kK]��>�y(5����/U�d���1$P^m-3���<-3B ��&<- �16�$l���@!#����&<-=Y��>BC!#�<$:Ad^G9Z!v���U!#�>&</=!3�<$P+}-3&�BZR

SW01/<��!����<$'�LIKAL���</'&<$'���>��!#����-3�	��&<-=EF-3�F$:�|!Z6�-[�<�4-#+x!3/:/'0�&U!3/'9o�>�o���1$�!3�<���>B{�>67!#����-3�	-#+@���1$|^"!#���G9�BD$'��&�9F]
!3�l(*$'6>68!3������0�&���-301�`$'&�&<-3&<�=R���!#�G9n/:-3B{�"!#&����<-3�1���"!=EF$D^m$:$'�pBC!3A�${^m$'�K(T$:$'���<-3�m-3?[&U!#���G9WI}+.-36>6�-�(5�>��?
��9L���<$'BD�D!#�1A����1$

z
IK/:-W-3&<AL�>�"!#�<$���9L���<$'B c.�<$:$�+.-3&{�>�1�<�U!#�1/:$nh>i��#kX!#�1A�h�����kteJ]T!#�1A����1$:�U$��"!:EF$Z���1-�(5�

���"!#�8�>�L+.$'&���-3&8�G0�BD$'&���/=!#6s&<$:�<0�6>�<�Q!#&<$X-3^��U!#�>�1$:A�(5�>�������1$P�<$:/:-3�1A�-3�1$[]L$:���%$:/'�7!#6>6>9C�>�����1$x���>B`0�67!#����-3�Z-#+
-=EF$'&MO"-�(���&<-�/:$:�<�<$:�Q!#�1Ay^m-3���<-3B 67!=9F$'&@AL9W�"!#B{��/:��R

	1-3&`!#6>6b���1$:�U${&<$=!3�<-3�1�=]s�>�;�"!3�l^%$:$'�n?G!#�>���>��?d�%-3��0�67!#&��>��9�!#�1A����l01�<$:Az+}-3&;!�EF$'&�9z67!#&�?F$v&U!#��?F$C-#+
-W/:$=!#�z!#�1Ay/:-F!3���U!#6 !#����6>��/=!#����-3�1�Qg|�<$:$P+}-3&5�>�1���U!#�1/:$Dh��L]1�F�L]1�[��ksg�]1!#�1AZ�"!3�5BD-3&<$l&<$:/:$'�G��6>9d!#6��U-v^%$:$'�
!#����6>��$:Ay�<-v^"!3���>�LIK�</=!#6�$���&<-3^�6�$'BD�;h>i=�L]si���]1j[��]1j �3k !#�1Ay$'EF$'�d�U$=!�IN��/:$PBD-WA�$'6���h>i �FkKRb�8�1$l���>B{��6�$:���X!#�1A
BD-[���*/:-3B{BD-3��6>9C01�<$:A

σ
IK/:-�-3&<AL�>�"!#�<$X��9L���<$'B ���w���1$@-3�1$X�>�G��&<-�AL01/:$:A|^G9��b���>6>6>�>�1�T�>��h��[��kK]W�<-�(5����/U�|(T$

(5�>6>62&<$J+}$'&5�<-C!3�5���1$l/'67!3�<����/=!#6 ���>?[BC!v��&U!#�1�M+}-3&�BZR

,.- , ����=�89;
	��
� 478�	�;�� 4
����	�� 2�	�6������ 2���	�� 4
� 6�	�6��!4 ���!� 2�	#"%$&	�8�'(�

�8�1$�/'67!3�<����/=!#6
σ
IK/:-�-3&<AL�>�"!#�<$;��9L���<$'B�h��[�#k)/:-3�1�<�����<�5�>�d!3A�-3�����>��?C���1$l+.-36>6�-�(5�>��?

σ
+.0��1/'����-3���

σ (x, y, z, t) =
z − b (x, y, t)

h (x, y, t)
.

c}�Fe

�K�|�������*/:-3�@�1?[0�&U!#����-3�����1$X�'IK/:-W-3&<AL�>�"!#�<$:�8-#+2���1$XBD$:���C�1-�A�$:�*�>�|���1$@&<$=!#6%A�-3BC!#�>�y!#&<$@�>�1/'&<$'BD$'�W�<$:A�-#+
bh (x, y, t)

!#�1A�B;0�6>���>��6>��$:A�^W9d���1$4/:-W$*)C/'��$'�W�
hh(x, y, t)

&<$'67!#���>EF$'6>9��<-C���1$'�>&xE[!#6>01$`�>�z���1$`&<$J+.$'&<$'�1/:$
A�-3BC!#�>�2R+��-3&<$:-�EF$'&l���1$;&<$'67!#���>EF$4(5��AL���n-#+,$=!3/<��67!:9F$'&Xg î � æ � ���1$`(5��AL���nAL�>EW��A�$:A�^G9d���1$`6�-�/=!#6f(T!#�<$'&
A�$'�����Zgy���x$:VG0"!#6 �<-C���1$4/:-3&�&<$:���m-3�1AL�>��?|(5��AL���z�>�����1$`&<$J+}$'&<$'�1/:$`/:-3�@�1?[0�&U!#����-3�2]2!#�1A����G01�x�>�x���X/:-3�LI
���U!#�G�Q-�EF$'&5���1$x���>BD$�!#�1Ay-=EF$'&5���1$x(5�1-36�$P�K(T-#IKAL�>BD$'�1����-3�"!#6fA�-3BC!#�>�

ω
R 	f�>?[0�&<$l�v���1-=(Q�Q!#�y$JY1!#B{��6�$

-#+H�<01/<��!4BC!#�����>��?1R

Ω Ω(t)
1

0

η (x,y,t)

b(x,y,t)

	f�>?[0�&<$;� �baHY1!#B{��6�$�-#+w!{/'67!3�<����/=!#62�<�>?[BC!�IN��&U!#�1�M+.-3&�BC!#����-3�

�8�1$D!3ALE[!#�G�U!#?F$D-#+T�������l/:-W-3&<AL�>�"!#�<$D�<9����<$'B ���P�>�<�l���>B{��6>��/'�>��9 �P�1-3��-3��6>9����1$v�>B{��6�$'BD$'�G�U!#����-3��-#+
���1$4��&U!#�1�M+.-3&�BC!#����-3�n���P$=!3��9F]m^�0��P���1$`+}-3&�B;0�67!3�P+}-3&X���1$4E[!#&��7!#^�6�${/<�"!#��?F$v^m$'�K(T$:$'�n���1$`&<$=!#6,!#�1Az���1$
&<$J+.$'&<$'�1/:$*+.&U!#BD$'(*-3&��`!#&<$*&<$'67!#���>EF$'6>9`�<�>B{��6�$[Rf���1A�$:$:A`���1$*A�$'�<$'&�B{�>�"!#�W�w-#+1���1$,��&U!#�1�M+}-3&�BC!#����-3�{���f$:VG0"!#6
�<-v���1$l(T!#�<$'&xA�$'�����y+.0��1/'����-3�

Ĵt =
∂z

∂ẑ
= h (x, y, t) .

cN�[e
,x-=(*$'EF$'&=]m���1$4/'67!3�<����/=!#6f���>?[BC!�IN��&U!#�1�M+}-3&�BC!#����-3��!#6��<-D��&<$:�U$'�G�<�xBC!�-M-3&PAL&U!:(5^"!3/U����]sAL01$��<-|���1$;&<$JI

����&���/'����-3���>�)-3�m$'&U!#�<$:�)-3�;���1$bEF$'&�����/=!#6WAL���</'&<$'���>��!#����-3�2RH���1A�$:$:As]��>�)�>B{��6>��$:�)���"!#� !#6>6G���1$b6�$'EF$'6��2�1$:/:$:�<��!#&��>6>9
+.-36>6�-�(����1$@^%-3���<-3B !#�1A{+.&<$:$@�<0�&M+}!3/:$Q+t0��1/'����-3�1�=]L!#�1AD���"!#�T���1$Q&<$'67!#���>EF$X(5��AL����-#+s$=!3/U�|67!=9F$'&*g î � æ � ���1$
(5��AL���DAL�>EW��A�$:A4^W9;���1$T6�-W/=!#6L(8!#�<$'&wA�$'�����4gl���H/:-3�1���U!#�W�w�>�v���>BD$5!#�1A4-�EF$'&b���1$T(5�1-36�$8�K(*-#IKAL�>BD$'�1�<��-3�"!#6
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3
� õWêTæ�æ�ìWú®êEõ'ñ¶û�æbü4é[è2ì

A�-3BC!#�>�2R*\X�5!v/:-3�1�<$:VW01$'�1/:$[]L�>�Q/=!#���1-3�5BC!#�>�G�U!#�>�z$:VG0"!#6>6>9|���>?[�y&<$:�<-36>0�����-3�Z�>���"!#&�����/'0�67!#&Q�=-3�1$:�TgD+}-3&
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t = 100

�=R �w$'&�����/=!#6
/'&<-[�U�MIK�<$:/'����-3��!#�

y = 50
BZR

-#+b����0�&���-301�@EF$'6�-W/'�>����$:�=R �p$l/=!#�d$'E3!#6>0"!#�<$����1$�$'&�&<-3&
eh

-#+H���1$����>B`0�67!#����-3�z!3�5���1$;ab01/'6>��AL�7!#�d�1-3&�B -#+
���1$;����0�&���-301�QEF$'6�-�/'�>�K9 �

eh = ||Uh|| .
cMi��Fe

	f�>?[0�&<$ �4���1-�(Q�5���1$l��&<- �16�$l-#+H�������5$'&�&<-3&
eh

!3�@!`+.0��1/'����-3�Z-#+ ���1$�^"!3���>�yA�$'������!#�
x = 100

BZ]1(5�1$'&<$
���1$4$'&�&<-3&P���@���1$`BD-[���P���>?[�����"/=!#�G�=RP�8�1$`BC!�Y��>BC!#6fE[!#6>01$:�x-#+w���1$4$'&�&<-3&l!#&<$`-3^��U!#�>�1$:An!#�x���1$;^m-3���<-3B
!#�1A�!#�Q���1$x+t&<$:$l�<0�&M+}!3/:$�-#+H���1$l^"!3���>�2]L(5�1$'&<$��>�Q&<$=!3/<�1$:�

2.04 10−3 B��#�=R

�8�1$|����0�&���-301�4EF$'6�-�/'�>����$:�4�>�1/'&<$=!3�<$|�<�>?[�����"/=!#�G��6>9�(5�1$'�	!Z�<��&U!#�����"$:AoA�$'�1���>��9 �"$'6�Ao���`�<$'�=R��K�o���1$
�1$JYL�,�<$:�<�=]

ρ
���w����$:/:$'(5���<$x/:-3�1���U!#�W�5!#�1A|AL���</:-3�G���>�W01-301�Q!#�T!��1-3&��>�=-3�G�U!#6m�>�G�<$'&M+N!3/:$@g{!3�w�>�*�"!#���%$'�1�*+}-3&

�>�1�<�U!#�1/:${�>�p��&<$:�<$'�1/:$D-#+Q!��1-3&��>�=-3�W�U!#6,�<$'B{�m$'&U!#��0�&<$C-3&��U!#6>�>���>��9��<��&U!#�����"/=!#����-3�2R|�8�1${�>���>���7!#6*A�$'�1���>�K9
�<��&U!#�����"/=!#����-3�{���)��&<$:�<$'�W�<$:A46�$J+t�f�>��	f�>?[0�&<$8�X!#�1A`���1$TA�$'�1���>�K94AL������&��>^�0�����-3�{-3^��U!#�>�1$:Av!#�

t = 100
� &��>?[�G�

-3�����1$x�U!#BD$ �1?[0�&<$��b���1$XA�$'�1�<�>�K9|�<��&U!#�����"/=!#����-3���"!3�T^m$:$'�y���>?[�����"/=!#�G��6>9|�%$'&���0�&�^m$:AsRb�K���������8/=!3�<$[]����1$
, ��� $'&�&<-3&8/'&<$=!#�<$:�867!#&�?F$'&5����0�&���-301�8EF$'6�-W/'�>����$:�8(5����/U���%$'&���0�&�^����1$PA�$'�1���>�K9�����&U!#�����"/=!#����-3�2R 	f�>?[0�&<$vi��
��&<$:�U$'�G�<�w���1$8��&<- �16�$@-#+%���1$5$'&�&<-3&

eh
!#�
x = 100

B �w!#�b���1$5��0�&M+}!3/:$5-#+m���1$8^"!3���>�{�>�b&<$=!3/U�1$:�
0, 12

B��#�=R
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linear density

quadratic density

	 �>?[0�&<$ � � �b&<- �16�$�-#+H���1$�$'&�&<-3&
eh

!3�@!`+t0��1/'����-3��-#+f���1$l^"!3�<�>�dA�$'������!#�
x = 100

B !#�1A
t = 100

�=R

	f�>?[0�&<$*� �2�����>���7!#6WA�$'�1���>��9�����&U!#�����"/=!#����-3�{!#�1A;A�$'�1���>��9�AL������&��>^�0�����-3�v!#�)�
= 100

�=R �w$'&�����/=!#6�/'&<-[�<��IK�<$:/'����-3�
!#�
y = 50

BZR

�K+2(*$X?F-�+.0�&����1$'&*(5�>�������1$@�<�>B;0�67!#����-3�2]L(*$X�1-3����/:$x���"!#�*���1$x��9L���<$'B �<$'�1A��*�<-v!l�1$'( ���<$=!3AL9C���U!#�<$[]
�>��(5����/U�����1$;��&U!3/:$'&PAL������&��>^�0�����-3��^%$:/:-3BD$:�P��BD-�-3���2]%�<-C���"!#�x���1$ ,���� $'&�&<-3&lA�$:/'&<$=!3�<$:�=R 	f�>?[0�&<$|i[i
���1-=(Q�@���1$P���>BD$�$'EF-36>0�����-3��-#+H���1$�$'&�&<-3&

Eh(t)
]�A�$A�1�1$:A�!3�Q���1$

L2 �1-3&�B -#+f���1$��<��0�&���-301�5EF$'6�-W/'�>��9 �

Eh(t) =

(

∫

Ω(t)
||U ||2

)1/2

.
cMi[i�e

�8�1$`$'&�&<-3&l-[�</'�>6>67!#�<$:��]m!3�l!|/:-3�1�<$:VW01$'�1/:$4-#+*���1$`$'EF-36>0�����-3�p-#+w���1$vA�$'�1���>��9d����&U!#�����"/=!#����-3�2])!#�1Az�<$:$'BD�
�<-|/:-3�WEF$'&�?F$4�<-�!C�1-3���=$'&<-|E[!#6>01$[R 	f�>?[0�&<$�i=�C���1-�(Q�x���1$`A�$'�1���>��9dAL������&��>^�0�����-3�n-3^��U!#�>�1$:An!�+t�<$'&

1000�<$:/:-3�1A��=Rb\x�w(T$X/=!#���<$:$[]W���1$Q�1-3&��>�=-3�G�U!#62�<��&U!#�����"/=!#����-3�����,�1-=(
!#6>BD-[���T��BD-W-3���2Rb�8�1$X?[&U!3AL��$'�G�5-#+2���1$
A�$'�1���>�K9�E3!#&��7!#����-3���"!3�x���1$'&<$J+}-3&<$4A�$:/'&<$=!3�U$:As])!#�1A��U-C�"!3�l!#6��<-����1$4$'&�&<-3&x�>�����1$4/:-3B{��0��U!#����-3��-#+,���1$
�1-3&��>�=-3�G�U!#6T��&<$:�<��0�&<$v?[&U!3AL��$'�W�=R|\x�;!y/:-3�1�<$:VW01$'�1/:$[] ���1$D����0�&���-301�lEF$'6�-�/'�>����$:�`!#&<$D�<BC!#6>6�$'&=]f!3���<�1-=(5�
�>� �1?[0�&<$�i=jLRQ�8�1$`BC!�Y��>BC!#6fE3!#6>01$`-#+w���1$�6�-�/=!#6 $'&�&<-3&

eh
���@�1-�(

6. 10−2 B��#�=R ,x-=(T$'EF$'&=]%�<�>�1/:$;���1$
A�$'�1���>�K9yAL������&��>^�0�����-3�zA�-W$:�8�1-3�@^%$:/:-3BD$l6>�>�1$=!#&=]1���1$�$'&�&<-3&@A�-�$:�5�1-3�@/=!#�1/:$'6NR

�8�����{�<$:���D/=!3�U$:�D/'6�$=!#&�6>9�&<$'EF$=!#65���1$d!#���%$=!#&U!#�1/:$d-#+l!#����� � æWêWê�é7êz(5�1$'�~���1$yA�$'�1���>�K9 �"$'6�A����
�1-3�l�>�G�<$'&��m-367!#�<$:A�$JY1!3/'��6>9��>�n���1$ �1���>�<$D$'6�$'BD$'�G�`BD$'���1-WAsR{����!3A�AL�>����-3�2])���1$'9����1-�(����"!#�l��������$'&�&<-3&
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density stratification

	f�>?[0�&<$yi�� � �b&<- �16�${-#+,���1${$'&�&<-3&
eh

!3�l!C+t0��1/'����-3�p-#+T���1$4^"!3���>�nA�$'������!#�
x = 100

Bu!#�1A
t = 100

�
(5�>���z!#�Z�>���>���7!#6)A�$'�1���>��9��<��&U!#�����"/=!#����-3�2R
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	f�>?[0�&<$Xi[i��2�8�>BD$*$'EF-36>0�����-3�4-#+����1$,$'&�&<-3&
Eh

�>�;���1$,/=!3�<$,-#+"!#���>���>���7!#6W�1-3&��>�=-3�G�U!#6�A�$'�1���>�K9��<��&U!#�����"/=!#����-3�
(5�>���d���1$�/'67!3�<����/=!#62���>?[BC!{BD$:���2R

�>�1/'&<$=!3�U$:�P(5�>���z���1$4E[!#6>01$`-#+*���1$`�>���>���7!#6HEF$'&�����/=!#6bA�$'�1���>��9d?[&U!3AL��$'�G�=R`�K�1A�$:$:As]%���1$4BC!�YL�>BC!#6H�<��0�&���-301�
EF$'6�-�/'�>����$:��!#&<$4-3^��U!#�>�1$:A�(5�1$'�����1$4A�$'�1���>�K9 �"$'6�Ad���PAL���</:-3�W���>�G01-301�=]2���G01�x(5�1$'���>�<�XEF$'&�����/=!#6H?[&U!3AL��$'�W�
���Q�>�@�1���>�<$[R � �Z���1$l-3���1$'&Q�"!#�1As]"���1$'9�!#���m$=!#&@$'EF$'�Z(5�1$'�d���1$l�G9LAL&<-[���U!#����/�/:-3�1�����<�<$'�1/'9�/:-3�1AL�>����-3�����
+.0�6��16>6�$:As]"!#�1Ay���1$'9y/=!#�y^m$l���>?[�����"/=!#�G�x-=EF$'&X^%-3���<-3BD�5(5�>���dB{�>6�Ay?[&U!3AL��$'�G�<�=R

SW�>�1/:$����1$z�<��&U!#�����"/=!#����-3�1�d!#&<$z�1$=!#&�6>9~�1-3&��>�=-3�G�U!#6;�>��BD-[�<���<�>��0"!#����-3�1�=]x!
z
IK/:-�-3&<AL�>�"!#�<$n��9L���<$'B

B{�>?[�W��^m$v��&<$J+.$'&�&<$:As]f!#�l6�$=!3���l6�-W/=!#6>6>9FR DT0��P+}-3&�!#����6>��/=!#����-3�1�;(5�1$'&<$v^m-3���n���1${�<-3�m-3?[&U!#���G9p!#�1A����1$
A�$'�1�<�>�K9o!#&<$�$:�<�<$'�W���7!#6N]H�������`(T-30�6�AL��� �v^%$�!yE[!#6>��Ao-3������-3�2Rz\X�1-3���1$'&4��9L���<$'B !:EF-3��AL�>��?����1$C��&<$:�U��0�&<$
?[&U!3AL��$'�W�{��&<-3^�6�$'B ���`���1$��<-#IK/=!#6>6�$:A����<-3�W9�/'����/�/:-�-3&<AL�>�"!#�<$��<9����<$'BZ]H(5����/U��01�<$:�;���1$�A�$'�1���>��9o!3�4���1$
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	f�>?[0�&<$Di=� �w�P$'�1���>��9�AL���<��&��>^�0�����-3��!#�Q�
= 1000

�=R �w$'&�����/=!#6)/'&<-[�U�MIK�<$:/'����-3��!#�
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BZR
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density stratification

	f�>?[0�&<$|i=j � �b&<- �16�$4-#+w���1$;$'&�&<-3&
eh

!3�x!{+t0��1/'����-3��-#+b���1$;^"!3���>�zA�$'������!#�
x = 100

B !#�1A
t = 1000

�
(5�>����!#�y�>���>���7!#6 A�$'�1�<�>�K9y����&U!#�����"/=!#����-3�2R

EF$'&�����/=!#6@/:-�-3&<AL�>�"!#�<$[R�D*0��{�������C��9��<�<$'B ���v�1-3��!3A�$:VG0"!#�<$��<-n����01AL9�^"!#&<-3��&<-3����/�O"-�(Q�C-3&{(5�1$'�1$'EF$'&
�<-3�%-3?[&U!#���W9y��67!:9L�@!4BC!�-�-3&Q&<-36�$[R

�8�1$'&<$J+}-3&<$[]2�>B{�m-3&��U!#�G�;$Jqs-3&��<�P�"!:EF${^m$:$'���>�GEF$:���<$:Ap�>�n���1$4A�$'EF$'6�-3��BD$'�W�`-#+T�G0�BD$'&���/=!#6,BD$'���1-�A��
�>B{��&<-=E��>��?C���1$4!#����&<-:YL�>BC!#����-3�z-#+H�1-3&��>�=-3�G�U!#6f?[&U!3AL��$'�G�<�=RT\����>B{��6�$;!#�1AZ�<�>?[�����"/=!#�G�x�>B{��&<-=EF$'BD$'�G�x���
-3^��U!#�>�1$:AC^W9C��0�^���&U!3/'���>��?4���1$Q�1-3&��>�=-3�W�U!#6%BD$=!#��E[!#6>01$5+.&<-3B ���1$P!3/'��0"!#6%A�$'�1���>��9 �"$'6�AC^m$J+}-3&<$@/:-3B{��0��MI
�>��?y���1$ ,�� � +.-3&</:$yh��[j3kKR4\�+t0�&����1$'&l�>B{��&<-�EF$'BD$'�G�4&<$:��0�6>�<�P+.&<-3B ���1$v01�<${-#+*���1$C�<-#IK/=!#6>6�$:AnA�$'�1���>�K9WI
�G!3/:-3^��7!#�Z+}-3&�B;0�67!#����-3�z-#+ ���1$l��&<$:�U��0�&<$P?[&U!3AL��$'�G�vc.�<$:${h��#k !#�1Anh�j �#kteJRb���5���Q-3^��U!#�>�1$:Ay^W9y!#����6>9��>��?D���1$
_2$'�>^����>�;&�0�6�$P�<-D���1$l^"!#&<-W/'6>�>����/��"!#&��@-#+f���1$�^�01-=9G!#�1/'9��<$'&�B c
�Fe �

g∇2

(
∫ η

z

∆ρ

ρ0
dδ

)

= g

∫ η

z
∇2

(

∆ρ

ρ0

)

dδ + g
∆ρ

ρ0
∇2η .

cMi=�Fe

�8�1$yA�$'�1���>�K9oO101/'��0"!#����-3���<$'&�B ���DAL�rqs$'&<$'�G���7!#�<$:A��1&<���C!#�1A��>�G�<$'?[&U!#�<$:A~!�+.�<$'&=]w(5�"!#��!#6>6�-=(Q�C!�BD-3&<$
!3/:/'0�&U!#�<$l!#����&<-:YL�>BC!#����-3�2R 	1-3&8�>�1���U!#�1/:$[]��r+)���1$xA�$'�1���>�K93�"$'6�ACE[!#&���$:�T6>�>�1$=!#&�6>9F]L�>�<�TEF$'&�����/=!#6%�>�W�<$'?[&U!#����-3�
&<$:��0�6>�<���>��!y�<$:/:-3�1A�IK-3&<A�$'&4�<$'&�BZR|�8�W01�=]b!y�<$:/:-3�1A�IK-3&<A�$'&{!3/:/'0�&U!#�<$CAL�rqs$'&<$'�1/'�>��?dBD$'���1-�Ap�"!3���<-Z^%$
01�<$:Ay�<-D!3/U����$'EF$`!#�d$JY1!3/'�@/:-3B{��0��U!#����-3��-#+b���1$l?[&U!3AL��$'�W�@01���>��?C���1$l$JY���&<$:�<�<��-3�Z6�$J+t�@�>��cMi=�FeJR � �Z���1$
/:-3�G��&U!#&�9F]b�r+Q���1$�$JYL��&<$:�<����-3��&��>?[�W�v�>��cMi=�Fe����;01�<$:As]f^"!3����/3�1&<���MIK-3&<A�$'&vA�$'&��>E3!#����-3��!#�1A��<$:/:-3�1A�IK-3&<A�$'&
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�>�W�<$'?[&U!#����-3�	BD$'���1-WA��{/=!#��^m$C01�<$:AsRz�8�����4�<$:/<������VW01$��"!3�`^m$:$'��/:-3�GE��>�1/'�>��?�+.-3&4���1$B�1���>�<$�$'6�$'BD$'�W�
�<9����<$'B �)$'6�$'BC!3/JI

3
� g��<$:$zh>i=��k*gz�>�����1$|/=!3�<$|-#+X!Z6>�>�1$=!#&vA�$'�1���>��9nO101/'��0"!#����-3�

∆ρ
R ,x-=(T$'EF$'&=]b+}-3&

�1-3�LIN6>�>�1$=!#&`-3&�AL���</:-3�G���>�W01-301�`A�$'�1���>��9 �"$'6�A���]s$'&�&<-3&<�������>6>6,!#���m$=!#&=R � ���1$'&l�<$:/U������VG01$:�`/:-3�1�������P�>�n�>BvI
��6�$'BD$'�W���>��?����>?[�1$'&MIK-3&<A�$'&DBD$'���1-�A��{�<-�$:�����>BC!#�<$y���1$���&<$:�<�<0�&<$�?[&U!3AL��$'�G�D�<$'&�B c.$[R ?1R�h>iJkX!#�1A�h��[��kteJ]
^�0��4���1$'9�+N!#�>6,�>���<-3BD$C/=!3�<$:�4��01/U��!3�;�>�o��&<$:�<$'�1/:$�-#+@����&<-3��?[6>9WIK����&U!#�����"$:A�O"-=(Q�=R�SW�<$'6>6>�>��?�!#�1A �,!#�
�l$:�<�<$'&xh�j[j#km��0�?[?F$:���<$:A�!#��!#6>�<$'&��"!#���>EF$xBD$'���1-�As]�(5����/<��^"!3����/=!#6>6>9D��&U!#�1�M+}-3&�BD�*���1$X���>?[BC!�IN?[&���A�^"!3/U�D�<-
! �8!#&��<$:���7!#�n��9L���<$'B ^m$J+}-3&<$`/:-3B{��0����>��?y���1$ ,�� ��+}-3&</:$[]�&<$:��0�6>���>��?��>�z��0�^1�<�U!#�G���7!#6H&<$:AL01/'����-3�n-#+,���1$
$'&�&<-3&<��Rf�8�����wBD$'���1-WAs]W��6>�>?[�G��6>94�>B{��&<-=EF$:AC�>�Zh�� �#kK][���b$*)C/'��$'�G�*^�0��bEF$'&�94/:-[�<��6>9FR �z-3&<$:-=EF$'&=]W��0�^1���U!#�W���7!#6
$'&�&<-3&<�@&<$'BC!#�>�Z(5�1$'�Z���1$'&<$;!#&<$;����&<-3��?DEF$'&�����/=!#62?[&U!3AL��$'�W�<�@�>�y���1$�A�$'�1�<�>�K9 �"$'6�AsR

\@�n�>�W�<$'�1���>EF${&<$:�<$=!#&</U�p���������>6>6H�>�p/:-30�&<�<$4+}-3&�A�$'EF$'6�-3���>��?Z�1$'( !#�1A�BD-3&<$D!3/:/'0�&U!#�<${BD$'���1-�A��l+}-3&
!#����&<-=Y��>BC!#���>��?4�1-3&��>�=-3�G�U!#6�?[&U!3AL��$'�G�<�Pc.�<$:$5$[R ?1R8h �L]G�F��kteJR.DT0��,!#�1-3���1$'&,(T!=9v�<-l-=EF$'&</:-3BD$X���1$8��&<-3^�6�$'B
���f�<-xA�$:���>?[�vBD-3&<$,?F$'�1$'&U!#61/:-�-3&<AL�>�"!#�<$8��9L���<$'BD�=]3/:-3B;^��>���>��?l���1$8!3ALE3!#�W�U!#?F$:�w-#+1^m-3���`���1$T�<-3�m-3?[&U!#���G9WI
+}-36>6�-=(5�>��?{!#�1AD���1$

z
IK/:-W-3&<AL�>�"!#�<$x��9L���<$'BD�=RbSW01/<�y!l��9L���<$'B ���1-30�6�AC!#6>6�-�( !l��&U!#�1���>����-3�D+.&<-3B ���>?[BC!�If�<-

z
IK/:-�-3&<AL�>�"!#�<$[]1��01/U�����"!#�T���1$x0����m$'&8!#�1A�6�-�(*$'&567!:9F$'&<�5+.-36>6�-�(�]L&<$:���%$:/'���>EF$'6>9F]����1$X+.&<$:$x�<0�&M+}!3/:$P!#�1A����1$
^m-3���<-3B��<-3�m-3?[&U!#���G9F]W!#�1Av67!=9F$'&<�b�>�v^%$'��(*$:$'�|!#&<$5!#&�^��>��&U!#&�9FRb�8�����H(T-30�6�AD!#6>6�-=(	+}-3&HBD-3&<$8!3A1!#���U!#^��>6>�>��9
-#+H���1$PEF$'&�����/=!#6)AL���</'&<$'���>��!#����-3�2R 	1-3&5�>�1���U!#�1/:$[]��>�y���1$l/=!3�U$l-#+f���1$l���U!#�1AL�>��?C^"!3���>� -¬01�<�T��&<$:�U$'�G�<$:As]1(T$
/=!#�y�����>����-#+ �>B{�m-[���>��?D! ��YL$:A��1-3&��>�=-3�G�U!#6)��67!#�1$�!#�T���1$P6�$'EF$'6s-#+f���1$lA�$'�1���>�K9�����&U!#�����"/=!#����-3�2R,���1A�$:$:As]
�>�C�������w(T!=9F]G���1$XA�$'�1���>�K9v?[&U!3AL��$'�W�*(T-30�6�AD^m$5/:-3B{��0��<$:A|-3�C-3&����1-3?F-3�"!#6�?[&���AC$'6�$'BD$'�W�<�=]�!#�1AD���1$ ,�� �
$'&�&<-3&`(*-30�6�Ao/=!#�1/:$'6NR ,x-=(T$'EF$'&=]H�����������l�1-3�`�%-[�U���>^�6�${(5�>���p���1$|/'67!3�<����/=!#6,���>?[BC!Z��&U!#�1�M+}-3&�BC!#����-3�2R�\
BD-3&<$�?F$'�1$'&U!#6)��&U!#�1�M+}-3&�BC!#����-3�Z���5�1$:$:A�$:AsR

_2$'��01�P�1-=( �>�G��&<-�AL01/:$D���1${\x_2a*Sn!#����&<-F!3/U�2])(5����/U�p����!�&<$'�>�G�<$'&���&<$'�U!#����-3��-#+T���1${�<�>?[BC!���&U!#�1�MI
+}-3&�BC!#����-3�Z�>�Z���1$l\x_2a�!#����&<-F!3/<�2R,�8�����X!#����&<-F!3/<�d(5�>6>6)���1$'��!#6>6�-=(
�<-{A�$A�1�1$`!vEF$'&�9|?F$'�1$'&U!#6 ���>?[BC!�I
/:-�-3&<AL�>�"!#�<$;�<9����<$'BZR
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� -0/ ���
	 406�� = 2 :<2 = � 	�� 4
� 6�� � ��� =�� 4
� � 	 � 2�	�6������ 2���	�� 4
� 6
� 0�&@��0�&��%-[�<$P�1$'&<$P���Q�<-{���1-=(
���"!#�5���1$;���>?[BC!4��&U!#�1�M+}-3&�BC!#����-3��/=!#�y^m$P�>�G�<$'&���&<$'�<$:A�!3�Q���1$�!3A�-3������-3�
-#+w!v�"!#&�����/'0�67!#&@\x_2a~BC!#�����>��?�!#�1Ad!#�y0��W01��0"!#6 \x_2a	+}-3&�B;0�67!#����-3�2R

� �~-3�1$y�"!#�1As]*���1$yEF$'&�����/=!#6rIK/:-W-3&<AL�>�"!#�<$���&U!#�1�M+}-3&�BC!#����-3� c}�FeKI�c}jFev/=!#�~^%$��m$'&M+.-3&�BD$:A�01�<�>��?p���1$
+}-36>6�-=(5�>��?�\X_)a�BC!#�����>��?D^m$'�K(T$:$'�d���1$l&<$J+}$'&<$'�1/:$�/:-3�@�1?[0�&U!#����-3�

Ω̂
!#�1A����1$l&<$=!#6)A�-3BC!#�>�

Ωt
�

Ât : Ω̂ −→ Ωt, x(x̂, t) = Ât(x̂)

(5�>���
x = x̂, y = ŷ

!#�1A
z = Z (x, y, ẑ, t) ,

cMi=jFe
(5�1$'&<$

Z (x, y, ẑ, t)
���X!#��!#&�^��>��&U!#&�9y/:-3�G���>�G01-301�P!#�1AyBD-3�1-3�<-3����/�c

∂Z/∂ẑ ≥ 0
eT+t0��1/'����-3�d��!#�����M+t9��>��?

{

Z(x, y, 0, t) = η(x, y, t), ∀ (x, y, t) ∈ ω × I,
Z(x, y, 1, t) = b(x, y, t).

cMi �We

\5/'��0"!#6>6>9F]H�������4A�$A�1���>����-3���>�1/'6>01A�$:�;���1$|\X_2a�BC!#�����>��?F�`+.-3&`A�-3BC!#�>�1�`BD-�EW�>��?�-3��6>9��>�����1$CEF$'&�����/=!#6
AL�>&<$:/'����-3�2R��X-3�<$X���"!#�Q/:-3�1�<$:VW01$'�G��6>9|���1$xA�-3BC!#�>�yEF$'6�-�/'�>�K9|�"!3�5-3��6>9�!;EF$'&�����/=!#6s�1-3���=$'&<-{/:-3B{�%-3�1$'�W�=]
���"!#�@���

c = (0, 0, c)T R
� �����1$C-3���1$'&`�"!#�1Ap���1$|���>?[BC!���&U!#�1�M+}-3&�BC!#����-3��!#����&<-F!3/U���<�U!#�<$:�����"!#�;���1$|$:VG0"!#����-3�1�`^m$D/:-3BvI

��6�$'�<$'6>9���&U!#�1�M+}-3&�BD$:A��>�W�<-����1$
σ
IK/:-�-3&<AL�>�"!#�<${��9L���<$'BZRP�8�"!#�PBD$=!#�1�P���"!#�l!#6>6f�"!#&����7!#6wA�$'&��>E[!#���>EF$:��!#&<$
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&<$J+.-3&�B`0�67!#�<$:A�(5�>���o&<$:�<�%$:/'�4�<-z���1$B��Y�$:AoA�-3BC!#�>�2R����G�<$'&���&<$'���>��?n���1$����>?[BC!d��&U!#�1�M+}-3&�BC!#����-3�	!3�{!#�
\X_)a BC!#�����>��?�BC!#�F$:��/'6�$=!#&C���"!#���������|/:-3�1�<�����<�C�>��&<$J+.-3&�B`0�67!#���>��?	���1$dA�$'&��>E[!#���>EF$:���>�G�<-o���1$�\x_2a
+t&U!#BD$[RTaw���m$:/'�7!#6>6>9F]1���1$;���>BD$;A�$'&��>E[!#���>EF$:�x!#&<$�&<$J+.-3&�B`0�67!#�<$:Ad�>�W�<-C\x_2a~���>BD$`A�$'&��>E3!#���>EF$:� �,���1$�$Jqs$:/'�<�
-#+f���1$�BD-=E��>��?CA�-3BC!#�>��!#&<$l���W01�@$Jqs$:/'���>EF$'6>9��U!#�F$'�d�>�G�<-C!3/:/:-30��W�=R

�8��&<-30�?[�1-30��=]T(*$y(5�>6>65&<$J+}$'&{�<-����1$Z\x_2a��>�W�<$'&���&<$'�U!#����-3��-#+x���1$Z���>?[BC!z��&U!#�1�M+}-3&�BC!#����-3��!3�{���1$
\X_)aHI¬SW�>?[BC!
c.\x_2a*S�ey!#����&<-F!3/U�2R �p$�(T!#�G�d�<-	$'B{���"!3���>�=$n-3�����1$z+}!3/'�y���"!#�y���1$n$:VW0"!#����-3�1�Z/=!#�
^%$d(5&��>���<$'� ^%-3�����>�����1$�\X_2a +.&U!#BD$�-3&��>�~���1$�&<$=!#6PA�-3BC!#�>�2]5^�0��|�>������$:�<�<$'�G���7!#6x���"!#�����1$Z���>BD$
A�$'&��>E3!#���>EF$v^m$4(5&��>���<$'�n�>�����1${\X_2a�+.&U!#BD$[]2�<-����"!#�P���1${A�-3BC!#�>�nBD-=EF$'BD$'�W�;���x�U!#�F$'�n�>�G�<-Z!3/:/:-30��W�=R
�p$C�>�W��&<-WAL01/:$��1$JYL�{!#��\x_2a*Sp+}-3&�B;0�67!#����-3��-#+@���1$|����&<$:$JIKAL�>BD$'�1����-3�"!#65+.&<$:$|�<0�&M+}!3/:$CO"-=(���&<-3^�6�$'BZ]
(5����/<�z���X!{/:-3B`^��>�"!#����-3�n-#+w���1$l01��0"!#6 \x_2a~+.-3&�B`0�67!#����-3�p!#�1Ay���1$;-3�1$;?F$'�1$'&U!#6>6>9Z01�<$:Ay�>�����1$;���>?[BC!
��&U!#�1�M+}-3&�BC!#����-3�z!#����&<-F!3/<�2R

�.- , ��� 	 � ��� 2 � 
<;
	�� 4
� 6�� � ��� = ��� 25= = � �<4 � =�6�� 4 � 6 	�;�� 2 = =�� 
�2���	�8@=�� � " :<2�� $<;0= �
_2$'�Q01� �1&<���5�>�W��&<-WAL01/:$`�<-3BD$P&<$'67!#����-3�1�Q�>�WEF-36>EW�>��?C���1$ �G!3/:-3^��7!#�dA�$'�<$'&�B{�>�"!#�W�

Ĵt
-#+f���1$lBC!#�����>��?1]"!3�

(*$'6>6w!3�P�<$'EF$'&U!#6bA�$'&��>E3!#����-3��+}-3&�B;0�67!3�P���"!#�P(5�>6>6H^m$;�1$:$:A�$:Az�<-�(5&��>�<$4���1$4$:VW0"!#����-3�1�P�>�z���1$`&<$J+}$'&<$'�1/:$
/:-3�@�1?[0�&U!#����-3�

Ω̂
R,SW�>�1/:$x���1$@BC!#�����>��?D-3��6>9D��&U!#�1��+.-3&�BD�8���1$XEF$'&�����/=!#62/:-W-3&<AL�>�"!#�<$:�5-#+ ���1$X��9L���<$'BZ]����1$

/:-3�G���>�W01-301�X$JYL��&<$:�<����-3�d-#+H���1$ �G!3/:-3^��7!#��A�$'�<$'&�B{�>�"!#�G�x���

Ĵt (x, y, ẑ, t) =
∂Z

∂ẑ
(x, y, ẑ, t) .

DT9�!�/'67!3�<����/=!#6w!#^�01�<$v-#+*�1-3�U!#����-3�2]s(T${A�$'�1-3�<$v���1$4���>BD$4A�$'&��>E[!#���>EF${-3�����1$v\X_2a�+t&U!#BD$[]m(5&��>���<$'�n�>�
���1$����"!#���7!#62/:-�-3&<AL�>�"!#�<$[]1^W9 ∂ψ

∂t

∣

∣

∣

x̂

Rw�K�8���QA�$A�1�1$:Az!3�8+}-36>6�-=(Q� �

∂ψ

∂t

∣

∣

∣

x̂

: Ωt × I −→ R,
∂ψ

∂t

∣

∣

∣

x̂

(x, t) =
∂ψ̂

∂t
(x̂, t)

(5�>���
x̂ = A−1

t (x).
cMi �Fe

�8�1$x&<$'67!#����-3�y^%$'��(*$:$'�y���1$P\X_)a����>BD$xA�$'&��>E[!#���>EF$l-#+f!�+t0��1/'����-3�
ψ : Ωt −→ R

!#�1A��>�<�Taw0�6�$'&��7!#�y���>BD$
A�$'&��>E3!#���>EF$����

∂ψ

∂t
=

∂ψ

∂t

∣

∣

∣

x̂

+
∂ẑ

∂t

∂ψ

∂ẑ
.

cMi=�Fe
�8�1$P+}-36>6�-=(5�>��?{+}-3&�B;0�67!3�X&<$'67!#�<$l���1$lAL�rqs$'&<$'�G�X�<�"!3/:$l�"!#&����7!#6)A�$'&��>E[!#���>EF$:�@-#+

ψ
�

∂ψ

∂x
=

∂ψ

∂x

∣

∣

∣

x̂

+
∂ẑ

∂x

∂ψ

∂ẑ
,

cMi��[e

∂ψ

∂y
=

∂ψ

∂y

∣

∣

∣

x̂

+
∂ẑ

∂y

∂ψ

∂ẑ
,

cMi �Fe

∂ψ

∂z
=

∂ẑ

∂z

∂ψ

∂ẑ
.

cMi=�Fe

� !#���>��?
ψ(x, y, z, t) = z

]1$:�<�<$'�W���7!#62&<$'67!#����-3�1�@/=!#�d^%$lA�$'&��>EF$:A �

∂ẑ

∂t
= −Ĵ −1

t

∂z

∂t

∣

∣

∣

x̂

,
∂ẑ

∂x
= −Ĵ −1

t

∂z

∂x

∣

∣

∣

x̂

,
c}� �Fe

∂ẑ

∂y
= −Ĵ −1

t

∂z

∂y

∣

∣

∣

x̂

,
∂ẑ

∂z
= Ĵ −1

t .
c}�Li�e
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�p$`/:-3�1����A�$'&x���1$ �P!:E���$'&MI¬SW�<-3�F$:�l$:VW0"!#����-3�1�XA�$:�</'&��>^��>��?����1$`BD$=!#��BD-3����-3��-#+*!#�d�>�1/:-3B{��&<$:�<�<�>^�6�$
�x$'(5�<-3���7!#�nO10���An�>��!�����&<$:$JIKAL�>BD$'�1�<��-3�"!#6*BD-�EW�>��?dA�-3BC!#�>�

Ωt
-#+T���1${��9W�m${A�$A�1�1$:An^W9�cMi�eJR{���n���1$

�8!#&��<$:�<�7!#�Z+.&U!#BD$[]L���1$:�<$�$:VW0"!#����-3�1�X!#&<$P���1$P+}-36>6�-=(5�>��?1]"E3!#6>��A�+}-3&@!#6>6
t ∈ I

!#�1A�+}-3&@!#6>6
x ∈ Ωt

�

du

dt
−

AL�>E
(ν∇u) +

1

ρ
∇2p = f ,

c}�[�Fe

dw

dt
−

AL�>E
(ν∇w) +

1

ρ

∂p

∂z
= −g,

c}�[jFe
AL�>E

U = 0,
c}� �We

(5�1$'&<$
u
!#�1A

w
!#&<$l&<$:���m$:/'���>EF$'6>9����1$l�1-3&��>�=-3�G�U!#6b!#�1AyEF$'&�����/=!#6 EF$'6�-W/'�>����$:�=]

U = (u, w)T ���@���1$l�<-3�U!#6
EF$'6�-�/'�>�K9F] !#�1A

ν
���P���1$vAL9��"!#B{��/vEW���</:-[�<�>�K9�/:-�$*)C/'��$'�G��-#+T���1$`O10���AsR;�8�1$v�1-3&��>�=-3�G�U!#6*�<-30�&</:$4�<$'&�B ���

A�$'�1-3�<$:AZ^G9
f
!#�1A|���1$P?[&U!=EW�>��9Z!3/:/:$'6�$'&U!#����-3�Z^G9

g
Rw�8�����5��9L���<$'B����5/'6�-[�<$:A�^W9�/:-3�WEF$'����$'�G�@^m-30��1A1!#&�9

/:-3�1AL�>����-3�1��Rx���d�"!#&�����/'0�67!#&=]m���1$`���>�1$'BC!#����/4/:-3�1AL�>����-3�n-3�z���1$;^m-3���<-3B -#+,���1$`A�-3BC!#�>�
Γb

$JY���&<$:�U���>��?
�>B{�m$'&�E���-301���1$:�<�5���

U · n = 0
-3�

Γb ∪ Γb ,
c}���Fe

(5�1$'&<$
n
���5���1$l-30���(T!#&<Ad�1-3&�BC!#62�<-v���1$l/'0�&�&<$'�G�xA�-3BC!#�>�

Ωt
Rb\8�5���1$x+.&<$:$l��0�&M+}!3/:$

Γs,t
]����1$lEF$'6�-�/'�>�K9
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∣
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∂ẑ
= −g

�>�
Ω̂ .

c}j[jFe

DT0��;01���>��?�+.-3&�B`0�67!#����-3�
c}j[�Fel-#+Q���1$C/:-3�W���>�G0��>��9�$:VW0"!#����-3�2]H(*$�A�$:AL01/:$�!d/:-3�1�<$'&�E[!#���>EF$D+}-3&�B -#+Q���1$
BD-3BD$'�G��0�B $:VG0"!#����-3�1� �















































































∂(Ĵt û)
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� -0/ 1325476�8940:<;>=
_2$'�801�5/:-3�1����A�$'&@!#?G!#�>�����1$P?F$'�1$'&U!#6m+.-3&�B�cMi=jFe*-#+H!#�y\x_2a*SCBC!#�����>��?{^m$'�K(*$:$'�d���1$X&<$J+}$'&<$'�1/:$l/:-3�@�1?3I
0�&U!#����-3�

Ω̂
!#�1A����1$;&<$=!#6HA�-3BC!#�>�

Ωt
�8�>�X���x/<�"!#&U!3/'�<$'&��>�=$:A�^W9�!|/:-3�G���>�G01-301�`!#�1AdBD-3�1-3�<-3����/4EF$'&�����/=!#6

��&U!#�1�M+}-3&�BC!#����-3�Z+.0��1/'����-3�
Z : Ω̂ × I −→ Ωt

�U!#�����M+.9W�>��?
{

Z(x, y, 0, t) = η(x, y, t),
Z(x, y, 1, t) = b(x, y, t), ∀ (x, y, t) ∈ ω × I.

c}j[�Fe

�8�1$;&<$J+}$'&<$'�1/:$4/:-3�@�1?[0�&U!#����-3�
Ω̂
�����1&<���xAL���</'&<$'���>�=$:Az^G9

Nl
�1-3&��>�=-3�G�U!#6H6�$'EF$'6��=]%AL������&��>^�0��<$:An!#6�-3��?|���1$

EF$'&�����/=!#6s+}-36>6�-=(5�>��?�!#�z!#&�^��>��&U!#&�9��"!#&����>����-3�z-#+f���1$P�>�W�<$'&�E3!#6Th �L]>iJk �

0 = ẑ1 < . . . < ẑk < . . . < ẑNl
= 1.

�8�1$4�1$'�>?[�G��-#+,���1$`?[&���Az�1-WA�$:�x6�-�/=!#�<$:Az-3�����1$
k
IN����6�$'EF$'6b-#+

T̂h
���x���1$'&<$J+}-3&<$

ẑk
]%(5����/U�n���x/:-3�1�<�U!#�G�

�>�o���"!3/:$|!#�1Ap���>BD$[R �p$D(5�>6>6TA�$'�1-3�<$D^W9
lk+1/2

���1$D67!:9F$'&4A�$'6>�>B{�>�<$:A�^W9n6�$'EF$'6��
k
!#�1A

k + 1
]2+}-3&

k = 1, . . . , (Nl − 1)
]"!#�1AZ^G9

∆ẑk+1/2 = ẑk+1 − ẑk
�>�<�l(5��AL���2Rv�8�1${��&U!#�1�M+}-3&�BC!#����-3�n+.0��1/'����-3�

Z (x, y, ẑ, t)
���P���1$'�pAL���U/'&<$'���>�=$:An^G9zBD$=!#�1�;-#+T����$:/:$'(5���<$

6>�>�1$=!#&H+t0��1/'����-3�1�w�>�{���1$8EF$'&�����/=!#6"AL�>&<$:/'����-3�2RH�K�1����A�$5$=!3/U�{67!:9F$'&=]G�������b��&U!#�1�M+}-3&�BC!#����-3�C/=!#�{^%$8$JYL��&<$:�<�<$:A
!3�X!C/'67!3�<����/=!#6 �<�>?[BC!{��&U!#�1�M+}-3&�BC!#����-3�2]m/<�"!#&U!3/'�<$'&��>�=$:Az^G9y���1$;�1$'�>?[�G�<�@g��>�����1$�&<$=!#6 A�-3BC!#�>�dg�-#+w���1$
6�$'EF$'6��XA�$'6>�>B{�>���>��?����1$;67!:9F$'&=RQ���1A�$:$:As]"���1$;&<$:����&���/'����-3��-#+w���1$;AL���</'&<$'�<$`��&U!#�1�M+}-3&�BC!#����-3�z-3�z$=!3/<�z67!:9F$'&
lk+1/2

/=!#�y^m$lA�$A�1�1$:A�!3�8+}-36>6�-=(Q�X-3�
ω × [ẑk, ẑk+1] × I

�

Zk+1/2 (x, y, ẑ, t) =
∆zk+1/2(x, y, t)

∆ẑk+1/2
(ẑ − ẑk) + zk (x, y, t) ,

c}jF�[e

(5�1$'&<$
zk (x, y, t)

���Q!#�Z!#&�^��>��&U!#&�9�AL���</'&<$'�<$X+t0��1/'����-3�ZA�$:�U/'&��>^��>��?{���1$x/'0�&�&<$'�W�5�1$'�>?[�G�Q-#+f���1$X?[&���A�6�$'EF$'6
k
!#�Q$=!3/U�y�K(T-#IKAL�>BD$'�1����-3�"!#6)�1-�A�$l!#�1AZ!#�8$=!3/U�Z���>BD$P���<$'�2Rb�8�1$'�

∆zk+1/2 (x, y, t) = zk+1 (x, y, t) −
zk (x, y, t)

A�$'�1-3�<$:�Q���1$l(5��AL����-#+f���1$l67!=9F$'&
lk+1/2

R

� ^GE���-301��6>9F]��>�Q���Q���1$l/<�1-3��/:$;-#+H���1$��<$'�Q-#+bAL���</'&<$'�<$P+.0��1/'����-3�1�

{zk (x, y, t) / k = 1, . . . , Nl}

(5����/<��A�$'�<$'&�B{�>�1$:�����1${AL���</'&<$'�<$vBC!#�����>��?Z�<-�01�<$`+}-3&;!C�"!#&�����/'0�67!#&`���>B;0�67!#����-3�2R �p$4�m-3�>�G�;-30��l���"!#�
���1$'9�!#&<$|A�$A�1�1$:A�^W9n���1$'�>&`E[!#6>01$�!#�4$=!3/<���1-�A�$C-3�����1$C��(*-#IKAL�>BD$'�1����-3�"!#65BD$:���	!#�1Ao!#�v$=!3/<�����>BD$
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(x, y, t) ∈ ω × I

�







z1 (x, y, t) = bh (x, y, t) ,
zNl

(x, y, t) = hh (x, y, t) ,
zk+1 (x, y, t) − zk (x, y, t) ≥ hmin > 0 ∀k ∈ [1, Nl − 1],

c}j �Fe

(5�1$'&<$
hmin
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�P$'�1-3���>��?p���1$yAL���U/'&<$'�<$yA�-3BC!#�>��!#�{$=!3/<�����>BD$
t
^W9

Ωh,t
]*!#�1A��>�<�v��&��7!#��?[0�67!#����-3��^W9

Th,t
]w���1$yAL���MI

/'&<$'�<$;\X_2a~BC!#�����>��?C���QA�$A�1�1$:A�!3�8+.-36>6�-�(Q� �

Âh,t : Ω̂ −→ Ωh,t, x(x̂, t) = Âh,t(x̂)

(5�>���
x = x̂, y = ŷ

!#�1A
z = Zh (x, y, ẑ, t) ,

c}j[�Fe

(5�1$'&<$
Zh (x, y, ẑ, t)

���@!D/:-3�G���>�G01-301�@+.0��1/'����-3�2]�6>�>�1$=!#&@-3�d$=!3/<�d67!:9F$'&
lk+1/2
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k = 1, . . . , (Nl − 1)

zk (x, y, t) = hh (x, y, t) ẑk + bh (x, y, t)
c�� �Fe
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2
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�>�����>BD$Cgo!#�1A��>�`&<$:��0�6>�<�4+.&<-3B !�AL���U/'&<$'�<$|��&U!#�1��+.-3&�BC!#����-3��+.0��1/'����-3�
Zh (x, y, t)
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













































zk (x, y, t) =

(

z4 − bh (x, y, t)

ẑ4

)

ẑk + bh (x, y, t)
+}-3&

1 ≤ k < 4,

z4 (x, y, t) = c4,

z5 (x, y, t) = c5,

zk (x, y, t) =

(

ηh (x, y, t) − z5
1 − ẑ5

)

(ẑk − ẑ5) + z5
+.-3&

5 < k ≤ 7,

(5�1$'&<$
c4

!#�1A
c5
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k = 1, . . . , (Nl − 1)
���

Ĵh (x, y, ẑ, t) =
∂Zk+1/2

∂ẑ
(x, y, ẑ, t) =

∆zk+1/2 (x, y, t)

∆ẑk+1/2
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�>�
ω × [ẑk, ẑk+1], ∀ t ∈ I .
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Ĵk+1/2 (x, y, t) =
∆zk+1/2 (x, y, t)

∆ẑk+1/2

�>�
ω, ∀t ∈ I .
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∫

Ωh,t

ψh dx =

∫

Ω̂
Ĵh,t ψ̂h dx̂

=
∑

k=1,...,Nl−1

∫

l̂k+1/2

Ĵk+1/2 (x, y, t) ψ̂h (x, y, ẑ) dx̂

=
∑

k=1,...,Nl−1

∫

ω
Ĵk+1/2 (x, y, t)

(
∫ ẑk+1

ẑk

ψ̂h (x, y, ẑ, t) dẑ

)

dω .
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η = η0 cos (kπx) cos (ωt) ,

u = ω η0
cosh (kπ(z +H))

sinh (kπH)
sin (kπx) sin (ωt) ,

v = 0 ,

w = −ω η0
sinh (kπ(z +H))

sinh (kπH)
cos (kπx) sin (ωt) ,
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�1-3�,^m$567!#&�?F$'&,���"!#�|���1$Q(8!:EF$P!#B{��6>�>��01A�$X-#+s���1$5O"-�(�Rb\ �1&<���*���>B`0�67!#����-3�|���,�%$'&M+}-3&�BD$:AC-3�C���1$Q����&<$:$JI
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�x-=(�]W�>��-3&<A�$'&,�<-;$'E[!#6>0"!#�<$X���1$Q��&<$:/'������-3��-#+s���1$:�<$@&<$:�<0�6>�<�=]F(T$@�"!=EF$@�m$'&M+.-3&�BD$:AC���1$X��!#BD$@���>B`0�67!#����-3�
&<$A�1���>��?����>?[�����"/=!#�G��6>9n���1$vBD$:����!#6�-3��?d���1$vEF$'&�����/=!#6 �l(*$v�"!=EF${01�<$:A

55
]
105

!#�1A �1�"!#6>6>9
205

6�$'EF$'6��
-3�����1$XEF$'&�����/=!#6NR 	 �>?[0�&<$l� ����&<$:�<$'�G�<�8���1$@&<$:��0�6>�<�8-#+2���1$:�<$X�<�>B;0�67!#����-3�1�Q!�+.�<$'&

30
�U$:/:-3�1A��=Rb�8�1$'9C���1-�(

���"!#�T���1$PAL���</'&<$'�<$x�<-36>0�����-3��/:-3�WEF$'&�?F$:�8�<-4!`�<-36>0�����-3���>�|(5����/U�����1$@�m$'&���0�&�^"!#����-3�y-#+)���1$X�<��&U!#�����"/=!#����-3�
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z = −3.5
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�8�����C�<$:����/=!3�<$d�<�1-=(Q�|���"!#�C���1$�BD-=EF$'BD$'�G�y-#+l���1$�BD$:����/=!#���<-3BD$'���>BD$:�C��&<-�EF-3�F$n!3A�AL�>����-3�"!#6
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�U-36>EF$:AyBD-3&<$;!3/:/'0�&U!#�<$'6>9FR
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 2 8@= 476 	 8�� 6 = � �
� 	?:�= � $&	�� 406�-
�p$X�1-=( ���1-�(��<-3BD$@&<$:��0�6>�<�*-3��!l&<$=!#6>��������/X�<$:���T/=!3�<$[]G(5����/U���<�>B;0�67!#�<$:�T���1$@$Jqs$:/'�T-#+)!��1$=!#�T�<-30�&</:$@�>�
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�U-36>0�����-3�2]1!#�1A�(*$lA�-v-3��6>9|��&<$:�U$'�G�QVW0"!#6>�>�U!#���>EF$P&<$:��0�6>�<�=R(,x-=(*$'EF$'&=]"�>���������5/=!3�<$x���1$P^%-3���<-3B ?[&U!3AL��$'�W�
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